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本 书 是 介绍 离散 数学 理论 和 方法 的 经 典 教材 ， 已 经 成 为 采用 率 最 高 的 离散 数学 教材 ， 被 美国 众多 名 校 用 做 
教材 ， 获 得 了 极 大 的 成 功 。 本 书 中 文 版 也 已 被 国内 大 学 广泛 采用 为 教材 。 作 者 参考 教师 和 学 生 的 反馈 ， 并 结合 
自身 对 教育 的 洞察 ， 在 第 7 版 中 做 了 大 量 的 改进 ， 使 其 成 为 更 有 效 的 教学 工具 。 本 书 可 作为 1 ~ 2 个 学 期 的 离散 
数学 课程 教材 ， 适 用 于 数学 、 计 算 机 科学 计算 机 工程 、 信 息 技术 等 专业 的 学 生 。 


@ 实例 ， 书 中 有 800 多 不 卖 例 ， 用 于 阐明 概念 ， 联 系 不 同 内 容 ， 引 入 各 种 应 用 。 

@_ 应 用 : 书 中 叙述 的 应 用 展示 了 高 散 数学 在 解决 现实 中 问题 时 的 使 用 价值 ， 涉 及 的 应 用 领域 包括 计算 机 科 
学 、 数 据 网 络 、 心 理学 、 化 学 、 工 程 学 、 语 言 学 、 生 物 学 、 商 业 和 因特网 等 。 

@ 算法 : 离散 数学 的 结论 常常 要 用 算法 来 表示 ， 因 此 本 书 每 一 章 都 介绍 了 一 些 关键 算法 。 

@ 历史 资料 : 本 书 对 许多 主题 的 背景 做 了 简要 介绍 并 以 脚注 的 形式 给 出 了 83 位 对 高 散 数学 做 出 过 重要 贡 
献 的 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 简短 传记 。 

@ 关键 术语 和 结论 : 每 一 章 后 面 都 列 出 了 本 章 的 关键 术语 和 结论 。 

@ 练习 -复习 题 和 补充 练习 ; 书 中 有 4000 多 道 难度 各 异 的 练习 ; 可 以 满足 不 同 层次 学 生 的 学 习 需 求 同 
有 时， 每 章 最 后 都 有 一 组 复习 题 和 丰富 多 样 的 补充 练习 。 

@ 计算 机 课题 : 每 一 章 后 面 还 有 一 组 计算 机 课题 ， 大 约 有 150 个 这 样 的 题目 ， 把 学 生 已 经 学 到 的 计算 和 离散 
数学 的 内 容 结合 在 二 起 

@ 计算 和 探索 : 每 一 章 的 结论 部 分 都 有 一 组 计算 和 探索 性 问题 ， 为 学 生 提 供 了 通过 计算 发 现 新 事实 或 新 思 
想 的 机 会 。 

g@ 写作 课题 每 一 章 后 面 都 有 一 组 应 该 书面 完成 的 课题 。 要 完成 这 类 课题 ， 学 生 需 要 查阅 参考 文献 ， 把 数 
学 概念 和 书面 写作 的 过 程 结合 在 一 起 ， 以 帮助 学 生 研究 和 思考 正文 中 没有 深入 探讨 的 思想 ,便于 其 未 来 
的 学 习 和 研究 。 
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文艺 复兴 以 降 ， 源远流长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 各 个 领 
域 取得 了 垄断 性 的 优势 ; 也 正 是 这 样 的 传统 ,使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 家 辈出 、 独 领 
风骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧 密 地 结合 ， 计 算 机 学 科 中 的 许多 泰山 北 
斗 同 时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科 学 著作 ， 不仅 壁 划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭示 了 
学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 益 人 迫切 。 
这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 上 显得 举足轻重 。 
在 我 国信 息 技 术 发 展 时 间 较 短 、 从 业 人 员 较 少 的 现状 下 ,美国 等 发 达 国 家 在 其 计算 机 科学 发 展 的 几 
十 年 间 积 淀 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 计算 机 教材 将 对 我 国 计 算 
机 教育 事业 的 发 展 起 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工 业 出 版 社 华章 图 文 信息 有 限 公司 较 早 意 识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”"。 自 1998 年 开始 ,我们 
就 将 工作 重点 放 在 了 六 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 Pearson，MecGraw 
一 Hill，Elsevier，MIT，John Wiley & Sons，Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良好 的 合作 关系 ， 
从 他 们 现 有 的 数 百 种 教材 中 王选 出 Andrew S. Tanenbaum， Bjarne Stroustrup，Brain W. Kernighan, 
Dennis Ritchie, Jim Gray, Afred V. Aho, John E. Hopcroft, Jeffrey D. Ullman, Abraham Silberschatz, 
William Stallings，Donald E. Knuth，John L. Hennessy，Larry L. Peterson 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作 
品 ， 以 “计算 机 科学 从 书 " 为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 究 及 珍藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 
这 套 从 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书” 的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 鼎力 陡 助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提 供 了 中 肯 的 选 
题 指导 ， 还 不 辞 劳苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 在 中 国 的 传播 ， 
有 的 还 专程 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书 "已 经 出 版 了 近 两 百 个 品种 ， 这 些 书 籍 在 
读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采 用 为 正式 教材 和 参考 书籍 。 其 影印 版 “经 典 原 版 书库 " 作 
为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因 素 使 我 们 的 图 书 有 
了 质量 的 保证 。 随 着 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 教 育 界 对 
国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 人 一 个 新 的 阶段 ,我 们 的 目标 是 尽善尽美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 
我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公 司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 的 工作 提出 建议 或 给 予 指正 ， 
我 们 的 联系 方法 如 下 : 


华章 网 站 : www. hzbook. com 
电子 邮件 : hzjsj@hzbook. com 
联系 电话 : (010)88379604 
联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 华章 教育 

邮政 编码 : 100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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离散 数学 一 直 被 IEEE & ACM 确定 为 计算 机 专业 最 核心 的 课程 (最 新 版 CC2005) ， 也 是 《中 国 计 
算 机 科学 与 技术 学 科教 程 2002》 中 界定 的 计算 机 科学 与 技术 专业 的 核心 基础 课程 。 当 你 学 习 离 散 数 
学 时 ， 你 会 发 现 离散 数学 为 许多 计算 机 专业 课程 提供 理论 基础 ， 尤 其 是 为 大 多 数 计 算 机 算法 提供 
基础 。 

本 书 清晰 地 介绍 了 离散 数学 中 的 概念 和 技术 ， 并 向 读者 展示 其 相关 性 和 实用 性 ,给 计算 机 科学 
专业 的 学 生 将 来 的 学 习 提 供 一 切 必需 的 数学 基础 。 

本 书 的 优秀 之 处 不 仅 在 于 作者 对 离散 数学 知识 点 精心 编排 ， 而 且 其 行文 流畅 、 通 俗 易 懂 ， 拥 有 
大 量 有 趣 而 实用 的 例子 ， 推 荐 读物 吸引 读者 广泛 的 好 奇 心 ,丰富 的 练习 帮助 读者 掌握 离散 数学 的 概 
念 和 技巧 。 本 书 最 大 的 优势 在 于 它 的 配套 网 站 中 给 出 了 一 系列 丰富 的 课外 资源 ， 既 可 以 辅助 教师 根 
据 实际 情况 安排 教学 活动 ; 又 能 够 帮助 学 生 评 估 自 身 学 习 状 况 ， 学 习 扎 写 证 明 并 避免 常见 错误 ， 从 
各 个 方面 提高 学 生 学 习 和 解决 问题 的 能 力 ， 引 领 学 生 探索 离散 数学 的 新 应 用 。 

本 书 的 另 一 个 特色 是 以 脚注 形式 给 出 的 历史 资料 ， 让 读者 了 解 许多 数学 知识 的 来 龙 去 脉 以 及 数 
学 家 所 做 出 的 贡献 ， 这 可 以 极 大 提高 读者 学 习 离 散 数学 的 兴趣 ， 有 助 于 读者 了 解 其 发 展 历程 。 

本 书 译 自 Kenneth H. Rosen 所 著 的 《Discrete Mathematics and Its Applications，Seventh Edition》。 这 
本 书 在 北美 及 全 球 有 超过 600 多 所 大 学 采用 ， 在 中 国 也 已 经 被 多 所 大 学 采纳 作为 计算 机 系 的 离散 数 
学 教材 。 作 者 一 直 根 据 广大 教师 和 学 生 的 反馈 意见 不 断 完 善 这 本 书 ， 使 其 能 适应 计算 机 科学 及 应 用 
的 发 展 。 自 出 版 以 来 这 本 书 在 北美 发 行 超过 350 000 册 ， 同 时 这 本 书 也 已 经 被 翻译 成 法 文 、 希 腊 文 、 
中 文 、 越 南 文 和 韩文 等 。 因 此 ， 本 书 是 一 本 不 俗 的 教科 书 。 

如 果 你 有 幸 读 到 本 书 ， 那 恭喜 你 了 。 你 可 以 参考 作者 的 建议 或 按 自 己 的 兴趣 阅读 本 书 ， 我 相信 
你 一 定 能 从 本 书 中 获 益 匪 浅 。 

本 书 第 7 版 做 了 重大 修订 ， 翻译 工作 是 在 第 6 版 译 稿 的 基础 上 进行 的 。 感 谢 第 6 版 的 译 者 囊 崇 
义 、 屈 婉 玲 、 张 桂 芸 。 第 7 版 翻译 分 工 如 下 : 作者 简介 、 前 言 、 配 套 网 站 、 致 学 生 ， 以 及 第 1 章 至 
第 4 章 ( 含 奇数 编号 练习 答案 ) 、 附 录 、 推 荐 读物 由 徐 六 通 (本 书 英文 原版 第 7 版 正式 评阅 人 之 一 ) 翻 
译 ， 第 5 章 至 第 8 章 ( 含 奇数 编号 练习 答案 ) 由 吴斌 翻译 ,第 9 章 至 第 13 章 ( 含 奇数 编号 练习 答案 ) 由 
杨 娟 翻译 。 由 于 译 者 水 平 所 限 ， 本 书 难 免 有 不 妥 的 地 方 ， 敬 请 读者 不 音 赐教 。 


译 者 
2014 年 10 月 于 北京 
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本 书 是 根据 我 多 年 讲授 离散 数学 的 经 验 和 兴趣 写成 的 。 对 学 生 而 言 ， 我 的 目的 是 为 他 们 提供 准 
确 且 可 读 性 很 强 的 教材 ， 清 晰 地 介绍 并 展示 离散 数学 中 的 概念 和 技术 。 我 的 目标 是 向 爱 怀疑 的 学 生 
们 展示 离散 数学 的 相关 性 和 实用 性 ， 希 望 为 学 习 计算 机 科学 的 学 生 提 供 一 切 必需 的 数学 基础 ， 也 希 
望 学 数学 的 学 生理 解 重要 的 数学 概念 ， 以 及 为 什么 这 些 概 念 对 应 用 来 说 很 重要 ， 最 重要 的 是 希望 本 
书 既 能 达到 这 些 目标 ， 又 不 含 太 多 的 水 分 。 

对 教师 而 言 ， 我 的 目的 是 要 利用 数学 中 行 之 有 效 的 教学 技术 来 设计 一 个 灵活 而 全 面 的 教学 工具 ， 
希望 为 教师 提供 能 够 以 最 适合 特定 学 生 特 点 的 方式 高 效 地 教授 离散 数学 的 教材 。 希 望 本 书 能 够 达到 
这 些 目 标 。 

我 为 本 教材 在 过 去 所 取得 的 巨大 成 功 而 感到 非常 欣慰 。 根 据 北美 600 多 所 学 校 以 及 全 球 各 地 许 
多 大 学 成 功 采 用 了 本 书 的 大 批 师 生 的 反馈 和 建议 ， 此 次 第 7 版 进行 了 许多 改进 。 

本 教材 是 为 一 至 两 个 学 期 的 离散 数学 人 门 课程 而 设计 的 ， 适 用 于 数学 、 计 算 机 科学 和 工程 等 各 
类 专业 的 学 生 。 虽 然 唯一 的 先 修 课程 要 求 是 大 学 代数 ， 但 是 要 想 真 正 学 好 离散 数学 还 需要 掌握 更 多 
的 数学 知识 。 


离散 数学 课程 的 目标 

离散 数学 课程 有 多 个 目标 。 学 生 不 仅 要 学 会 一 些 特定 的 数学 知识 并 知道 怎样 应 用 ， 更 重要 的 是 ， 
这 样 一 门 课 应 培养 学 生 的 数学 逻辑 思维 。 为 此 ， 本 教材 特别 强调 数学 推理 以 及 用 不 同 的 方法 解 题 。 
本 书 中 五 个 重要 主题 交织 在 一 起 : 数学 推理 、 组 合 分 析 、 离 散 结构 、 算 法 思维 、 应 用 与 建 模 。 成 功 
的 离散 数学 课程 应 该 努力 使 这 五 个 主题 相互 融合 、 平 衡 。 

1. 数学 推理 : 学 生 必 须 理 解数 学 推理 ,以便 阅读 、 领 会 并 构造 数学 论证 。 本 书 以 数理 逻辑 开 
篇 ， 在 后 面 证 明 方 法 的 讨论 中 ,数理 逻辑 是 基础 。 本 书 描述 了 构造 证 明 的 方法 与 技巧 。 本 书 特别 强 
调 数学 归纳 法 ， 不 仅 给 出 了 这 种 证 明 的 许多 不 同类 型 的 实例 ， 还 详细 地 解释 了 数学 归纳 法 为 什么 是 
有 效 的 证 明 技 术 。 

2. 组 合 分 析 : 一 个 重要 的 解 题 技 巧 就 是 计数 或 枚 举 对 象 。 本 书 中 ， 对 枚 举 的 讨论 从 计数 的 基本 
技术 着 手 ， 重 点 是 用 组 合 分 析 方 法 来 解决 计数 问题 并 分 析 算 法 ， 而 不 是 简单 地 应 用 公式 。 

3. 离散 结构 : 离散 数学 课程 应 该 教会 学 生 如 何 处 理 离 散 结 构 ， 即 表示 离散 对 象 以 及 对 象 之 间 关 
系 的 抽象 数学 结构 。 离 散 结构 包括 集合 、 置 换 、 关 系 、 图 、 树 和 有 限 状 态 机 等 。 

4. 算法 思维 : 有 些 问题 可 以 通过 详细 说 明 其 算法 来 求解 。 在 清楚 地 描述 算法 后 ， 就 可 以 构造 一 
个 计算 机 程序 来 实现 它 。 这 一 过 程 中 涉及 的 数学 部 分 包括 算法 的 详细 说 明 、 正 确 性 验证 以 及 执行 算 
法 所 需要 的 计算 机 内 存 和 时 间 的 分 析 等 ， 这 些 内 容 在 本 书 中 均 有 介绍 。 算 法 是 用 英语 “和 一 种 易于 
理解 的 伪 代 码 来 描述 的 。 

5, 应 用 与 建 模 : 离散 数学 几乎 在 每 个 可 以 想象 到 的 研究 领域 中 都 有 应 用 ， 本 书 介绍 了 其 在 计算 
机 科学 和 数据 网 络 中 的 许多 应 用 ， 还 介绍 了 在 其 他 各 种 领域 中 的 应 用 ， 如 化 学 、 植 物 学 、 动 物 学 、 
语言 学 、 地 理学 、 商 业 以 及 因特网 等 。 这 些 均 是 离散 数学 的 实际 而 又 重要 的 应 用 ， 而 不 是 编造 的 。 











加 译 著 中 采用 汉语 。 一 一 译 者 注 
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用 离散 数学 来 建 模 是 十 分 重要 的 问题 求解 技巧 ， 本 书 中 的 一 些 练习 让 学 生 有 机 会 通过 自己 构造 模型 
掌握 这 一 技巧 。 


第 7 版 中 的 变更 

虽然 第 6 版 已 经 是 一 本 非常 有 效 的 教材 ， 但 许多 教师 (包括 长 期 使 用 者 ) 还 是 提出 了 使 本 书 更 有 
效 的 修改 要 求 。 我 花 了 大 量 的 时 间 和 精力 来 满足 这 些 要 求 ， 想 方 设法 使 这 本 书 做 得 更 好 。 

第 7 版 是 一 个 重大 的 修订 版 ， 其 变更 基于 40 多 位 正式 评阅 人 、 学 生 和 教师 的 反馈 以 及 作者 的 见 
解 。 新 版 本 改善 了 主题 的 组 织 结构 ， 使 本 书 成 为 一 个 更 加 有 效 的 教学 工具 。 膛 辑 、 算 法、 数论 和 图 
论 方面 的 内 容 有 许多 实质 性 的 增强 ， 使 本 书 更 加 灵活 和 全 面 。 第 7 版 中 所 做 的 大 量变 更 能 帮助 学 生 
更 容易 地 掌握 这 些 内 容 。 增 加 了 额外 的 解释 和 例子 以 便 阐 述 那 些 学 生 经 常 感到 有 困难 的 内 容 。 新 增 
了 一 些 常 规 的 和 富有 挑战 性 的 习题 。 还 增加 了 一 些 与 因特网 、 计 算 机 科学 以 及 数学 生物 学 等 密切 相 
关 的 应 用 。 配 套 网 站 得 易于 广泛 的 开发 活动 ， 现 在 所 提供 的 工具 使 学 生 可 以 用 来 掌握 关键 概念 并 探 
索 离散 数学 世界 ， 正 在 开发 中 的 许多 新 工具 也 将 在 本 书 出 版 后 的 来 年 发 布 。 

我 希望 教师 仔细 阅读 这 本 新 版 以 发 现 如 何 来 满足 他 们 的 需求 。 尽 管 要 列 出 本 版 所 有 变更 是 不 切 
实际 的 ， 但 基于 一 些 关键 变更 及 其 所 带 来 的 好 处 给 出 一 个 简要 的 列表 或 许 是 有 益 的 。 

更 灵活 的 组 织 结构 

。 命题 逻辑 的 应 用 分 出 专门 的 小 节 ， 其 中 简要 介绍 了 逻辑 电路 。 

。 递 推 关 系 在 第 2 章 论 述 。 

。 扩展 了 可 数 性 讨论 并 在 第 2 章 中 有 专门 的 一 节 。 

。 用 独立 的 章节 论述 算法 (第 3 章 ) 以 及 数论 和 密码 学 (第 4 章 )， 并 增加 了 内 容 。 

。 采用 了 更 多 二 级 、 三 级 标题 以 便 将 章节 划分 成 较 小 的 有 紧密 联系 的 部 分 。 

便于 学 习 的 工具 

。 有 些 难 度 的 讨论 和 证 明 已 经 在 页 边 用 布尔 巴 基 著 名 的 “危险 弯 道 "符号 警示 。 

。 新 的 页 边 注解 给 出 一 些 链接 ， 增 加 一 些 有 趣 的 注解 ， 并 为 学 生 提供 一 些 忠告 。 

。 在 证 明 以 及 阐述 中 引入 更 多 的 细节 和 解释 ， 以 帮助 学 生 更 容易 地 阅读 本 书 。 

。 在 对 许多 原 有 练习 做 了 一 些 改进 的 同时 ， 增 加 了 更 多 新 的 练习 ， 包 括 常 规 练习 以 及 富有 挑战 

性 的 练习 。 

增强 了 逻辑 、 集 合 和 证 明 所 涵盖 的 内 容 

。 可 满足 性 问题 有 了 更 深入 的 阐述 ， 并 论述 了 以 可 满足 性 建 模 的 数 独 (Sudoku) 问 题 。 

。 利用 希 尔 伯 特大 饭店 来 解释 不 可 数 性 。 

。 贯穿 全 书 的 证 明 通 过 细 化 步骤 及 其 背后 的 原因 使 之 更 加 易于 理解 。 

。 增加 了 一 个 数学 归纳 法 的 证 明 模 板 。 

。 在 数学 归纳 法 证 明 中 显 式 地 注 明 了 应 用 归纳 假设 的 步骤 。 

算法 

。 本 书 中 使 用 的 伪 代 码 已 经 做 了 更 新 。 

。 算法 范 型 做 了 显 式 的 扩充 ， 提供 了 包括 蛮 力 算法 、 贪 禁 算 法 以 及 动态 规划 等 内 容 。 

。 增加 了 对 数 、 窒 以 及 指数 函数 大 O 估计 的 判别 规则 。 

数论 和 密码 学 

。 扩展 了 所 涵盖 的 内 容 使 得 教师 在 课程 中 可 以 只 选择 一 小 部 分 或 更 多 的 数论 内 容 。 

。 mod 函数 和 同 余 之 间 的 关系 做 了 更 全 面 的 解释 。 

。 对 埃 拉 托 斯 特 尼 (Eratosthenes) 得 法 的 介绍 在 本 书 中 有 所 提前 。 

。 线性 同 余 式 以 及 模 的 逆 有 了 更 深入 的 阐述 。 
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。 深入 讨论 了 数论 应 用 ， 包 括 校 验 码 和 散 列 函数 。 

。 新 一 节 的 密码 学 集成 了 原先 的 内 容 ， 并 引入 了 密码 系统 的 概念 。 

。 涵盖 了 密码 协议 内 容 ， 包 括 数 字 签 名 和 密 钥 共 享 。 

图 论 

。 增加 了 结构 归纳 法 在 图 论 中 的 应 用 。 

。 更 多 地 关注 社交 网 络 的 概念 。 

。 增加 了 在 生物 科学 中 的 应 用 ， 还 有 图 同 构 和 平面 性 方面 很 有 意思 的 应 用 。 

。 增加 了 二 分 图 的 匹配 问题 ， 包 括 Hall 定理 及 其 证 明 。 

。 增加 了 顶点 连通 性 、 边 连通 性 以 及 nn 连通 性 ， 使 读者 对 图 的 连通 性 有 更 深入 的 理解 。 

充实 的 内 容 

。 对 许多 传记 做 了 扩充 和 更 新 ， 同 时 新 增 了 贝尔 曼 、 贝 祖 * 比 安 内 梅 、 卡 尔 达 诺 、 卡 塔 兰 、 柯 
克 斯 、 库 克 、 狄 拉克 、 霍 尔 、 希 尔 伯 特 、 欧 尔 和 陶 哲 轩 的 传记 。 

。 全 书 历 史 资 料 也 有 所 增加 。 

。 大 量 最 新 发 现 也 做 了 相应 更 新 。 

扩展 的 媒体 

。 努力 为 本 书 开 发 有 价值 的 网 站 资源 。 

。 在 配套 网 站 上 为 本 书 主要 内 容 提供 了 额外 的 练习 。 

。 开发 了 一 些 交互 式 算法 ， 以 及 一 些 探 索 主 题 并 可 用 于 课堂 教学 的 工具 。 

。 2012 年 秋季 新 上 线 一 个 辅助 工具 一 一 虚拟 离散 数学 导师 ， 可 以 帮助 学 生 解 决 学 习 离 散 数 学 中 
的 困难 。 

。 2012 年 秋季 新 上 线 的 作业 提交 系统 ， 可 用 来 提供 自动 化 的 作业 ， 包括 数值 型 和 概念 型 的 
练习 。 

。 针对 关键 概念 的 学 生 评 估 模 块 。 

。 开发 了 供 教师 使 用 的 PowerPoint 幻灯 片 。 

。 开发 了 补充 的 《探索 离散 数学 》， 为 配合 本 书 利用 Maple™ 或 Mathematica™ 提 供 广 泛 的 支持 。 

。 提供 了 一 组 广泛 的 外 部 Web 链接 。 


本 书 特色 

易 理 解 性 : 本 书 对 于 初学 者 来 说 已 被 实践 证 明 是 易 读 易 懂 的 。 绝 大 部 分 内 容 不 需要 读者 具备 比 
大 学 代数 更 多 的 数学 预备 知识 。 需 要 额外 帮助 的 学 生 可 以 在 配套 网 站 找到 相应 工具 将 数学 水 平 提升 
到 本 书 的 水 准 。 本 书 中 少数 几 个 需要 参考 微 积分 的 地 方 也 已 显 式 注 明 。 大 多 数学 生 应 该 很 容易 理解 
书 中 用 来 表示 算法 的 伪 代 码 ， 无 论 他 们 是 否 正式 学 过 程序 设计 语言 。 本 书 不 要 求 正 规 计算 机 科学 方 
面 的 预备 知识 。 

每 章 都 是 从 易于 理解 和 领会 的 水 平 开 始 。 一 旦 详细 介绍 了 基本 数学 概念 ， 就 会 给 出 稍 难 一 些 的 
内 容 以 及 在 其 他 研究 领域 中 的 应 用 。 

灵活 性 : 本 书 为 能 灵活 使 用 做 了 精心 设计 。 各 章 对 其 前 面 内 容 的 依赖 程度 都 降 到 最 低 。 每 章 分 
成 长 度 大 致 相等 的 若干 节 ， 每 节 又 根据 内 容 划 分 成 若干 小 节 以 方便 教学 。 教 师 可 以 根据 这 些 分 块 灵 
活 地 安排 讲课 进度 。 。 

写作 风格 : 本 书 的 写作 风格 是 直接 而 又 实用 的 。 使 用 准确 的 数学 语言 ， 但 没有 采用 过 多 的 形式 
化 与 抽象 。 在 数学 命题 中 的 记号 和 词语 表达 之 间 做 了 精心 的 平衡 。 

数学 严谨 性 和 准确 性 : 本 书 中 所 有 定义 和 定理 的 陈述 都 十 分 仔细 ， 这 样 学 生 可 以 欣赏 语言 的 准 
确 性 和 数学 所 需 的 严谨 性 。 证 明 则 先是 动机 再 缓慢 展开 ， 每 一 步 都 经 过 了 详细 论证 。 证 明 中 用 到 的 
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公理 及 其 所 导出 的 基本 性 质 在 附录 中 均 有 显 式 描 述 ， 这 呈现 给 学 生 一 个 清晰 的 概念 ， 即 在 一 个 证 明 
中 他 们 能 够 作 何 种 假设 。 本 书 解释 并 大 量 使 用 了 递归 定义 。 

实例 : 超过 800 多 个 例子 用 来 阐述 概念 、 建 立 不 同 主题 之 间 的 关联 ， 并 介绍 应 用 。 在 大 部 分 例 
子 中 ， 首 先 提 出 问题 ， 然 后 再 以 适量 的 细节 给 出 其 解 。 

应 用 : 本 书 中 所 含 的 应 用 展示 了 离散 数学 在 解决 现实 世界 中 的 问题 时 的 实用 性 。 本 书包 含 的 应 
用 涉及 广泛 的 领域 ， 包 括 计算 机 科学 、 数 据 网 络 、 心 理学 、 化 学 、 工 程 学 、 语 言 学 、 生 物 学 、 商 业 
和 因特网 。 

算法 : 离散 数学 的 结论 常常 要 用 算法 来 表述 ， 因 此 本 书 每 章 都 介绍 一 些 关 键 算法 。 这 些 算法 采 
用 文字 叙述 ， 同 时 也 采用 一 种 易于 理解 的 结构 化 伪 代 码 来 描述 。 伪 代码 的 描述 和 说 明 在 附录 C 中 给 
出 。 简 要 分 析 了 书 中 所 有 算法 的 计算 复杂 性 。 

历史 资料 : 本 书 对 许多 主题 的 背景 做 了 简要 介绍 。83 位 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 简短 传记 以 脚 
注 的 形式 给 出 。 这 些 传 记 介绍 了 他 们 的 生活 、 事 业 ， 以 及 对 离散 数学 做 出 过 重要 贡献 的 科学 家 的 成 
就 ， 同 时 配 有 他 们 的 照片 (如 果 有 的 话 ) 。 

此 外 ， 脚 注 还 包含 了 大 量 历史 资料 ， 作 为 本 书 正文 中 历史 资料 的 补充 。 我 们 做 了 大 量 努 力 ， 使 
得 本 书 能 够 反映 最 新 的 发 现 。 

关键 术语 和 结论 : 每 章 最 后 列 出 关键 术语 和 结论 。 关 键 术语 只 列 出 学 生 必 须 掌 握 的 那些 ， 而 非 
该 章 中 定义 的 每 个 术语 。 

练习 : 书 中 包含 4000 多 个 练习 题 ， 涉 及 大 量 不 同类 型 的 问题 。 不 仅 提 供 了 足够 多 的 简单 练习 用 
于 培养 基本 技能 ， 还 提供 了 大 量 的 中 等 难度 的 练习 和 许多 具有 挑战 性 的 练习 。 练 习 的 叙述 清晰 而 无 
歧义 ， 并 按 难 易 程度 进行 了 分 级 。 练 习 还 包含 一 些 特殊 的 讨论 来 展开 正文 中 没有 涉及 的 新 概念 ， 使 
得 学 生 能 够 通过 自己 的 工作 来 发 现 新 的 想法 。 

那些 比 平均 难度 稍 难 的 练习 用 单个 星 号 * 标记 ， 而 那些 相当 有 挑战 性 的 练习 则 用 两 个 星 号 ** 标 
记 。 需 要 用 微 积 分 来 求解 的 练习 也 明确 指出 。 而 那些 其 结果 要 在 正文 中 用 到 的 练习 则 会 明确 地 用 指 
向 右 侧 的 手 形 符号 5 于 来 标识 。 本 书 最 后 给 出 了 所 有 奇数 编号 练习 的 答案 或 解 题 纲 要 。 解 答 通常 包含 
那些 大 多 数 步骤 写 得 很 清楚 的 证 明 。 

复习 题 : 每 章 最 后 都 有 一 组 复习 题 。 设 计 这 些 问 题 是 为 了 帮助 学 生 重 点 学 习 该 章 最 重要 的 概念 
和 技术 。 要 回答 这 些 问 题 ， 学 生 必 须 写 出 较 长 的 答案 ， 而 不 是 仅 做 一 些 计算 或 一 个 简 答 。 

补充 练习 : 每 章 后 面 都 有 一 组 丰富 而 多 样 的 补充 练习 。 这 些 练习 通常 比 每 节 后 的 练习 难度 更 大 
些 。 补 充 练习 强化 该 章 中 的 概念 ， 并 把 不 同 主题 更 有 效 地 综合 起 来 。 

计算 机 课题 : 每 章 后 面 还 有 一 组 计算 机 课题 。 大 约 150 个 计算 机 课题 将 学 生 在 计算 和 离散 数学 
中 所 学 到 的 内 容 联 系 起 来 。 对 于 那些 从 数学 角度 或 程序 设计 角度 来 看 其 难度 超过 平均 水 平 的 计算 机 
课题 用 一 个 星 号 * 标记 ， 而 那些 非常 具有 挑战 性 的 则 用 两 个 星 号 ** 标记 。 

计算 和 探索 : 每 章 的 最 后 都 有 一 组 计算 和 探索 性 的 问题 。 完 成 这 些 练习 (大 约 有 120 题 ) 需 要 借 
助 于 现 有 的 软件 工具 ， 如 学 生 或 教师 自己 编写 的 程序 ， 或 Maple™ 或 Mathematica "这 样 的 数学 计算 
软件 包 。 大 部 分 这 些 练习 为 学 生 提 供 了 通过 计算 来 发 现 一 些 新 事实 或 想法 的 机 会 (其 中 的 一 些 练习 在 
配套 的 在 线 练习 册 《 探 索 离散 数学 》 中 也 有 讨论 )。 

写作 课题 : 每 章 后 面 都 有 一 组 写作 课题 。 要 完成 这 类 课题 学 生 需 要 参考 数学 文献 。 有 些 课题 本 
质 上 是 关于 历史 的 ， 需 要 学 生 查 找 原始 资料 。 有 些 课题 则 是 通 往 新 内 容 和 新 思想 的 途径 。 所 有 此 类 
练习 是 要 向 学 生 展 示 正 文中 没有 深入 探讨 的 想法 。 这 些 课 题 把 数学 概念 和 写作 过 程 结合 起 来 ， 以 帮 
助 学 生 面 对 未 来 可 能 的 研究 领域 (在 线 版 或 印刷 版 的 《学 生 解 题 指 南 ) 中 可 以 找到 为 这 些 课题 准备 的 参 
考 文献 ) 。 

附录 : 本 书 有 3 个 附录 。 附 录 A 介绍 实数 和 正 整 数 的 公理 ， 并 解释 如 何 利用 这 些 公理 直接 证 明 
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事实 。 附 录 B 介绍 指数 函数 和 对 数 函数 ， 复 习 在 课程 中 常用 的 一 些 基 本 内 容 。 附 录 C 则 介绍 正文 中 
用 来 描述 算法 的 伪 代 码 。 

推荐 读物 : 在 附录 后 还 提供 了 一 组 针对 全 书 及 各 章 的 推荐 读物 。 这 些 推荐 读物 包括 难度 不 超过 
本 书 的 书籍 、 更 难 些 的 书籍 、 阐 述 性 的 文章 ， 以 及 发 表 离散 数学 新 发 现 的 原始 文章 。 其 中 一 些 是 多 
年 前 出 版 的 经 典 读物 ， 而 另 一 些 是 在 最 近 几 年 内 才 出 版 的 。 


怎样 使 用 本 书 
本 书 经 过 精心 写作 和 编排 ， 适 用 于 不 同 层次 以 及 有 不 同 重点 的 离散 数学 课程 。 下 表 列 出 了 核心 

章节 和 可 选 章节 。 为 大 学 二 年 级 学 生 开设 一 学 期 的 离散 数学 人 门 课程 可 以 以 本 书 核心 章节 为 基础 ， 

其 他 章节 可 由 教师 取舍 。 两 学 期 的 人 门 课程 可 以 在 核心 章节 上 外 加 所 有 可 选 的 数学 章节 。 强 调 计算 

机 科学 的 课程 则 可 以 涵盖 部 分 或 全 部 可 选 的 计算 机 科学 章节 。 教 师 可 以 在 本 书 网 站 上 的 《教师 资源 手 

册 》 中 找到 广泛 的 离散 数学 课程 教学 大 纲 样本 ， 以 及 针对 本 书 章节 的 教学 建议 。 

| 核心 章节 | 可 选 的 计算 机 科学 章节 | 


1. 1 一 1.8( 视 需要 ) 
.1 一 2.4、2. 6( 视 需要 ) 





可 选 的 数学 章节 















2. 5 














.1 一 3.3( 视 需要 ) 
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人 





.1 一 4.4( 视 需要 ) 
‘1~8.3 
16.3 





6.4、6.5 
7.2、7. 3 
8.2、8.4、8.6 
9.4、9.6 

10. 6~10.8 
11:4、 11.5 
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10. 1 一 10. 5 
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12. 1~12. 4 
13. 1-—13.5 
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使 用 本 书 的 教师 可 以 选用 或 略 去 每 节 最 后 有 挑战 性 的 例题 及 练习 来 调整 其 课程 的 难度 。 这 里 的 
各 章 依赖 图 展示 的 是 强 依赖 性 。 星 号 表示 该 章 的 部 分 相关 小 节 是 学 习 后 续 章 节 必 需 的 。 弱 依赖 关系 
省 略 了 。 更 多 详细 信息 可 以 在 《教师 资源 手册 》 中 找到 。 
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辅助 资料 

《学 生 解 题 指南 》: 这 本 可 以 单独 购买 的 学 生 手册 包含 了 所 有 奇数 编号 练习 的 完整 解答 。 这 些 解 
答 解释 了 为 什么 要 用 某 种 特定 的 方法 以 及 为 什么 这 个 方法 管用 。 对 于 有 些 练习 ， 还 给 出 了 一 两 种 其 
他 可 能 的 解法 以 说 明 一 个 问题 可 以 由 多 种 不 同方 法 来 求解 。 本 指南 给 出 了 为 每 章 后 面 的 写作 课题 推 
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荐 的 参考 文献 ， 还 包含 撰写 证 明 指 南 、 离 散 数学 学 习 中 学 生 常 犯错 误 的 一 般 性 描述 ， 以 及 为 每 章 提 
供 的 考试 样 例 及 解答 以 帮助 学 生 准 备考 试 。 

(ISBN-10 : 0-07-735350-1) (ISBN-13 : 978-0-07-735350-6) 

《教师 资源 手册 》: 本 手册 在 网 站 上 有 提供 ， 教师 也 可 以 申请 印刷 版 的 。 手 册 包 含 书 中 所 有 偶数 
编号 练习 的 完整 解答 。 给 出 了 如 何 讲授 本 书 每 章 内 容 的 建议 ， 包 括 每 节 中 应 强调 的 重点 以 及 如 何 组 
织 内 容 。 手 册 还 为 每 章 提供 了 考试 样 例 以 及 一 个 可 供 选 择 的 包含 1500 多 道 考试 题目 的 试题 库 。 对 于 
所 有 考试 样 例 及 试题 库 中 的 题目 都 给 出 了 解答 。 最 后 ， 还 给 出 了 针对 不 同 的 侧重 点 以 及 学 生 能 力 水 
平 的 课程 教学 大 纲 样 本 。 

(ISBN-10 : 0-07-735349-8) (ISBN-13 : 978-0-07-735349-0) 
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配套 网 站 | 


Discrete Mathematics and Its Applications, 7E 


为 本 书 配套 的 内 容 广 泛 的 网 站 针对 第 7 版 进行 了 大 量 扩充 。 该 网 站 可 通过 www. mhhe. com/ 
rosen 访问 。 主 页 展示 的 是 信息 中 心 ， 同 时 包含 学 生 区 和 教师 区 的 登录 链接 。 每 一 部 分 的 主要 特点 


如 下 。 


信息 中 心 

言 息 中 心 含有 本 书 的 基本 信息 ， 包 括 展开 的 目录 (包括 小 节 标 题 )、 前 言 、 辅 助 资料 的 描述 ， 以 
及 一 个 样 章 。 还 有 一 个 链接 可 以 用 来 提交 关于 本 书 的 错误 报告 或 其 他 反馈 信息 。 
学 生 区 

学 生 区 包含 丰富 的 资源 供 学 生 使 用 ， 包括 下 列 与 本 书 紧 密 相关 的 资源 (在 书 中 用 相应 图 标 加 以 


标记 ): 


额外 例题 : 你 可 以 在 该 网 站 找到 大 量 额外 的 例题 ， 涵 盖 本 书 所 有 章节 。 这 些 例题 主要 集中 在 
学 生 经 常 要 求 额 外 资料 的 领域 。 虽 然 大 部 分 例题 只 是 扩充 了 基本 概念 ， 但 这 里 也 能 找到 一 些 
非常 具有 挑战 性 的 例题 。 

交互 式 演 示 小 程序 : 这 些小 程序 使 得 你 能 以 交互 方式 探索 重要 算法 是 如 何 工作 的 ， 并 且 通 过 
链接 到 例题 和 练习 直接 与 本 书 内 容 相关 联 。 同 时 提供 了 关于 如 何 利 用 和 应 用 这 些小 程序 的 
资源 。 

自我 评估 : 这 些 交互 式 指南 帮助 你 评估 你 对 14 个 关键 概念 的 理解 程度 ,评估 系统 提供 一 个 
问题 库 ， 其 中 每 个 问题 包括 一 段 简短 教程 和 一 个 多 选 题 。 如 果 你 选择 了 一 个 错误 答案 ， 系 统 
会 提供 建议 帮助 你 理解 错 在 哪里 。 利 用 这 些 自 我 评估 ， 你 应 该 能 诊断 出 学 习 中 的 问题 并 找到 
合适 的 帮助 。 

网 络 资源 指南 : 该 指南 提供 了 数 百 个 带 有 注释 的 外 部 网 站 链接 ， 涉 及 历史 及 传记 信息 、 迹 题 
及 问题 、 讨 论 、 小 程序 、 程 序 以 及 其 他 。 这 些 链 接 可 以 通过 本 书 的 页 码 来 查找 。 


除 此 之 外 ,学生 区 其 他 资源 还 包括 : 


探索 离散 数学 : 这 些 辅助 资料 能 帮助 利用 计算 机 代数 系统 来 进行 离散 数学 中 很 广泛 的 一 类 计 
算 。 每 章 都 给 出 计算 机 代数 系统 中 相关 函数 的 描述 以 及 如 何 使 用 、 执 行 离散 数学 中 计算 的 程 
序 、 例 题 ， 以 及 可 以 利用 计算 机 代数 系统 来 完成 的 练习 。 有 两 个 版 本 可 供 使 用 :《 探 索 离散 
数学 Maple™ 版 》 和 《探索 离散 数学 Mathematica… 版》。 

离散 数学 应 用 : 这 个 辅助 资料 包含 24 章 ( 每 章 都 有 独立 的 一 组 练习 题 ) ， 给 出 了 各 种 有 趣 而 
又 重要 的 应 用 ， 涉 及 离散 数学 中 三 个 领域 : 离散 结构 、 组 合 学 和 图 论 。 这 些 应 用 对 于 补充 本 
书 或 自主 学 习 都 是 很 理想 的 资料 。 

撰写 证 明 指 南 : 该 指南 为 撰写 证 明 提 供 一 些 帮 助 ， 撰 写 证 明 是 许多 学 生 都 觉得 很 难 掌握 的 一 
种 技巧 。 从 课程 刚 开始 以 及 当 需 要 写 证 明之 后 定期 阅读 本 指南 ， 你 会 发 觉 你 撰写 证 明 的 能 力 
提高 了 。( 在 《学 生 解 题 指南 》 中 也 有 提供 。) 

离散 数学 中 的 常见 错误 : 该 指南 包括 一 个 详细 列表 ， 列 举 了 离散 数学 中 学 生 经 常 误解 以 及 很 
容易 犯 的 各 类 错误 。 你 最 好 时 常 复习 该 列表 ， 这 有 助 于 避免 这 些 常 见 的 陷阱 。( 在 《学 生 解 题 
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指南 ?中 也 有 提供 。) 

写作 课题 的 建议 : 该 指南 为 本 书 中 的 写作 课题 提供 非常 有 益 的 提示 和 建议 ， 包 括 有 助 于 研究 
的 书籍 和 文章 的 广泛 的 参考 文献 ， 以 印刷 版 或 在 线 版 提供 的 各 种 资源 的 讨论 、 在 图 书馆 里 做 
研究 的 一 些 技巧 和 如 何 更 好 写作 的 建议 。( 在 《学 生 解 题 指南 》) 中 也 有 提供 。) 
虚拟 离散 数学 导师 : 这 个 全 面 的 辅助 工具 能 够 为 学 生 从 低级 课程 转向 离散 数学 时 提供 有 价值 
的 帮助 。 我 们 通过 对 学 生 在 使 用 本 书 学 习 离散 数学 过 程 中 所 犯 的 错误 进行 分 析 之 后 设计 了 这 
个 工具 。 学 生 关 注 的 许多 问题 都 能 在 这 里 找到 答案 ,同时 能 够 通过 这 个 工具 克服 许多 障碍 。 
“虚拟 离散 数学 导师 ”将 会 在 2012 年 秋季 上 线 。 


教师 区 
这 里 可 以 访问 学 生 区 的 所 有 资源 以 及 为 教师 准备 的 资源 : 


教学 大 岗 样 本 : 给 出 的 详细 课程 大 纲 为 有 不 同 侧重 点 、 不 同学 生 背 景 和 能 力 水 平 的 课程 提供 
建议 。 

教学 建议 ; 包含 给 教师 的 详细 教学 建议 ， 包 括 全 书 章 节 概 况 、 每 小 节 详 细 注 解 ， 以 及 关于 练 
习 的 评论 。 

可 打印 试题 : 以 TeX 格式 和 Word 格 式 提 供 每 章 可 打印 试题 ， 并 且 教 师 可 以 自行 定制 。 
讲义 幻灯 片 以 及 图 表 : 一 组 完整 的 涵盖 全 部 章节 的 PowerPoint 幻灯 片 可 供 教师 使 用 。 此 外 ， 
本 书 所 有 图 和 表格 的 图 片 资 料 也 以 PowerPoint 幻灯 片 方式 给 出 。 

作业 提交 系统 : 一 个 开发 中 并 计划 于 2012 年 秋季 上 线 的 全 面 的 作业 提交 系统 将 会 提供 与 本 
书 直接 相关 的 问题 集 ， 这 样 学 生 就 能 够 在 线 做 作业 了 。 而 且 ， 他 们 也 可 以 在 指导 模式 下 使 用 
该 系统 。 该 系统 能 够 自动 给 作业 评分 ， 并 将 这 些 形式 自由 的 学 生 作 业 信 息 提 交 给 教师 做 进 一 
步 分 析 。 系 统 还 将 提供 课程 管理 模块 允许 教师 创建 作业 、 自 动 分 配 和 评估 作业 、 小 测验 ， 以 
及 从 与 本 书 直接 相关 的 试题 库 中 抽取 考试 题 ， 创 建 并 编辑 他 们 自己 的 测试 题 ， 管 理 课程 公告 
和 提交 作业 截止 时 间 ， 并 跟踪 学 生 进展 。 


致 学 生 | 
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什么 是 离散 数学 ? 离散 数学 是 数学 中 研究 离散 对 象 的 部 分 。( 这 里 “离散 "意味 着 由 不 同 的 或 不 
相连 的 元 素 组 成 。) 可 利用 离散 数学 来 求解 的 问题 包括 : 

。 在 计算 机 系统 中 ， 有 多 少 种 方式 可 以 选择 一 个 合法 口令 ? 

。 赢得 乐 透 彩 的 概率 是 多 少 ? 

。 网 络 上 两 台 计 算 机 之 间 是 否 存在 通路 ? 

。 怎样 鉴别 垃圾 E-mail 消息 ? 

。 怎样 加 密 消 息 使 得 只 有 预期 收 件 人 才能 够 阅读 它 ? 

。 在 交通 系统 中 两 个 城市 之 间 的 最 短路 径 是 什么 ? 

。 怎样 把 整数 按 递增 顺序 排列 ? 

。 完成 上 述 排 序 需要 多 少 步 ? 

。 如 何 证 明 一 个 排序 算法 能 正确 地 排序 ? 

。 怎样 设计 两 个 整数 相 加 的 电路 ? 

。 存在 多 少 合法 的 因特网 地 址 ? 
你 将 学 习 解 决 诸如 以 上 问题 时 需要 用 到 的 离散 结构 和 技术 。 

更 一 般 地 ， 每 当 需 要 对 对 象 进行 计数 时 ， 需 要 研究 两 个 有 限 ( 或 可 数 ) 集 合 之 间 的 关系 时 ， 需 要 
分 析 涉 及 有 限 步 又 的 过 程 时 ， 就 会 用 到 离散 数学 。 离 散 数学 的 重要 性 不 断 增长 的 一 个 关键 原因 是 信 
息 在 计算 机 器 中 是 以 离散 方式 存储 和 处 理 的 。 

为 什么 要 学 离散 数学 ? 学 习 离散 数学 有 许多 重要 理由 。 首 先 ， 通 过 这 个 课程 可 以 培养 你 的 数学 
素质 ， 即 你 理解 和 构造 数学 论证 的 能 力 。 没 有 这 些 技巧 ， 你 在 学 习 数学 科学 时 不 可 能 走 得 太 远 。 

其 次 ， 离 散 数 学 是 学 习 数学 科学 中 所 有 高 级 课程 的 必由之路 。 离 散 数学 为 许多 计算 机 科学 课程 
提供 数学 基础 ， 这 些 课 程 包括 数据 结构 、 算 法 、 数 据 库 理 论 、 自 动机 理论 、 形 式 语 言 、 编 译 理论 、 
计算 机 安全 以 及 操作 系统 。 学 生 会 发 现 当 他 们 没有 从 离散 数学 课程 获取 适当 的 数学 基础 时 ， 要 学 习 
这 些 课 程 会 感到 非常 困难 。 有 一 个 学 生 给 我 发 送 电子 邮件 说 ， 在 她 选修 的 每 门 计 算 机 科学 课程 中 都 
用 到 了 本 书 的 知识 。 

以 离散 数学 中 研究 的 内 容 为 基础 的 数学 课程 包括 逻辑 、 集 合 论 、 数 论 、 线 性 代数 、 抽 象 代数 、 
组 合 学 、 图 论 及 概率 论 (其 离散 部 分 ) 。 

此 外 ， 离 散 数学 还 包含 在 运筹 学 (包括 许多 离散 优化 技术 )、 化 学 、 工 程 学 以 及 生物 学 等 领域 问 
题 求解 所 必需 的 数学 基础 。 在 本 书 中 我 们 将 学 习 上 述 领域 中 的 一 些 应 用 。 

许多 学 生 都 感到 他 们 的 离散 数学 人 门 课程 比 以 前 选修 过 的 课程 更 具 挑 战 性 。 理 由 就 是 本 课程 主 
要 目标 是 教授 数学 推理 和 问题 求解 ， 而 不 是 一 些 零散 技巧 的 集合 。 本 书 练习 的 设计 就 反映 了 这 个 目 
标 。 虽 然 本 书 中 的 大 量 练习 与 例题 所 阐述 的 类 似 ， 但 还 是 有 相当 比例 的 练习 需要 创造 性 思维 。 这 是 
有 意 设计 的 。 本 书 中 讨论 的 内 容 提供 了 求解 这 些 练习 所 需 的 工具 ， 但 你 的 任务 是 用 你 自己 的 创造 性 
成 功 地 使 用 这 些 工具 。 本 课程 的 另 一 个 主要 目标 是 学 习 如 何 解决 那些 可 能 与 你 以 前 遇 到 过 的 不 一 样 
的 问题 。 遗 憾 的 是 ， 只 学 会 求解 一 些 特殊 类 型 的 练习 还 不 足以 保证 成 功 培养 在 后 继 课 程 及 职业 生涯 
中 所 需 的 问题 求解 技能 。 本 书 论述 众多 不 同 的 主题 ， 但 离散 数学 是 一 个 极为 多 样 化 又 涉及 广泛 的 研 
究 领域 。 作 者 的 目标 之 一 是 帮助 你 培养 为 将 来 掌握 事业 中 需要 的 其 他 知识 所 必需 的 技能 。 
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练习 : 我 想 就 你 如 何 更 好 地 学 习 离 散 数 学 (以 及 数学 和 计算 机 科学 中 的 其 他 科目 ) 给 出 一 些 忠告 。 
积极 做 练习 让 你 收获 最 大 ， 我 建议 你 尽 可 能 地 多 做 练习 。 在 完成 老师 布置 的 练习 后 ， 我 鼓励 你 做 更 
多 的 练习 ， 如 本 书 每 节 后 面 的 练习 和 每 章 后 面 的 补充 练习 。( 注 意 练习 前 面 的 分 级 标记 。) 

练习 标记 含义 


无 标记 常规 练习 

x 稍 难 的 练习 

x 富有 挑战 性 的 练习 

[ea , 练习 中 包含 了 正文 中 会 用 到 的 结论 ( 表 1 显示 这 些 练习 在 哪里 会 用 到 ) 
(需要 用 到 微 积 分 ) 练习 求解 时 需要 用 到 极限 或 微 积分 中 的 概念 


做 练习 的 最 好 方法 是 首先 尝试 自己 解 题 ， 然 后 再 查阅 书后 的 答案 。 注 意 书 中 提供 的 所 有 奇数 编 
号 练习 的 答案 只 是 答案 而 已 ， 并 不 是 完整 的 解答 。 特 别 地 ， 这 些 答 案 中 省 略 了 获得 解 所 需 的 推导 过 
程 。 单 独 提供 的 《学 生 解 题 指 南 》 则 提供 了 本 书 中 所 有 奇数 编号 练习 的 完整 解答 。 当 你 在 试图 求解 奇 
数 编号 练习 的 过 程 中 遇 到 困难 时 ， 才 建议 你 查阅 人 《学生 解 题 指南 》 并 就 如 何 求解 该 题 寻找 一 些 指导 。 
你 越 是 尝试 自己 解 题 而 非 被 动 查阅 或 照抄 解答 ， 你 学 到 的 就 越 多 。 出 版 商 有 意 不 提供 偶数 编号 练习 
的 答案 和 解答 。 如 果 你 在 解 这 些 练 习 时 遇 到 困难 ， 就 请 教 你 的 老师 。 

网 络 资源 : 强烈 鼓励 你 利用 网 络 上 的 更 多 资源 ， 特 别 是 本 书 配 套 网 站 www. mhhe. com /rosen 上 
的 那些 资源 。 你 会 发 现 以 下 资源 : 为 澄清 关键 概念 而 设计 的 许多 额外 例子 ,衡量 你 对 核心 主题 理解 
程度 的 自我 评估 ， 探 索 关 键 算法 和 其 他 概念 的 交互 演示 小 程序 ， 包 含有 与 离散 数学 世界 相关 的 广泛 
精 选 的 外 部 网 站 链接 的 网 络 资源 指南 ， 关 于 撰写 证 明 以 及 避免 离散 数学 中 常见 错误 的 新 增 说 明 ， 关 
于 重要 应 用 的 深度 讨论 ， 以 及 利用 Maple "软件 探索 离散 数学 中 计算 问题 的 指南 。 在 本 书 中 有 些 地 
方 ， 当 有 其 他 在 线 资源 可 用 时 ， 会 在 页 边 用 特定 图 标 标识 。2012 年 秋季 后 ， 你 还 会 发 现 “ 虚 拟 离散 
数学 导师 ”， 这 是 一 个 能 提供 更 多 支持 以 帮助 你 从 低级 课程 转向 离散 数学 的 在 线 资源 。 该 教程 基于 对 
其 他 使 用 本 书 的 学 生 曾经 犯 过 的 错误 的 分 析 设 计 而 成 ， 从 而 应 该 会 帮助 你 解答 许多 问题 并 纠正 你 可 
能 犯 的 错误 。 关 于 这 些 以 及 其 他 在 线 资 源 的 详细 信息 ， 参 见 前 面 的 配套 网 站 说 明 。 

表 1 手 形 图 标 以 及 什么 地 方 会 用 到 
练习 会 用 到 的 节 
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本 书 的 价值 : 我 希望 你 对 本 书 的 高 额 投资 能 得 到 一 个 超 值 的 回报 。 我 们 花 了 多 年 的 努力 来 开发 
和 优化 本 书 、 相 关 辅 助 资 料及 其 配套 网 站 。 我 很 自信 本 书 及 相关 资料 能 帮助 你 掌握 离散 数学 ， 就 像 
以 前 许多 学 生 一 样 。 即 使 你 现在 的 课程 可 能 没有 覆盖 茶 些 章 节 , 但 当 你 学 习 其 他 课程 时 ， 就 像 许 多 
其 他 同学 那样 会 发 现 再 来 阅读 本 书 相 关 章 节 也 是 十 分 有 益 的 。 你 们 绝 大 多 数 人 ,特别 是 那些 继续 从 
事 计 算 机 科学 、 数 学 或 工程 学 的 人 ， 在 今后 的 学 习 中 一 定 会 把 本 书 当做 一 本 有 用 的 工具 书 。 我 将 本 
书 设计 成 为 你 今后 学 习 和 探索 的 一 个 人 门 ， 同 时 也 是 一 部 综合 性 的 参考 书 ， 我 希望 你 能 幸运 地 开始 
你 的 征程 。 


Kenneth H. Rosen 


| 关 争 作者 
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业 环境 中 很 有 兴趣 ， 并 在 这 些 方 面 参与 和 Waterloo Maple Inc. 的 Maple 软件 的 一 些 合 作 项 目 。 
Rosen 博士 还 和 多 家 出 版 公司 合作 开发 作业 交付 平台 。 

在 贝尔 实验 室 和 AT&T 实 验 室 期 间 ，Rosen 博士 所 从 事 的 项 目 涉猎 广泛 ， 包 括 运筹 学 研究 、 计 
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Discrete Mathematics and Its Applications, 7E 


基础 : 逻辑 和 证 明 





逻辑 规则 给 出 数学 语句 的 准确 含义 。 例 如 ， 这 些 规则 有 助 于 我 们 理解 下 列 语句 及 其 推理 : 
“存在 一 个 整数 ， 它 不 是 两 个 整数 的 平方 和 ”， 以 及 “对 每 个 正 整 数 n， 小 于 等 于 nn 的 正 整数 之 和 
是 n(n 十 1)/2”。 逻 辑 是 所 有 数学 推理 的 基础 ， 也 是 所 有 自动 推理 的 基础 。 对 计算 机 的 设计 、 系 
统 规范 说 明 、 人 工 智 能 、 计 算 机 程序 设计 、 程 序 设计 语言 以 及 计算 机 科学 的 其 他 许多 研究 领 
域 ,， 逻辑 都 有 实际 的 应 用 。 

为 了 理解 数学 ,我们 必须 理解 正确 的 数学 论证 ( 即 证 明 ) 是 由 什么 组 成 的 。 只 要 证 明 一 个 数 
学 语句 是 真 的 ， 我们 就 称 之 为 一 个 定理 。 关 于 一 个 主题 的 定理 的 集合 就 组 成 我 们 对 这 个 主题 的 
认 知 。 为 了 学 习 一 个 数学 主题 ， 我 们 需要 积极 地 构造 关于 此 主题 的 数学 论证 ， 而 不 仅仅 是 阅读 
论述 。 此 外 ， 了 解 一 个 定理 的 证 明 通 常 就 有 可 能 通过 细小 的 改动 来 获得 适应 新 情境 的 结论 。 

每 个 人 都 知道 证 明 在 数学 中 的 重要 性 ， 但 许多 人 对 于 证 明 在 计算 机 科学 中 的 重要 程度 感到 
惊讶 。 事 实 上 ， 证 明 常 常用 于 验证 计算 机 程序 对 所 有 可 能 的 输入 值 产生 正确 输出 值 ， 用 于 揭示 
算法 总 是 产生 正确 结果 ， 用 于 建立 一 个 系统 的 安全 性 ， 以 及 用 于 创造 人 工 智 能 系统 。 并 且 ， 自 
动 推理 系统 已 经 被 创造 出 来 ， 让 计算 机 自己 来 构造 证 明 。 

本 章 将 解释 一 个 正确 的 数学 论证 是 如 何 组 成 的 ， 并 介绍 构造 论证 的 工具 。 我 们 将 开发 一 系 
列 不 同 的 证 明 方 法 以 证 明 许多 不 同类 型 的 结论 。 在 介绍 了 多 种 不 同 证 明 方法 后 ， 我 们 将 介绍 一 
些 构 造 证 明 的 策略 。 我 们 还 将 介绍 猜想 的 概念 ， 并 通过 研究 猜想 来 解释 数学 发 展 的 过 程 。 


1.1 命题 逻辑 


1.1:1 引言 

逻辑 规则 给 出 数学 语句 的 准确 含义 ， 这 些 规则 用 来 区 分 有 效 和 无 效 的 数学 论证 。 由 于 本 书 
的 一 个 主要 目的 是 教会 读者 如 何 理解 和 如 何 构造 正确 的 数学 论证 ， 所 以 我 们 从 介绍 逻辑 开始 离 
散 数学 的 学 习 。 

逻辑 不 仅 对 理解 数学 推理 十 分 重要 ， 而 且 在 计算 机 科学 中 有 许多 应 用 。 这 些 逻 辑 规则 用 于 
计算 机 电路 设计 、 计 算 机 程序 构造 、 程 序 正 确 性 证 明 以 及 许多 其 他 方面 。 而 且 ， 已 经 开发 了 一 
些 软件 系统 用 于 自动 构造 某 些 (但 不 是 全 部 ) 类 型 的 证 明 。 在 随后 的 几 章 中 将 逐一 讨论 这 些 
应 用 。 


1.1.2 命题 
我 们 首先 介绍 逻辑 的 基本 构件 一 一 命题 。 命 题 是 一 个 陈述 语句 ( 即 陈述 事实 的 语句 )， 它 或 
真 或 假 ， 但 不 能 既 真 又 假 。 
例 1 下 面 的 陈述 句 均 为 命题 。 
1. 华盛顿 特区 是 美利坚 合众国 的 首都 。 
2. 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 。 
于 了 1 市 站 2 
2 十 2 一 3 
命题 1 和 3 为 真 ， 命 题 2 和 4 为 假 。 4 
例 2 给 出 了 不 是 命题 的 若干 语句 。 


am 











例 2 考虑 下 述 语句 。 

1. 几 点 了 ? 

2. 仔细 读 这 个 。 

3. z 十 1I 王 2。 

4. 并 十 y 一 >。 

语句 1 和 2 不 是 命题 ， 因 为 它们 不 是 陈述 语句 。 语 句 3 和 4 不 是 命题 ， 因 为 它们 既 不 为 
真 ， 也 不 为 假 。 注 意 ， 如 果 我 们 给 语句 3 和 4 中 的 变量 赋值 ， 那 么 语句 3 和 4 可 以 变 成 命题 。 
1.4 节 还 将 讨论 把 这 一 类 语句 改 成 命题 的 其 他 方法 。 | 

我 们 用 字母 来 表示 命题 变 元 ， 它 是 代表 命题 的 变量 ,就 像 用 字母 表示 数值 变量 那样 。 习 惯 
上 用 字母 p，g，r，s，… 表 示 命 题 。 如 果 一 个 命题 是 真 命题 ， 它 的 真 值 为 真 ， 用工 表示 ; 如 果 
它 是 假 命 题 ， 其 真 值 为 假 ， 用 下 表示 。 

涉及 命题 的 逻辑 领域 称 为 命题 演算 或 命题 逻辑 。 它 最 初 是 2300 多 年 前 由 古 希腊 哲学 家 亚 
里 士 多 德 系统 地 创建 的 。 

un 现在 我 们 转 而 关注 从 已 有 命题 产生 新 命题 的 方法 。 这 些 方法 由 英国 数学 家 布尔 在 他 的 题 为 

《The Laws of Thought》( 思 维 定律 ) 的 书 中 讨论 过 。 许 多 数学 陈述 都 是 由 一 个 或 多 个 命题 组 合 而 
来 。 称 为 复合 命题 的 新 命题 是 由 已 知 命题 用 逻辑 运算 符 组 合 而 来 。 

ES 邻 志 为 一 合 题 ， 则 旋 的 否定 记 作 站 加 (也 可 记 作 五 ) ， 指 

“不 是 p 所 指 的 情形 。” 
命题 pp 读 作 “ 非 p”。 记 的 否定 (了 Pp) 的 真 值 和 的 真 值 相反 。 

例 3 找 出 命题 





“Michael 的 PC 运行 Linux” 
ae 的 的 否定 ， 并 用 中 文 表示 。 


解 否定 为 
“并 非 Michael 的 PC 运行 Linux” 


ums 


亚 里 士 多 德 (Aristotle， 公 元 前 384 一 公元 前 322) ” 生 于 希腊 北部 的 斯 塔 基 尔 地 
区 。 他 的 父亲 是 马其顿 国王 的 宫廷 侍 医 。 亚 里 士 多 德 年 幼 时 父亲 去 世 ， 因 而 没 能 子 承 
父 业 。 当 他 的 母亲 也 去 世 后， 年 轻 的 亚 里 士 多 德 就 成 了 孤儿 。 他 的 监护 人 抚养 他 长 
大 ， 并 教授 他 诗歌 、 修 辞 艺术 和 和 希腊 语 。 在 亚 里 士 多 德 17 岁 时 ， 监 护 人 将 他 送 到 雅 
典 进一步 深造 。 此 后 20 年 里 亚 里 士 多 德 在 雅典 柏拉图 学 院 跟 柏拉图 学 习 并 进行 自己 
的 学 术 研 究 。 当 柏拉图 于 公元 前 347 年 去 世 时 ， 亚 里 士 多 德 没有 被 选中 继承 师 钵 ， 因 
为 他 的 哲学 思想 与 柏拉图 有 很 大 的 分 歧 。 相 反 ， 亚 里 士 多 德 来 到 Hermeas 国王 的 宫 
廷 ， 在 那里 供职 三 年 并 与 国王 的 侄女 结婚 。 当 波斯 人 打败 Hermeas 国王 后 ， 他 前 往 米 蒂 利 尼 ， 受 马其顿 
国王 腓 力 二 世 的 聘请 ， 担 任 太子 亚历山大 (就 是 后 来 著名 的 亚历山大 大 帝 ) 的 老师 。 亚 里 士 多 德 教授 了 亚 
历 山大 五 年 ， 在 腓 力 二 世 逝 世 后 ， 亚 里 士 多 德 重 返 雅典 并 创建 了 自己 的 “如 克 昂 ”学 园 。 

亚 里 士 多 德 的 追随 者 通常 称 为 “ 道 愧 派 ”"， 意 思 是 巡游 讲学 ， 因 为 亚 里 士 多 德 经 常 在 花园 中 边 散步 边 
讨论 哲学 问题 。 亚 里 士 多 德 在 “ 昌 克 昂 ” 学 园 讲 学 长 达 13 年 ， 他 早上 给 优秀 学 生 讲课 ， 晚 上 则 给 广大 听众 
演讲 。 当 亚历山大 大 帝 于 公元 前 323 年 去 世 后 ， 那 里 立刻 掀起 了 反 亚 历 山 大 的 狂潮 ， 致 使 亚 里 士 多 德 被 
冠 以 莫须有 的 不 敬 神 罪名 。 亚 里 士 多 德 逃 亡 到 加 而 西 斯 避难 。 他 在 加 而 西 斯 生活 了 一 年 ， 于 公元 前 322 
年 死 于 胃病 。 

亚 里 士 多 德 的 著作 主要 分 为 三 类 : 供 普 通 大 众 阅读 的 文集 、 科 学 事实 的 汇编 集 以 及 系统 的 论辩 文集 。 
系统 的 论辩 文集 涉及 逻辑 学 、 哲 学 、 心 理学 、 物 理学 和 自然 历史 。 亚 里 士 多 德 的 著作 由 一 个 学 生 保存 并 
隐藏 在 一 个 拱 项 中 ， 大 约 200 年 后 一 个 富裕 的 书 藏 家 发 现 了 它 。 这 些 著作 被 带 到 罗马 ， 那 里 学 者 们 研究 
并 发 行 新 版 本 以 流传 后 世 。 











也 可 以 更 简单 地 表达 为 
“Michael 的 PC 并 不 运行 Linux” 3 
例 4 找 出 命题 
“Vandana 的 智能 手机 内 存 至 少 有 32GB” 
的 否定 并 用 中 文 表 示 。 
解 否定 为 
“并 非 Vandana 的 智能 手机 内 存 至 少 有 32GB” 
否定 也 可 以 表达 为 
“Vandana 的 智能 手机 内 存 不 是 至 少 有 32GB” 
或 者 可 以 更 简单 地 表达 为 
“Vandana 的 智能 手机 内 存 少 于 32GB” 本 

表 1 是 命题 p 及 其 否定 的 真 值 表 。 此 表 列 出 命题 p 的 两 种 可 能 真 - 表 1 命题 之 否定 的 真 值 表 
值 。 每 一 行 显示 对 应 于 p 的 真 值 时 -~p 的 真 值 。 p -p 

命题 的 否定 也 可 以 看 做 否定 运算 符 作 用 在 命题 上 的 结果 。 否 定 运 工 F 
算 符 从 一 个 已 知 命题 构造 出 一 个 新 命题 。 现 在 我 们 将 引入 从 两 个 或 多 F 工 
个 已 知 命题 构造 新 命题 的 逻辑 运算 符 。 这 些 逻 辑 运算 符 也 称 为 联 
结 词 。 

令 访 和 9 为 命题 。p、g 的 合 取 即 命题 “pp 并 且 g”， 记 作 p 人 gq。 当 pp 和 9g 都 是 真 
时 ，pAg 命 题 为 真 ， 否则 为 假 。 

表 2 展示 了 pAg 的 真 值 表 。 此 表 每 一 行 对 应 p 和 9g 真 值 的 4 种 可 能 组 合 之 一 。4 行 分 别 对 
应 真 值 对 TT、TF、FT 和 FF， 其 中 第 一 个 真 值 是 p 的 真 值 ， 第 二 个 真 值 是 g 的 真 值 。 

注意 在 逻辑 合 取 中 ， 有 时 候 用 到 “但 是 ”一 词 ， 而 非 “ 并 且 ” 一 词 。 比 如 ,语句 “阳光 灿烂 ， 
但 是 在 下 雨 ”" 是 “阳光 灿烂 并 且 在 下 雨 ” 一 句 的 另 一 种 说 法 。( 在 自然 语言 中 ,“ 并 且 ” 和 “但 是 ”在 
意思 上 有 微妙 的 不 同 ， 这 里 我 们 不 关心 这 个 细微 差别 。) 

例 5 找 出 命题 p 和 9g 的 合 取 ， 其 中 p 为 命题 “Rebecca 的 PC 至少 有 16 GB 空闲 磁盘 空 
间 ”，g 为 命题 “Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1 GHz”。 

解 ” 这 两 个 命题 的 合 取 p 人 gq 是 命题 “Rebecca 的 PC 至 少 有 16 GB 空闲 磁盘 空间 ， 并且 
Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 1 GHz”。 这 个 合 取 可 以 更 简单 地 表示 成 “Rebecca 的 PC 至 少 
有 16 GB 空闲 磁盘 空间 ， 并 且 其 处 理 器 的 速度 大 于 1 GHz”。 这 一 命题 要 为 真 ， 两 个 给 定 的 条 
件 都 必须 为 真 。 当 其 中 一 个 或 两 个 条 件 为 假 时 ， 它 就 是 假 命 题 。 4 

令 p 和 g 为 命题 。p 和 9g 的 析 取 即 命题 “pp 或 g”， 记 作 pVq。 当 户 和 9g 均 为 假 时 ， 
合 取 命题 pV gq 为 假 ， 否 则 为 真 。 

表 3 展示 了 pVg 的 真 值 表 。 


表 2 两 命题 合 取 的 真 值 表 表 3 两 命题 析 取 的 真 值 表 





在 析 取 中 使 用 的 联结 词 或 (or) 对 应 于 词 或 在 自然 语言 中 所 使 用 的 两 种 情况 之 一 ， 即 兼 或 
(inclusive or) 。 析 取 式 为 真 ， 只 要 两 命题 之 一 为 真 或 两 者 均 为 真 即 可 。 例 如 ， 下 面 这 句 话 中 用 
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到 的 就 是 兼 或 : 

“选修 过 微 积 分 或 计算 机 科学 的 学 生 可 以 选修 本 课程 。” 
这 里 指 的 是 ， 选 修 过 微 积分 和 计算 机 科学 两 门 课 的 学 生 ， 以 及 只 选修 过 其 中 一 门 课 的 学 生 都 可 
以 选修 本 课程 。 另 一 方面 ， 当 我 们 说 

“学 过 微 积 分 或 学 过 计算 机 科学 ， 但 不 是 两 者 都 学 过 的 学 生 ， 可 以 选修 本 课程 。” 
的 时 候 使 用 的 是 异 或 (exclusive or)。 这 里 的 意思 是 既 学 过 微 积分 ， 又 学 过 计算 机 科学 的 学 生 不 
能 选修 本 课程 。 只 有 那些 恰好 在 这 两 门 课 中 选修 过 一 门 的 学 生 可 以 选修 本 课程 。 

同样 ， 如 果 餐 馆 的 菜单 上 写 着 “开胃 菜 : 汤 或 沙拉 ”， 则 一 般 都 表示 顾客 可 以 选择 汤 ， 也 可 
以 选择 沙拉 ,但 不 是 既 要 汤 又 要 沙拉 。 因 此 ， 这 里 是 “ 异 或 ”而 不 是 “ 兼 或 ”。 

例 6 如 果 刀 和 aq 就 是 例 5 中 的 两 个 命题 ， 它 们 的 析 取 是 什么 ? 

解 pp 和 g 的 析 取 pVg 是 命题 : 

“Rebecca 的 PC 至 少 有 16 GB 空闲 磁盘 空间 ,或 者 Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 
1 CrHss™ 

当 Rebecca 的 PC 至 少 有 16 GB 空闲 磁盘 空间 时 、 当 Rebecca 的 PC 处 理 器 的 速度 大 于 
1 GHz 时 、 当 两 个 条 件 都 为 真 时 ， 该 命题 均 为 真 。 当 两 个 条 件 同 时 为 假 时 ， 即 当 Rebecca 的 PC 
少 于 16 GB 空闲 磁盘 空间 时 ， 并 且 其 处 理 器 的 速度 小 于 等 于 GHz 时 ， 此 命题 为 假 。 a 

前 面 已 经 说 过 ， 在 析 取 中 使 用 的 联结 词 或 对 应 于 自然 语言 中 或 的 两 种 情形 之 一 ， 即 可 兼 得 
的 。 这 样 ， 当 析 取 中 的 两 个 命题 之 中 至 少 有 一 个 为 真 时 ， 析 取 为 真 。 有 时 我 们 也 按 不 可 兼 得 的 
方式 使 用 或 。 当 用 蜡 或 来 联结 命题 p 和 4 时 ， 就 得 到 命题 “ 或 ga( 但 非 两 者 )”。 这 一 命题 当 p 
为 真 且 9 为 假 时 为 真 ， 并 且 当 尹 为 假 县 49 为 真 时 也 为 真 ， 而 当 p 和 9 两 者 均 为 假 或 均 为 真 时 ， 
这 一 命题 为 假 。 

令 思 和 g 为 命题 。p 和 9g 的 异 或 ( 记 作 pq) 是 这 样 一 个 命题 ， 当 pp 和 g 中 恰好 只 
有 一 个 为 真 时 命题 为 真 ， 否则 为 假 。 

两 个 命题 异 或 的 真 值 表 如 表 4 所 示 。 


1.1.3 条 件 语句 

下 面 讨 论 其 他 几 个 重要 的 命题 合成 方式 。 

令 p 和 g 为 命题 。 条 件 语 句 p>g 是 命题 “< 如果 p， 则 g”。 当 轧 为 真 而 gq 为 假 时 ， 
条 件 语句 p>g 为 假 ， 否 则 为 真 。 在 条 件 语 身 pq 中 ， 力 称 为 假设 (前 件 、 前 提 )，q 称 为 结论 


乔治 ， 布尔 (George Boole，1815 一 1864) 是 皮 匠 的 儿子 ，1815 年 11 月 生 于 英 格 
兰 的 林肯 郡 。 由 于 家 境 贫寒 ， 布 尔 不 得 不 在 协助 养家 的 同时 为 自己 能 受 教育 而 奋斗 。 
不 管 怎 么 说 ， 他 成 为 19 世纪 最 重要 的 数学 家 之 一 。 尽 管 他 考虑 过 以 牧师 为 业 ， 但 最 
终 还 是 决定 从 教 ， 并 且 不 久 就 开办 了 自己 的 学 校 。 在 备课 的 时 候 ， 布 尔 不 满意 当时 的 
数学 课本 ， 便 决定 阅读 伟大 数学 家 的 著作 。 在 阅读 伟大 的 法 国 数学 家 拉 格 朗 上 日 的 论文 
时 ， 布 尔 在 变 分 法 方面 有 所 发 现 。 变 分 法 是 数学 分 析 的 一 个 分 支 ， 它 通过 优化 某 些 参 
数 来 寻求 曲线 和 曲面 。 

1848 年 ， 布 尔 出 版 了 《数理 逻辑 分 析 》(The Mathematical Analysis of Logic) 一 书 ， 这 是 他 对 符号 逻 
辑 诸多 贡献 中 的 第 一 次 。1849 年 ， 他 被 任命 为 位 于 爱尔兰 科 克 的 皇后 学 院 数学 教授 。1854 年 ， 他 出 版 
了 他 最 著名 的 著作 《思维 定律 )(The Laws of Thongh) 。 在 这 本 书 中 布尔 引入 了 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 布 
尔 代 数 。 布 尔 撰 写 了 关于 微分 方程 和 差分 方程 的 教科 书 ， 在 英国 这 些 教科 书 一 直 沿 用 到 19 世纪 末 。 布 
尔 在 1855 年 结婚 ， 他 的 妻子 是 皇后 学 院 一 位 希腊 文教 授 的 侄女 。1864 年 布尔 死 于 肺炎 ， 这 是 由 于 在 
一 次 暴风 雨中 尽管 已 经 被 淋 透 了 ， 但 他 仍 坚持 上 课 而 引起 的 。 
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语句 p>g 称 为 条 件 语 句 ， 因 为 p>g 可 以 断定 在 条 件 p 成 立 的 时 候 g 为 真 。 条 件 语句 也 称 [Se| 
为 蕴含 。 
条 件 语句 p->g 的 真 值 表 如 表 5 所 示 。 注 意 ， 当 p 和 9g 都 为 真 ， 以 及 当 p 为 假 (与 g 的 真 值 
无 关 ) 时 ， 语句 加 -~d 为 真 。 
表 4 两 命题 异 或 的 真 值 表 表 5 和 条件 命题 p 一 9 的 真 值 表 








由 于 条 件 语 句 在 数学 推理 中 具有 很 重要 的 作用 ， 所 以 表达 p 一 g 的 术语 也 很 多 。 即 使 不 是 
全 部 ， 你 也 会 碰 到 下 面 几 个 常用 的 条 件 语句 的 表述 方式 : 


“如 果 p， 则 gq” “p 蕴含 gq” 

“如 果 p，gq”- “gq 仪 当 p” 

“2 是 g 的 充分 条 件 ” “g 的 充分 条 件 是 p” 

“g 如 果 p” “gq 每 当 p” 

“gq 当 p” “gq 是 p 的 必要 条 件 ” 

“2 的 必要 条 件 是 q” “gq 由 p 得 出 ” 

“gq 除非 4p” 

为 了 便于 理解 条 件 语句 的 真 值 表 ， 可 以 将 条 件 语句 想象 为 义务 或 合同 。 例 如 ， 许 多 政治 家 
在 竞选 时 都 许诺 : 


“如 果 我 当选 了 ， 那 么 我 将 会 减 税 。” 

如 果 这 个 政治 家 当选 了 ， 选 民 将 期 望 他 能 减 税 。 再 者 ， 如 果 这 个 政治 家 没有 当选 ， 那 么 选 
民 就 无 法 指望 他 能 减 税 ， 尽 管 这 个 人 也 许 有 足够 的 影响 力 可 令 当 权 者 减 税 。 只 有 在 该 政治 家 当 
选 但 却 没 有 减 税 的 情况 下 ， 选 民 才能 说 政治 家 违背 了 竞选 诺言 。 这 种 情形 对 应 于 在 pq 中 zp 
为 真 但 g 为 假 的 情况 。 

类 似 地 ， 考 虑 教授 可 能 做 出 的 如 下 陈述 : 

“如 果 你 在 期 末 考 试 得 了 满分 ， 那 么 你 的 成 绩 将 被 评定 为 A。” 

如 果 你 设法 在 期 末 考 试 中 得 满分 ， 那 么 你 可 以 期 望 得 到 A。 如 果 你 没 得 到 满分 ， 那 么 你 是 
否 能 得 到 A 将 取决 于 其 他 因素 。 然 而 ， 如 果 你 得 到 满分 ， 但 教授 没有 给 你 A， 你 会 有 受骗 的 
感觉 。 

条 件 语句 pg 的 众多 表达 方式 中 有 两 个 最 容易 引起 混淆 的 是 :“p 仅 当 g” 和 “gq 除非 4p”。 
因此 ， 这 里 提供 一 些 消除 混淆 的 建议 。 

请 记 住 “p 仅 当 q” 表 达 了 与 “如 果 p， 则 q” 同 样 的 意思 ， 注 意 “p 仅 当 g” 说 的 是 当 9 不 为 真 
时 不 能 为 真 。 也 就 是 说 ， 如 果 p 为 真 但 gq 为 假 ， 则 这 个 语句 为 假 。 当 p 为 假 时 ，g 可 以 为 真 
也 可 以 为 假 ， 因 为 语句 并 没有 谈 及 gq 的 真 值 。 要 小 心 不 要 用 “gq 仅 当 pp” 来 表达 p 一 9q， 因 为 这 是 
错误 的 。 要 明白 这 一 点 ,请 注意 当 p 和 9 取 不 同 的 真 值 时 ,，“g 仅 当 p” 和 p>q 的 真 值 是 不 
同 的 。 

请 记 住 “q 除非 4p” 表 达 了 和 p->g 条 件 语句 一 样 的 意思 ， 注 意 “q 除非 ap” 的 意思 是 如 果 -p 
是 假 的 ， 则 g 必 是 真 的 。 也 就 是 说 ， 当 p 为 真 ， 而 9 为 假 时 ,语句 “g 除非 4p” 是 假 的 ， 否 则 是 
真 的 。 因 此 ,“q 除非 ?加 与 p>q 总 是 具有 相同 的 真 值 。 

例 7 说 明了 条 件 语 句 与 中 文 语句 之 间 的 转换 。 
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例 7 令 p 为 语句 “Maria 学 习 离 散 数 学 ”，g 为 语句 “Maria 会 找到 好 工作 ”。 用 中 文 表达 语 
句 p>g。 
解 ” 从 条 件 语句 的 定义 ， 我 们 得 知 ， 当 p 为 语句 “Maria 学 习 离 散 数 学 ”，g 为 语句 “Maria 
会 找到 好 工作 ”时 ，p 一 q 代表 了 语句 | 
“如 果 Maria 学 习 离 散 数 学 ， 那 么 她 会 找到 好 工作 。” 
还 有 许多 其 他 表述 方法 来 表达 这 个 条 件 语句 。 其 中 最 自然 的 表述 有 : 
“ 当 Maria 学 习 离 散 数 学 时 ， 她 会 找到 一 份 好 工作 。” 
“Maria 想 要 得 到 一 份 好 工作 ， 她 只 要 学 习 离 散 数 学 就 足够 了 。” 
以 及 
“Maria 会 找到 一 份 好 工作 ， 除 非 她 不 学 习 离 散 数 学 。” 本 
注意 我 们 定义 条 件 语句 的 方法 比 其 汉语 陈述 更 加 通用 。 比 如 ， 在 例 7 中 的 条 件 语句 以 及 
语句 
“如 果 今 日 天 晴 ， 那 么 我 们 就 去 海滩 。” 
都 是 日 常 语言 中 的 语句 ， 其 中 假设 和 结论 之 间 都 有 一 定 的 联系 。 而 且 ， 第 一 个 语句 是 真 的 ， 除 
非 Maria 学 习 离 散 数学 但 没有 找到 好 工作 ; 而 第 二 个 语句 是 真 的 ， 除 非 今 日 的 确 天 晴 但 我 们 没 
有 去 海滩。 男 一 方面 ,语句 
“如 果 Juan 有 智能 和 手机， 那么 2 十 3 二 5。” 
总 是 成 立 的 ， 因 为 它 的 结论 是 真 的 (这 时 假设 部 分 的 真 值 无 关 紧 要 ) 。 条 件 语句 
“如 果 Juan 有 智能 手机 ， 那 么 2 十 3 一 6。” 
是 真 的 ， 如 果 Juan 没有 智能 手机 ， 即 使 2 十 3 二 6 为 假 。 在 自然 语言 中 ， 我 们 不 会 使 用 最 后 这 
两 个 条 件 语句 (除非 偶尔 有 意 讽刺 一 下 )， 因 为 其 中 的 假设 和 结论 之 间 没 有 什么 联系 。 在 数学 推 
理 中 我 们 考虑 的 条 件 语句 比 语言 中 使 用 的 要 广泛 一 些 。 条 件 语句 作为 一 个 数学 概念 不 依赖 于 假 
设 和 结论 之 间 的 因果 关系 。 我 们 关于 条 件 语句 的 定义 规定 了 它 的 真 值 ， 而 这 一 定义 不 是 以 语言 
的 用 法 为 基础 的 。 命 题 语言 是 一 种 人 工 语言 ， 这 里 为 了 便于 使 用 和 记忆 ， 才 将 其 类 比 于 语言 的 
用 法 。 
许多 程序 设计 语言 中 使 用 的 if-then 结构 与 逻辑 中 使 用 的 不 同 。 大 部 分 程序 设计 语言 中 都 
有 fp then S 这 样 的 语句 ， 其 中 p 是 命题 而 S 是 一 个 程序 段 ( 待 执行 的 一 条 或 多 条 语句 ) 。 当 程 
序 的 运行 遇 到 这 样 一 条 语句 时 ， 如 果 p 为 真 ， 就 执行 S; 但 如 果 p 为 假 ， 则 S 不 执行 。 如 例 8 
所 示 。 
例 8 如 果 执 行 语 句 
if 2 二 2 二 4 then zx :一 z 十 1 
之 前 变量 z= 二 0， 执 行 语句 之 后 z 的 值 是 什么 ? (符号 :一 代表 赋值 ， 语 句 z :一 z 十 1 表示 将 z 十 1 


的 值 赋 给 zx。) 
解 ” 因 为 2 十 2==4 为 真 ， 所 以 赋值 语句 zx := 二 zx 十 1 被 执行 。 因此， 在 执行 此 语句 之 后 ,zx 
的 值 是 0 十 1==1。 - 本 


逆 命 题 、 逆 否 命题 与 反 命 题 ”由 条 件 语句 pg 可 以 构成 一 些 新 的 条 件 语句 。 特 别 是 三 个 
常见 的 相关 条 件 语句 还 拥有 特殊 的 名 称 。 命 题 9>p 称 为 p 一 q 的 逆 命 题 ， 而 pg 的 逆 否 命题 
是 命题 Jag 习 ~p。 命 题 4p 一 49 称 为 p 一 q 的 反 命题 。 我 们 发 现 ， 三 个 由 pg 衍生 的 条 件 语句 
中 ， 只 有 道 否 命题 总 是 和 p>q 具有 相同 的 真 值 。 

我 们 首先 证 明 条 件 命题 p>g 的 逆 否 命题 agp 总 是 和 p 一 q 具有 相同 的 真 值 。 为 此 ， 请 
注意 只 有 当 -z 为 假 且 -9 为 真 ， 也 就 是 p 为 真 且 9 为 假 时 ， 该 着 否 命题 为 假 。 现 在 我 们 来 证 
明 ， 对 p 和 g 的 所 有 可 能 的 真 值 ， 逆 命题 g>p 和 反 命题 79~p 与 p>q 都 不 具有 相同 的 真 值 。 
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注意 ， 当 p 为 真 q 为 假 时 ， 原 命题 为 假 ， 而 逆 命 题 和 反 命 题 都 是 真 的 。 
当 两 个 复合 命题 总 是 具有 相同 真 值 时 ， 我 们 称 它们 是 等 价 的 。 因 此 一 个 条 件 语句 与 它 的 道 
否 命题 是 等 价 的 。 条 件 语句 的 首 与 反 也 是 等 价 的 ， 读 者 可 以 验证 这 一 点 ， 但 它们 都 不 与 原 条 件 
语句 等 价 (我 们 将 在 1. 3 节 研 究 等 价 命题 ) 。 请 注意 一 个 最 常见 的 逻辑 错误 是 假设 条 件 语句 的 逆 
或 反 等 价 于 这 个 条 件 语 句 。 
我 们 在 例 9 中 解释 条 件 语句 的 使 用 。 
例 9 找 出 如 下 语句 的 道 否 命题 、 首 命题 和 反 命题 : 
“每 当下 雨 时 ， 主 队 就 能 获胜 。” 
解 ” 因 为 “gq 每 当 p” 是 表达 语句 p>g 的 一 种 方式 ， 原 始 语句 可 以 改写 为 : me 
“如 果 下 雨 ， 那 么 主队 就 能 获胜 。” 
因此 ， 这 个 条 件 语句 的 逆 否 命题 是 
“如 果 主 队 没 有 获胜 ， 那 么 没有 下 雨 .” 
道 命 题 是 
“如 果 主 队 获胜 ， 那 么 下 十 了 。?” 
反 命 题 是 
“如 果 没 有 下 雨 ， 那 么 主队 没有 获胜 。” 
其 中 只 有 道 否 命题 等 价 于 原始 语句 。 4 
双 条 件 语句 下 面 我 们 介绍 另外 一 种 命题 复合 方式 来 表达 两 个 命题 具有 相同 真 值 。 
下 令 和 do 为 命题 。 双 条 件 语句 pr>q 是 命题 “pp 当 且 仅 当 g”。 当 户 和 g 有 同样 的 真 
值 时 ， 双 条 件 语 句 为 真 ， 否 则 为 假 。 双 条 件 语 句 也 称 为 双向 冀 含 。 
pg 的 真 值 表 如 表 6 所 示 。 注 意 ， 当 条 件 语句 
pq 和 gg 一 p 均 为 真 时 , 语句 pe>d 为 真 ， 否则 为 
假 。 这 就 是 为 什么 我 们 用 “ 当 且 仅 当 ”来 表示 这 一 人 逻 
辑 联 结 词 ， 并 且 符 号 的 写法 就 是 把 符号 二 和 一 结合 
起 来 。 一 般 还 有 一 些 其 他 方式 来 表达 p>gq: 
“p 是 g 的 充分 必要 条 件 ” 
“如 果 pp 那么 gqg， 反 之 亦 然 ” 
“ 访 当 且 仅 当 g”。 
双 条 件 语句 的 最 后 一 种 表示 方式 可 以 用 缩写 符号 “iff” 代 替 “ 当 且 仅 当 ”(if and only if)。 注 意 ， 
prq 与 (p>q) 人 (gp) 有 完全 相同 的 真 值 。 
例 10 邻 z 为 语句 “你 可 以 搭乘 该 航班 ”， 令 gq 为 语句 “你 买 机 票 了 ”。 则 p**9g 为 语句 
“你 可 以 搭乘 该 航班 当 且 仅 当 你 买 机 票 了 。” 
此 语句 为 真 ， 如 果 p 和 4g 均 为 真 或 均 为 假 ， 也 就 是 说 ， 如 果 你 买 机 票 了 就 能 搭乘 该 航班 ， 或 者 sw 
如 果 你 没 买 机 票 就 不 能 搭乘 该 航班 。 此 命题 为 假 ， 当 p 和 g 有 相反 真 值 时 ， 也 就 是 说 ， 当 你 没 
买 机 票 但 却 能 搭乘 该 航班 时 (比如 你 获得 一 次 免费 旅行 ) 或 当 你 买 了 机 票 却 不 能 搭乘 该 航班 时 
(比如 航空 公司 拒绝 你 登 机 )。 4 
双 条 件 的 隐 式 使 用 ”你 应 该 意识 到 在 自然 语言 中 双 条 件 并 不 总 是 显 式 地 使 用 。 特 别 是 在 自 
然 语 言 中 很 少 使 用 双 条 件 中 的 “ 当 且 仅 当 ”结构 。 通 常用 “如 果 ， 那 么 ”或 “ 仅 当 ” 结 构 来 表示 双 蕴 
含 。“ 当 且 仅 当 ” 的 另 一 部 分 则 是 隐 伟 的 。 也 就 是 道 命 题 是 蕴含 的 而 没有 明说 出 来 。 例 如 ， 考 虑 
这 个 自然 语言 的 语句 “如 果 你 吃 完 饭 了 ， 则 可 以 吃 餐 后 甜点 ”。 其 真正 含义 是 “你 可 以 吃 餐 后 甜 
点 当 且 仅 当 你 吃 完 饭 ”。 后 面 这 个 语句 在 逻辑 上 等 价 于 两 个 语句 “如 果 你 吃 完 饭 ， 那 么 你 可 以 吃 
甜点 "和 “ 仅 当 你 吃 完 了 饭 ， 你 才能 吃 甜 点 ”。 由 于 自然 语言 的 这 种 不 精确 性 ， 所 以 我 们 需要 对 
自然 语言 中 的 条 件 语句 是 否 隐 含 它 的 逆 做 出 假设 。 因 为 数学 和 逻辑 注重 精确 ， 所 以 我 们 总 是 区 


表 6 双 条 件 语句 p*>9g 的 真 值 表 
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分 条 件 语句 pg 和 双 条 件 语 句 p<>g。 


1.1.4 复合 命题 的 真 值 表 

我 们 已 经 介绍 了 否定 以 及 四 个 重要 的 逻辑 联结 词 一 一 合 取 、 析 取 、 条 件 、 双 条 件 。 我 们 可 
以 用 这 些 联 结 词 来 构造 含有 一 些 命题 变 元 的 结构 复杂 的 复合 命题 。 我 们 可 以 用 真 值 表 来 决定 这 
些 复合 命题 的 真 值 ， 如 例 11 所 示 。 采 用 单独 的 列 来 找 出 在 这 个 复合 命题 构造 过 程 中 出 现 的 每 
个 复合 表达 式 的 真 值 。 对 应 于 命题 变 元 真 值 的 每 种 组 合 ， 复 合 命题 的 真 值 位 于 表 中 最 后 一 列 。 

例 11 构造 复合 命题 (如 Vn9) 一 ( 妃 人 9) 的 真 值 表 。 

解 ” 因 为 真 值 表 涉及 两 个 命题 变 元 p 和 gq， 所 以 此 表 有 四 行 ， 每 行 对 应 一 对 真 值 TT、TF、 
FT 和 FF。 前 两 列 分 别 表示 p 和 a 的 真 值 。 第 三 列 为 49 的 真 值 ， 用 于 计算 第 4 列 中 pV -9 的 
真 值 。 第 5 列 给 出 pg 的 真 值 。 最 后 ，(pV -9) 一 (pA 人 9g) 的 真 值 在 最 后 一 列 。 最 终 的 真 值 表 
如 表 7 所 示 。 本 


表 7 复合 命题 (pV-9) 习 (p 人 9) 的 真 值 表 





1.1.5 逻辑 运算 符 的 优先 级 

现在 ， 我 们 可 以 用 所 定义 的 否定 运算 符 和 逻辑 运算 符 来 构造 复合 命题 。 我 们 通常 使 用 括号 
来 规定 复合 命题 中 的 逻辑 运算 符 的 作用 顺序 。 例 如 ，(pVg) 人 (7) 是 pV gq 和 -7r 的 合 取 。 然 
而 ， 为 了 减少 括号 的 数量 ， 我 们 规定 否定 运算 符 先 于 所 有 其 他 逻辑 运算 符 。 这 意味 着 1 祖 人 qd 是 
=- 娘 和 9q 的 合 取 ， 即 (Jp) 人 和 gq， 而 不 是 p 和 9g 的 合 取 的 否定 ， 即 (pg)。 

另 一 个 常用 的 优先 级 规则 是 合 取 运算 符 优先 于 析 取 运算 表 8 逻辑 运算 符 的 优先 级 
符 ， 因 此 pAgVr 意味 着 (pg)Vr， 而 不 是 pA (gqV7)。 
因为 这 个 规则 不 太 好 记 ， 所 以 我 们 将 继续 使 用 括号 使 析 取 运 
算 符 和 合 取 运算 符 的 作用 顺序 看 起 来 很 明了 。 

最 后 ， 一 个 已 被 接受 的 规则 是 条 件 运 算 符 和 双 条 件 运算 
符 的 优先 级 低 于 合 取 和 析 取 运算 符 。 因 此 ，pV gr 等同 于 
(pV gq) 一 r。 当 涉及 条 件 运 算 符 和 双 条 件 运算 符 的 作用 顺序 
时 ， 我们 也 将 使 用 括号 ， 尽 管 条 件 运算 的 优先 级 高 于 双 条 件 
运算 。 表 8 展示 逻辑 运算 符 0、A 、V 、 一 和 全 的 优先 级 。 


1.1.6 逻辑 运算 和 位 运算 





计算 机 用 位 表示 信息 。 位 是 一 个 具有 两 个 可 能 值 的 符号 ， 即 0 和 1。 位 一 词 的 含义 来 自 二 
进 制 数字 (binary digit) ， 因 为 0 和 1 是 数 的 二 进 制 表示 中 用 到 的 数字 。1946 年 ， 著 名 的 统计 学 
家 约翰 。 图 基 (John Tukey) 引 入 了 这 一 术语 。 一 位 可 以 用 于 表示 真 值 ， 因 为 只 有 两 个 真 值 ， 即 
真 与 假 。 习 惯 上 ， 我们 用 1 表示 真 ， 用 0 表示 假 。 即 ，1 表示 工 ( 真 )，0 表示 下 ( 假 ) 。 如 果 一 个 
变量 的 值 或 为 真 或 为 假 ， 则 此 变量 就 称 为 布尔 变量 。 于 是 一 个 布尔 变量 可 以 用 一 位 表示 。 








计算 机 的 位 运算 对 应 于 逻辑 联结 词 。 只 要 在 运算 符 八 、V 和 由 的 真 值 表 中 用 1 代替 工 ， 用 
0 代替 下， 就 能 得 到 表 9 所 示 对 应 的 位 运算 表 。 我 们 还 会 用 符号 OR、AND 和 XOR 表示 运算 符 
V 、 人 和 名 ,许多 程序 设计 语言 正 是 这 样 表 示 的 。 

信息 一 般 用 位 串 ( 即 由 0 和 1 构成 的 序列 ) 表 示 。 这 时 ， 对 位 串 的 运算 即 可 用 来 处 理 
信息 。 


表 9 位 运算 符 OR、AND 和 XOR 的 真 值 表 





位 串 是 0 位 或 多 位 的 序列 。 位 串 的 长 度 就 是 它 所 含 位 的 数目 。 

例 12 101010011 是 一 个 长 度 为 9 的 位 串 。 4 

我 们 可 以 把 位 运算 扩展 到 位 串 上 。 我 们 定义 两 个 长 度 相 同 的 位 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 
按 位 XOR 分 别 为 这 样 的 位 串 ， 其 中 每 位 均 由 两 个 位 串 的 相应 位 经 由 OR、AND 和 XOR 运算 而 
得 。 我 们 分 别 用 符号 V 、A 和 四 表示 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR 运算 。 我 们 用 例 13 来 解 
释 位 串 的 按 位 运算 。 

例 13 求 位 串 01 1011 0110 和 11 0001 1101 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR( 为 了 方便 
阅读 ， 此 处 及 全 书 位 串 将 按 四 位 分 组 )。 

解 ” 这 两 个 位 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 和 按 位 XOR 分 别 由 对 应 位 的 OR、AND 和 XOR 
得 到 ， 其 结果 是 


uns 


约翰 ， 怀 尔 德 . 图 基 (John Wilder Tukey，1915 一 2000) ”图 基 生 于 马萨诸塞 州 新 
贝 德 福 德 ， 是 个 独生子 。 他 的 双亲 都 是 教师 ， 他 们 认为 家 庭 教育 最 适合 开发 他 的 潜 
力 。 他 的 正规 教育 从 布朗 大 学 开始 ， 主 修 数 学 和 化 学 。 他 在 布朗 大 学 获得 化 学 硕士 学 
位 ， 接 着 在 普林斯顿 大 学 继续 深造 ， 研 究 领域 也 从 化 学 转向 数学 。1939 年 ， 由 于 他 在 
拓扑 学 方面 的 工作 ， 他 获得 普林斯顿 大 学 博士 学 位 ， 同 时 被 任命 为 普林斯顿 大 学 数学 
讲师 。 随 着 第 二 次 世界 大 战 的 爆发 ， 他 加 入 了 火力 控制 研究 办 公 室 (Fire Control 
Research Office) ， 开 始 了 统计 学 方面 的 工作 。 图 基 发 现 统计 研究 很 合 他 的 口味 ， 并 以 
他 的 技能 给 多 位 最 有 影响 的 统计 学 家 留 下 了 深刻 印象 。1945 年 ， 随 着 战争 的 结束 ， 图 基 回 到 普林斯顿 大 
学 数学 系 担任 统计 学 教授 ， 并 在 AT&T 贝尔 实验 室 兼 职 。 图 基于 1966 年 创立 了 普林斯顿 大 学 统计 学 系 
并 担任 该 系 首 任 主任 。 图 基 在 统计 学 的 许多 领域 做 出 了 重要 贡献 ， 包 括 方差 分 析 、 时 间 序 列 的 谱 评估 、 
关于 单 次 试验 所 得 一 组 参数 值 的 推断 以 及 统计 学 原理 。 不 过 ， 他 最 著名 的 工作 是 他 与 库 雷 (J. W. Cooley) 
共同 发 明 的 快速 侍 里 叶 变 换 。 除 了 在 统计 学 领域 的 贡献 外 ， 图 基 还 是 一 位 语言 大 师 ， 术 语 位 (bit) 和 软件 
(software) 的 创造 就 是 他 的 贡献 。 

图 基 服 务 于 总 统 科 学 顾问 委员 会 ， 贡 献 其 见解 和 专业 知识 。 他 曾 担 任 过 多 个 重要 的 委员 会 主席 ， 涉 
及 环境 、 教 育 以 及 化 学 与 健康 。 他 还 服务 于 与 核 裁军 相关 的 委员 会 。 图 基 得 过 许多 奖项 ， 包 括 国家 科学 
奖章 。 

历史 注解 ”曾经 有 过 别 的 词 来 称呼 二 进 制 数字 ， 例 如 binit 和 bigit， 但 从 来 没有 被 广泛 地 接受 。 采 用 
bit 一 词 可 能 是 因为 它 作为 英语 常用 词 所 具有 的 含义 。 要 了 解 图 基 选 用 bit 一 词 的 缘由 ， 请 参见 《Annals of 
the History of Computing》1984 年 4 月 刊 。 
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01 1011 0110 

11 0001 1101 

11 1011 1111 按 位 OR 
01 0001 0100 按 位 AND 


练习 


1 


10 1010 1011 按 位 XOR 本 
下 列 哪 些 语 句 是 命题 ? 这 些 是 命题 的 语句 的 真 值 是 什么 ? 
a) 波 士 顿 是 马萨诸塞 州 首府 。 b) 迈 阿 密 是 佛罗里达 州 首府 。 
c)2 十 3 一 5。 d)5 十 7 一 10。 
e)z 十 2 一 11。 f) 回答 这 个 问题 。 
. 下 列 哪些 是 命题 ? 这 些 命题 的 真 值 是 什么 ? 
a) 别 过 去 。 b) 几 点 了 ? 
c) 在 缅 因 州 没有 黑 苍蝇 。 d)4 十 z 一 5。 
e) 月 亮 是 由 绿色 的 奶 酷 构 成 的 。 人 2" 达 100。 
.下列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a) Mei 有 一 台 MP3 播放 器 。 b) 新 泽 西 没有 污染 。 
c)2 十 1 一 3。 gd) 缅 因 州 的 夏天 又 热 又 晒 。 
， 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 
a)Jennifer 和 Teja 是 朋友 。 b) 面 包 师 说 的 一 打 有 13 个 。 
©) Abby 每 天 发 送 100 多 条 文本 信息 。 d)121 是 一 个 完全 平方 数 。 
. 下 列 各 命题 的 否定 是 什么 ? 


a) Steve 的 笔记 本 电脑 有 大 于 100GB 的 空闲 磁盘 空间 。 
b)Zach 阻止 来 自 Jennifer 的 邮件 和 短信 。 
ec)7。11。13 一 999。 

d)Diane 周 日 骑 自行 车 骑 了 100 英里 。 


. 假设 智能 手机 A 有 256MB RAM 和 32GB ROM， 并 且 其 照相 机 的 分 辩 率 是 8MP; 智能 手机 B 有 


288MB RAM 和 64GB ROM， 并 且 其 照相 机 的 分 辩 率 是 4MP; 而 智能 手机 C 有 128MB RAM 和 32GB 
ROM， 并 且 其 照相 机 的 分 辩 率 是 5MP。 试 判定 下 面 每 个 命题 的 真 值 。 

a) 智 能 手机 B 的 RAM 是 三 款 手机 中 最 多 的 。 

b) 智 能 手机 C 比 智能 手机 B 具有 更 多 的 ROM 或 者 更 高 分 辩 率 的 相机 。 

@ 智 能 手机 也 比 智能 手机 A 具有 更 多 的 RAM、 更 多 的 ROM 和 更 高 分 辩 率 的 相机 。 

d) 如 果 智 能 手机 B 比 智 能 手机 C 具有 更 多 的 RAM 和 更 多 的 ROM， 则 它 也 具有 更 高 分 辨 率 的 相机 。 
e) 智 能 手机 A 比 智能 手机 B 具 有 更 多 的 RAM 当 且 仅 当 智能 手机 B 比 智能 手机 A 具有 更 多 的 RAM。 


. 假设 在 最 近 的 财 年 期 间 ，Acme 计算 机 公司 的 年 收入 是 1380 亿美 元 且 其 净利 润 是 80 亿美 元 ，Nadir 软 


件 公 司 的 年 收入 是 870 亿美 元 且 净 利润 是 50 亿美 元 ，Quixote 媒体 的 年 收入 是 1110 亿美 元 且 净 利润 
是 130 亿美 元 。 试 判断 有 关 最 近 财 年 的 每 个 命题 的 真 值 。 

a) Quixote 媒体 的 年 收入 最 多 。 

b) Nadir 软件 公司 的 净利 润 最 少 并 且 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 

c) Acme 计算 机 公司 的 净利 润 最 多 或 者 Quixote 媒体 的 净利 润 最 多 。 

d) 如果 Quixote 媒体 的 净利 润 最 少 ， 则 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 

e) Nadir 软件 公司 的 净利 泣 最 少 当 且 仅 当 Acme 计算 机 公司 的 年 收入 最 多 。 


, 令 p、 9 为 如 下 命题 : 


p: 本 周 我 买 了 一 张 彩票 。 
gq: 我 赢得 了 百 万 美元 大 奖 。 
试用 汉语 表达 下 列 各 命题 。 


基础 : 逻 远 和 证 明 11 
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11. 


a)-p bpVg p>gq 
d) 记 Ada perq f)-" p79q 
8pPA7g h)-pV (pAg) 
. 令 p 和 g 分 别 表示 命题 “在 新 泽 西海 岸 游泳 是 允许 的 "和 “在 海岸 附近 发 现 过 小 鱼 ”。 试 用 汉语 表达 下 列 
每 个 复合 命题 。 
a)-g bypAg pVg 
d)p>79q eg >p f)- p>7g 
g)p*>-9 h)- -pA (pV-9) 
10. 令 pp 和 gq 分别 表 示 命 题 “ 选 举 已 经 有 了 结果 ”和 “选票 已 经 计数 完毕 ”。 试 用 汉语 表达 下 列 各 命题 。 
a)-p b)pVga pAg 
dg>p 9 1p fp>-9 
2g)prq h)-gqV ("pA ag) 
令 力 、9 为 如 下 命题 : 
p: 气温 在 零度 以 下 。 
q: 正在 下 雪 。 
用 p、g 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定 ) 写 出 下 列 各 命题 : 
a) 气 温 在 零度 以 下 且 正 下 着 雪 。 


b) 气 温 在 零度 以 下 ， 但 没有 下 雪 。 


”气温 不 在 零度 以 下 ， 并 且 没 有 下 雪 。 


12. 


13. 


14. 


d) 也 许 正 下 着 雪 ， 也 许 在 零度 以 下 (也 许 两 者 兼 有 )。 

e) 如 果 气 温 在 零度 以 下 ， 则 也 下 着 雪 。 

f) 也 许 气温 在 零度 以 下 ， 也 许 下 着 雪 ; 但 如 果 在 零度 以 下 ， 就 没有 下 雪 。 
g) 气 温 在 零度 以 下 是 下 雪 的 充分 必要 条 件 。 

令 p、g 和 7 为 如 下 命题 : 

PP: 你 得 流感 了 。 

gq: 你 错过 了 期 终 考 试 。 

r: 这 门 课 你 及 格 了 。 


将 下 列 各 命题 用 汉语 表示 : 

a) 力 一 0 bagqer Cg—>r 

dpVgVr e)(p—>-7)V (g>-7) fy (pAg)V ("gqgAr7) 
令 p、9 为 如 下 命题 : 


力 : 你 的 车 速 超过 每 小 时 65 英里 (1 英里 一 1. 6 公里 )。 

q: 你 接 到 一 张 超 速 罚单 。 

用 p、g 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 否 定 ) 写 出 下 列 命题 

a) 你 的 车 速 没有 超过 每 小 时 65 英里 。 

b) 你 的 车 速 超过 每 小 时 65 英里 ,但 没 接 到 超速 罚单 。 

c) 如 果 你 的 车 速 超过 每 小 时 65 英里 ， 你 将 接 到 一 张 超速 罚单 。 
d) 如 果 你 的 车 速 不 超过 每 小 时 65 英里 ， 你 就 不 会 接 到 超速 罚单 。 
e) 车 速 超过 每 小 时 65 英里 足以 接 到 超速 罚单 。 

人 你 接 到 一 张 超速 罚单 ， 但 你 的 车 速 没 超过 每 小 时 65 英里 。 
g) 只 要 你 接 到 一 张 超速 罚单 ， 你 的 车 速 就 超过 每 小 时 65 英里 。 
令 p、gq、r 为 如 下 命题 : 

PP: 你 的 期 末 考 试 得 了 A。 

q: 你 做 了 本 书 每 一 道 练习 。 

r: 这 门 课 你 得 了 A。 

用 p、g、r 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 否 定 ) 写 出 下 列 命题 ; 


1S。 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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a) 这 门 课 你 得 了 A， 但 你 并 没 做 本 书 的 每 道 练习 。 

b) 你 的 期 未 考试 得 了 A， 你 做 了 本 书 的 每 一 道 练习 ， 并 且 这 门 课 你 得 了 A。 

c) 想 在 这 门 课 得 A， 你 必须 在 期 末 考 试 得 A。 

d) 你 的 期 末 考 试 得 了 A， 你 没有 做 本 书 的 每 道 练习 ; 然而 这 门 课 你 还 是 得 了 A。 

e) 期 末 考 试 得 A 并 且 做 本 书 的 每 道 练 习 ， 足 以 使 你 这 门 课 得 A。 

f) 这 门 课 得 A 当 且 仅 当 你 做 本 书 的 每 道 练 习 或 期 末 考 试 得 A。 

令 p、g、r 为 如 下 命题 : 

p: 在 这 个 地 区 发 现 过 灰 熊 。 

gq: 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 安全 的 。 

r: 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 

用 p、gq、r 和 逻辑 联结 词 ( 包 括 和 否定) 写 出 下 列 命题 : 

a) 乡 间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 ， 但 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

b) 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 能 ， 且 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 安全 的 ， 但 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 
ec) 如 果 乡 间 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 ， 徒 步 旅行 是 安全 的 当 且 仅 当 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

d) 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 是 不 安全 的 ， 但 在 这 个 地 区 没有 发 现 过 灰 熊 且 小 路 两 旁 的 草莓 成 熟 了 。 
e) 为 了 使 在 乡间 小 路 上 旅行 很 安全 ， 其 必要 但 非 充分 条 件 是 乡间 小 路 两 旁 的 草莓 没有 成 熟 且 在 这 个 
地 区 没有 发 现 过 灰 熊 。 

人 无 论 何 时 在 这 个 地 区 发 现 过 灰 能 且 乡 间 小 路 两 旁 的 草 奏 成 熟 了 ， 在 乡间 小 路 上 徒步 旅行 就 不 安全 。 
判断 下 列 这 些 双 条 件 语句 是 真是 假 ; 


a)2 十 2 一 4 当 且 仅 当 1 十 1 王 2。 b)1 十 1==2 当 且 仅 当 2 十 3 一 4。 
©)1 十 1 二 3 当 且 仅 当 猴子 会 飞 。 d)0>1 当 且 仅 当 2 过 1。 

判断 下 列 各 条 件 语句 是 真是 假 : 

a) 如 果 1 十 1 二 2， 则 2 十 2 一 5。 b) 如 果 1 十 1 二 3， 则 2 十 2 一 4。 
c) 如 果 1 十 1 二 3， 则 2 十 2 一 5。 d) 如 果 猴 子 会 飞 ， 那 么 1 十 1 二 3。 
判断 下 列 各 条 件 语句 是 真 还 是 假 : 

a) 如 果 1 十 1 二 3， 那 么 独 角 兽 存在 。 b) 如 果 1 十 1 王 3， 狗 就 能 飞 。 
ec) 如 果 1 十 1 二 2， 狗 就 能 飞 。 d) 如 果 2 十 2 二 4， 则 1 十 2 一 3。 


下 列 各 语句 ， 判 断 其 中 想 表 达 的 是 兼 或 还 是 异 或 ， 说 明理 由 。 

a) 晚 餐 有 咖啡 或 者 茶 。 

b) 口 令 必 须 至 少 包含 3 个 数字 或 至 少 8 个 字符 长 。 

ec) 这 门 课程 的 先 修 课 程 是 数论 课程 或 者 密码 课程 。 

d) 你 可 以 用 美元 或 者 欧元 支付 。 

对 下 列 各 语句 ， 判 断 其 中 想 表 达 的 是 兼 或 还 是 异 或 ， 说 明理 由 。 

a) 要 求 有 C 十 十 或 Java 的 经 验 。 

b) 午 餐 包 括 汤 或 沙拉 。 

c) 你 必须 持 护 照 或 选民 登记 卡 才 能 人 境 。 

d) 出 版 或 销毁 。 

对 下 列 各 语句 ， 说 一 说 如 果 其 中 的 联结 词 是 兼 或 ( 即 析 取 ) 与 异 或 时 的 含义 。 你 认为 语句 想 表示 的 是 
哪个 或 ? 

a) 要 选修 离散 数学 课 ， 你 必须 已 经 选修 了 微 积分 或 一 门 计 算 机 科学 的 课程 。 

b) 当 你 从 Acme 汽车 公司 购买 一 部 新 车 时 ， 你 就 能 得 到 2000 美元 现金 折扣 或 2% 的 汽车 贷款 。 
ce) 两 人 套餐 包括 A 栏 中 的 两 道 菜 或 B 栏 中 的 三 道 菜 。 

d) 如 果 下 雪 超 过 两 英尺 或 寒 风 指 数 低 于 一 100， 学 校 就 停课 。 

把 下 列 语句 写成 “如果 p， 则 gq” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 本 节 列 出 的 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 
a) 要 想 晋 升 ， 帮 老板 洗车 是 很 有 必要 的 。 

b) 吹 南 风 预示 着 春天 要 来 了 。 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


©) 保 修 单 有 效 的 充分 条 件 是 你 的 计算 机 购买 时 间 不 超过 一 年 。 

d) Willy 只 要 行 骗 就 会 被 抓 住 。 

e) 只 有 支付 了 订阅 费 ， 你 才能 访问 网 站 。 

们 想 要 当选 必须 了 解 合 适 的 人 群 。 

g) 每 当 坐 船 Carol 就 会 晕船 。 

把 下 列 语句 写成 “如果 p， 那 么 g” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 
2) 只 要 吹 东北 风 ， 就 会 下 雪 。 

b) 苹 果树 会 开花 ， 如 果 天 暖 持续 一 周 。 

c) 活 塞 队 赢得 冠军 就 意味 着 他 们 打败 了 湖人 队 。 

d) 必 须 走 8 英里 才能 到 达 朗 斯 蜂 的 顶峰 。 

e) 想 要 得 到 终身 教授 职位 ， 只 要 能 世界 闻名 就 够 了 。 

人 如 果 你 驾车 超过 400 英里 ， 就 需要 买 汽油 了 。 

g) 你 的 保修 单 是 有 效 的 ， 只 有 当 你 购买 的 CD 机 不 超过 90 天 。 

h)Jan 要 去 游泳 ， 除 非 水 太 凉 了 。 

把 下 列 语句 写成 “如 果 p， 那 么 gq” 的 形式 。[ 提 示 : 参考 本 节 列 出 的 条 件 语句 的 常用 表达 方式 。] 
a) 我 会 记得 把 地 址 发 给 你 ， 仅 当 你 给 我 发 一 封 电子 邮件 。 

b) 要 成 为 美国 公民 ， 只 要 你 生 在 美国 就 行 了 。 

c) 如 果 你 保存 好 课本 ， 它 会 是 你 未 来 其 他 课程 有 用 的 参考 书 。 

d) 红 图 队 将 赢得 斯 坦 利 杯 ， 如 果 其 守门 员 表 现 出 色 。 

e) 你 获得 这 一 职位 ， 表 明 你 有 最 好 的 信誉 。 

人 有 风暴 时 沙滩 会 受到 侵蚀 。 

g) 必 须 有 一 个 有 效 的 口令 才能 登录 到 服务 器 。 

h) 你 能 登 顶 ， 除 非 你 太 晚 才 开 始 息 山 。 

把 下 列 命题 写成 “p 当 且 仅 当 gq” 的 形式 。 

a) 如 果 外 边 热 你 就 买 冰 激 凌 蛋 卷 ; 并 且 如 果 你 买 冰激凌 蛋 卷 ， 外 边 就 热 。 
b) 你 赢得 竞赛 的 充分 必要 条 件 是 你 有 唯一 的 获胜 券 。 

c) 你 能 得 到 提拔 ， 只 有 当 你 有 关系 网 ;并且 你 有 关系 网 ， 只 有 当 你 得 到 了 提拔 。 
d) 如 果 你 看 电视 ， 心 智 会 衰退 ; 反之 亦 然 。 

e) 火 车 恰恰 在 我 乘坐 的 那些 日 子 晚点 。 

把 下 列 命 题写 成 “p 当 且 仅 当 gq” 的 形式 。 

a) 你 能 在 这 门 课 得 A 的 充分 必要 条 件 是 学 会 解 离 散 数学 问题 。 

b) 如 果 你 每 天 看 报 ， 你 就 了 解 情况 ; 反之 亦 然 。 

©) 如 果 是 周末 ， 天 就 下 雨 ; 如 果 天 下 雨 ， 就 是 周末 。 

d) 仅 当 巫师 不 在 家 时 你 能 看 到 巫师 ， 仅 当 你 能 看 到 巫师 时 巫师 不 在 家 。 
给 出 下 列 各 条 件 语句 的 逆 命 题 、 逆 否 命题 和 反 命题 。 

a) 如 果 今 天 下 雪 ， 我 明天 就 去 滑雪 。 

b) 只 要 有 测验 ， 我 就 来 上 课 。 

c) 一 个 正 整 数 是 素数 ， 仅 当 它 没有 1 和 自身 以 外 的 因子 。 

给 出 下 列 条 件 语 句 关 系 的 逆 命 题 、 逆 和 否 命题 和 反 命 题 。 

a) 如果 今 晚 下 雪 ， 我 将 待 在 家 里 。 

b) 只 要 是 阳光 充足 的 夏天 ， 我 就 去 海滩 。 

c) 如 果 我 工作 到 很 晚 ， 那 我 就 有 必要 睡 到 中 午 。 

下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 会 有 多 少 行 ? 

a) pp b)(pV-7r A CgV-s) 
COqV pVasV HrV -atVu pArADe (gqgA) 


30. 


31, 


32. 


33, 


34. 


35., 


36. 


37. 


38. 
39. 
[5 40. 
[5 41. 


42. 


43， 


44. 
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下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 会 有 多 少 行 ? 
a) (gq>1p)V (4p™>714) 
p>r)V Hs VY Hu) 
构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a)pA-p 

pV- >g 
(p>q)*> (9 >71p) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a) 力 一 一 力 

c)zpdCpVo9) 
e)(g>- pp) (prqg) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a) (pV aq)—(pDa) 

OpV gDpAg) 

pA DHpeT7) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a) pOp 

©) pOD+4 

©) (POD V (pO19) 

构造 下 列 各 复合 命题 构造 真 值 表 。 
3) 力 一 站 9 

c) (p>q)V ("pgq) 

e) (pq)V (pq) 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
a)(pVqg) Vr 

(pAqVr 

epVg) Ar 

构造 下 列 各 复合 命题 的 真 值 表 。 
3) 力 一 (DIV7) 

p>qg)V Hp>7) 

e) (pegq)V (站 ge>7) 
构造 ((p 一 gq) 一 7) 一 ; 的 真 值 表 。 
构造 (pg) (ros) 的 真 值 表 。 
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b) (pV- A CPV-S) 
pArAsSV (gMADV (rA-D 


bpV-p 
d)(pVga)—>(pA 9g) 
全 (p>q)—>(g>p) 


b)pe>p 
d)( 轧 Ada) 一 ( 力 Va) 
f) (p>qg)D (peg) 


b) (pODaq)—> (pA gq) 
d) (po)DBHprg) 
f) (pODq) > (pO+19) 


b) pO+p 
dpO71g 
f) (pODq) 人 (2 由 9) 


b)-perg 
d)(p—>g) A ("pg) 
DIp9 (peg) 


b(pVa)Ar 
d)( 力 和 Ada) 人 > 
f) (pAgq)Var 


b)~ p>(g™>7) 
d) (p>9) MN Hp>7) 
f) (Hm peg (goer) 


不 借助 于 真 值 表 ， 试 解释 为 什么 在 p»、g 和 > 真 值 相同 时 (pV 39) 人 (gqgV 247) 人 (rV -8) 为 真 ， 而 在 其 


他 情况 下 为 假 。 


不 借助 于 真 值 表 ， 试 解释 为 什么 在 p、g 和 7 至 少 有 一 个 为 真 并 且 至 少 有 一 个 为 假 时 (pVaqVr) 人 
(pV-49V -7) 为 真 ， 而 当 三 个 变量 具有 相同 真 值 时 为 假 。 
假定 在 计算 机 程序 中 ， 执 行 下 列 语句 之 前 z= 二 1， 在 执行 之 后 的 值 是 什么 ? 


a)if zx 十 2 一 3 then z :二 zx 十 1 


c)if (2z 十 3 一 5)AND(3z 十 4 一 7)then zx :一 Z 十 1 


e)if x=>2 then xz :一 并 十 1 


b)if (z 十 1 一 3)OR(2z 十 2 一 3)then zx :一 Z 十 1 
d)if (zx 十 1 一 2)XOR(Cz 十 2 一 3)then zx :一 Z 十 1 


求 下 列 各 对 位 串 的 按 位 OR、 按 位 AND 及 按 位 XOR。 


a)101 1110，010 0001 
c)00 0111 0001，10 0100 1000 
计算 下 列表 达 式 。 

a)1 1000 A (0 1011V 1 1011) 
©) (0 1010 ® 1 1011)® 0 1000 


b)1111 0000，1010 1010 
d)11 1111 1111, 00 0000 0000 


b) (0 1111A1 0101) VO 1000 
dq) (1 1011V0 1010)A (1 0001 V1 1011) 


模糊 逻辑 用 于 人 工 智能 。 在 模糊 逻辑 中 ， 命 题 的 真 值 是 0 一 1 的 一 个 数 。 真 值 为 0 的 命题 为 假 ， 真 值 


为 
因 
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45. 


46. 


47. 


48. 
49. 


50. 
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1 的 命题 为 真 。0 一 1 的 真 值 表示 真实 性 的 不 同 程度 。 例 如 ， 语句“Fred 是 幸福 的 ”的 真 值 可 以 是 0. 8， 
为 Fred 大 部 分 时 间 是 幸福 的 ;“John 是 幸福 的 ”的 真 值 可 能 是 0.4， 因 为 他 在 不 到 一 半 的 时 间 里 感到 幸 
用 这 样 的 真 值 求解 练习 45 一 47。 

模糊 逻辑 中 命题 否定 的 真 值 是 1 减 去 该 命题 的 真 值 。 语 句 “Fred 不 幸福 ”和 “John 不 幸福 ”的 真 值 是 
什么 ? 

模糊 逻辑 中 两 个 命题 合 取 的 真 值 是 两 个 命题 真 值 的 最 小 值 。 语 句 “Fred 和 John 都 幸福 ”和 “Fred 和 
John 都 不 觉得 幸福 ”的 真 值 是 什么 ? 


幸福 或 John 不 幸福 ”的 真 值 是 什么 ? 

断言 “本 语句 为 假 ? 是 命题 吗 ? 

在 一 个 100 条 语句 的 列表 中 ， 其 中 第 n 条 语句 写 的 是 “列表 中 恰 有 条 语句 为 假 。” 

a) 你 能 从 这 些 语句 中 得 出 什么 结论 ? 

b) 如 果 第 nn 条 语句 写 的 是 “列表 至 少 有 条 语句 为 假 ”"， 回 答 问 题 a) 。 

中 假设 这 个 列表 包含 99 条 语句 ， 回 答 问 题 b) 。 

古老 的 西西 里 传说 中 有 一 个 理发 师 住 在 边远 小 镇 上 ， 人 们 要 穿越 危险 的 山路 才能 找到 他 。 理 发 师 只 
给 那些 自己 不 刮 胡子 的 人 刮 胡子 。 有 这 样 的 理发 师 吗 ? 


2 命题 逻辑 的 应 用 


2; 1 引言 

逻辑 在 数学 、 计 算 机 科学 和 其 他 许多 学 科 有 着 许多 重要 的 应 用 。 数 学 、 自 然 科 学 以 及 自然 
言 中 的 语句 通常 不 太 准确 ， 甚 至 有 歧义 。 为 了 使 其 精确 表达 ， 可 以 将 它们 翻译 成 逻辑 语言 。 
如 ， 逻 辑 可 用 于 软件 和 硬件 的 规范 (specification) 描 述 ， 因 为 在 开发 前 这 些 规范 必须 要 准确 。 
外 ， 命 题 逻 辑 及 其 规则 可 用 于 设计 计算 机 电路 、 构 造 计算 机 程序 、 验 证 程序 的 正确 性 以 及 构 
专家 系统 。 逻 辑 可 用 于 分 析 和 求解 许多 熟悉 的 谈 题 。 基 于 逻辑 规则 的 软件 系统 也 已 经 开发 出 
， 它 能 够 自动 构造 某 种 类 型 的 (当然 不 是 全 部 的 ) 证 明 。 在 后 续 章 节 中 ， 我 们 将 讨论 命题 逻辑 
部 分 应 用 。 


2.2 语句 翻译 
有 许多 理由 要 把 语句 翻译 成 由 命题 变量 和 逮 辑 联结 词组 成 的 表达 式 。 特 别 是 ， 汉 语 ( 以 及 


其 他 各 种 人 类 语言 ) 常 有 二 义 性 。 把 语句 翻译 成 复合 命题 (以 及 本 章 稍 后 要 介绍 的 其 他 类 型 的 逻 


辑 


表达 式 ) 可 以 消除 歧义 。 注 意 ， 这 样 翻译 时 也 许 需 要 根据 语句 的 含义 做 一 些 合理 的 假设 。 此 


外 ， 一旦 完成 了 从 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 ,我 们 就 可 以 分 析 这 些 逻 辑 表 达 式 以 确定 它们 的 真 
值 ， 对 它们 进行 操作 ， 并 用 (1. 6 节 中 讨论 的 ) 推 理 规则 对 它们 进行 推理 。 


为 了 解释 把 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 的 过 程 ， 考 虑 下 面 两 个 例子 。 

例 1 怎样 把 下 面 的 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ? 

“你 可 以 在 校园 访问 因特网 ， 仅 当 你 主 修 计算 机 科学 或 者 你 不 是 新 生 。 

解 ” 将 这 一 语句 翻译 为 逻辑 表达 式 有 许多 方法 。 尽 管 可 以 用 一 个 命题 变 元 ,例如 p 来 表示 


这 一 语句 ， 但 这 种 表示 在 分 析 其 含义 或 用 它 做 推理 时 没有 多 大 帮助 。 我 们 的 办 法 是 用 命题 变 元 
表示 诸 句 中 的 每 个 成 分 ， 并 找 出 它们 之 间 合 适 的 逻辑 联结 词 。 具 体 地 说 , 令 a、c 和 了 分 别 表 
示 “ 你 可 以 在 校园 访问 因特网 ”、“ 你 主 修 计 算 机 科学 ”和 “你 是 个 新 生 ”。 注 意 “ 仅 当 ” 是 一 种 表达 
条 件 语句 的 方式 ， 上 述 语 句 可 以 译 为 


a—>(cV- 有) 沁 
例 2 怎样 把 下 面 的 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ? 
“如 果 你 身高 不 足 4 英尺? ， 那么 你 不 能 乘坐 过 山 车 ， 除 非 你 已 年 满 16 周岁 。” 


名 1 英尺 二 30. 48 厘米 。 一 一 译 者 注 


模糊 逻辑 中 两 个 命题 析 取 的 真 值 是 两 个 命题 真 值 的 最 大 值 。 语 句 “Fred 幸福 或 John 幸福 ”与 “Fred 不 
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解 令 q、r 和 s 分 别 表示 “ 你 能 乘坐 过 山 车 ”"、“ 你 身高 不 足 4 英 尺 ” 和 “你 已 年 满 16 周岁 ”， 
则 上 述 语 句 可 以 翻译 为 
| (rA-s)—>-g 
当然 ， 还 有 其 他 方式 可 以 把 上 述 语句 表示 为 逻辑 表达 式 ， 但 上 面 使 用 的 这 一 表达 式 已 满足 
我 们 的 需要 。 本 


1.2.3 系统 规范 说 明 

在 描述 硬件 系统 和 软件 系统 时 ， 将 自然 语言 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 是 很 重要 的 一 部 分 。 系 
统 和 软件 工程 师 根 据 自然 语言 描述 的 需求 ， 生 成 精确 而 无 二 义 性 的 规范 说 明 ， 这 些 规范 说 明 可 
作为 系统 开发 的 基础 。 例 3 说 明 如 何在 这 一 过 程 中 使 用 复合 命题 。 

例 3 使 用 逻辑 联结 词 表 示 规 范 说 明 “ 当 文件 系统 已 满 时 ， 不 能 够 发 送 自动 应 答 ”。 

ie 解 ”翻译 这 个 规范 说 明 的 方法 之 一 是 令 p 表示 “能 够 发 送 自 动 应 答 ”， 令 gq 表示 “文件 系统 
满 了 ”， 则 之 表示 “并 非 能 够 发 送 自动 应 答 这 种 情况 ”， 也 就 是 “不 能 够 发 送 自动 应 答 ”。 因 此 ， 
我 们 的 规范 说 明 可 以 用 条 件 语句 gq 一 1p 来 表示 。 4 

系统 规范 说 明 应 该 是 一 致 的 ， 也 就 是 说 ， 系 统 规范 说 明 不 应 该 包含 可 能 导致 巴 盾 的 相互 冲 
突 的 需求 。 当 规范 说 明 不 一 致 时 ， 就 无 法 开发 出 一 个 满足 所 有 规范 说 明 的 系统 。 

例 4 确定 下 列 系统 规范 说 明 是 否 一 致 的 。 

“诊断 消息 存储 在 缓冲 区 中 或 者 被 重 传 。” 

“诊断 消息 没有 存储 在 缓冲 区 中 。” 

“如 果 诊 断 消息 存储 在 缓冲 区 中 ， 那 么 它 被 重 传 。” 

解 ”要 判断 这 些 规范 说 明 是 否 一 致 ， 我 们 首先 用 逻辑 表达 式 表示 它们 。 令 p 为 “诊断 消息 
存储 在 缓冲 区 中 ”， 令 g 表示 “诊断 消息 被 重 传 ?。 则 上 面 几 个 规范 说 明 可 以 写 为 pVg、-.p 和 
p 阅 qs。 使 所 有 三 个 规范 说 明 为 真 的 一 个 真 值 赋值 必须 包含 p 为 假 ， 从 而 使 -4p 为 真 。 因 为 我 们 
要 使 pV g 为 真 , 但 pb 又 必须 为 假 ， 所 以 gq 必须 为 真 。 由 于 当 p 为 假 且 g 为 真 时 ，p 一 gq 为 真 ， 
所 以 我 们 得 出 结论 这 些 规范 说 明 是 一 致 的 ， 因 为 当 p 为 假 且 4 为 真 时 它们 都 是 真 的 。 使 用 真 值 
表 检 验 p 和 4g 的 四 种 可 能 的 真 值 赋值 ， 我 们 可 以 得 出 同样 的 结论 。 q 

例 5 如 果 在 例 4 中 加 上 一 个 系统 规范 说 明 “ 诊 断 消息 没有 被 重 传 *， 它 们 还 能 保持 一 致 吗 ? 

解 ” 由 例 4 的 推理 可 知 ， 只 有 当 zp 为 假 且 g 为 真 时 那 三 个 规范 说 明 才 为 真 。 然 而 ， 本 例 中 
的 新 规范 说 明 是 -gq， 当 9 为 真 时 它 为 假 。 因 此 ， 这 四 个 规范 说 明 是 不 一 致 的 。 4 


1.2.4 布尔 搜索 
逻辑 联结 词 广 泛 用 于 大 量 信 息 搜索 中 ， 例如， 搜索 网 页 索引 。 由 于 搜索 采用 命题 逻辑 的 技 
ws 术 ， 所 以 称 为 布尔 搜索 。 
在 布尔 搜索 中 ， 联 结 词 AND 用 于 匹配 同时 包含 两 个 搜索 项 的 记录 ， 联 结 词 OR 用 于 匹配 
两 个 搜索 项 之 一 或 两 项 均 匹 配 的 记录 ， 而 联结 词 NOT( 有 时 写 做 AND NOT) 用 于 排除 某 个 特 
定 的 搜索 项 。 当 布尔 搜索 用 来 定位 可 能 感 兴趣 的 信息 时 ， 经常 需要 细心 安排 逻辑 联结 词 的 使 
用 。 下 面 的 例 6 解释 布尔 搜索 是 怎样 执行 的 。 
例 6 网 页 搜索 大 部 分 Web 搜索 引擎 支持 布尔 搜索 技术 ， 通 常 有 助 于 寻找 有 关 特 定 主题 
的 网 页 。 例 如 ， 用 布尔 搜索 查找 关于 新 墨西哥 州 (New Mexico) 的 大 学 网 页 ， 我 们 可 以 寻找 与 
up NEW AND MEXICO AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 。 搜 索 的 结果 将 包括 含有 NEW( 新 )、 
MEXICO( 黑 西 哥 ) 和 UNIVERSITIES( 大 学 ) 三 个 词 的 那些 网 页 。 这 里 包含 了 所 有 我 们 感 兴趣 
的 网 页 ， 还 包括 其 他 网 页 ， 如 墨西哥 的 新 的 大 学 网 页 。( 注 意 在 Google 以 及 其 他 许多 搜索 引擎 
中 ， 默 认 将 包含 所 有 搜索 项 ， 因 而 虽然 是 按 有 “AND” 一 词 理 解 ， 但 是 不 需要 写 出 来 。 这 些 搜 
索引 擎 还 支持 使 用 引号 以 搜索 特定 的 短语 。 因 此 ， 使 用 New Mexico”AND UNIVERSITIES 
匹配 网 页 搜索 会 更 有 效 。) 


基础 : 逻 示 和 证 明 了 





接 下 来 ， Ts 我 们 可 以 搜索 
与 (NEW AND MEXICO OR ARIZONA) AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 。( 注 意 ， 这 里 联结 
词 AND 优 先 于 联结 词 OR。 同 样 ， 在 Google 中 用 于 搜索 的 项 应 该 是 NEW MEXICO OR 
ARIZONA。) 这 一 搜索 的 结果 将 包括 含 UNIVERSITIES 一 词 ， 并 且 或 者 含有 NEW 与 MEXICO 
两 词 ， 或 者 含有 ARIZONA 一 词 的 所 有 网 页 。 同样， 除了 这 两 类 外 我 们 感 兴趣 的 网 页 外 还 会 列 


出 其 他 网 页 。 最 后 ， 要 想 找 出 有 关 墨 西 哥 ( 不 是 新 墨西哥 州 ) 的 大 学 网 页 ， 可 以 先 找 与 MEXICO 


AND UNIVERSITIES 匹配 的 网 页 ， 但 由 于 这 一 搜索 的 结果 将 会 包括 有 关 新 墨西哥 州 的 大 学 网 
页 以 及 墨西哥 的 大 学 网 页 ， 所 以 更 好 的 办 法 是 搜索 与 (MEXICO AND UNIVERSITIES) NOT 
NEW 匹配 的 网 页 。 这 一 搜索 的 结果 将 包括 含 MEXICO 和 UNIVERSITIES 两 个 词 但 不 含 词 
NEW 的 所 有 网 页 。( 在 Google 以 及 其 他 搜索 引擎 中 ，NOT 一 词 会 用 符号 “-” 来 代替 。 因 此 ， 在 
Google 中 ， 最 后 一 个 搜索 项 可 以 写成 是 MEXICO UNIVERSITIES-NEW。) 4 


1.2.5 逻辑 谜 题 

可 以 用 逻辑 推理 解决 的 恋 题 称 为 逻辑 谜 题 。 求 解 逻 辑 恋 题 是 实践 还 辑 规 则 的 一 种 最 好 的 方 
法 。 同 样 ， 用 于 执行 逻辑 推理 的 计算 机 程序 通常 也 使 用 著名 的 逻辑 迹 题 来 演示 它们 的 能 力 。 许 
多 人 对 求解 逻辑 谜 题 感 兴 趣 ， 有 许多 书 和 杂志 也 登载 逻辑 谜 题 以 供 娱 乐 。 

在 此 ， 我 们 将 讨论 两 个 逻辑 谜 题 。 首 先 介绍 一 个 由 雷 蒙 德 。 斯 马 亚 (Raymond Smullyan) 提 
出 的 谜 题 ， 斯 马 亚 是 一 名 逻辑 谜 题 大 师 , 已 经 写作 了 十 多 本 包含 很 有 挑战 性 的 涉及 逻辑 推理 的 
谜 题 的 书籍 。1. 3 节 我 们 还 会 讨论 非常 流行 的 逻辑 谜 题 数 独 。 

例 7 斯 马 亚 在 文献 [Sm78j 中 提出 了 许多 与 如 下 情形 有 关 的 谜 题 ; 一 个 岛 上 居住 着 两 类 
人 一 一 骑士 和 无 赖 。 骑 士 说 的 都 是 真 话 ， 而 无 赖 只 会 说 谎话 。 你 碰 到 两 个 人 A 和 B。 如 果 A 说 
“B 是 骑士 "， 而 B 说“ 我们 两 个 是 两 类 人 ”， 请 判断 A 和 B 到 底 是 什么 样 的 人 ? 

解 令 p 和 9g 分 别 表示 语句 “A 是 骑士 "和 “B 是 骑士 ”>， 则 ”和 dg 就 分 别 表示 “A 是 无 
赖 " 和 “B 是 无 赖 ”。 

我 们 首先 考虑 A 是 骑士 这 样 一 种 可 能 ， 这 就 是 说 ，p 是 真 的 。 如 果 A 是 骑士 ， 那 他 说 的 
“B 是 骑士 ”就 是 真 话 ， 因 此 gq 为 真 ， 从 而 A 和 B 就 是 一 类 人 人。 然而， 如 果 B 是 骑士 那么 B 
说 的 “我 们 两 个 是 两 类 人 ”， 即 (p 人 人 -49)V (mpPAg) 就 应 该 为 真 ， 然 而 却 并 非 如 此 ， 因 为 前 面 的 
结论 是 A 和 B 都 是 骑士 。 因 此 ， 我们 可 以 得 出 A 不 是 骑士 ， 即 p 为 假 。 

如 果 A 是 无 赖 ， 则 由 无 赖 只 会 说 谎话 可 知 ，A 所 说 的 “下 是 骑士 ?>， 即 “9 是 真 的 ”就 是 一 个 
谎言 。 这 意味 着 g 为 假 ，B 也 是 无 赖 。 而 且 ， 如 果 B 是 无 赖 ， 那 么 B 说 的 “我 们 两 个 是 两 类 人 ” 
也 是 谎言 ， 这 与 A 和 B 都 是 无 赖 是 一 致 的 。 所 以 ,我们 得 出 结论 A 和 B 都 是 无 赖 。 4 

在 本 节 末 的 练习 19 一 23 中 ， 我 们 会 进一步 讨论 斯 马 亚 关 于 骑士 和 无 赖 的 谜 题 。 而 在 练习 
24 一 31 中 ， 我 们 介绍 相关 的 谜 题 ， 其 中 涉及 三 类 人 : 这 里 所 说 的 骑士 、 无 赖 ， 还 有 一 类 可 能 
说 谎 的 间谍 。 

接 下 来 ， 我 们 介绍 一 个 与 两 个 孩子 有 关 的 泥巴 孩子 谜 题 (muddy children puzzle) 。 

例 8 父亲 让 两 个 孩子 ， 一 个 男孩 和 一 个 女孩 ， 在 后 院 玩 页 ， 并 让 他 们 不 要 把 身上 搞 脏 。 
然而 ， 在 玩 的 过 程 中 ， 两 个 孩子 都 在 额头 上 沾 了 泥 。 当 和 孩子 们 回来 后 ， 父 亲 说 :“ 你 们 当中 至 
少 有 一 个 人 额头 上 有 泥 ,” 然 后 要 求 孩 子 们 用 “是 ”和 “ 否 ” 回 答 问 题 :“ 你 知道 你 额头 上 是 否 有 泥 
巴 ?” 父 亲 问 了 两 遍 同样 的 问题 。 假 设 每 个 孩子 都 可 以 看 到 对 方 的 额 涉 上 是 否 有 泥 ， 但 不 能 看 见 
自己 的 额头 ， 孩 子 们 在 每 次 被 问 到 这 个 问题 时 将 会 怎样 回答 呢 ? 假设 两 个 孩子 都 很 诚实 并 且 都 
同时 回答 每 一 次 提问 。 

解 令 s 和 dz 分 别 表示 语句 “儿子 的 额头 上 有 泥 ? 和 “女儿 的 额头 上 有 泥 ?。 当 父亲 说 :“ 你 
们 当中 至 少 有 一 个 人 额头 上 有 泥 ” 时 ， 表 示 的 是 sV 4 为 真 。 当 父亲 第 一 次 问 那个 问题 时 两 个 孩 
子 都 将 回答 “和 否 ”， 因 为 他 们 都 看 到 对 方 的 额头 上 有 泥 。 也 就 是 说 ， 儿 子 知道 4 为 真 ， 但 不 知道 
5 是否 为 真 。 而 女儿 知道 * 为 真 ， 但 不 知道 & 是 否 为 真 。 
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在 儿子 对 第 一 次 询问 回答 “ 否 ” 后 ， 女 儿 可 以 判断 出 a 必 为 真 。 这 是 因为 问 第 一 次 问题 时 ， 
儿子 知道 sV a 为 真 ， 但 不 能 判断 s 是 否 为 真 。 利 用 这 个 信息 ， 女 儿 能 够 得 出 结论 4 必定 为 真 ， 
因为 如 果 a 为 假 ， 儿 子 有 理由 推出 ， 由 于 sV 4 为 真 ， 那么 ;必定 为 真 ， 因 此 他 对 第 一 个 问题 的 
回答 应 为 "是 ”。 儿 子 也 可 以 类 似 推 断 出 * 必 为 真 。 因此， 第 二 次 两 个 孩子 都 将 回答 “是 ”。 “十 


1.2.6 :逻辑 电路 
命题 逻辑 可 应 用 于 计算 机 硬件 的 设计 。 这 是 1938 年 克 劳 德 。 香农 (Claude Shannon) 首 次 发 
现 并 写 在 他 的 MIT 硕士 论文 中 。 第 12 章 将 深入 学 习 这 个 课题 (参见 该 章 的 香农 传记 ) 。 这 里 我 


们 对 这 个 应 用 做 简单 介绍 。 
逻辑 电路 (或 数字 电路 ) 接 受 输入 信号 p, ，p,，…，p,， 每 个 信号 1 位 [或 0( 关 ) 或 1( 开 )]， 
产生 输出 信号 % ，s;，…，s,， 每 个 1 位。 一 般 来 说 ， 数 字 电路 可 以 有 多 个 输出 ， 但 是 在 本 节 


中 我 们 将 只 讨论 只 有 一 个 输出 信号 的 逻辑 电路 。 

复杂 的 数字 电路 可 以 由 从 三 种 简单 的 基本 电路 (如 图 1 所 示 的 门 电 路 (gate)) 构 造 而 来 。 逆 变 器 、 
或 非 门 (NOT gate) 接 受 一 个 输入 位 p， 产生 -1p 作为 输出 。 或 门 (OR gate) 接 受 两 个 输入 信号 p 和 9g， 
每 个 一 位 ， 产 生 信 号 p V 9 作为 输出 。 最 后 ， 与 门 (AND gate) 接 受 两 个 输入 信号 p 和 4g， 每 个 一 位 ， 
产生 信号 pA 人 g 作为 输出 。 我 们 可 以 用 这 三 种 基本 门 来 构造 更 复杂 的 电路 ， 如 图 2 所 示 。 


时 > PP p pVg p pMg 
gq 9 


逆 变 器 或 门 与 门 
图 1 基本 逻辑 门 





图 2 一 个 组 合 电路 
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雷 蒙 德 ， 斯 马 亚 (Raymond Smullyan，1919 年 生 ) 斯 马 亚 中 学 就 辍学 了 ， 他 想 学 自 
己 感 兴趣 的 东西 而 不 是 中 学 课本 上 的 知识 。 在 换 了 一 所 大 学 后 ， 他 于 1955 年 在 芝加哥 
大 学 数学 专业 本 科 毕 业 。 他 靠 在 社团 组 织 和 俱乐部 里 表演 魔术 来 赚 取 大 学 学 费 。 他 师 从 
普林斯顿 大 学 的 Alonzo Church， 并 于 1959 年 获得 了 逻辑 学 博士 学 位 。 从 普林斯顿 大 学 
毕业 后 ， 斯 马 亚 曾 在 达 特 茅 斯 学 院 、 普 林 斯 顿 大 学 、 犹 太 大 学 和 纽约 城市 大 学 教授 数学 
和 逻辑 学 。1981 年 ， 他 加 入 印第安 纳 大 学 哲学 系 ， 现 在 他 是 该 校 的 荣 休 教授 。 

斯 马 亚 写 过 许多 关于 具有 娱乐 性 的 逻辑 和 数学 书籍 ， 包 括 《 撒 旦 、 康 托 和 无 穷 》 
(Satan，Cantor，and Infinity)、《 这 本 书 的 书 名 是 什么 ?》CWhat Is the Name of This Book?)、《 美 女 ， 还 是 
老虎 ?》(The Lady or the Tiger?)、《 爱 丽 斯 漫游 述 题 乐园 )(Alice in Puzzleland)、《 模 仿 一 只 知 更 鸟 )(To 
Mock a Mockingbird) 、《 永 远 未 定 》( Forever Undecided) 以 及 《天 方 夜 齐 之 这 : 古代 和 现代 迷人 的 逻辑 迹 
题 》(The Riddle of Scheherazade : Amazing Logic Puzzles，Ancient and Modern) 。 因 为 他 的 逻辑 谜 题 具 有 
挑战 性 和 娱乐 性 并 能 激发 思维 ， 所 以 他 被 认为 是 现代 的 Lewis Carroll。 斯 马 亚 也 写 过 几 本 关于 将 演绎 逻 
辑 应 用 于 国际 象棋 方面 的 书 ， 三 本 哲学 短文 和 格言 集 ， 以 及 几 本 先进 的 数理 逻辑 和 集合 论 的 书籍 。 斯 马 
亚 对 自 引 用 (self-reference) 特 别 感 兴趣 ， 并 且 将 哥 德 尔 的 一 些 结论 进行 扩展 以 证 明 不 可 能 写 出 一 个 计算 机 
程序 来 求解 所 有 的 数学 问题 。 他 还 热衷 于 向 大 众 解释 数理 逻辑 的 思想 

斯 马 亚 是 一 位 天 才 的 音乐 家 ， 经 常 与 妻子 一 同 弹 奏 钢 琴 ， 妻 子 是 一 位 专业 的 钢琴 演奏 家 。 人 制造 望 远 
镜 是 他 的 一 个 嗜好 。 他 还 对 光学 和 立体 照相 感 兴趣 。 他 说 :“ 我 从 不 像 某 些 人 那样 不 能 同时 兼顾 教学 和 研 
究 ， 因 为 我 在 教学 的 时 候 就 是 在 做 研究 。” 有 一 部 片 名 为 (本 片 不 需要 片 名 》(This Film Needs No Title) 的 
纪录 短片 就 是 描述 斯 马 亚 的 。 
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给 定 一 个 从 基本 电路 构造 而 得 的 电路 以 及 该 电路 的 输入 ， 我 们 可 以 通过 追踪 电路 来 确定 输 
出 ， 如 例 9 所 示 。 

例 9 确定 图 2 所 示 组 合 电 路 的 输出 。 

解 ” 在 图 2 中 我 们 给 出 了 电路 中 每 个 逻辑 门 的 输出 。 可 以 看 到 与 门 接受 的 输入 为 p 和 -1g 
( 即 以 g 为 输入 的 逆 变 器 的 输出 )， 因 而 产生 输出 p 和 人 9。 接 下 来 ,注意 或 门 接受 的 输入 为 
和 29 和 -47( 即 以 7 为 输入 的 逆 变 器 的 输出 )， 因 而 产生 最 终 输出 (p 人 ga) V7。 4 

假设 我 们 对 于 一 个 数字 电路 的 输出 能 用 否定 、 析 取 、 合 取 来 构造 一 个 公式 。 这 样 ， 我 们 就 
能 系统 地 构造 数字 电路 来 产生 期 望 的 输出 ， 如 例 10 所 示 。 

例 10 给 定 输入 pp、g 和 rr， 构 造 一 个 输出 为 (pV-7) 人 (pV 《gq Var ) 的 数字 电路 。 

解 ” 为 了 构造 所 期 望 的 电路 ,我 们 先 为 p V -rr 和 -pp V(q V 一 7) 构 造 不 同 的 电路 ， 再 用 与 
门 把 它们 组 合 起 来 。 为 构造 p V -7 的 电路 ,我们 先 用 一 个 逆 变 器 从 输入 rr 产生 -4r。 然 后 用 一 
个 或 门 来 组 合 p 和 -r+r。 为 了 构造 4p V 《gq V7) 的 电路 ,我 们 首先 用 一 个 逆 变 器 获得 jr。 然 后 
我 们 用 一 个 或 门 接受 输入 g 和 nr 以 获得 (aq V -7r)。 最 后 ， 我 们 用 另 一 个 逆 变 器 和 一 个 或 门 接受 
输入 pp 和 (g V7) 来 得 到 -Jp V (gq V7-7)。 

为 了 完成 构造 ， 我 们 用 最 后 一 个 与 门 来 接受 输入 pV-r 和 ~-p V (gq Vr)。 结 果 电 路 如 
图 3 所 示 。 


p Vr 









(p Vr) 人 OP Vg V71n)) 








pV (gqgV77) 





q Vr 


"IF 


图 3 (pV-7) 和 人 中 pV (gq V-7)) 的 电路 
我 们 将 在 第 12 章 讨论 布尔 代数 场景 中 采用 不 同 的 记号 来 深入 研究 逻辑 电路 。 


练习 
在 练习 1 一 6 中 ， 用 给 定 的 命题 将 语句 翻译 成 命题 逻辑 中 的 形式 。 

1. 你 不 能 编辑 一 个 受 保护 的 维基 百科 条 目 ， 除 非 你 是 一 名 管理 员 。 用 e:“ 你 不 能 编辑 一 个 受 保护 的 维基 
百科 条 目 ” 和 a:“ 你 是 一 名 管理 员 ” 来 表达 你 的 答案 。 

2. 你 可 以 看 这 部 电影 仅 当 你 已 经 年 满 18 岁 或 得 到 父母 同意 。 用 mx:“ 你 可 以 看 这 部 电影 "，e:“ 你 已 经 年 
满 18 岁 ” 和 p:“ 你 已 经 得 到 父母 同意 ”来 表达 你 的 答案 。 

3. 你 能 够 毕业 仅 当 你 已 经 完成 了 专业 的 要 求 并 且 你 不 欠 大 学 学 费 并 且 你 没有 逾期 不 归还 图 书馆 的 书 。 用 
g:“ 你 能 够 毕业 ”"，m:“ 你 不 欠 大 学 学 费 ”，r:“ 你 已 经 完成 了 专业 的 要 求 " 和 6:“ 你 没有 逾期 不 归还 
图 书馆 的 书 ” 来 表达 你 的 答案 。 

4. 要 想 使 用 机 场 的 无 线 网 络 ， 你 必须 支付 每 日 的 使 用 费 ， 除 非 你 是 该 服务 的 一 个 订户 。 用 w:“ 你 
能 使 用 机 场 的 无 线 网 络 ”"，d:“ 你 支付 每 日 的 使 用 费 ” 和 s:“ 你 是 该 服务 的 一 个 订户 ”来 表达 你 的 
答案 。 

5. 你 有 资格 当 美国 总 统 仅 当 你 已 年 满 35 岁 、 出 生 在 美国 或 者 你 出 生 时 你 的 双亲 是 美国 公民 并 且 你 在 
这 个 国家 至 少 生 活 了 14 年。 用 e:“ 你 有 资格 当 美 国 总 统 ”，a:“ 你 已 年 满 35 岁 ”，5:“ 你 出 生 在 美 
国 "，p:“ 在 你 出 生 的 时 候 ， 你 的 双亲 均 是 美国 公民 ”和 +:“ 你 在 美国 至 少 生活 了 14 年 "来 表达 你 的 
答案 。 

6. 你 能 升级 操作 系统 仅 当 你 有 一 个 32 位 的 处 理 器 且 主 频 在 1GHz 或 以 上 、 至 少 1GB 内 存 、16GB 空闲 硬 
盘 空 间 ， 或 者 一 个 64 位 处 理 器 且 主 频 在 2GHz 或 以 上 、 至 少 2GB 内 存 、 至 少 32GB 空闲 硬盘 空间 。 用 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


关 15: 


16. 


17. 


18. 
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u:“ 你 能 升级 操作 系统 ”，6bs: :“ 你 有 一 个 32 位 的 处 理 器 ”，6b6s :“ 你 有 一 个 64 位 的 处 理 器 ”*”，g1 :“ 你 
的 处 理 器 主 频 在 1GHz 或 以 上 ”，g; :“ 你 的 处 理 器 主 频 在 2GHz 或 以上”,， ni :“ 你 的 处 理 器 至 少 1GB 
内 存 ”，rz :“ 你 的 处 理 器 至 少 2GB 内 存 ”，his :“ 你 有 16GB 空闲 硬盘 空间 ”和 hs :“ 你 有 32GB 空闲 硬 
盘 空 间 ”， 来 表达 你 的 答案 。 


. 使 用 命题 如 对 消息 进行 病毒 扫描 ”和 qa“ 消息 来 自 一 个 未 知 的 系统 ”以 及 逻辑 联结 词 ( 包 括 否 定 ) 来 表达 


下 列 系统 规范 说 明 。 

a)“ 每 当 消息 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 就 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 

b) “消息 来 自 一 个 未 知 的 系统 ， 但 不 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 

c) “每 当 消息 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 就 有 必要 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 
d)“ 当 消息 不 是 来 自 一 个 未 知 的 系统 时 ， 就 不 对 消息 进行 病毒 扫描 。” 


. 使 用 命题 p* 用 户 输入 有 效 的 口令 ”"、g“ 访 问 被 授权 ”、r“ 用 户 已 经 支付 了 订阅 费 ” 以 及 人 逻辑 联结 词 (包括 


否定 ) 来 表达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a)“ 用 户 已 经 支付 了 订阅 费 ， 但 没有 输入 有 效 的 口令 。” 

b) “每 当 用 户 已 经 支付 了 订阅 费 并 输入 有 效 的 口令 ,访问 就 被 授权 。” 
“如 果 用 户 没有 支付 订阅 费 ， 访问 将 被 拒绝 。” 

“如 果 用 户 没有 输入 有 效 的 口令 但 已 经 支付 了 订阅 费 ， 访问 将 被 授权 。” 


. 下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 系 统 处 于 多 用 户 状 态 当 且 仅 当 系 统 运行 正常 。 如 果 系 统 运行 正常 ， 则 它 


的 核心 程序 起 作用 。 核 心 程 序 不 起 作用 ， 或 者 系统 处 于 中 断 模 式 。 如 果 系 统 不 处 于 多 用 户 状 态 ， 它 就 
处 于 中 断 模式 。 系 统 不 处 在 中 断 模式 。” 

下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 每 当 对 系统 软件 进行 升级 时 ， 用 户 不 能 访问 文件 系统 。 如 果 用 户 能 访问 
文件 系统 ,那么 他 们 能 保存 新 文件 。 如 果 用 户 不 能 保存 新 文件 ， 那 么 系统 软件 未 被 升级 .” 

下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 路 由 器 能 向 边缘 系统 发 送 分 组 仅 当 它 支持 新 的 地 址 空间 时 。 路 由 器 要 支 
持 新 的 地 址 空间 ， 就 必须 要 安装 最 新 版 本 的 软件 。 如 果 安 装 了 最 新 版 本 的 软件 ， 路 由 器 就 能 向 边缘 
系统 发 送 分 组 。 路 由 器 不 支持 新 的 地 址 空间 。” 

下 列 系统 规范 说 明 一 致 吗 ?“ 如 果 文 件 系统 未 加 锁 ， 那 么 新 消息 将 被 排队 。 如 果 文 件 系统 未 加 锁 ， 则 
系统 正常 运行 ; 反之 亦 然 。 如 果 新 消息 未 排队 ， 就 会 送 入 消息 缓冲 区 。 如 果 文 件 系 统 未 加 锁 ， 那 么 
新 消息 将 被 送 入 消息 缓冲 区 。 新 消息 不 会 被 送信 消息 缓冲 区 。” 

你 会 用 什么 样 的 布尔 搜索 来 寻找 关于 新 泽 西 州 (New Jersey) 海 滩 的 网 页 ? 如 果 你 想 找 关于 (位 于 英吉 
利 海峡 的 ) 泽 西 岛 (the isle of Jersey) 海 滩 的 网 页 呢 ? 

你 会 用 什么 样 的 布尔 搜索 来 寻找 关于 在 西 弗吉尼亚 (West Virginia) 徒 步 旅行 的 网 页 ?” 如 果 你 想 找 关于 
在 弗吉尼亚 (Virginia) 而 非 西 弗 吉 尼 亚 徒步 旅行 的 网 页 呢 ? 

一 个 边远 村 庄 的 每 个 人 要 么 总 说 真 话 ， 要 么 总 说 谎 。 村 民 对 于 旅游 者 的 提问 总 是 只 用 一 个 “是 ”或 
“和 否 ?” 来 回答 。 假 定 你 在 这 一 地 区 旅游 ， 走 到 了 一 个 岔路 口 。 一 条 岔路 通 向 你 想 去 的 遗址 ， 另 一 条 盆 
路 通 向 丛林 深 处 。 一 村 民 恰 好 站 在 岔路 口 。 问 村 民 一 个 什么 问题 就 能 决定 走 哪 条 路 ? 

三 个 探险 者 被 一 帮 食 人 族 抓 住 了 。 有 两 种 食 人 族 : 总 是 说 谎 的 和 永 不 说 谎 的 。 除 非 探 险 者 能 判断 出 
一 位 指定 的 食 人 者 是 说 议 者 还 是 说 真 话 者 ， 否 则 就 要 被 食 人 族 烤 了 吃 。 探 险 者 只 被 允许 问 这 位 食 人 
者 一 个 问题 。 

a) 解 释 为 什么 问 “ 你 说 谎 吗 ?是 不 行 的 。 

b) 找 出 一 个 使 探险 者 可 以 用 来 判断 该 食 人 者 是 说 谎 者 还 是 说 真 话 者 的 问题 。 

当 三 位 教授 在 一 家 和 餐厅 落座 时 ， 女 主人 问 他 们 :“ 大 家 是 否 要 咖啡 ?第 一 位 教授 说 :“ 我 不 知道 .第 
二 个 教授 接着 说 :“ 我 不 知道 .” 最 后 ， 第 三 教授 说 :“ 不 ， 不 是 每 个 人 都 想 要 咖啡 .” 女 主人 回来 并 将 
咖啡 递 给 想 要 咖啡 的 教授 。 她 是 如 何 找 出 谁 想 要 咖啡 的 ? 

当 你 规划 一 个 聚会 时 需要 知道 该 邀请 些 什么 人 。 在 你 可 能 邀请 的 人 中 有 三 个 环 手 的 朋友 。 你 知道 如 
果 Jasmine 参加 ， 她 对 Samir 在 场 会 感到 不 快 ; Samir 仅 当 Kanti 到 场 才 会 出 席 ; 而 Kanti 不 会 出 席 除 
非 Jasmine 也 在 场 。 你 如 何 邀 请 三 人 的 组 合 而 不 使 某 人 不 愉快 ? 

练习 19 一 23 是 关于 斯 马 亚 创建 的 骑士 和 无 赖 岛 岛 民 的 ， 这 个 岛 上 居住 着 只 说 真 话 的 骑士 和 只 说 假 话 
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的 无 赖 。 你 遇见 两 个 人 A 和 B。 可 能 的 话 ， 请 根据 A、B 所 说 的 话 判 断 两 人 到 底 是 什么 人 。 如 果 不 能 确 

定 这 两 个 是 什么 人 ， 那 么 你 能 推断 出 什么 可 能 的 结论 吗 ? 

19. A 说:“ 我 们 中 至 少 有 一 个 是 无 赖 "，B 什么 都 没 说 。 

20. A 说 :“ 我 们 两 个 都 是 骑士 "，B 说 :“A 是 无 赖 ”。 

21. A 说 :“ 我 是 无 赖 或 者 B 是 骑士 "，B 什么 都 没 说 。 

22. A 和 B 都 说 :“ 我 是 骑士 ”。 

23. A 说 :“ 我 们 都 是 无 赖 "，B 什么 都 没 说 。 
练习 24 一 31 是 关于 一 个 居住 着 三 种 人 的 岛 民 的 ; 只 讲 真 话 的 骑士 、 只 讲 假 话 的 无 赖 和 可 能 讲 真 话 也 

可 能 讲 假 话 的 间谍 (斯 马 亚 在 [Sm78j] 中 称 之 为 正常 人 )。 你 遇见 三 个 人 A、B 和 C。 你 知道 其 中 一 人 是 骑 

士 、 一 人 是 无 赖 ， 还 有 一 人 是 间谍 。 三 人 都 知道 其 他 两 人 是 哪 种 类 型 的 人 。 对 于 下 列 每 种 情况 ， 可 能 的 

话 请 确定 是 否 有 了 唯一 解 并 确定 谁 是 骑士 、 无 赖 和 间谍 。 当 没有 唯一 解 时 ， 请 列 出 所 有 可 能 的 解 或 者 说 明 

无 解 。 

24. A 说 “C 是 无 赖 "，B 说 “A 是 骑士 >， 而 C 说 “我 是 间谍 ”。 

25. A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “我 是 无 赖 "， 而 C 说 “B 是 骑士 ”。 

26. A 说 “我 是 无 赖 ”"*，B 说 “我 是 无 赖 "*， 而 C 说 “我 是 无 赖 ”。 

27. A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “A 说 的 是 真 话 ”， 而 C 说 “我 是 间谍 ”。 

28. A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “A 不 是 无 赖 ”， 而 C 说 “B 不 是 无 赖 ”。 

29. A 说 “我 是 骑士 "，B 说 “我 是 骑士 "， 而 C 说 “我 是 骑士 ”。 

30. A 说 “我 不 是 间谍 ”，B 说 “我 不 是 间谍 ”， 而 C 说 “A 是 间谍 ”。 

31. A 说 “我 不 是 间谍 ”，B 说 “我 不 是 间谍 ”， 而 C 说 “我 不 是 间谍 ”。 
练习 32 一 38 的 谜 题 可 以 通过 先 把 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 然 后 再 用 真 值 表 对 这 些 表达 式 进 行 推 理 来 

求解 。 

32. 对 于 Cooper 先生 的 谋杀 案 ， 警察 有 三 个 怀疑 对 象 : Smith 先生 、Jones 先生 和 Williams 先生 。 他 们 三 
人 都 声称 没有 杀害 Cooper。Smith 还 称 Cooper 是 Jones 的 朋友 并 且 Williams 不 喜欢 他 。Jones 也 声称 
他 不 认识 Cooper 并 且 Cooper 被 害 的 当天 他 不 在 镇 上 。Williams 也 声称 他 在 案 发 当天 看 见 Smith 和 
Jones 与 Cooper 在 一 起 ， 因 此 不 是 Smith 就 是 Jones 是 凶手 。 在 下 列 情况 下 ， 你 能 判断 谁 是 凶手 吗 ? 
a) 三 人 中 有 一 人 是 凶手 ， 清 白 的 那 两 个 人 说 的 是 真 话 ， 但 凶手 说 的 话 不 一 定 为 真 。 

b) 清 白 者 没有 撒谎 。 

33. Steve 想 用 两 个 事实 来 判断 三 位 工作 伙伴 的 相对 薪水 。 首 先 ， 他 知道 如 果 Fred 的 薪水 不 是 三 人 中 最 
高 的 ,那么 Janice 的 薪水 最 高 。 其 次 ， 他 知道 如 果 Janice 的 薪水 不 是 最 低 的 ， 那 么 Maggie 的 薪水 最 
高 。 从 以 上 Steve 所 知道 的 事实 ， 是 否 有 可 能 确定 Fred、Maggie 和 Janice 的 相对 薪水 ? 如 果 能 ， 谁 
的 最 高 谁 的 最 低 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

34. 五 个 朋友 都 能 进入 聊天 室 。 如 果 知 道 下 面 这 些 信 息 ， 能 确定 谁 在 聊天 吗 ? Kevin 或 Heather 或 两 人 都 
在 聊天 。Randi 或 Vijay 但 不 是 两 人 同时 在 聊天 。 如 果 Abby 在 聊天 ， 那 么 Randi 也 在 聊天 。Vijay 和 
kevin 或 者 两 人 都 在 聊天 ， 或 者 都 不 聊天 。 如 果 heather 在 聊天 ， 那么 Abby 和 kevin 也 在 聊天 。 解 释 
你 的 推理 过 程 。 

35. 一 位 侦探 访谈 了 罪案 的 四 位 证 人 。 从 证 人 的 话 中 侦探 得 出 的 结论 是 : 如 果 男 管家 说 的 是 真 话 ， 那 么 
厨师 说 的 也 是 真 话 ;厨师 和 园丁 说 的 不 可 能 都 是 真 话 ; 园丁 和 杂 役 不 可 能 都 在 说 谎 ; 如 果 杂 役 说 真 
话 ， 那 么 厨师 就 在 说 谎 。 侦 探 能 分 别 判定 这 四 位 证 人 是 在 说 真 话 还 是 撒谎 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

36. 四 个 朋友 被 认定 为 非法 进入 某 计 算 机 系统 的 嫌疑 人 。 他 们 已 对 调查 当局 做 出 了 陈述 。Alice 说 :“ 是 
Carlos 干 的 ,”John 说 :“ 我 没 干 .”Carlos 说 :“ 是 Diana 干 的 .2”Diana 说 :“Carlos 说 是 我 干 的 ， 他 说 谎 。” 
a) 如 果 当 局 还 知道 四 个 嫌疑 人 中 恰 有 一 人 在 说 真 话 ， 那 么 是 谁 作案 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

b) 如 果 当 局 还 知道 恰 有 一 人 在 说 谎 ， 那 么 是 谁 作案 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 

37. 假设 在 通 往 两 个 房间 的 门 上 均 写 着 提示 。 第 一 扇 门 上 的 提示 为 “在 这 个 房间 里 有 一 位 美女 ， 而 在 另 一 
个 房间 里 则 是 一 只 老虎 ”; 在 第 二 扇 门 上 写 着 “在 两 个 房间 中 有 一 个 是 美女 ， 并 且 有 一 个 是 老虎 ”。 假 
定 你 知道 其 中 一 个 提示 是 真 的 ， 男 一 个 是 假 的 。 那 么 哪 扇 门 后 面 是 美女 呢 ? 


条 第 1 章 





癌 * 38. 


39. 
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试 求解 下 面 这 个 由 爱 因 斯 坦 提出 的 著名 的 逻辑 谜 题 ， 也 称 为 斑马 谜 题 。 五 位 具有 不 同 国籍 和 不 同 工 
作 的 人 居住 在 一 条 街 上 挨 着 的 5 所 房子 里 。 每 所 房子 刷 着 不 同 的 颜色 。 他 们 养 着 不 同 的 宠物 ， 喜欢 
喝 不 同 的 饮料 。 根 据 以 下 提示 ， 试 确定 谁 养 斑马 (zebra) 、 谁 喜欢 喝 ( 饮 料 之 一 的 ) 矿 泉水 。 英 国人 住 
在 红色 的 房子 里 。 西 班 牙 人 养 了 一 条 狗 。 日 本 人 是 一 个 油漆 工 。 意 大 利 人 喜欢 喝 茶 。 挪 威 人 住 在 左 
边 的 第 一 所 房子 里 。 绿 房子 紧 挨 着 白 房子 的 右边 。 摄 影 师 养 了 一 只 蜗牛 。 外 交 官 住 在 黄 房 子 里 。 中 
间 那 个 房子 里 的 人 喜欢 喝 牛 奶 。 绿 房子 的 主人 喜欢 喝 咖啡 。 挪 威 人 的 房子 紧 挨 着 蓝 色 房子 。 小 提琴 
家 喜欢 喝 橘 子 汁 。 养 狐狸 的 人 所 住 的 房子 与 医师 的 房子 相 邻 。 养 马 的 人 所 住 的 房子 与 外 交 官 的 房子 
相 邻 。[ 提 示 : 绘 一 张 表 ， 其 中 行 表 示 每 个 人 ， 列 表示 他 们 房子 的 颜色 、 他 们 的 工作 、 他 们 养 的 宠物 
以 及 他 们 喜欢 喝 的 饮料 ， 用 逻辑 推理 来 判断 表 中 正确 的 项 。] 

弗 里 多 尼 亚 3 有 50 名 参议 员 。 每 名 参议 员 或 者 诚实 的 或 者 不 诚实 的 。 假 设 你 知道 ， 至 少 有 一 个 弗 里 
多 尼 亚 参议 员 是 诚实 的 ， 并 且 任 何 两 个 弗 里 多 尼 亚 参 议员 中 至 少 有 一 个 是 不 诚实 的 。 基 于 这 些 事实 ， 
你 是 否 能 确定 有 多 少 弗 里 多 尼 亚 参 议员 是 诚实 的 ? 有 多 少 是 不 诚实 的 ? 如 果 能 ， 答 案 是 什么 ? 

找 出 每 个 组 合 电路 的 输出 。 


a)? 


找 出 每 个 组 合 电 路 的 输出 。 


a) pp 
9 
关 


试用 逆 变 器 、 或 门 、 与 门 构造 一 个 组 合 电 路 ， 从 输入 位 pp、g 和 7 产生 输出 (p -7) V (mg 人 门 。 
试用 逆 变 器 、 或 门 、 与 门 构造 一 个 组 合 电 路 ， 从 输入 位 p、g 和 7 产生 输出 (Cp VDmr)A 人 5D9) V 
(No Vr 


1.3 命题 等 价 式 
1.3.1 引言 


数学 证 明 中 使 用 的 一 个 重要 步 又 就 是 用 真 值 相同 的 一 条 语句 替换 另 一 条 语句 。 因 此 ， 从 给 


定 复合 命题 生成 具有 相同 真 值 命题 的 方法 广泛 使 用 于 数学 证 明 的 构造 。 注 意 我 们 用 术语 “复合 
命题 "来 指 由 命题 变 元 通过 逻辑 运算 形成 的 一 个 表达 式 ， 比 如 pg。 


我 们 就 从 根据 可 能 的 真 值 对 复合 命题 进行 分 类 开始 讨论 。 
ES 一 个 真 值 永远 是 真 的 复合 命题 (无 论 其 中 出 现 的 命题 变 元 的 真 值 是 什么 )， 称 为 永 


真 式 (tautology) ， 也 称 为 重 言 式 。 一 个 真 值 永远 为 假 的 复合 命题 称 为 矛盾 式 (contradiction) 。 
既 不 是 永 真 式 又 不 是 矛盾 式 的 复合 命题 称 为 可 能 式 (contingency) 。 


在 数学 推理 中 永 真 式 和 矛盾 式 往往 很 重要 。 下 面 的 例 1 解释 了 这 两 类 复合 命题 。 


日”Freedonia, 一 个 假想 的 国家 。 一 一 译 者 注 
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例 1 我 们 可 以 只 用 一 个 命题 变 元 来 构造 表 1 永 真 式 和 了 矛盾 式 的 例子 
永 真 式 和 荫 盾 式 。 构 造 pVp 和 pp 人 4p 的 真 : | BVip | BA 
值 表 如 表 1 所 示 。 因 为 pV 1 总 是 真 的 ， 所 一 一 一 
以 它 是 永 真 式 。 国 为 少 A 2 总 是 假 的 ， 所以。 
它 是 矛盾 式 。 4 
1.3.2 逻辑 等 价 式 

在 所 有 可 能 的 情况 下 都 有 相同 真 值 的 两 个 复合 命题 称 为 逻辑 等 价 的 。 我 们 也 可 以 如 下 定义 ww 出 
这 一 概念 。 

如 果 px>gq 是 永 真 式 ， 则 复合 命题 p 和 9g 称 为 是 逻辑 等 价 的 。 用 记号 p 三 g 表示 上 
和 9 是 逻辑 等 价 的 。 

评注 符号 二 不 是 逻辑 联结 词 ，p 二 gq 不 是 一 个 复合 命题 ， 而 是 代表 “p+*g 是 永 真 式 ” 

这 一 语句 。 有 时 候 用 符号 书 来 代 蔡 三 表示 逻辑 等 价 。 


判定 两 个 复合 命题 是 否 等 价 的 方法 之 一 是 使 用 真 值 表 。 特 别 地 ， 复 合 命题 p 和 9g 是 等 价 的 


当 且 仅 当 对 应 它们 真 值 的 两 列 完全 一 致 。 例 2 说 明 用 这 个 方法 建立 本 
了 一 个 非常 重要 且 很 有 用 的 钦 辑 等 价 式 ， 即 41CpV 9) 和 -人 -9 等 表 2 德 . 摩根 律 

价 。 这 个 逻辑 等 价 式 是 两 个 德 摩根 律 之 一 ， 如 表 2 所 示 。 这 是 以 ”JGADpV 

19 世纪 中 叶 英 国 数学 家 奥 古 斯 塔 。 德 .摩根 (Augustus De 


(PV 9) 三 ” 力 人 9 


Morgan) 的 名 字 命名 的 。 

例 2 证 明 --(pVgq) 和 -pA 人 -9 是 逻辑 等 价 的 。 

解 表 3 给 出 了 这 些 复 合 命题 的 真 值 表 。 由 于 对 p 和 gq 所 有 可 能 的 真 值 组 合 ， 复合 命题 
了 (pVgq) 和 -pA 入 9 的 真 值 都 一 样 ， 所 以 -a(pV gg) (pA-9) 是 永 真 式 ， 而 这 两 个 复合 命题 是 
逻辑 等 价 的 。 .4 


表 3 -1(pVgq) 和 -1p 八 -9 的 真 值 表 








例 3 证 明 命题 p>g 和 -pV ga 逻辑 等 价 。 
解 ” 我 们 在 表 4 中 构造 了 这 两 个 复合 命题 的 真 值 表 。 由 于 4pPVgq 和 p>q 的 真 值 一 致 ， 所 
以 它们 是 逻辑 等 价 的 。 4 


表 4 -JpVgq 和 pg 的 真 值 表 





现在 ,我们 将 为 涉及 三 个 不 同 命题 变 元 p»、g、r 的 两 个 复合 命题 建立 逻辑 等 价 式 。 要 用 真 
值 表 来 建立 这 样 的 逻辑 等 价 式 ， 真 值 表 需 要 有 八 行 ， 每 一 行 对 应 三 个 变 元 的 一 种 可 能 真 值 组 
合 。 我 们 通过 分 别 列 出 p、g、r 的 真 值 来 标记 这 些 组 合 。 这 八 种 真 值 组 合 是 TTT、TTF、 
TFT、TFF、FTT、FTF、FFT 以 及 FFF。 我 们 用 这 个 顺序 显示 真 值 表 的 行 。 注 意 当 我 们 用 真 
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值 表 来 证 明 复合 命题 等 价 时 ， 每 增加 一 个 命题 变 元 真 值 表 的 行 数 就 要 翻 倍 ， 这 样 对 于 涉及 4 个 
命题 变 元 的 复合 命题 就 需要 16 行 来 建立 其 逻辑 等 价 ， 以 此 类 推 。 如 果 一 个 复合 命题 由 个 命 
题 变 元 组 成 ， 则 需要 2" 行 。 
例 4 证 明 命题 pV (gq 人 7) 和 (pV gq) 人 (pV7) 是 逻辑 等 价 的 。 这 是 析 取 对 合 取 的 分 配 律 。 
解 ” 我 们 在 表 5 中 构造 了 这 两 个 复合 命题 的 真 值 表 。 因 为 pV (gq 人 人 7) 和 (pV gq)A 人 (pV) 的 
真 值 一 样 ， 所 以 这 两 个 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 。 4 


表 5 pV (gqAr) 和 (pVg) 人 (pVr) 是 逻辑 等 价 的 证 明 














(pVgq)A(pVr) 




















本 中 中 9 gl 
本 吕 可 jin 
2 口 本 虽 串 口 |、 
可 可可 虽 可 中 可 
本 可 IIgII I|< 








表 6 给 出 了 若干 重要 的 等 价 式 。 在 这 些 等 价 关系 中 ，T 表示 永远 为 真 的 复合 命题 , 了 表示 
永远 为 假 的 复合 命题 。 对 于 涉及 条 件 语 句 和 双 条 件 语句 的 复合 命题 ， 我 们 分 别 在 表 7 和 表 8 中 
给 出 了 一 些 有 用 的 等 价 式 。 本 节 练 习 要 求 读 者 证 明 表 6 一 表 8 的 等 价 式 。 


表 6 逻辑 等 价 式 表 7. 条 件 命题 的 逻辑 等 价 式 
等 价 式 名 称 p™Yq=-PVg 
恒 等 委 pq 一- 
pVF=p 
VT=T PV gq=7p*q 
; ee 支配 律 
省 pAg=71(p*719) 
PVp=p 
备 等 律 (bp 一 0) 三 力 人 
pAp=p (tp™q) 二 pATg 
71(7p)=p 双重 否定 律 (p>q) \ (p>r)=p>(gqANr7) 
PV 交换 律 (bp-=r) 人 (gr 三 (bV Or 
At ( )V. ) 王 (gqgV7) 
(pVq)Vr=pV (gqV7) 结合 律 pq pr) 三 p>(qVr 
(pAq) Ar=pA (gqA7) (pnV (gqg>r)=(pA >r 
Vl(gA7n)=(pVg)A(pV7) 
ra 分 配 律 
ry) 
ee 2 表 8” 双 条 件 命题 的 逻辑 等 价 式 
(PAE 9 一 一 
(PV gq)="pA7g 竺 “ 这 要 各 prg=(p>q) \ (gqg™>p) 
pV (pAgq)=p 吸收 律 pq="p* 9 
et prg=(pM\g)V (mpA79) 
4 发 宇 
PA-1p=F 否定 律 (pmq)=pm7g 


析 取 的 结合 律 表 明 表 达 式 pV qVr 在 下 面 的 意义 下 是 良 定义 的 : 无 论 是 先 做 p 和 4g 的 析 取 
再 做 p Vg 和 7 析 取 ， 还 是 先 做 g 和 7 的 析 取 再 做 p 和 g Vr 的 析 取 ， 其 结果 都 是 一 样 的 。 同 样 ， 
pAgqAr 也 是 良 定义 的 。 扩 展 这 一 推理 过 程 可 以 得 到 : 只 要 p; ，p:，*…，p, 为 命题 ，p; V p;V 
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…Vzt 和 z 思 人 思 入 … 人 思 均 有 定义 。 
另外， 注意 德 。 摩根 律 可 以 扩展 为 
(Pp Vp; V pss V 石 ) 三 (二 加 MA-p; A A-p,) 


-Cp Mp 人 “DE V -ps Ve Miata 
我 们 有 时 用 符号 Vp; 来 表示 pi1V p:V…V p,， 用 人 p; 来 表示 pi 人 ps 人 … 人 pp,。 采 用 这 


j=1 j=1 
n 


种 记 法 扩展 的 德 . 摩根 律 就 可 以 简洁 地 写成 4 (VY p)= 人 4p) 和 2 (A bp)=V 71p. 
(这 些 恒等式 的 证 明 方法 将 在 5. 1 节 给 出 .) | | 


1.3.3 德 。 摩根 律 的 运用 

称 为 德 。 摩根 律 的 两 个 逻辑 等 价 式 非常 重要 。 它 们 告诉 我 们 怎么 取 合 取 的 否定 和 析 取 的 和 否 
定 。 特 别 地 ， 等 价 式 4(pV 9g) 三 pA 说 明 一 个 析 取 式 的 否定 是 由 各 分 命题 否定 的 合 取 式 组 
成 的 。 同 理 ， 等 价 式 4(pAg) 志 pV -9 说 明 一 个 合 取 式 的 否定 是 由 各 分 命题 否定 的 析 取 式 组 
成 的 。 例 5 说 明了 德 。 摩根 律 的 应 用 。 

例 5 用 德 。 摩根 律 分 别 表 达 “Miguel 有 一 部 手机 且 有 一 台 便 携 式 计 算 机 ”和 “Heather 或 
Steve 将 去 听 音 乐 会 ?的 否定 。 

解 令 户 为 “Miguel 有 一 部 手机 ”，g 为 ”Miguel 有 一 个 便携 式 计 算 机 ”， 那 么 “Miguel 有 一 部 
手机 且 有 一 台 便 携 式 计算 机 ”可 以 表达 为 p 和 人 gq。 用 德 。 摩根 第 一 定律 ， ~- (pA g) 等 价 于 4pPV -9g。 
因此 ， 我 们 可 以 将 原 命 题 的 否定 表达 为 “Miguel 没有 一 部 手机 或 Miguel 没有 一 台 便 携 式 计算 机 ”。 

令 > 为 “Heather 将 去 听 音 乐 会 “"，;s 为 “Steve 将 去 听 音 乐 会 “"， 那 么 “Heather 或 Steve 将 去 
听 音 乐 会 "可 以 表达 为 >Vs。 用 德 ， 摩根 第 二 定律 ，~(rV s) 志 4rA 人 -5s。 结 果 ， 我们 可 以 将 原 
命题 的 否定 表达 为 “Heather 和 Steve 都 将 不 去 听 音 乐 会 ”。 4 


1.3.4 构造 新 的 逻辑 等 价 式 
表 6 中 的 膛 辑 等 价 式 以 及 已 建立 起 来 的 其 他 (如 表 7 和 表 8 所 示 的 那些 ) 等 价 式 ， 可 以 用 


us 站 


奥 古 斯 塔 . 德 . 摩根 (Augustus De Morgan，1806 一 1871) ” 奥 古 斯 塔 ， 德 . 摩根 
生 于 印度 ， 他 父亲 是 印度 陆军 上 校 。 德 。 摩根 7 个 月 大 时 全 家 移居 英国 。 他 上 了 私立 
学 校 ， 少 年 时 期 在 那里 展现 出 了 对 数学 的 浓厚 兴趣 。 德 .摩根 在 剑桥 三 一 学 院 上 学 ， 
,并 于 1827 年 毕业 。 尽 管 他 想 过 要 学 医 或 学 法 律 ， 最 后 还 是 决定 以 数学 为 毕生 事业 。 
1828 年 他 获得 了 伦敦 大 学 学 院 的 一 个 职位 ， 但 当 他 的 一 位 教授 同事 被 无 故 解雇 时 他 辞 
职 了 。 不 过 ,在 1836 年 他 的 继任 人 去 世 后 他 又 回 到 了 自己 的 位 置 ， 直 到 1866 年 。 

德 。 摩根 以 强调 原理 胜 于 技术 而 著名 。 他 的 学 生 中 有 许多 是 著名 的 数学 家 ， 包 括 
拉 弗 雷 斯 伯 辟 夫人 奥 古 斯 塔 。 区 达 (Augusta Ada)， 她 是 巴 贝 奇 (Charles Babbage) 研 究 计算 机 器 的 合作 者 
(参见 关于 Augusta Ada 的 生平 注释 )。( 德 。 摩根 曾 告 诚 伯 事 夫人 不 要 用 过 多 的 时 间 来 研究 数学 ， 因 为 它 
可 能 会 干扰 她 的 生育 能 力 !) 

德 ， 摩根 是 一 位 特别 多 产 的 作家 ， 为 不 止 15 家 期 刊 发 表 了 1000 多 篇 文章 。 德 .摩根 还 为 许多 学 科 
撰写 课本 ， 包 括 逻 辑 、 概 率 、 微 积分 和 代数 。1838 年 ， 他 给 出 了 他 所 谓 的 数学 归纳 法 这 一 重要 证 明 技术 
的 首次 清晰 解释 (本 书 5. 1 节 将 会 讨论 ) 。1840 年 代 德 。 摩根 对 符号 逻辑 的 发 展 做 出 了 葛 基 性 的 贡献 。 他 
发 明了 一 些 表 示 法 帮助 他 证 明 命 题 等 价 式 ， 其 中 包括 以 他 的 名 字 命 名 的 定律 。1842 年 ， 德 。 摩根 给 出 了 
被 认为 是 第 一 个 准确 的 极限 定义 ， 并 提出 了 无 穷 数列 收敛 的 若干 检验 标准 。 德 。 摩根 还 对 数学 史 很 有 兴 
趣 ， 撰 写 了 牛顿 和 哈雷 的 生平 传记 。 

1837 年 ， 德 ， 摩根 与 弗 伦 德 (Sophia Frend) 结 婚 ， 后 者 在 1882 年 撰写 了 德 . 摩根 传记 。 德 。 摩根 的 
研究 、 写 作 和 教学 使 他 无 暇 顾及 家 庭 和 社交 。 不 过 他 的 善良 、 幽 默 及 广博 的 知识 是 闻名 于 世 的 。 
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于 构造 其 他 等 价 式 。 能 这 样 做 的 原因 是 复合 命题 中 的 一 个 命题 可 以 用 与 它 逻 辑 等 价 的 复合 命 
题 替 换 而 不 改变 原 复合 命题 的 真 值 。 这 种 方法 可 由 例 6 一 例 8 得 到 说 明 ， 其 中 ,我 们 还 使 用 
了 如 下 事实 : 如 果 了 之 和 q 是 逻辑 等 价 的 ，g 和 7 是 钦 辑 等 价 的 ， 那么 pz 和 rr 也 是 逻辑 等 价 的 
( 见 练习 56) 。 

例 6 证 明 --(p 一 gq) 和 pA 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 我 们 可 以 用 真 值 表 来 证 明 这 两 个 复合 命题 是 等 价 的 (与 例 4 中 的 方法 相似 )。 事 实 上 ， 
这 样 做 并 不 难 。 然 而 ， 我们 想 要 解释 如 何 用 我 们 已 知 的 逻辑 恒等式 来 建立 新 的 逻辑 恒等式 ， 这 
在 建立 涉及 大 量变 元 的 复合 命题 等 价 式 时 具有 很 重要 的 实用 性 。 因 此 ， 我们 以 a (pp 一 q) 为 开 
始 ， 通 过 展开 一 系列 逻辑 等 价 式 的 方法 ， 每 次 用 表 6 中 的 一 个 等 价 式 ， 最 后 以 p 人 -9 结束， 从 
而 建立 这 个 等 价 式 。 我 们 有 下 列 等 价 式 。 


(p>q)=-7-(HPV 9) 由 例 3 
三 4(Hp) 人 9 由 德 。 摩根 第 二 定律 
三 pA-g 由 双重 否定 律 S| 


例 7 证 明 --(pV (mpAgq)) 和 -pA-9 是 逻辑 等 价 的。 
解 ” 我 们 每 次 使 用 表 6 中 的 一 个 等 价 关 系 ， 从 -CpV (HpPAgq)) 开 始 ， 一 直到 -4p 人 -49 结束 。 
(注意 : 我 们 当然 可 以 用 真 值 表 很 容易 地 建立 这 个 等 价 式 。) 我 们 有 下 列 等 价 关 系 。 


(pV HPAq)=-pAJTHPA9) 由 德 。 摩根 第 二 定律 
三 apAL1Hp) VDg] 由 德 。 摩根 第 一 定律 
三 -pA (pV-19) 由 双重 否定 律 
三 (pApV (HpAT9) 由 第 二 分 配 律 
FV (mpA+9) 因为 ap 人 Pp 三 F 
三 (ztA 人 59q) VE 由 析 取 的 交换 律 
三 pA74 由 下 的 恒 等 律 

于 是 a (pV (mpAq)) 和 -pA 人 -4 是 逻辑 等 价 的 。 本 


例 8 证 明 (pA 人 gq) 一 (pV 9g) 为 永 真 式 。 
解 ” 为 证 明 这 个 命题 是 永 真 式 ， 我们 将 用 逻辑 等 价 式 来 证 明 它 逻辑 上 等 价 于 T。( 注 意 : 


这 也 可 以 用 真 值 表 来 完成 。) 
(pAq)—>(pVg)=-(pAgq)V CpV9) 由 例 3 
三 (HPV-9V (pV 9g) 由 德 。 摩根 第 一 定律 
三 (HpV p)V (tgV 9) 由 析 取 的 结合 律 和 交换 律 
三 TVT 由 例 1 和 析 取 的 交换 律 
=T 由 支配 律 4 


1. 3.5 命题 的 可 满足 性 

一 个 复合 命题 称 为 是 可 满足 的 ， 如 果 存 在 一 个 对 其 变 元 的 真 值 赋值 使 其 为 真 。 当 不 存在 这 
样 的 赋值 时 ， 即 当 复 合 命题 对 所 有 变 元 的 真 值 赋值 都 是 假 的 ， 则 复合 命题 是 不 可 满足 的 。 注 意 
一 个 复合 命题 是 不 可 满足 的 当 且 仅 当 它 的 否定 对 所 有 变 元 的 真 值 赋 值 都 是 真 的 ， 也 就 是 说 ， 当 
且 仅 当 它 的 否定 是 永 真 式 。 

当 我 们 找到 一 个 特定 的 使 得 复合 命题 为 真 的 真 值 赋值 时 ， 就 证 明了 它 是 可 满足 的 。 这 样 的 
一 个 赋值 称 为 这 个 特定 的 可 满足 性 问题 的 一 个 解 。 可 是 ， 要 证 明 一 个 复合 命题 是 不 可 满足 的 ， 
我 们 需要 证 明 每 一 组 变 元 的 真 值 赋值 都 使 其 为 假 。 尽 管 我 们 总 是 可 以 用 真 值 表 来 确定 一 个 复合 
命题 是 否 是 可 满足 的 ， 但 通常 有 更 有 效 的 方法 ， 如 例 9 所 示 。 

例 9 试 确定 下 列 复 合 命 题 是 否 可 满足 : (p V7-9) A (gq V-7) A(r V7-p),， (pVagV 
r) 人 Hp Vag Van), MR 有 OP VD A (gqg V17) A Cr Vap) A(pVaVr) A (mpV" 
vy VAs 
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解 ”我 们 不 采用 真 值 表 解 题 ， 而 对 真 值 做 一 些 推理 。 注 意 当 三 个 变 元 p、g 和 7 具有 相同 
真 值 时 ，( V -19) 人 《gq V5r) A (r V5D 力 为 真 (参见 1.1 节 的 例 40)。 因 此 ， 至 少 存在 一 组 p、 
q 和 r 的 真 值 赋值 使 它 为 真 ， 故 它 是 可 满足 的 。 同 样 ， 注 意 当 三 个 变 元 p、g 和 中 至 少 有 一 个 
为 真 并 且 至 少 有 一 个 为 假 时 ，(p V gq V rr) 和 人 (Jp V-g9 V5r) 为 真 ( 参 见 1.1 节 的 例 41)。 因 
此 ， 至 少 存在 一 组 p、g 和 7 的 真 值 赋值 使 它 为 真 , 故 (p V g V 7) 人 (pV-q9 Var) 是 可 满 
足 的 。 

最 后 ， 注 意 要 使 (p V-_9) A (gq V5r 人 A(r Vonpb) 人 ( VaV7P 人 (pyV5mqaVDDD 为 
真 ，(pP V29) 人 (Van A 人 Cryvapb 和 (pV gqgVr) 人 (中 pV-g9 V- 7 必须 同时 为 真 。 要 
使 得 第 一 个 为 真 ， 三 个 变 元 必须 具有 相同 的 真 值 ; 而 要 使 得 第 二 个 为 真 ， 三 个 变 元 中 至 少 有 一 
个 必须 为 真 并 且 至 少 有 一 个 必须 为 假 。 可 是 ， 这 两 个 条 件 是 相互 矛盾 的 。 从 这 些 观察 中 我 们 可 
以 得 出 不 存在 p、g 和 7 的 真 值 赋 值 使 得 (p V9) A (Cg V7-7) 人 (CrVaa 人 AGVagVmA 人 
(pp VF449 V -7 为 真 。 因 此 ， 它 是 不 可 满足 的 。 4 


1.3.6 可 满足 性 的 应 用 

在 不 同 领域 (如 机 器 人 学 、 软 件 测试 、 计 算 机 辅助 设计 、 机 器 视觉 、 集 成 电路 设计 、 计 算 
机 网 络 以 及 遗传 学 ) 中 的 许多 问题 都 可 以 用 命题 可 满足 性 来 建立 模型 。 虽 然 大 多 数 这 些 应 用 超 
出 本 书 的 范围 ， 但 我 们 将 研究 其 中 一 个 应 用 。 特 别 是 ， 我 们 将 证 明 如 何 用 命题 可 满足 性 来 为 数 
独 谜 题 建 模 。 
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拉 弗 雷 斯 伯 事 夫人 奥 古 斯 塔 ， 艾 达 (Augusta Ada，1815 一 1852) 奥 古 斯 塔 。 艾 达 
是 著名 诗人 拜 伦 (Byron) 勋 历 和 和 拜 伦 夫人 安娜 贝 纳 ， 米 尔 班 克 (Annabella Millbanke) 的 
唯一 孩子 ， 由 于 拜 伦 与 他 同 父 异 母 的 妹妹 之 间 的 丑闻 ， 他 们 在 艾 达 1 个 月 大 时 就 分 居 
了 。 和 拜 伦 名 声 很 差 ， 被 他 的 一 个 情人 描述 为 “疯狂 、 那 恶 和 危险 的 ”。 拜 伦 夫 人 的 智力 
出 众 ， 对 数学 情 有 独 钟 。 拜 伦 称 她 为 “平行 四 边 形 的 公主 ”。 艾 达 由 母亲 抚养 ， 母 亲 鼓 
励 其 在 智力 上 ， 尤 其 是 音乐 和 数学 方面 的 天 赋 ， 以 应 对 拜 伦 夫人 认为 的 向 诗歌 方面 发 
展 的 危险 倾向 。 那 时 ， 女 人 不 允许 上 大 学 ， 也 不 能 加 入 学 术 团 体 。 然 而 艾 达 追求 她 的 
数学 研究 ， 或 独立 研究 或 私下 与 威廉 . 弗 伦 德 (William Frend) 等 数学 家 合作 研究 。 她 也 得 到 另 一 位 女性 
数学 家 玛丽 ， 萨 默 维尔 (Mary Somerville) 的 鼓励 ， 并 且 在 1834 年 由 玛丽 。 萨 默 维尔 主持 的 一 个 晚 实 上 ， 
她 了 解 到 查理 。 巴 贝 奇 (Charles Babbage) 关 于 一 种 称 为 分 析 机 的 计算 机 器 的 一 些 想法 。1838 年 ， 艾 达 和 
金 (King) 狠 十 结婚， 此 人 后 来 晋升 为 拉 弗 雷 斯 伯 曙 。 他 们 一 共有 3 个 孩子 。 

艾 达 结婚 后 仍 坚持 她 的 数学 研究 。 查 理 . 巴 贝 奇 继续 在 计算 机 器 方面 工作 ， 并 在 欧洲 各 地 做 演讲 。 
1842 年 ， 巴 贝 奇 请 求 艾 达 用 法 语 翻译 一 篇 关于 巴 贝 奇 发 明 的 文章 。 当 巴 贝 奇 看 到 她 的 翻译 时 ， 他 建议 艾 
达 加 上 自己 的 注释 ， 结 果 文 章 长 度 是 原文 的 三 倍 。 关 于 分 析 机 最 完整 的 解释 可 在 艾 达 的 笔记 中 找到 。 在 
笔记 中 ， 她 将 分 析 机 和 Jacquard 式 的 提花 织 布 机 工作 原理 进行 比较 ， 巴 贝 奇 的 打 孔 卡片 类 似 于 织 布 机 上 
创建 图 案 的 卡片 。 此 外 ， 她 认定 该 机 器 作为 通用 计算 机 已 超 乎 巴 贝 奇 的 想象 。 她 叙述 道 :“ 此 分 析 机 是 任 
何 通用 性 、 不 同 复杂 度 、 任 意 不 定 计算 功能 的 物质 体现 .” 她 在 笔记 中 对 分 析 机 的 未 来 发 展 做 出 了 许多 预 
期 ， 包 括 计算 机 生成 的 音乐 。 考 虑 到 当时 认为 女人 不 具有 与 男人 同等 的 智力 ， 艾 达 就 像 许多 女人 一 样 隐 
瞒 其 女性 身份 ， 用 其 名 字 的 缩写 A. A.L 出 版 了 她 的 著作 。1845 年 以 后 ， 艾 达 与 巴 贝 奇 一 同 致 力 于 预测 
赛马 结果 系统 的 研究 。 遗 憾 的 是 ， 他 们 的 系统 不 能 运行 ， 艾 达 还 因此 和 欠 下 大 笔 债 务 。 她 因 患 有 子宫 瘤 而 
英 年 早 逝 。 

艾 达 关 于 分 析 机 的 笔记 在 撰写 后 不 久 就 已 经 被 遗忘 了 ， 而 在 100 多 年 之 后 的 1953 年 又 重新 出 版 了 。 
在 20 世纪 50 年 代 ， 阿 兰 。 图 灵 在 他 关于 计算 机 思考 的 能 力 ( 以 及 他 著名 的 图 灵 测 试 ) 的 著作 中 回应 了 艾 
达 的 命题 :“ 不 管 原本 目标 是 什么 ， 分 析 机 没有 任何 自 夸 。 它 能 做 任何 我 们 知道 如 何 命令 它 去 执行 的 事 
情 。” 图 灵 和 艾 达 的 “对 话 ? 至 今 仍 是 争论 的 话题 。 由 于 她 在 计算 领域 杰出 的 贡献 ， 程 序 设 计 语 言 Ada 就 是 
为 纪念 这 位 伯 事 夫人 而 命名 的 。 
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数 独 ”一 个 数 独 谜 题 可 表示 为 一 个 9X9 格 ( 也 称 为 大 九宫 格 ) ， 它 由 9 个 称 为 九宫 格 
(block) 的 3X3 子 格 组 成 ， 如 图 1 所 示 。 每 一 个 谜 题 ，81 个 单 
元 中 的 一 部 分 被 赋予 1，2，…，9 中 的 数字 之 一 ， 称 为 已 知 单 
元 ， 其 他 单元 空 着 。 谜 题 的 解 题 是 通过 给 每 个 空白 单元 格 赋予 
一 个 数字 来 实现 ， 使 得 每 一 行 、 每 一 列 、 每 个 小 九宫 格 都 包含 
九 个 不 同 的 数字 。 注 意 ， 除了 用 9X9 格 ， 数 独 谜 题 也 可 以 基 
于 wwXmw 格 ， 它 由 zw 个 nXn 的 子 格 构成 ,其 中 是 任意 正 
整数 。 

数 独 的 流行 源 于 20 世纪 80 年 代 ， 当 时 刚 传人 日 本 。 传 遍 二 二 
世界 各 地 大 概 用 了 20 年 时 间 ， 但 是 截至 2005 年 ， 数 独 谜 题 已 | | | | | | | el 
经 风 麻 全球。 名称 数 独 是 日 文 suuji wa dokushin ni kagiru 的 缩 
写 ， 意思 是 “数字 必须 唯一 ”。 现 代 的 数 独 游戏 是 由 一 个 美国 迹 ” 图 1 一 个 9X9 数 独 谜 是 
题 设计 者 在 20 世纪 70 年 代 末 期 设计 的 。 数 独 的 基本 概念 可 以 追溯 到 更 久远 的 时 候 ;19 世纪 
90 年 代 法 国 报纸 上 刊印 的 谜 题 和 现代 数 独 虽然 不 完全 相同 但 也 是 非常 类 似 的 。 

娱乐 性 的 数 独 游戏 还 有 两 个 重要 的 特性 。 第 一 ， 它 们 的 解 唯一 。 第 二 ， 可 以 通过 推理 来 求 
解 ， 即 不 需要 寻求 所 有 可 能 的 单元 格 数 字 赋 值 。 一 个 数 独 迹 题 的 解 题 过 程 就 是 根据 已 知 的 值 不 
断 地 确定 空白 单元 中 该 填 的 数字 。 如 以 图 1 为 例 ， 数 字 4 必须 在 第 二 行 的 某 个 单元 中 恰好 出 现 
一 次 。 我 们 如 何 能 确定 它 应 该 出 现在 七 个 空白 单元 的 哪 一 个 呢 ? 首先 ， 我 们 观察 到 4 不 能 出 现 
在 这 一 行 的 前 三 个 单元 之 一 或 后 三 个 单元 之 一 ， 因 为 它 已 经 出 现在 这 些 单元 所 在 的 九宫 格 的 另 
一 个 单元 中 了 。 我 们 可 以 看 到 4 不 能 出 现在 这 一 行 的 第 5 个 单元 ， 因 为 它 已 经 出 现在 第 4 行 的 
第 5 个 单元 了 。 这 意味 着 4 必须 出 现在 第 2 行 的 第 6 个 单元 中 。 

已 经 有 许多 基于 逻辑 和 数学 的 策略 用 于 求解 数 独 谜 题 ( 比 如 ， 参 见 L[Dal0]) 。 这 里 我 们 讨论 
一 种 借助 于 计算 机 来 求解 数 独 谜 题 的 方法 ， 它 是 基于 对 谜 题 建 模 为 一 个 命题 可 满足 性 问题 。 用 
这 个 模型 ， 特 定 的 数 独 谜 题 就 可 以 用 解决 可 满足 性 问题 的 软件 来 求解 了 。 目 前 ,采用 这 种 方式 
能 在 10 毫秒 内 解决 数 独 谜 题 。 应 该 注意 还 有 许多 借助 计算 机 采用 其 他 技术 来 求解 数 独 谜 题 的 
其 他 方法 。 

为 了 对 数 独 谜 题 编 码 ， 令 p(i，j， 双 表 示 一 个 命题 ， 当 数 n 位 于 第 i 行 和 第 j 列 的 单元 时 
它 为 真 。 因 为 i、j 和 n 的 取 值 范围 都 是 1~9， 所 以 总 共有 9X9X9=729 个 这 样 的 命题 。 例 
如 ， 对 于 如 图 1 所 示 的 谜 题 ， 已 知 数 6 位 于 第 5 行 和 第 1 列 。 故 我 们 得 出 p(5，1，6) 为 真 ， 而 
力 (5，7， 6) 均 为 假 ， 其 中 j=2，3，…，9。 

给 定 一 个 数 独 谜 题 ， 我 们 首先 对 每 一 个 已 知 数 进行 编码 。 然 后 ， 我 们 构造 一 些 复合 命题 来 
断言 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 、 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 、 每 一 个 3X3 九宫 格 包含 了 每 一 个 数 ， 
并 且 每 个 单元 不 包含 多 于 一 个 数 。 接 下 来 ， 读 者 可 以 自己 验证 ， 数 独 谜 题 可 以 通过 寻找 一 个 真 
i ON el i 5 和 
值 ， 并 且 使 得 所 有 这 些 复合 命题 的 合 取 式 为 真 。 下 面 先 列 出 这 些 断言 ， 我 们 再 来 解释 如 何 构造 
每 一 行 包含 了 1~9 的 每 一 个 整数 这 样 的 断言 。 我 们 将 另外 两 个 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 和 每 一 
个 3X3 九宫 格 包含 每 一 个 数 的 断言 构造 留 到 练习 中 。 

。 对 于 已 知 数 的 每 个 单元 ， 当 第 i 行 和 第 j 列 的 单元 中 是 已 知 数 n 时 ， 我 们 断言 p(i，j， 

n)。 
”我 们 断言 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 : 


A A V Pei 
- 我 们 时 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 ， 


A 人 V pli,j,n) 


j=1 n=1 i=]1 
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。 我 们 断言 每 一 个 九宫 格 包含 了 每 一 个 数 ; 
人 AAAV V pC3rti,3stji,n 


。 要 断言 没有 一 个 单元 包含 多 于 一 个 数 ， 我 们 对 所 有 可 能 的 pGi, j， 办 一 -Ci 7 nn) 
取 合 取 ， 其 中 n、w 、i 和 j 的 取 值 范围 是 1~9 并 且 n 产 w。 


现在 ,我 们 来 解释 如 何 构 造 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 这 样 的 断言 的 。 首 先 ， 要 断言 第 i 行 包 
含 数 n， 我 们 构成 V pl(i,j,n) 。 要 断言 第 i 行 包含 所 及 个 数 ， 我 们 将 n 的 所 有 九 个 可 能 值 


的 析 取 式 做 合 取 ， 得 到 人 V pli,j,n) 。 最 后 ， 要 断言 每 一 行 包含 了 每 一 个 数 ， 我 们 将 所 有 


九 行 的 人 V _ zi,z) 做 合 取 。 这 就 是 人 人 V pCi,j,n) 。( 练 习 65 和 66 要 求 给 出 下 述 断 


n=1] j=1 tml wml j=l 


言 的 解释 : 每 一 列 包含 了 每 一 个 数 和 每 一 个 3X3 九宫 格 包含 了 每 一 个 数 。) 
给 定 一 个 数 独 谜 题 ， 要 求解 这 个 谜 题 ， 我们 可 以 寻找 一 个 可 满足 性 问题 的 解 ， 该 问题 要 求 
一 组 729 个 变 元 p(i，j，7n) 的 真 值 ， 使 得 所 有 列 出 的 断言 的 合 取 式 为 真 。 


1.3.7 可 满足 性 问题 求解 

真 值 表 可 以 用 于 判定 复合 命题 是 否 为 可 满足 的 ， 或 者 等 价 地 ， 其 否定 是 否 为 永 真 式 (参见 
练习 60) 。 这 个 问题 对 于 只 含 少 量变 量 的 复合 命题 而 言 可 以 通过 手动 来 完成 ， 但 当 变 量 数目 增 
多 时 ， 就 变 得 不 切实 际 了 。 例 如 ， 对 于 一 个 含 20 个 变量 的 复合 命题 ， 它 的 真 值 表 就 有 2” 一 
1 048 576 行 。 显 然 ， 如 果 采 用 这 种 方式 ， 你 就 需要 一 台 计 算 机 帮助 你 判定 含 20 个 变量 的 复合 
命题 是 否 为 可 满足 式 。 

当 许多 应 用 建 模 涉及 成 千 上 万 个 变量 的 复合 命题 的 可 满足 性 时 ， 问 题 就 来 了 。 注 意 ， 当 变 
量 数 为 1000 时 ， 要 检查 2” 种 (这 是 一 个 超过 300 位 的 十 进 制 数 ) 可 能 的 真 值 组 合 中 的 每 一 种 ， 
一 台 计 算 机 在 几 万 亿 年 之 内 都 不 可 能 完成 。 迄 今 尚 没有 其 他 已 知 的 计算 过 程 能 使 计算 机 在 合理 


us 








享 利 . 莫 里 斯 。 谢 佛 (Henry Maurice Sheffer，1883 一 1964) 享 利 . 莫 里 斯 。 谢 佛 
出 生 在 乌克兰 西部 的 一 个 犹太 人 家 庭 ，1892 年 随 父 母 和 六 个 兄弟 姐妹 一 起 移民 到 美 
国 。 他 先 在 波士顿 的 拉丁 语 学 校 学 习 ， 后 进入 哈佛 大 学 学 习 ， 并 于 1905 年 完成 本 科 
， 学位，1907 年 获得 硕士 学 位 ，1908 年 获得 哲学 系 的 博士 学 位 。 在 哈佛 大 学 获得 到 一 
个 博士 后 职位 后 ， 享 利 到 欧洲 游学 。 回 到 美国 他 成 了 一 个 学 术 游 子 ， 各 花 一 年 时 间 在 
华盛顿 大 学 、 康 奈 尔 大 学 、 明 尼 苏 达 大 学 、 密 苏 里 大 学 、 纽 约 城市 大 学 。1916 年 重 返 
哈佛 大 学 任 哲学 系 教 员 。 他 一 直 在 哈佛 大 学 直到 1952 年 退休 。 

1931 年 谢 佛 引 入 了 我 们 现在 知道 的 (Sheffer) 竖 线 ， 这 只 是 在 怀 德 海 和 罗素 的 《数学 原理 》(Principia 
Mathematica)1952 年 版 中 使 用 后 才 广 为 流传 。 在 该 版 本 中 ， 罗 素 写 道谢 佛 发 明了 一 种 很 有 效 的 方法 可 以 
使 得 (原理 》(Principia) 一 书 更 简洁 。 正 因为 如 此 ， 谢 佛 对 于 逻辑 学 家 而 言 还 是 神秘 的 人 物 ， 特 别 是 由 于 
谢 佛 在 其 职业 生涯 中 很 少 出 版 著作 ， 从 来 没有 发 表 过 这 个 方法 的 细节 ， 而 仅仅 在 一 个 油印 笔记 和 一 份 出 
版 的 简短 摘要 里 描述 过 。 

谢 佛 是 数理 逻辑 的 专职 教师 。 他 喜欢 小 班 上 课 并 且 不 喜欢 有 人 旁听 。 当 有 陌生 人 出 现在 教室 里 时 ， 
谢 佛 会 责令 其 离开 ， 即 使 是 他 的 同事 甚至 到 访 哈佛 的 嘉 贵 宾 也 不 例外 。 谢 佛 身 高 只 有 5 英尺 ， 以 其 机 智 
和 活力 为 人 所 知 ， 当 然 还 有 他 的 神经 质 和 烦躁 不 安 。 尽 管 广 受 欢迎 ,但 他 还 是 相当 孤独 。 他 在 退休 演讲 
时 的 一 名 妙语 广为人知 :“ 老 教授 永远 不 会 死去 ， 他 们 刚 成 为 名 誉 教授 。” 谢 佛 也 是 “布尔 代数 ”一 词 的 创造 
者 (本 书 第 12 章 的 内 容 )。 谢 佛 有 过 一 次 短暂 的 婚姻 ， 大 部 分 时 间 都 在 一 家 旅馆 的 小 房间 里 度 过 ， 房 间 里 
摆 满 了 逻辑 类 书籍 以 及 大 量 散落 的 他 用 来 记录 想法 的 纸张 。 不 幸 的 是 ， 谢 佛 在 其 生命 最 后 的 20 年 一 直 承 
受 着 严重 的 抑郁 症 。 
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的 时 间 之 内 判定 变量 数 这 么 大 的 复合 命题 是 否 为 可 满足 式 。 可 是 ， 在 实际 应 用 中 某 些 特定 类 型 
的 复合 命题 的 可 满足 性 问题 求解 方法 还 是 有 一 些 进展 ， 比 如 数 独 谜 题 的 求解 。 已 经 开发 出 许多 
计算 机 程序 可 以 用 来 求解 有 实际 应 用 的 可 满足 性 问题 。 在 第 3 章 讨论 算法 主题 时 ， 我 们 将 进 一 
步 讨论 这 个 问题 。 特 别 是 ， 我们 将 解释 命题 可 满足 性 问题 在 算法 复杂 度 学 习 中 扮演 的 重要 
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用 真 值 表 验证 下 列 等 价 式 。 
a)pAT=p 
dpVT=T 


bpVF=p 
e) 力 V p=p 


.证明 (2p) 和 pp 是 逻辑 等 价 的 。 
， 用 真 值 表 验 证 交换 律 。 


a)pVg=gVp 


. 用 真 值 表 验 证 结合 和 


a) (pVq)VrpV (9qV 7) 


. 用 真 值 表 验 证 分 配 律 。 


pA(gV7)=(pAgq)V (pA7) 


. 用 真 值 表 证 明 德 ， 摩 根 第 一 定律 。 


(pAg)=-pV7g 


. 用 德 ， 摩 根 律 求 下 列 命题 的 否定 。 


a)Jan 是 富裕 的 ， 并 且 是 快乐 的 。 
c)Mei 步行 或 乘 公 共 汽 车 去 上 课 。 


. 用 德 ， 摩根 律 求 下 列 命题 的 否定 。 


pAF=F 
fpA p=p 


b)pAg=qM\p 


b)(pAg)Ar=pA (gMAr) 


b)Carlos 明天 骑 自 行车 或 者 跑步 。 
d)Ibrahim 既 聪 明 又 用 功 。 


a)Kwame 将 在 工业 界 找 一 份 工作 或 者 去 研究 生 院 读书 。 


b) Yoshiko 掌握 Java 和 微 积分 。 
c)James 年 轻 并 且 强 壮 。 
d)Rita 将 搬 到 俄勒冈 州 或 华盛顿 去 。 
用 真 值 表 证 明 下 列 各 条 件 语句 为 永 真 式 。 
a)(pA\gq>p 
OP (p>q) 
e)- (p>q)>p 
用 真 值 表 证 明 下 列 条 件 语句 为 永 真 式 。 
[pA ( 力 V g)] 一 9 
OLpA (p>q) >gq 


不 用 真 值 表 证 明 练 习 9 中 的 各 条 件 语 句 为 永 真 式 。 
不 用 真 值 表 证 明 练习 10 中 的 各 条 件 语句 为 永 真 式 。 


用 真 值 表 验证 吸收 律 。 

a) 力 V (pAg)=p 

判断 (5 力 A(z-~~q)) 一 9 是否 为 永 真 式 。 
判断 (4g 人 (pp 一 q)) 一 -1p 是 否 为 永 真 式 。 


b)p—>(pV 9g) 
d) (pM\g)—>(p—>9g) 
DD- (p>q) 一下 


[Cp—>9q) A(g>7)]>(p—7) 
DECpVag) ACp>r) Ng>7r) >r 


b)pA (pV 9q)=p 


练习 16 一 28 都 是 要 求证 明 两 个 复合 命题 是 逻辑 等 价 的 。 要 证 明 这 样 的 等 价 式 ， 你 需要 证 明 针 对 表达 
式 中 命题 变 元 的 相同 真 值 组 合 ， 两 边 均 为 真 或 者 两 边 均 为 假 (就 看 哪个 更 简单 些 ) 。 


证 明 prq 和 (pAg)V (5 人 9) 逻 辑 等 价 。 


证 明 (Cpe>a) 和 be 9 逻辑 等 价 。 
证 明 p->g 和 -gp 人 逻辑 等 价 。 
证 明 --prg 和 p79 人 逻辑 等 价 。 
证 明 --(p@q) 和 pg 逻辑 等 价 。 
证 明 -- (pq) 和 -pq 逻辑 等 价 。 
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22. 
23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
[3 30. 
31. 
32. 
33. 


34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
关头 39; 


40. 


41. 


Es 42. 


证 明 (p 一 gq) 人 (pr) 和 p 一 (gqg 人 7) 逻 辑 等 价 。 

证 明 (p 一 r) 人 (g 一 r) 和 (pV g) 一 r 氨 辑 等 价 。 

证 明 (p 一 gq) V (p 一 r) 和 p 一 (gqV7) 逻 辑 等 价 。 

证 明 (p 一 r)V (gr) 和 (pA gq) 一 r 逻辑 等 价 。 

证 明 --p 一 (gr) 和 gq 一 (pV7) 人 逻辑 等 价 。 

证 明 prgq 和 (pp 一 gq) 人 (gp) 逻辑 等 价 。 

证 明 pe>*g 和 -p49 逻辑 等 价 。 

证 明 (p->q) 人 (gr) 一 (p 一 7) 是 永 真 式 。 

证 明 (pVg) 人 中 pV7) 一 (qV7) 是 永 真 式 。 

证 明 (p 王 q) 习 rr 和 p 环 (gq) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

证 明 (p 人 gq) 一 r 和 (p 一 r) 人 (gq 一 7) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

证 明 (p 一 qg) 一 (r>s) 和 (p 一 7) 一 (gs) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

一 个 只 含 逻辑 运算 符 V 、 人 和 5 的 复合 命题 的 对 偶 式 是 通过 将 该 命题 中 的 每 个 V 用 人 代替 、 每 个 人 用 
V 人 代替、 每 个 T 用 了 代替 、 每 个 了 用 了 代替 而 得 到 的 命题 。 命 题 * 的 对 偶 式 用 " 表示 。 
求 下 列 命题 的 对 偶 式 。 


a) 力 V 9 bpA(gV (rAT )) cpAJqV (9 人 下 ) 
求 下 列 命题 的 对 偶 式 。 
a) 力 人 站 9 人 7 b(pAgqgAnDVs PVF)A(gVT) 


什么 情况 下 s* 二 成立 ( 其 中 ; 是 一 个 复合 命题 )? 

当 s 是 一 个 复合 命题 时 ,证 明 (s* )* =;。 

表 6 中 的 逻辑 等 价 式 除了 双重 否定 律 外 都 是 成 对 的 ， 证 明 每 一 对 所 包含 的 复合 命题 都 是 互 为 对 偶 的 。 
为 什么 只 含 运 算 符 人 、V 和 5 的 两 个 等 价 的 复合 命题 的 对 偶 式 也 是 等 价 的 ? 

试 找 出 一 个 含 命题 变 元 p、g 和 7 的 复合 命题 ， 当 p 和 4g 为 真 而 7 为 假 时 该 命题 为 真 ， 否 则 为 假 。[ 提 
示 : 试用 每 个 命题 变 元 或 其 否定 的 合 取 式 。] 

试 找 出 一 个 含 命题 变 元 p、g 和 7 的 复合 命题 ,在 p、g 和 中 恰 有 两 个 为 真 时 该 命题 为 真 ， 否则 为 
假 。 [提示 : 构造 合 取 式 的 析 取 。 将 使 命题 为 真 的 每 一 种 真 值 组 合 构 成 一 个 合 取 式 。 每 个 合 取 式 都 应 
包含 三 个 命题 变 元 或 它们 的 否定 。] 

假设 给 定 一 个 及 n 个 命题 变 元 的 真 值 表 。 试 证 明 可 通过 下 面 的 方法 构造 一 个 与 此 表 一 致 的 复合 命题 : 
即 取 各 命题 变 元 或 其 否定 的 合 取 式 的 析 取 式 ， 其 中 的 每 个 合 取 式 对 应 一 组 真 值 组 合 ， 从 而 使 得 该 复 
合 命题 为 真 。 这 样 得 到 的 复合 命题 称 为 析 取 范式 。 

一 组 逻辑 运算 符 称 为 是 功能 完备 的 ， 如 果 每 个 复合 命题 都 逻辑 等 价 于 一 个 只 含 这 些 逻 辑 运 算 符 的 复 


合 命题 。 
43. 证 明 -j、 八 和 V 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。[ 提 示 : 利用 练习 42 中 给 出 的 事实 ， 即 每 个 复合 


< 44 


命题 都 逻辑 等 价 于 一 个 析 取 范式 。] 


. 证 明和 人 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。[ 提 示 : 首先 用 德 、 摩根 律 证 明 pV 9 逻辑 等 价 于 Cn 


pA-9).] 


* 45, 证 明和 V 构成 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 


时 


下 面 几 道 练习 用 到 逻辑 运算 符 NAND( 与 非 ) 和 NOR( 或 非 )。 命 题 p NAND g 在 p 或 q 或 两 者 均 为 假 
为 真 ， 而 当 p 和 4g 均 为 真 时 为 假 。 命 题 p NOR q 只 在 p 和 9 均 为 假 时 为 真 ， 否 则 为 假 。 命题 p NAND 


g 和 pp NOR gq 分别 表 示 为 p | q 和 pvygq。( 运 算 符 | 和 分别 以 HM. Sheffer 和 C. S，Peirce 的 名 字 命 


名 


46. 
47. 
48. 
49. 
50. 


为 Sheffer 竖 线 (Sheffer stroke) 和 Peirce 箭头 ,) 

试 为 逻辑 运算 符 NAND 构造 真 值 表 。 

证 明 p | g 逻辑 等 价 于 ( 刀 人 a) 。 

试 为 逻辑 运算 符 NOR 构造 真 值 表 。 

证 明 py gq 逻辑 等 价 于 1(pVg)。 

本 练习 将 证 明 { y } 是 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 

a) 证 明 py p 逻辑 等 价 于 1p。 b) 证 明 (py q)y (py9) 逻 辑 等 价 于 pVg。 
c) 由 a) 和 65)， 以 及 练习 49 可 得 {vy } 是 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 的 集 。 


* 汪 1 
52. 
53. 
54. 

.55, 
56, 
57, 


58. 


59. 


60. 
6 


J 


62. 


63. 
64. 
65. 
xx 66. 


32 第 1 拿 - 





只 用 运算 符 y 构造 一 个 等 价 于 pg 的 命题 。 

证 明 { | } 是 一 个 逻辑 运算 符 的 功能 完备 集 。 

证 明 p|g 和 gq | zp 等 价 。 

证 明 p| (gq | 让 和 (p | 9g) | 不 等 价 。( 因 此 ， 逻 辑 运算 符 | 不 满足 结合 律 。) 

只 涉及 命题 变 元 p 和 9 的 复合 命题 有 多 少 不 同 的 真 值 表 ? 

证 明 如 果 p、g 和 7 是 复合 命题 ， 且 p 与 g 是 逻辑 等 价 的 ，g 与 > 是 逻辑 等 价 的 ， 则 p 与 > 是 逻辑 等 价 的 。 
下 面 的 语句 取 自 一 个 电话 系统 的 规范 说 明 :“ 如 果 目 录 数 据 库 是 打开 的 ， 那 么 监控 程序 被 置 于 关闭 状 
态 ， 如 果 系 统 不 在 其 初始 状态 。” 这 句 话 有 两 个 条 件 语句 ， 使 规范 说 明 很 难 懂 。 找 一 个 等 价 的 易 懂 的 
规范 说 明 ， 使 其 只 涉及 析 取 和 否定 ， 而 不 涉及 条 件 语句 。 

通过 对 p、q、r 赋 一 组 真 值 ， 析 取 式 pV -4q、-PVg、qVr、qV -1r、-19V77r 中 有 多 少 个 可 以 同时 为 真 ? 
通过 对 p、q、r、s 赋 一 组 真 值 ， 析 取 式 pV-aqV ss、 JPpV-arV ss、 JPVJrV-s、 -JPVqV7s、 qVrV 
-5、qV-47V-H5、JIPVJI9V-FI5s、pPVrVs、pVrV-s 中 有 和 多少 个 可 以 同时 为 真 ? 

试 证 明 一 个 不 可 满足 的 复合 命题 的 否定 是 永 真 式 ， 一 个 永 真 的 复合 命题 的 否定 是 不 可 满足 的 。 


. 试 判 定 下 列 复合 命题 是 否 是 可 满足 的 。 


a Vg) A (pV 0) A Gp Vi 

Dl(p—> 9a) A (pp—>-9) A Hp 9) A Hp 一 9) 

(peg) 人 mp 9) 

试 判断 下 列 复合 命题 是 否 是 可 满足 的 。 

a) (pVgV-ar ACpVIqV a ACPVHArVHas) A HPV-HI9VHS) A (pVaqaV-s) 

bpVAGVr AHpVaV oa ApPVI9VHIS) A HpPVArVHIs) A (pVaV or A(pVArVas) 

PVqVr I ApV-JIg9VH) ACgVarVs) AHpVrVs)) AHpPVaVHas) ACpVAIVHAr ACnDVDdqV 
5) 人 HpVHIrV-) 

试 证 明 如 何 通 过 求解 一 个 可 满足 性 问题 来 获得 一 个 给 定 的 4X4 数 独 谜 题 的 解 。 

试 构造 一 个 复合 命题 断言 一 个 9X9 数 独 谜 题 的 每 个 单元 至 少 包 含 一 个 数 。 

试 解释 书 中 给 出 的 复合 命题 的 构造 步 又， 该 命题 断言 9X9 数 独 迹 题 的 每 一 列 包 含 了 每 一 个 数 。 

试 解释 书 中 给 出 的 复合 命题 的 构造 步 又 ， 该 命题 断言 9X9 数 独 谜 题 的 每 个 3X3 九宫 格 包含 了 每 一 

个 数 。 


1.4 谓词 和 量词 
1.4.1 引言 


在 1.1 一 1. 3 节 中 所 学 习 的 命题 逻辑 不 能 表达 数学 语言 和 自然 语言 中 所 有 语句 的 确切 意思 。 


例如 ， 假 设 我 们 知道 


“每 台 连接 到 大 学 网 络 的 计算 机 运行 正常 。 


命题 逻辑 中 没有 规则 可 以 让 我 们 得 出 下 面 语句 的 真实 性 


“MATH3 正在 正常 运行 ,” 


其 中 MATH3 是 连接 大 学 网 络 的 一 台 计 算 机 。 同 样 ， 我 们 不 能 用 命题 逻辑 的 规则 根据 下 面 的 语句 


“CS2 被 一 个 人 侵 者 攻击 。” 


得 出 下 面 语句 的 真实 性 


“有 一 台 连 接 大 学 网 络 的 计算 机 正 遭 受 一 名 入侵 者 的 攻击 。” 


其 中 CS2 是 一 台 连 接 大 学 网 络 的 计算 机 。 


本 节 我 们 将 介绍 一 种 表达 能 力 更 强 的 逻辑 ， 即 谓词 远 辑 。 我 们 将 看 到 谓词 逻辑 如 何 用 来 表 


达 数 学 和 计算 机 科学 中 各 种 语句 的 意义 ， 并 允许 我 们 推理 和 探索 对 象 之 间 的 关系 。 为 了 理解 谓 
词 逻 辑 ， 我 们 首先 需要 介绍 谓词 的 概念 。 之 后 ,我 们 将 介绍 量词 的 概念 ， 它 可 以 让 我 们 对 这 样 
的 语句 进行 推理 ; 某 一 性 质 对 于 某 一 类 型 的 所 有 对 象 均 成 立 ， 存 在 一 个 对 象 使 得 某 一 特性 


成 立 。 
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1.4.2 谓词 
在 数学 断言 、 计 算 机 程序 以 及 系统 规格 说 明 中 经 常 可 以 看 到 含有 变量 的 语句 ， 比 如 
“TF> T= y+ zy= 
和 “计算 机 被 一 名 和 人 侵 者 攻击 ” 
以 及 
“计算 机 z 在 正常 运行 ” 
当 变量 值 未 指定 时 ， 这 些 语 句 既 不 为 真 也 不 为 假 。 本 节 我 们 将 讨论 从 这 种 语句 中 生成 命题 的 
方式 。 
语句 “z 大 于 3” 有 两 个 部 分 。 第 一 部 分 即 变 量 z 是 语句 的 主语 。 第 二 部 分 (谓词 “大 于 3”) 
表明 语句 的 主语 具有 的 一 个 性 质 。 我 们 可 以 用 P(z) 表 示 语 句 “zx 大 于 3”， 其 中 PP 表示 谓词 “大 
于 3”， 而 zz 是 变量 。 语句 P(xz) 也 可 以 说 成 是 命题 函数 PP 在 z 的 值 。 一旦 给 变量 z 赋 一 个 值 ， 
语句 P(xz) 就 成 为 命题 并 具有 真 值 。 考 虑 下 面 的 例 1 和 例 2。 
例 1 令 PCz) 表 示 语 句 “z 之 3”。P(4) 和 P(2) 的 真 值 是 什么 ? 
解 ”我 们 在 语句 “z 之 3 中 令 x 二 4 即 可 得 到 语句 P(4) 。 因 此 ，P(4)， 即 语句 “4 之 3”， 为 
真 ; 但 是 ，P(2) ， 即 语句 “2 之 3”， 则 为 假 。 a 
例 2 令 A(z) 表 示 语 句 “ 计 算 机 zz 正 被 一 名 入 侵 者 攻击 ”。 假 设 在 校园 网 的 计算 机 中 ， 当 前 
只 有 CS2 和 MATHI 被 一 名 人 入侵 者 攻击 。 那么 A(CS1)、A(CS2) 和 AC(MATHI1) 的 真 值 是 





us 


查理 ， 桑 德 斯 " 皮尔 斯 (Charles Sanders Peirce，1839 一 1914) 查理。 皮尔 斯 生 于 
马萨诸塞 州 的 剑桥 ， 许 多 人 认为 他 是 美国 最 有 创造 性 和 最 多 才 多 艺 的 知识 分 子 。 他 在 
相当 多 的 领域 做 出 过 重要 贡献 ， 包 括 数 学 、 天 文学 、 化 学 、 大 地 测量 、 计 量 学 、 工 程 
学 、 心 理学 、 语 言 学 、 科 学 史 和 经 济 学 。 皮 尔 斯 还 是 一 个 发 明 家 、 终 身 研究 医学 、 书 
评 家 、 剧 作家 和 演员 、 短 片 小 说 家 、 现 象 学 家 、 逻 辑 学 家 、 玄 学 家 。 他 以 杰出 的 系统 
构造 学 派 的 哲学 家 著称 ， 在 逻辑 、 数 学 以 及 广泛 的 科学 领域 卓有成效 。 他 在 哈佛 大 学 
任 数 学 和 自然 哲学 教授 的 父亲 本 杰 明 。 皮尔 斯 鼓励 他 从 事 自然 科学 。 然 而 他 却 决 定 研 
究 逻 辑 和 科学 方法 论 。 皮 尔 斯 就 学 于 哈佛 大 学 (1855 一 1859) ， 获 得 哈佛 大 学 文学 硕士 学 位 (1862 年 )， 并 
在 劳伦斯 科学 学 院 获 得 化 学 高 级 学 位 (1863 年 ) 。 

1861 年 ， 为 了 更 好 理解 科学 方法 论 ， 皮 尔 斯 担任 了 美国 海岸 观测 署 (U. SCoast Survey) 的 助理 。 他 
在 观测 署 的 服务 使 其 在 南北 战争 期 间 免 于 服 兵役 。 在 该 署 工作 期 间 ， 皮 尔 斯 进行 天 文 和 大 地 测量 工作 。 
他 应 用 椭圆 函数 理论 的 最 新 数学 成 果 ， 对 钟 摆设 计 和 地 图 投影 做 出 了 黄 基 性 的 贡献 。 他 是 第 一 个 把 光 的 
波长 作为 度量 单位 的 人 。 皮 尔 斯 被 提升 为 观测 署 助 理 署 长 ， 并 担任 此 职 直到 1891 年 被 迫 辞 职 ， 因 为 他 不 
同意 观测 署 新 任 行 政 当局 设 定 的 工作 方向 。 

尽管 皮尔 斯 毕生 致力 于 物理 科学 ， 但 他 提出 了 一 种 科学 的 层次 结构 ， 其 中 数学 位 于 最 高 层 ， 而 且 一 
门 科 学 的 方法 可 以 被 位 于 其 下 层 的 科学 所 采用 。 期 间 ， 他 还 创立 了 美国 的 实用 主义 哲学 理论 。 

皮尔 斯 唯一 的 学 术 职 位 是 1879 一 1884 年 在 巴尔 的 摩 的 约翰 ， 霍 普 金 斯 大 学 (Johns Hopkins 
University) 担 任 逻 辑 学 讲师 。 这 期 间 他 完成 的 数学 工作 包括 他 对 逻辑 、 集 合 论 、 抽 象 代数 和 数学 原理 的 
贡献 。 他 的 工作 至 今 仍 产生 影响 ， 他 在 逻辑 上 的 某 些 工 作 近 来 已 被 应 用 于 人 工 智能 。 皮 尔 斯 相信 ， 研 究 
数学 可 以 开发 大 脑 的 想象 力 、 抽 象 思维 能 力 和 归纳 能 力 。 他 从 观测 署 退休 以 后 的 五 花 八 门 的 工作 包括 为 
期 刊 撰 稿 、 编 著 学 术 辞 典 、 翻 译 科 技 论文 、 客 座 授课 及 撰写 教科 书 。 遗 憾 的 是 ， 这 些 工作 的 收入 不 足以 
使 他 和 他 的 第 二 任 妻 子 免 受 贫穷 之 苦 。 晚 年 他 获得 了 由 他 的 崇拜 者 创立 并 由 他 终生 的 哲学 家 朋友 威廉 。 
詹姆斯 (William James) 管 理 的 基金 的 支持 。 尽 管 皮 尔 斯 就 广泛 的 主题 写作 并 发 表 了 大 量 著作 ， 但 他 仍然 
留 下 了 100 000 多 页 未 出 版 的 手稿 。 由 于 这 些 未 发 表 的 作品 很 难 读 ， 学 者 们 只 是 在 近年 来 才 开 始 理解 他 
大 量 贡献 中 的 一 部 分 。 有 一 群 人 正 致力 于 把 他 的 著作 放 到 因特网 上 ， 和 希望 全 世界 能 更 好 地 欣赏 皮尔 斯 所 
做 出 的 成 就 。 
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什么 ? 

解 ”在 语句 “计算 机 并 正 被 一 名 人 侵 者 攻击 ?中 ， 令 z= CS]1 我 们 得 到 语句 A(CS1)。 因 为 
CS1 不 在 当前 受到 攻击 的 名 单 中 ， 所 以 得 出 A(CS1) 为 假 。 同 样 ， 因 为 CS2 和 MATHI 在 当前 
受 攻击 的 名 单 中 ， 所 以 我 们 知道 A&A(CS2) 和 ACMATHI1) 为 真 。 4 

有 些 语句 还 可 以 含有 不 止 一 个 变量 。 例如， 考虑 语句 “z= 二 y 十 3”。 我 们 可 以 用 Q(zx，y) 表 
示 这 个 语句 ， 其 中 z、y 为 变量 ，Q 为 谓词 。 当 变量 x 和 y 被 赋值 时 ,语句 Q(x，y) 就 有 真 
值 了 。 

例 3 令 Q(x， 表示 语句 “z= 二 y 十 3”。 命题 QC(1，2) 和 QC(3，0) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 要 得 到 Q(1，2)， 在 语句 Q(x，y) 中 令 z= 二 1，y 二 2。 因 此 ，Q(1，2) 即 为 语句 “1= 
2 十 3”， 它 为 假 。 而 语句 Q(3，0) 表 示 命 题 “3 王 0 十 3”， 它 为 真 。 4 

例 4 令 A(c， 劝 表示 语句 “计算 机 < 被 连接 到 网 络 n”， 其 中 c 是 代表 计算 机 的 一 个 变量 ， 
?2 是 代表 网 络 的 一 个 变量 。 假 设计 算 机 MATHI1 连接 到 CAMPUS2, 但 没有 连接 到 CAMPUS]。 
那么 A(MATH1，CAMPUS1) 和 A(MATH1，CAMPUS2) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 因 为 MATH1 没有 连接 到 CAMPUSIl 网 络 ， 所 以 我 们 知道 A(MATH1，CAMPUS1) 为 假 。 
然而 ， 因 为 MATH1 连接 到 了 CAMPUS2 网 络 ， 所 以 我 们 知道 AC(MATH1，CAMPUS2) 为 真 。 十 

同样 ， 我 们 可 以 令 R(zx，y，z) 表 示 语 句 “zx 十 y 二 xz”。 当 变量 z+、y、z 被 赋值 时 ， 此 语句 就 
有 真 值 了 。 

例 5 命题 R(1，2，3) 和 R(0，0，1) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 在 语句 R(z，y，z) 中 令 z= 二 1，y 二 2，z 二 3， 即 得 到 命题 R(1，2，3)。 可 以 看 出 
R(1，2，3) 就 是 语句 “1 十 2 二 3”， 它 为 真 。 另 外 ， 注 意 R(0，0，1)， 即 语句 “0 十 0 二 1”， 为 假 。 


本 
一 般 地 ， 涉 及 n 个 变量 xz!，z,，*…，z 的 语句 可 以 表示 成 
PCB wm 训 下 
形式 为 Plziy, zi *™， zx; ) 的 语句 是 命题 函数 PP 在 nn 元 组 (zi Xs "2 Zz,) 的 值 ， PP 也 称 为 n 
位 谓词 或 n 元 谓词 。 
命题 函数 也 出 现在 计算 机 程序 中 ， 如 例 6 所 示 。 
例 6 考虑 语句 


if zx>0 then :一 工 十 1 

如 果 程 序 中 遇 到 这 样 一 条 语句 时 ， 当 程序 运行 到 此 刻 变 量 z 的 值 即 被 代入 P(xz)， 也 就 是 
代入 到 “zx 二 0” 中 。 如 果 对 这 个 z 值 P(z) 为 真 ， 就 执行 赋值 语句 工 :一 z 十 1， 即 的 值 增加 1。 
如 果 对 这 个 z 值 PC(z) 为 假 ， 则 不 执行 赋值 语句 ， 所 以 z 的 值 不 改变 。 S| 

前 置 条 件 和 后 置 条 件 ”谓词 还 可 以 用 来 验证 计算 机 程序 ， 也 就 是 证 明 当 给 定 合法 输入 时 计 
算 机 程序 总 是 能 产生 所 期 望 的 输出 。( 注 意 除非 建立 了 程序 的 正确 性 ， 否 则 无 论 测试 了 多 少 次 
都 不 能 证 明 程序 对 所 有 输入 都 产生 所 期 望 的 输出 ， 除 非 能 测试 到 每 个 输入 值 .) 描 述 合法 输入 的 
语句 叫做 前 置 条 件 ， 而 程序 运行 的 输出 应 该 满足 的 条 件 称 为 后 置 条 件 。 如 例 7 所 示 ， 用 谓词 来 
表达 前 置 条 件 和 后 置 条 件 。 我 们 将 在 5. 5 节 更 深入 地 学 习 这 一 过 程 。 

例 7 考虑 下 面 的 交换 两 个 变量 zx 和 y 的 值 的 程序 。 


temp :=x 

yy 

Y : = temp 
试 找 出 能 作为 前 置 条 件 和 后 置 条 件 的 、 可 以 用 来 验证 此 程序 正确 性 的 谓词 。 然 后 解释 如 何 用 它 
们 验证 针对 所 有 合法 输入 程序 都 能 达到 预期 目的 。 

解 ” 对 于 前 置 条 件 ， 我们 需要 表达 在 运行 程序 之 前 x 和 具有 特定 的 值 。 因 此 ， 对 于 这 个 
前 置 条 件 可 以 用 谓词 P(x，y) 表 示 ， 其 中 P(xz，y) 是 指 语句 “zx 二 a，y 二 b”， 这 里 a 和 2 是 在 运 
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行程 序 之 前 xz 和 y 的 值 。 因 为 我 们 想 证 明 对 于 所 有 输入 变量 ,程序 交换 了 z 和 y 的 值 ， 所 以 对 
后 置 条 件 可 以 用 Q(x，y) 表 示 ， 其 中 QCz，y) 表 示 语 名 “zx 一 2，y 一 a”。 

为 证 明 程 序 总 是 按照 预期 运行 ， 假 设 前 置 条 件 P(xzx，y) 成 立 。 也 就 是 说 ,假设 命题 “z=a， 
y 二 5” 为 真 。 这 意味 着 zx 一 a，y 一 2。 程序 的 第 一 步 ，temp :一 z， 将 工 的 值 赋 给 temp， 所 以 这 一 
步 之 后 我 们 知道 有 Za，temp 王 a，y 一 02。 在 程序 的 第 二 步 ，z :二 y 之 后 ， 我 们 有 zx 一 六 
temp 一 4，y 一 2。 最后， 在 第 三 步 之 后 ， 我 们 知道 zx 一 2，temp 一 a， 并 且 y 二 a。 结 果 是 该 程序 
运行 后 ， 后 置 条 件 Q(x，y) 成 立 ， 也 就 是 说 ， 语句“z 二 bp，y 二 a” 为 真 。 S| 


1. 4.3 量词 

当 命题 函数 中 的 变量 均 被 赋值 时 ， 所 得 到 语句 就 变 成 具有 某 个 真 值 的 命题 。 可 是 ， 还 有 另 
外 一 种 称 为 量化 的 重要 方式 也 可 以 从 命题 函数 生成 一 个 命题 。 量 化 表示 在 何 种 程度 上 谓词 对 于 
一 定 范围 的 个 体 成 立 。 在 自然 语言 中 ， 所 有 、 某 些 、 许 多 、 没 有 ， 以 及 少量 这 些 词 都 可 以 用 在 
量化 上 。 这 里 我 们 集中 讨论 两 类 量化 : 全 称 量 化 ， 它 告诉 我 们 一 个 谓词 在 所 考虑 范围 内 对 每 一 
个 体 都 为 真 ; 存在 量化 ， 它 告诉 我 们 一 个 谓词 对 所 考虑 范围 内 的 一 个 或 多 个 个 体 为 真 。 处 理 谓 
词 和 量词 的 逻辑 领域 称 为 谓词 演算 。 

全 称 量词 ”许多 数学 命题 断言 某 一 性 质 对 于 变量 在 某 一 特定 域内 的 所 有 值 均 为 真 ， 这 一 特 
定 域 称 为 变量 的 论 域 (domain of discourse) (或 全 体 域 (universe of discourse)) ， 时 常 简称 为 域 
(domain) 。 这 类 语句 可 以 用 全 称 量化 表示 。 对 特定 论 域 而 言 P(xz) 的 全 称 量化 是 这 样 一 个 命题 : 
它 断 言 PCz) 对 z 在 其 论 域 中 的 所 有 值 均 为 真 。 注 意 ， 论 域 规 定 了 变量 x 所 有 可 能 取 的 值 。 当 
我 们 改变 论 域 时 ，P(z) 的 全 称 量化 的 意义 也 随 之 改变 。 在 使 用 全 称 量 词 时 必须 指定 论 域 ， 否 
则 语句 的 全 称 量化 就 是 无 定义 的 。 

P(xz) 的 全 称 量化 是 语句 

“P(x) 对 工 在 其 论 域 的 所 有 值 为 真 。” 

符号 VZzP(Cz) 表 示 P(z) 的 全 称 量化 ， 其 中 Y 称 为 全 称 量 词 。 命 题 Y xP(x) 读 做 “对 所 有 工 ， 
P(x)” 或 “对 每 个 T，P(zx)”。 一 个 使 PCz) 为 假 的 个 体 称 为 VZzP(Cz) 的 反例 。 

全 称 量词 的 意义 总 结 如 表 1 第 一 行 所 示 。 我 们 用 例 8 一 13 来 说 明 全 称 量词 的 使 用 。 


表 1 量词 


什么 时 候 为 真 


对 每 一 个 z，P(z) 都 为 真 
有 一 个 zx， 使 P(z) 为 真 

















有 一 个 使 P(z) 为 假 
对 每 一 个 z，P(z) 都 为 假 


YrP(z) 
3zP(z) 








例 8 令 P(z) 为 语句 “zx 十 1 之 zx”。 试问 量化 VYzP(z) 的 真 值 是 什么 ， 其 中 论 域 是 全 体 实数 


集合 ? 
解 ” 由 于 P(z) 对 所 有 实数 工 均 为 真 ， 所 以 量化 命题 
WxzPCR) 
的 值 为 真 。 


评注 ”通常 ， 我 们 会 做 一 个 隐 式 的 假设 ， 即 量词 的 论 域 均 为 非 空 的 。 注 意 如 果 论 域 为 空 ， 

那么 VYzP(Cz) 对 任何 命题 函数 P(Zz) 都 为 真 ， 因 为 论 域 中 没有 单个 工 使 PCz) 为 假 。 

除了 “对 所 有 ”和 “对 每 个 ”外 ， 全 称 量词 还 可 以 用 其 他 方式 表达 ， 包 括 “ 全 部 的 ”、“ 对 每 一 
个 >、“ 任 意 给 定 的 ”、“ 对 任意 的 ”、“ 对 任 一 的 ”等 。 

评注 ”最 好 避免 使 用 “对 任 一 z”， 因 为 它 常常 引起 歧义 “每 个 ”或 “ 某 些 ”的 。 在 某 些 情 

况 下 ,“ 任 一 ”是 没有 歧义 的 ， 就 像 它 用 于 否定 句 时 那样 ， 如 “没有 任 一 理由 可 以 逃避 

学 习 2” 


ax 四 
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一 个 语句 YzP(z) 为 假 当 且 仅 当 P(z) 不 总 为 真 ， 其 中 P(z) 是 一 个 命题 函数 ，z 在 论 域 中 。 
要 证 明 当 在 论 域 中 时 P(Cz) 不 总 为 真 ， 方 法 之 一 就 是 寻找 一 个 YVzP(Cz) 的 反例 。 注 意 我 们 仅 
仅 需 要 一 个 反例 就 可 以 确定 YzP(z) 为 假 。 例 9 解释 了 如 何 使 用 反例 。 

例 9 令 Q(Cz) 表 示 语 名 “z<2”。 如 果 论 域 是 所 有 实数 集合 ， 量 化 命题 YVzQ(z) 的 真 值 是 
什么 ? 

解 QCz) 并 非 对 每 个 实数 都 为 真 ， 因 为 ， 比 如 Q(3) 就 是 假 的 。 也 就 是 说 ，z 王 3 是 语句 
VzQ(z) 的 一 个 反例 。 因 此 

VYzQ(Cz) 
为 假 。 4 

例 10 假设 P(z) 是 “xz: 二 0”。 要 证 明 语 句 Y zxP(zx) 为 假 (其 中 论 域 是 所 有 整数 )， 我 们 只 需 
要 给 出 一 个 反例 。 我 们 可 以 看 到 zx==0 是 一 个 反例 ， 因 为 当 z=0 时 zz 一 0， 所 以 当 z==0 时 工 
不 大 于 0。 4 
在 数学 研究 中 寻找 全 称 量化 命题 的 反例 是 一 个 重要 的 过 程 ， 我 们 在 本 书后 续 章 节 中 还 会 
看 到 。 

当 论 域 中 的 所 有 元 素 可 以 一 一 列 出 时 ， 比 如 zi，zs，…，x,， 可 以 得 出 全 称 量化 Y zxP(zx) 
与 合 取 式 

Plz1) A Plzs) A A Plzx,) 
相同 ， 因 为 这 一 合 取 式 为 真 当 且 仅 当 P(xzi1)，P(x;)，…，P(z,) 全 部 为 真 。 

例 11 试问 Y zxP(z) 的 真 值 是 什么 ? 这 里 P(xz) 是 语句 “xz? 二 10”， 且 论 域 是 不 超过 4 的 正 
整数 。 
解 ”语句 VY zxP(z) 与 合 取 式 

P(1) AP(2) A P(3) A P(4) 
相同 ， 因 为 论 域 由 1、2、3 和 4 组成。 由 于 P(4) 就 是 语句 “4 二 10” 为 假 ， 所 以 可 以 得 出 YzP 
(Zz) 为 假 。 | 

例 12 如 果 NCz) 是 指 “ 计 算 机 z 被 连接 到 网 络 ”， 而 论 域 为 校园 内 所 有 的 计算 机 ， 那 么 
VZzNCz) 是 什么 意思 呢 ? 

解 ”语句 YzN(Cz) 的 意思 是 对 于 校园 里 的 每 一 台 计 算 机 z， 它 都 被 连接 到 了 网 络 。 这 句 话 
可 以 用 自然 语言 表达 为 “校园 里 的 每 一 台 计 算 机 都 连接 到 网 络 ”。 4 

正如 我 们 已 经 指出 的 那样 ， 当 使 用 量词 时 指定 论 域 是 必需 的 。 量 化 命题 的 真 值 通 常 取决 于 
该 论 域 中 的 那些 个 体 ， 如 例 13 所 示 。 

例 13 ”如果 论 域 是 所 有 实数 ，VY zx(z’ 宇 z) 的 真 值 是 什么 ? 如 果 论 域 是 所 有 整数 ， 真 值 又 
是 什么 ? 

解 ” 论 域 是 所 有 实数 时 ， 全 称 量化 命题 Y zx(z’: 宇 zx) 为 假 。 例如 ，(1/2)* 学 1/2。 注 意 之 之 
zx 当 且 仅 当 x: 一 + 二 x(zx 一 1) 之 0。 因 此 ，z: 之 zx 当 上 且 仅 当 z 志 0 或 zx 之 1。 由 此 得 出 ， 如 果 论 域 
是 所 有 实数 ，VY zx(z* 宇 xz) 为 假 ( 因 为 对 于 所 有 z， 当 0<z<1l 时 ， 不 等 式 不 成 立 ) 。 然 而 ， 如 果 
论 域 为 整数 ，V x(z: 宇 x) 为 真 ， 因 为 没有 整数 工 使 得 0 二 zx 二 1。 ,| 

存在 量词 ”许多 数学 定理 断言 : 有 一 个 个 体 使 得 某 种 性 质 成 立 。 这 类 语句 可 以 用 存在 量化 
表示 。 我 们 可 以 用 存在 量化 构成 这 样 一 个 命题 : 该 命题 为 真 当 且 仅 当 论 域 中 至 少 有 一 个 工 的 值 
使 得 P(Cz) 为 真 。 
ER P(x) 的 存在 量化 是 命题 

“ 论 域 中 存在 一 个 个 体 工 满足 P(r)。” 

我 们 用 符号 习 zP(Cz) 表 示 PCz) 的 存在 量化 ， 其 中 习 称 为 存在 量词 。 

当 使 用 语句 卫 zP(Cz) 时 ， 必 须 指 定 一 个 论 域 。 而 且 ， 当 论 域 变化 时 ，3zP(z) 的 意义 也 随 
之 改变 。 如 果 没 有 指定 论 域 ， 那 么 语句 卫 zP(Cz) 没 有 意义 。 
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除了 短语 “存在 ”外 ， 我 们 也 可 以 用 其 他 方式 来 表达 存在 量化 ， 如 使 用 词语 “对 某 些 ”“ 至 
少 有 一 个 ”， 或 有”。 存 在 量化 3 xP(z) 可 读 做 
“有 一 个 z 工 满足 PC(z)” 
“至 少 有 一 个 工 满足 已 Cz)?” 
或 
“对 某 个 并 ，PCz)?” 
存在 量词 的 意义 总 结 如 表 1 第 二 行 所 示 。 我 们 用 例 14 一 16 说 明 存 在 量词 的 运用 。 
例 14 令 PCz) 表 示 语 句 “z 之 3”。 论 域 为 实数 集合 时 ， 量 化 命题 3zP(z) 的 真 值 是 什么 ? 
解 ” 因 为 “zx 二 3” 有 时 候 是 真 的 ， 比 如 在 x 二 4 时， 所 以 PCz) 的 存在 量化 即 3zP(z) 为 真 。 
本 
我 们 发 现 语句 卫 zP(z) 为 假 当 且 仅 当 论 域 中 没有 个 体 使 得 P(z) 为 真 。 也 就 是 说 ， 习 zP(Cz) 
为 假 当 且 仅 当 PC(z) 对 于 论 域 中 的 每 一 个 个 体 都 为 假 。 我 们 用 例 15 解释 该 发 现 。 
例 15 令 Q(z) 表 示 语 句 “z= 二 zx 十 1”。 论 域 是 实数 集 时 ， 量 化 命题 3 xQ(z) 的 真 值 是 什么 ? 
解 ” 因 为 对 每 个 实数 z+，Q(z) 都 为 假 ， 所 以 Q(z) 的 存在 量化 3 zQ(Cz) 为 假 。 4 


评注 通常 ， 我 们 会 做 一 个 隐 式 的 假设 ， 即 量词 的 论 域 均 为 非 空 的 。 如 果 论 域 为 空 ， 
那么 无 论 QCz) 是 什么 命题 函数 ， 当 论 域 为 空 时 论 域 中 没有 一 个 个 体能 使 QCz) 为 真 ， 
所 以 习 ZQ(Cz) 为 假 。 


当 论 域 中 的 所 有 元 素 可 以 一 一 列 出 时 ， 如 zi ，zs，…，z， 可 得 出 存在 量化 3 xP(x) 与 析 取 式 

P(x1)V P(xzs) VV P(x,) 
相同 ， 因 为 该 析 取 式 为 真 当 且 仅 当 P(z )，P(z )，…，P(Cz,) 中 至 少 一 个 为 真 。 

例 16 如 果 P(Cz) 是 语句 “ 袜 之 10”， 论 域 为 不 超过 4 的 正 整数 ，3 zxP(z) 的 真 值 是 什么 ? 

解 ” 由 于 论 域 为 {1，2，3，4}， 命题 了 3xP(z) 等 价 于 析 取 式 

P(1)V P(2) VP(3) V P(4) 
由 于 P(4) 即 “全 之 10? 为 真 ， 故 3zP(Cz) 为 真 。 中 

在 确定 量化 命题 的 真 值 时 ， 借 助 循环 与 搜索 来 思考 是 有 益 的 。 假 定 变量 z 的 论 域 中 有 ?7 个 
对 象 。 要 确定 VzxP(z) 是 否 为 真 ， 我们 可 以 对 z 的 个 值 循环 查看 PC(z) 是 否 总 是 真 。 如 果 遇 
到 工 的 一 个 值 使 PC(z) 为 假 ， 就 证 明 VY xzP(z) 为 假 ， 否 则 VY zxP(zx) 为 真 。 要 确定 3 xP(z) 是 否 为 
真 ， 我 们 循环 查看 zx 的 n 个 值 ， 搜 索 使 P(x) 为 真 的 z 值 。 如 果 找 到 一 个 ， 那么 习 xzP(zx) 为 真 ; 
如 果 总 也 找 不 到 这 样 的 zx， 则 判定 3zP(z) 为 假 。( 注 意 ， 当 论 域 有 无 穷 多 个 值 时 ， 这 一 搜索 过 
程 不 适用 。 不 过 以 这 种 方式 思考 量化 命题 的 真 值 仍 然 是 有 益 的 。) 

唯一 性 量词 ”我们 已 经 介绍 了 全 称 量词 和 存在 量词 。 它 们 是 数学 和 计算 机 科学 中 最 重要 的 
量词 。 然 而 ， 对 于 我 们 能 定义 的 不 同 量词 的 数量 是 没有 限制 的 ， 如 "恰好 有 2 个 ”、“ 有 不 超过 3 
个 ”“ 至 少 有 100 个 ”等 。 所 有 其 他 量词 中 最 常见 的 是 唯一 性 量词 ， 用 符号 31 或 31 表示 。 
3 ! xzP(x) (或 31zP(z)) 这 种 表示 法 是 指 “ 存 在 一 个 唯一 的 使 得 PC(z) 为 真 "。( 其 他 表示 唯一 
性 量词 的 词语 有 “恰好 存在 一 个 ”、“ 有 且 只 有 一 个 ”,) 比 如 ，3 1 x(lz 一 1 二 0)， 其 中 论 域 是 实数 
集合 ， 表 示 存 在 一 个 唯一 的 实数 xz 使 得 zx 一 1=0。 考 虑 到 我 们 能 够 用 前 边 学 过 的 量词 以 及 命题 
逻辑 来 表达 唯一 性 ( 见 1. 5 节 练 习 52) ， 所 以 唯一 性 量词 是 可 以 避免 使 用 的 。 通 常 ， 最 好 只 使 用 
存在 量词 和 全 称 量词 ， 这 样 就 可 以 使 用 这 些 量词 的 推理 规则 。 


1.4. 4 约束 论 域 的 量词 

在 要 限定 一 个 量词 的 论 域 时 经 常会 采用 简写 的 表示 法 。 在 这 个 表示 法 里 ， 变 量 必 须 满足 的 
条 件 直 接 放 在 量词 的 后 面 。 例 17 给 出 了 解释 。 我 们 还 会 在 2.1 节 描 述 涉及 集合 成 员 关系 的 表 
示 法 的 其 他 形式 。 

例 17 语句 VYz<0(z 习 >>0)，Vy 和 0( 曙 天 0)， 以 及 习 z>0( 对 王 2) 分 别 指 的 是 什么 意思 ， 
其 中 各 语句 的 论 域 都 为 实数 集 ? 
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解 ”语句 YZz<0( 忆 >0) 表 示 对 于 每 一 个 满足 zx<0 的 实数 有 盖 0。 也 就 是 说 ， 它 表示 
“一 个 负 实数 的 平方 为 正 数 ”。 这 个 语句 与 VzCz<0 一 乙 二 0) 等 价 。 

语句 VY y 关 0(y 关 0) 表 示 对 于 每 一 个 满足 y 关 0 的 实数 y 有 y’ 关 0。 也 就 是 说 ， 它 表示 “每 一 
个 非 零 实 数 的 立方 不 为 零 ”。 注 意 这 个 语句 等 价 于 VY >y(> 天 0 一 多 天 0) 。 

最 后 ， 语 句 了 xz>0( 妇 一 2) 表 示 存 在 一 个 满足 >>0 的 实数 > 有 xz’ 二 2。 也 就 是 说 ， 它 表示 
“有 一 个 2 的 平方 正 根 ”。 这 个 语句 等 价 于 3 z(z 宝 0 人 z=2)。 < 

注意 ， 全 称 量 化 的 约束 和 一 个 条 件 语 句 的 全 称 量化 等 价 。 比 如 ，VY zx 二 0(z 放 0) 是 表达 
VYZzCz<0 一 与 二 0) 的 另 一 种 方式 。 另 一 方面 ， 存 在 量化 的 约束 和 一 个 合 取 式 的 存在 量化 等 价 。 
比如 习 z>0( 于 王 2) 是 表达 了 z(z>0 人 习 王 2) 的 另 一 种 方式 。 


1.4.5 量词 的 优先 级 
量词 Y 和 3 比 命 题 演 算 中 的 所 有 逻辑 运算 符 都 具有 更 高 的 优先 级 。 比 如 ，VzP(z)VQ(Cz) 
是 VYzxP(z) 和 Q(z) 的 析 取 。 换 句 话说 ， 它 表示 (VY zxzP(z))V Q(z)， 而 不 是 Vx(P(x)V Q(x))。 


1.4.6 变量 绑 定 

当量 词 作 用 于 变量 二 时 ， 我 们 说 此 变量 的 这 次 出 现 为 约束 的 。 一 个 变量 的 出 现 被 称 为 是 自 
由 的 ， 如 果 没 有 被 量词 约束 或 设置 为 等 于 某 一 特定 值 。 命 题 函 数 中 的 所 有 变量 出 现 必 须 是 约束 
的 或 者 被 设置 为 等 于 某 个 特定 值 的 ,才能 把 它 转变 为 一 个 命题 。 这 可 以 通过 采用 一 组 全 称 量 
词 、 存 在 量词 和 赋值 来 实现 。 

逻辑 表达 式 中 一 个 量词 作用 到 的 部 分 称 为 这 个 量词 的 作用 域 。 因 此 ， 一 个 变量 是 自由 的 ， 
如 果 变 量 在 公式 中 所 有 限定 该 变量 的 量词 的 作用 域 之 外 。 

例 18 在 语句 了 3x(z 十 y= 二 1) 中 ， 变 量 z 受 存在 量词 3z 约束 ,但 是 变量 y 是 自由 的 ， 因 为 
它 没有 受 一 个 量词 约束 且 该 变量 没有 被 赋值 。 这 解释 了 在 语句 3x(x 十 y= 二 1) 中 ，z 是 受 约束 
的 ,而 y 是 自由 的 。 

在 语句 x(P(zx) 人 人 Q(z))V VzR(z) 中 ， 所 有 变量 都 是 受 约束 的 。 第 一 个 量词 3z 的 作用 
域 是 表达 式 P(x) 人 入 Q(x)， 因 为 3zxz 只 作用 于 语句 的 P(rz)A Q(x) 部 分 ， 而 非 其 余部 分 。 类 似 
地 ， 第 二 个 量词 Yz 的 作用 域 是 表达 式 R(z)。 也 就 是 说 ， 存 在 量词 绑 定 P(z) 人 Q(z) 中 的 变量 
Zz， 全 称 量词 Vz 绑 定 R(z) 中 的 变量 z+。 由 此 可 见 ， 由 于 两 个 量词 的 作用 域 不 重 释 ， 所 以 我 们 
可 以 用 两 个 不 同 的 变量 x 和 将 语句 写 为 3 x(P(zx) 人 Q(z))V Y yR(y)。 读 者 应 该 了 解 在 正常 
的 使 用 中 ， 经 常用 来 同一 个 字母 表示 受 不 同 量词 约束 的 变量 ， 只 要 其 作用 域 不 重生 的 。 4 


1.4.7 涉及 量词 的 逻辑 等 价 式 

在 1.3 节 我 们 介绍 了 复合 命题 逻辑 等 价 式 的 概念 。 我 们 可 将 这 个 概念 扩展 到 涉及 谓词 和 量 
词 的 表达 式 中 。 

所。 沙 及 谓词 和 量词 的 语句 是 逻辑 等 价 的 当 且 仅 当 无 论 用 什么 谓词 代入 这 些 语句 ， 也 
无 论 为 这 些 命题 函数 里 的 变量 指定 什么 论 域 ， 它 们 都 有 相同 的 真 值 。 我们 用 S 三 表示 涉及 谓 
词 和 量词 的 两 个 语句 S 和 T 丁 是 逻辑 等 价 的 。 

例 19 说 明了 如 何 证 明 两 个 涉及 谓词 和 量词 的 语句 是 逻辑 等 价 的 。 

例 19 证 明 VzCP(Czr)AQCGz)) 和 VYVzPCz)AYzQ(Cz) 是 逻辑 等 价 的 (这 里 始终 采用 同一 个 
论 域 ) 。 这 个 逻辑 等 价 式 表 明 全 称 量词 对 于 一 个 合 取 式 是 可 分 配 的 。 此 外 ， 存 在 量词 对 于 一 个 
析 取 式 也 是 可 分 配 的 。 然 而 ， 全 称 量词 对 析 取 式 是 不 可 分 配 的 ， 存 在 量词 对 合 取 式 也 是 不 可 分 
配 的 。( 见 练习 50 和 51) 

解 ” 为 证 明 这 两 个 语句 是 逻辑 等 价 的 ， 我 们 必须 证 明 ， 不 论 P 和 Q 是 什么 谓词 ， 也 不 论 
采用 哪个 论 域 ， 它们 总 是 具有 相同 的 真 值 。 假设 有 特定 的 谓词 P 和 Q， 以 及 一 个 共同 的 论 域 。 
我 们 可 以 通过 两 件 事 来 证 明 YV zxCP(z) 人 人 Q(z)) 和 YZzP(z) 人 VYzxQ(z) 是 逻辑 等 价 的 。 首先， 我 
们 证 明 如 果 YzxCP(z)A Q(z)) 为 真 ， 那么 VzxP(z) 人 人 YxQ(z) 为 真 。 其 次 ， 我们 证 明 如 果 
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VYxzPCzr)AYVYzQ(Cz) 为 真 ， 那 么 YzCPCz)A 人 QCz) ) 为 真 。 

因此 ， 假 设 VzCPCz) AQ(Gz)) 为 真 。 这 意味 着 如 果 a 在 论 域 中 ， 那么 PCa) 人 Q(a) 为 真 。 
所 以 ，P(a) 为 真 ， 且 Q(a) 为 真 。 因 为 对 论 域 中 每 个 个 体 P(a) 为 真 ， 且 Q(a) 为 真 都 成 立 ， 所 
以 我 们 可 以 得 出 结论 ，VYV xzP(z) 和 VY zxQ(z) 都 为 真 。 这 意味 着 Y xP(x) 人 Y XQ(z) 为 真 。 

接 下 来 ,假设 VYzxP(z) 人 VY xQ(z) 为 真 。 那 么 VzxP(zx) 为 真 ， 上 且 VYxQCz) 为 真 。 因 此 ， 如 
果 a 在 论 域 中 ， 那 么 P(a) 为 真 ， 且 Q(a) 为 真 [因为 P(z) 和 Q(z) 对 论 域 中 所 有 个 体 都 为 真 ， 所 
以 这 里 用 同一 个 a 的 值 不 会 有 矛盾 ]。 可 以 得 出 ， 对 于 所 有 的 a，P(a) 人 Q(a) 为 真 。 因 而 可 以 
得 出 YVzGCPCz) 和 Q(z)) 为 真 。 这 样 我 们 可 以 推出 结论 

Vzr(P(lz) A Q(z))=Y zrP(zr) MV zrQ(z) 本 


1.4.8 量化 表达 式 的 否定 
我 们 常会 考虑 到 一 个 量化 表达 式 的 和 否定。 例如， 考虑 下 面 语句 的 否定 
“ 班 上 每 个 学 生 都 学 过 一 门 微 积分 课 ” 
这 个 语句 是 全 称 量化 命题 ， 即 
VwP(tr) 
其 中 PCz) 为 语句 “z 学 过 一 门 微 积分 课 ”， 论 域 是 你 们 班 的 所 有 学 生 。 这 一 语句 的 否定 是 “并 非 
班 上 每 个 学 生 都 学 过 一 门 微 积 分 课 ”。 这 等 价 于 “ 班 上 有 个 学 生 没有 学 过 微 积 分 课 ”。 而 这 也 就 
是 原 命题 函数 否定 的 存在 量化 ， 即 
IwP(z) 
这 个 例子 说 明了 下 面 的 等 价 关 系 : 
-MiP(r) ed 

为 了 证 明 不 论 命题 函数 PCz) 是 什么 和 论 域 是 什么 YzP(Cz) 和 3 了 znPCz) 都 是 逻辑 等 价 
的 。 首 先 ， 注 意 ” YzP(Cz) 为 真 当 上 且 仅 当 VzP(Cz) 为 假 。 其 次 ,注意 YVzP(Cz) 为 假 当 且 仅 当 论 
域 中 有 一 个 个 体 工 使 PCz) 为 假 。 它 成 立 当 且 仅 当 论 域 中 有 一 个 个 体 工 使 7P(Cz) 为 真 。 最 后 ， 
注意 论 域 中 有 一 个 个 体 z 使 -P(xz) 为 真 当 且 仅 当 3 za-P(z) 为 真 。 将 这 些 步骤 综合 起 来 ， 可 以 
得 出 结论 -VzxP(z) 为 真 当 且 仅 当 3 znP(z) 为 真 。 于 是 得 出 结论 VYzxP(z) 和 znP(z) 是 逻辑 
等 价 的 。 

假定 我 们 要 想 否 定 一 个 存在 量化 命题 。 例 如 ， 考 虑 命题 “ 班 上 有 一 个 学 生 学 过 一 门 微 积分 
课 ” 就 是 存在 量化 命题 

3 zxQ(z) 
其 中 Q(z) 为 语句 “z 学 过 一 门 微 积分 课 ”。 这 和 句 话 的 否定 是 命题 “并 非 班 上 有 个 学 生 学 过 微 积 分 
课 ”。 这 等 价 于 “ 班 上 每 个 学 生 都 没 学 过 微 积分 课 ?”， 这 也 就 是 原 命题 函数 的 否定 的 全 称 量化 ， 
或 用 量词 语言 表示 为 
Vx Q(x) 
这 个 例子 说 明了 等 价 式 
rr Y ziQR) 

为 了 证 明 无 论 Q(z) 和 论 域 是 什么 , 上 3zQGCz) 和 VYznmQGCz) 是 逻辑 等 价 的 。 首 先 注意 
3zQ(z) 为 真 当 上 且 仅 当 3zQ(Cz) 为 假 。 而 这 个 为 真 当 且 仅 当 论 域 中 没有 工 使 QCz) 为 真 。 其 
次 ， 注 意 论 域 中 没有 工 使 QCz) 为 真 当 且 仅 当 QCz) 对 论 域 中 的 每 个 z 都 为 假 。 最 后 ， 注 意 QCz) 
对 论 域 中 每 个 二 都 为 假 当 上 且 仅 当 7Q(Cz) 对 论 域 中 所 有 xz 都 为 真 ， 而 它 成 立 当 且 仅 当 Y zx-Q(zx) 
为 真 。 将 这 些 步骤 综合 起 来 ， 我 们 看 到 了 zQ(Cz) 为 真 当 且 仅 当 VYxznQGCz) 为 真 。 我 们 得 出 结 
论 : 3zQCz) 和 VYznQ(Cz) 是 逻辑 等 价 的 。 

量词 否定 的 规则 称 为 量词 的 德 ， 摩根 律 。 这 些 规则 总 结 见 表 2。 
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表 2 量词 的 德 * 摩根 律 
否定 何 时 为 假 

-1 3zP(z) 对 每 个 z，P(z) 为 候 有 xz， 使 PCz) 为 真 

J VzP(z) 3z-~P(z) 有 zz 使 P(z) 为 假 对 每 个 z，P(z) 为 真 
评注 ” 当 谓词 PCz) 的 论 域 包含 站 个 个 体 时 ， 其 中 对 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 用 于 量化 
命题 否定 的 规则 和 1. 3 节 讨 论 的 德 。 摩 根 律 完全 相同 。 这 就 是 为 什么 这 些 规则 称 为 量 
词 的 德 。 摩根 律 。 当 论 域 有 nn 个 元 素 X，Xxs，…，X, 时 ,了 J] YXP(z) 与 4-(P(zx) 人 人 
P(z)A…APCz)) 相 同 ， 而 由 德 。 摩 根 律 ， 后 者 等 价 于 ]P(Cz)VDP(Czr)V… 
V-~ P(xz,)， 该 式 又 等 同 于 x P(xz)。 类 似 地 ，-- 3 xP(x) 与 4(P(zx1)VP(z)V 
V P(xz,)) 相 同 ， 由 德 。 摩根 律 ， 后 者 等 价 于 -PCz1) 人 4PCzs) 八 … AJPCz,)， 该 式 又 
等 同 于 VzxJP(z)。 


我 们 在 例 20 和 例 21 中 来 解释 量化 命题 的 否定 。 

例 20 语句 “有 一 个 诚实 的 政治 家 ”和 “所 有 美国 人 都 吃 芝士 汉堡 ”的 否定 是 什么 ? 

解 令 (xz) 表示“z 是 诚实 的 "。 则 语句 “有 一 个 诚实 的 政治 家 ”可 以 用 xH(z) 来 表示 ， 
其 中 论 域 是 所 有 政治 家 。 这 个 语句 的 否定 是 43 XH(z)， 它 等 价 于 Vx-jH(z)。 这 个 否定 可 以 
表达 为 “每 个 政治 家 都 是 不 诚实 的 。”( 注 意 ， 在 自然 语言 中 ， 语句 “所 有 政治 家 是 不 诚实 的 ”是 有 
点 含糊 的 。 按 通常 用 法 ， 这 个 语句 通常 意味 着 “并 不 是 所 有 的 政治 家 都 是 诚实 的 >”。 因 此 ， 我 们 
不 用 这 个 语句 表达 它 的 否定 。) 

令 C(z) 为 “x 吃 芝士 汉堡 "*。 则 语句 “所 有 美国 人 都 吃 芝士 汉堡 "可 以 用 VY xC(z) 来 表示 ， 其 
中 论 域 是 所 有 美国 人 。 这 个 语句 的 否定 是 YzC(z)， 它 等 价 于 了 xz CCz)。 这 个 否定 可 以 有 几 
种 不 同 的 表达 方式 ， 包 括 “ 一 些 美国 人 不 吃 芝 士 汉 堡 ” 和 “有 一 个 美国 人 不 吃 芝士 汉堡 ”。 本 

例 21 语句 Yz(z>>z) 和 了 zz(z 一 2) 的 否定 是 什么 ? 

解 Vz( 忆 >z) 的 否定 是 语句 Yz( 忆 >z)， 它 等 价 于 了 z ( 忆 盖 z)。 这 个 表达 式 可 以 重 
写 为 3z(z 和 z)。 而 3z(z 一 2) 的 否定 是 语句 了 3z(z2 一 2)， 它 等 价 于 Yxzn (天 一 2) 。 这 个 表 
达 式 可 以 重 写 为 YV zx(z* 关 2)。 当 然 这 些 语句 的 真 值 还 取决 于 论 域 。 S| 

在 例 22 中 我 们 要 用 到 量词 的 德 . 摩根 律 。 

例 22 证 明 JjYxCP(z) 一 Q(z)) 和 x(P(zx) 和 人 -Q(z)) 是 逻辑 等 价 的 。 

解 ” 由 全 称 量 的 词 德 * 摩根 律 ， 我们 知道 Jj VYzx(P(z) 一 Q(z)) 和 jzxm(P(z) 一 Q(z))) 是 
逻辑 等 价 的 。 由 1. 3 节 表 7 中 第 5 个 逻辑 等 价 式 ， 我 们 知道 对 每 个 xz， (P(xz) 一 Q(z)) 和 
P(z) 人 5DQCz) 是 逻辑 等 价 的 。 因 为 在 一 个 逻辑 等 价 式 中 可 以 用 一 个 逻辑 等 价 的 表达 式 蔡 换 另 
外 一 个 ， 所 以 可 以 得 出 YzCPCz)~QCz)) 和 3 了 zCPCz) AQGCz)) 是 逻辑 等 价 的 。 a 


1.4.9 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 

将 汉语 (或 其 他 自然 语言 ) 语 句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 这 在 数学 、 逻 辑 编程 、 人 工 智能 、 软 件 
工程 以 及 许多 其 他 学 科 中 是 一 项 重要 的 任务 。 我 们 在 1.1 节 中 就 开始 学 习 这 个 主题 ， 那 里 我 们 
用 命题 将 语句 表示 为 逻辑 表达 式 。 那 时 ， 我 们 特意 回避 需要 用 谓词 和 量词 来 翻译 语句 。 当 和 需 用 
到 量词 时 ， 语 句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 会 变 得 更 复杂 。 再 者 ， 翻 译 一 个 特定 的 语句 可 以 有 许多 种 
方式 。( 因 此 ， 没 有 “菜谱 ? 式 的 方法 可 供 你 按部就班 地 学 习 。) 我 们 会 给 出 一 些 例子 说 明 如 何 将 
汉语 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 翻 译 的 目标 是 生成 简单 而 有 用 的 逻辑 表达 式 。 本 节 我 们 只 局 限于 
讨论 这 样 的 语句 ， 可 只 用 单个 量词 将 其 翻译 成 逻辑 表达 式 。 下 一 节 会 讨论 一 些 更 复杂 的 需要 多 
个 量词 的 语句 。 

例 23 使 用 谓词 和 量词 表达 语句 “ 班 上 的 每 个 学 生 都 学 过 微 积 分 ”。 

解 首先 ， 我 们 重 写 该 语句 使 得 我 们 能 很 清楚 地 确定 所 要 使 用 的 合适 的 量词 。 重 写 后 
可 得 : 
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“对 班 上 的 每 一 个 学 生 ， 该 学 生 学 过 微 积 分 。” 
接着 ， 引 入 变量 zx， 语句 就 变 成 

“对 班 上 的 每 一 个 学 生 xz，z 学 过 微 积 分 。” 
然后 ， 引 入 谓词 CCz) ， 表 示 语 句 “z 学 过 微 积 分 ”。 因 此 ， 如 果 zz 的 论 域 是 班 上 的 学 生 ， 我 们 
可 以 将 语句 翻译 为 Y zxC(z)。 

然而 ， 还 有 其 他 正确 的 翻译 方法 ， 并 可 使 用 不 同 的 论 域 和 其 他 谓词 。 具 体 选 择 什 么 方法 取 
决 于 后 续 要 进行 的 推理 。 例 如 ， 我 们 可 能 对 更 广泛 的 人 和 群 而 非 仅仅 是 班 上 的 学 生 感 兴趣 。 如 果 
将 论 域 改 成 所 有 人 ， 则 我 们 需要 将 语句 表达 成 

“对 每 个 人 xz， 如 果 zz 是 班 上 的 学 生 ， 那 么 xz 学 过 微 积 分 。” 

如 果 SCz) 表 示 语 句 工 在 这 个 班 上 ， 则 我 们 的 语句 可 表达 为 Vz(SCz) 一 C(Cz))。[ 小 心 : 语 
句 不 能 表达 为 Yz(CSGCz)ACGCz))， 因 为 这 句 话说 的 是 所 有 人 都 是 这 个 班 上 的 学 生 并 且 学 过 微 
积分 。] 

最 后 ， 如 果 我 们 对 学 生 除 微 积分 之 外 的 其 他 主 修 课 程 感 兴趣 ， 我们 可 以 倾向 于 使 用 双 变 量 
谓词 5?QCz，y) 表 示 语 名 "学生 工学 过 课程 y>”。 这 样 在 上 述 两 种 方法 中 我 们 就 要 把 CCz) 替 换 成 


QCz， 微 积分 )， 得 到 VYZQCz， 微 积 分 ) 或 YZz(S(z)—Q(x, 微 积 分 ))。 本 
在 例 23 中 我 们 展示 了 用 谓词 和 量词 表达 同一 语句 的 不 同方 法 。 不 过 ， 我 们 总 是 应 该 采用 
最 有 利于 后 续 推理 的 最 简单 的 方法 。 


例 24 用 谓词 和 量词 表达 语句 “这 个 班 上 的 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”和 “这 个 班 上 的 每 个 学 生 
或 去 过 加 拿 大 ， 或 去 过 墨西哥 。” 

解 ” 语句“ 这 个 班 上 的 某 个 学 生 去 过 墨西哥 ”的 意思 是 

“在 这 个 班 上 有 个 学 生 ， 他 去 过 墨西哥 ”。 

引入 变量 zx， 因此 语句 变 成 

“在 这 个 班 上 有 个 学 生 x，z 去 过 墨西哥 。” 
引入 谓词 MCz) 表 示 语 句 “z 去 过 墨西哥 ”。 如 果 工 的 论 域 是 这 个 班 上 的 学 生 ， 我 们 就 可 以 将 第 
一 个 语句 翻译 为 j zM(zx)。 

然而 ， 如 果 我 们 对 这 个 班 上 学 生 以 外 的 人 感 兴趣 ， 这 个 语句 看 起 来 就 会 有 些 不 同 。 语 句 可 
表达 为 

“有 这 样 一 个 人 工具 有 这 样 的 特性 : xz 是 这 个 班 的 学 生 ， 并 且 z 去 过 墨西哥 。” 
在 这 种 情况 下 ，z 的 论 域 是 所 有 人 ， 我 们 引入 谓词 SCz) 表 示 语 句 “z 是 这 个 班 上 的 一 个 学 生 ”。 
答案 就 变 成 了 了 z(SCz) 人 MGCz))， 因 为 它 表 示 有 某 个 人 工 他 是 这 个 班 上 的 学 生 并 且 去 过 墨 西 
哥 。[ 小 心 : 语句 不 能 表示 为 3z(SCz) 一 MGCz))， 它 表示 当 有 一 个 人 不 在 这 个 班 里 时 也 是 真 
的 ， 因 为 在 这 种 情况 下 ， 对 这 样 的 Tz，S(z) 一 M(z) 就 变 成 fF>T 或 者 F>F， 两 个 都 是 真 的 。] 

类 似 地 ， 第 二 个 语句 可 以 表示 成 

“对 于 在 这 个 班 上 的 每 一 个 xz, zx 具有 这 样 的 特性 : zx 去 过 加 拿 大 或 x 去 过 墨西哥 ”。 

(注意 : 我 们 假设 这 里 的 或 是 兼 或 而 非 不 可 兼 的 。) 我 们 令 C(z) 表 示 语 句 “z 去 过 加 拿 大 ”。 
由 前 面 的 推理 ， 如 果 z 的 论 域 是 这 个 班 的 学 生 ， 则 第 二 个 语句 可 以 表达 为 Vx(C(z)V M(x))。 
然而 ， 如 果 z 的 论 域 是 所 有 人 ， 我 们 的 语句 就 可 以 表示 成 : 

“对 于 每 一 个 人 x， 如 果 z 在 这 个 班 ， 则 z 去 过 加 拿 大 或 x 去 过 墨西哥 ”。 
此 时 ， 语 名 表示 成 Yz(CSCz) 一 (CCz) V MGCz))) 。 

除了 分 别 使 用 谓词 MCz) 和 C(Cz) 来 表示 z 去 过 墨西哥 和 工 去 过 加 拿 大 外 ， 我 们 还 可 以 使 用 两 个 
变量 谓词 V(xz，y) 表 示 “z 去 过 y 国家 ”。 这 样 ，V(z， 墨 西 哥 ) 和 V(z， 加 拿 大 ) 具 有 与 M(x) 和 CCz) 
相同 的 意思 并 可 以 用 来 替代 它们 。 如 果 我 们 要 处 理 的 语句 涉及 人 们 去 过 不 同 的 国家 ， 我 们 可 以 倾向 


日 、 原 文 为 量词 ， 有 误 。 应 该 是 谓词 。 一 一 译 者 注 


于 使 用 这 种 双 变 量 的 方法 。 否 则 为 了 起 见 简单 ， 我 们 可 以 坚持 用 一 个 变量 谓词 MCz) 和 CCz)。 4 


1.4.10 系统 规范 说 明 中 量词 的 使 用 
在 1. 2 节 我 们 用 命题 来 表示 系统 规范 说 明 。 然 而 ， 许 多 系统 规范 说 明 涉 及 谓词 和 量词 。 这 
在 例 25 中 予以 说 明 。 
例 25 用 谓词 和 量词 表达 系统 规范 说 明 “ 每 封 大 于 1MB 的 邮件 会 被 压缩 ”和 “如 果 一 个 用 户 
处 于 活动 状态 ， 那 么 至 少 有 一 条 网 络 链 路 是 有 效 的 ”。 
| 解 令 S(m，y) 表 示 “ 邮 件 m 大 于 yMB”， 其 中 变量 xz 的 论 域 是 所 有 邮件 ， 变 量 y 是 一 个 
正 实数 ; 令 C(mw 表 示 “ 邮 件 m 会 被 压缩 *"。 那 么 规范 说 明 “ 每 封 大 于 1MB 的 邮件 会 被 压缩 ”可 以 
表达 为 Ym(SCm,，1) 一 C(m))。 
令 A(w) 表 示 “ 用 户 w 处 于 活动 状态 x?， 其 中 变量 的 论 域 是 所 有 用 户 ; 令 S(n，z) 表 示 “ 网 
络 链 路 nn 处 于 xz 状态 ”， 其 中 的 论 域 是 所 有 网 络 链 路 ，z 的 论 域 是 网 络 链 路 所 有 可 能 的 状态 。 
那么 规范 说 明 “ 如 果 用 户 处 于 活动 状态 ， 那 么 至 少 有 一 个 网 络 链 路 有 效 ” 可 以 表达 为 
juA(u) 一 jnS(n， 有 效 ) S| 


1.4.11 选 自 路 易 斯 卡 罗 尔 的 例子 
路 易 斯 ， 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) (实际 上 是 C.L. Dodgson 的 笔名 ) 是 《爱丽 丝 漫游 仙境 》 
(Alice in Wonderland) 的 作者 ， 也 是 几 本 论述 符号 逻辑 书籍 的 作者 。 他 的 书 中 含有 大 量 涉及 量 
词 推 理 的 例子 。 例 26 和 27 选 自 他 的 《符号 逻辑 》(Symbolic logic) 一 书 ; 选 自 该 书 的 其 他 例子 放 
在 本 节 末 的 练习 中 了 。 这 些 例子 说 明 怎 样 用 量词 来 表示 各 种 类 型 的 语句 。 
例 26 考虑 下 面 这 些 语句 。 其 中 前 面 两 句 称 为 前 提 (premise)， 第 三 句 称 为 结论 
Cconlusion) 。 合 在 一 起 作为 一 个 整体 称 为 是 一 个 论证 (argument) 。 
“所 有 狮子 都 是 凶猛 的 。” 
“有 些 狮子 不 喝 咖 啡 。 
“有 些 凶 猛 的 动物 不 喝 咖啡 。 
(1.6 节 我 们 将 讨论 判定 结论 是 否 为 前 提 的 有 效 推 论 问 题 。 就 本 例 而 言 ， 结 论 是 有 效 的 。) 
令 P(z)、Q(z) 和 R(x) 分别 为 语句 “z 是 狮子 ”"“z 是 凶猛 的 "和 “zz 喝 咖啡 ”>。 假 定论 域 是 所 有 
动物 的 集合 ， 用 量词 及 P(x)、Q(z) 和 R(x) 表示 上 述 论证 中 的 语句 。 
解 ” 我 们 可 以 将 这 些 语句 表示 为 : 
VYZzCPCz) 一 QCz)) 
jz P(xz) AJR(z)) 
I iQCr) MARGE 


us 加 


查尔斯 . 勒 特 威 克 ， 道奇 森 (Charles Lutwidge Dodgson，1832 一 1898) ”我们 是 从 
他 的 文学 作品 中 用 的 笔名 路 易 斯 ， 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 认识 查尔斯 。 道 奇 森 
(Charles Dodgson) 的 。 道 奇 森 是 牧师 的 儿子 ， 在 11 个 子女 中 排行 第 三 ， 这 11 个 孩子 
全 是 结巴 。 在 成 年 人 的 包围 下 他 常常 感到 不 安 ， 据 说 他 只 有 和 年 轻 女孩 说 话 才 不 结 
巴 ， 他 和 她 们 玩 夏 、 和 她 们 通信 、 为 她 们 拍照 (有 了 时候 拍照 的 姿势 在 现在 看 来 是 不 合 
适 的 ) 。 尽 管 他 对 女孩 很 有 吸引 力 ， 但 道奇 森 是 一 个 严肃 清教徒 并 忠于 宗教 信仰 。 他 
与 迪 安 ， 利 德尔 (Dean Liddell) 的 三 个 女儿 的 友谊 促使 他 写成 《爱丽 丝 漫游 仙境 》， 而 这 
本 书 为 他 赢得 了 金钱 和 名 声 。 

道奇 森 于 1854 年 毕业 于 牛津 大 学 并 于 1857 年 获得 文学 硕士 学 位 。1855 年 他 被 任命 为 牛津 大 学 基督 
学 院 (Christ Church College) 的 数学 讲师 。1861 年 英格兰 教会 委任 他 以 圣 职 ， 但 他 从 来 没有 实际 履 职 。 他 
以 真名 发 表 的 著作 包括 有 关 几 何 、 行 列 式 以 及 竞赛 和 选举 中 的 数学 问题 等 的 论文 和 书籍 。( 他 还 以 笔名 路 
易 斯 。 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 写 过 许多 关于 娱乐 性 逻辑 的 作品 。) 
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注意 ， 第 二 句 不 能 写成 3z(CP(Cz)-~5RCz))。 原 因 是 当 <*z 不 是 狮子 时 忆 (z) 一 5-RCz) 总 是 真 
的 ， 这 样 只 要 有 一 只 动物 不 是 狮子 ，3 x(P(zx) 一 4R(Z)) 就 为 真 ， 即 使 所 有 狮子 都 喝 咖啡 也 是 
如 此 。 类 似 地 ， 第 三 句 也 不 能 写成 

Iz(Q(z) R(T 本 

例 27 考虑 下 面 的 语句 ， 其 中 前 3 个 语句 为 前 提 ， 第 4 个 语句 为 有 效 结论 。 

“所 有 蜂鸟 都 是 五 彩 斑 凋 的 。” 

“没有 大 型 鸟 类 以 蜜 为 生 。?” 

“不 以 蜜 为 生 的 鸟 都 是 色彩 单调 的 。” 

“蜂鸟 都 是 小 鸟 。” 
令 P(xz)、Q(z)、R(z) 和 SCz) 分 别 为 语句 “z 是 蜂鸟 “、“z 是 大 的 ”"、“z 以 蜜 为 生 ” 和 “xz 是 五 彩 
斑 澜 的 "。 假 定论 域 是 所 有 鸟 的 集合 ， 用 量词 及 P(z)、Q(Cz)、RCz) 和 SCz) 表 示 上 述 论 证 中 的 


语句 。 
解 ” 可 以 把 论证 中 的 语句 表示 为 
Vat P(r =S(7) 
局 了 zCQCz) A R(z)) 
V Z(DRCz) 一 有 SCZz)) 
Vzr(P(z)—>- Q(z)) 
(注意 ,我 们 假定 “小 ”就 是 “不 大 ”,“ 色 彩 单调 ”就 是 “不 五 彩 斑 泣 ”"。 为 证 明 第 四 条 语句 是 前 三 
条 语句 的 有 效 结论 ， 我们 需要 用 到 将 在 1. 6 节 中 讨论 的 推理 规则 .) 4 


1.4. 12 逻辑 程序 设计 

有 一 类 重要 的 程序 设计 语言 使 用 谓词 逻辑 的 规则 进行 推理 。Prolog(Programming in Logic 
的 缩写 ) 就 是 其 一 ， 该 语言 由 人 工 智 能 领域 的 计算 机 科学 家 在 20 世纪 70 年 代 开 发 。Prolog 程 
序 包 括 一 组 声明 ， 其 中 包括 两 类 语句 : Prolog 事实 和 Prolog 规则 。Prolog 事实 通过 指定 那些 满 
足 谓词 的 元 素来 定义 谓词 。Prolog 规则 使 用 Prolog 事实 定义 好 的 那些 谓词 来 定义 新 的 谓词 。 例 
28 解释 这 些 概 念 。 

例 28 考虑 一 个 Prolog 程序 ， 它 给 出 的 事实 是 每 门 课程 的 教师 和 学 生 注册 的 课程 。 程 序 
使 用 这 些 事实 来 回答 有 关 给 特定 学 生 上 课 的 教授 的 查询 。 这 样 的 程序 可 使 用 谓词 instructor 
(p，c) 和 enrolled(s，c) 分 别 表示 教授 p 是 讲授 课程 c 的 老师 及 学 生 * 注册 课程 c<。 例 如 ， 此 程 
序 中 的 Prolog 事实 可 能 包含 : 


instructor(chan, math273) 
instructor(patel, ee222) 
instructor(grossman, cs301) 
enrolled(kevin, math273) 
enrolled(juana, ee222) 
enrolled(juana, cs301) 
enrolled(kiko, math273) 
enrolled(kiko, cs301) 


(这 里 用 小 写字 母 表示 输入 项 ，Prolog 把 以 大 写字 母 开 始 的 名 字 当 做 变量 .) 

一 个 新 的 谓词 teaches(p，s) 表 示 教 授 p 教学 生 s， 可 以 用 Prolog 规则 来 定义 : 

teaches(P, S) : — instructor(P, C), enrolled(S, C) 
上 述 语句 意味 着 如 果 存 在 一 门 课程 <， 使 得 教授 p 是 课程 c 的 老师 ， 而 学 生 ;注册 课程 <， 则 
teaches(p，5s) 为 真 。( 注 意 ， 在 Prolog 中 逗号 用 于 表示 谓词 的 合 取 。 类 似 地 ， 分 号 用 于 表示 谓 


词 的 析 取 。) 
Prolog 使 用 给 定 的 事实 和 规则 回答 查询 。 例 如 ， 使 用 上 述 的 事实 和 规则 ， 查 询 


| 
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? enrolled(kevin, math273) 


生成 应 答 
Yes 
因为 事实 enrolled(kevin，math273) 是 输入 。 查 询 
? enrolled(X, math273) 
生成 应 答 
kevin 
kiko 
要 生成 上 面 的 应 答 ，Prolog 判断 使 得 enrolled(X，math273) 包 含 在 Prolog 事实 中 的 所 有 可 能 的 
和 值 。 类 似 地 ， 要 查找 到 给 Juana 所 选课 程 上 课 的 所 有 教授 ， 我 们 用 查询 


? teaches(X, juana) 


这 个 查询 返回 
patel 
grossman 本 
练习 
1. 令 P(z) 表 示 语 句 “z 和 4。 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a) P(0) b) P(4) c)P(6) 
2. 令 PCz) 表 示 语 名 “单词 zx 含 字母 a。” 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a) P(orange) b) Pl(lemon) 
c¢) P(true) d) PCfalse) 
3. 令 QCz，y) 表 示 语 名 “zz 是 y 的 首府 ." 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 
a)Q( 丹 佛 ， 科 罗拉 多 ) b)Q( 底 特 律 ， 密 吹 根 ) 
c)Q( 马 萨 诸 塞 ， 波士顿 ) d)Q( 纽 约 ， 纽约 ) 
4. 给 出 执行 证 PCz)then z :=1 语句 以 后 xz 的 值 ， 其 中 P(z) 为 语句 “z>1”， 如 果 执 行 到 上 述 语 句 时 z 的 
值 是 : 
a) 工 一 0 b)z=1 c)Z 一 2 
5. 令 P(z) 为 语句 “z 在 每 个 工作 日 都 花 5 个 多 小 时 上 课 ”， 其 中 工 的 论 域 是 全 体 学 生 。 用 汉语 表达 下 列 各 
量化 式 。 
a) 3 xzP(z) b) YVzP(Cz) 
c) 3 zi P(z) d) VY xz-P(z) 
6. 令 NGCz) 为 语句 “z 已 经 去 过 北 达 科 他 ”， 论 域 是 你 所 在 学 校 的 所 有 学 生 。 用 汉语 表达 下 列 各 量化 式 。 
a) J ZN(z) b) VY zN(z) CI rNGz) 
d) 3 za N(xz) ee) VzN(z) f) VY za N(z) 
7. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 ， 其 中 CCz) 是 “z 是 一 个 喜剧 演员 ”，F(z) 是 “z 很 有 趣 ”， 论 域 是 所 有 人 。 
a) YZz(C(CZz) 一 下 (zz)) b) Vz(CCCz) A F(z)) 
IzC(z)— F(z)) d) 习 ZCCCz) AF(z)) 
8. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 ， 其 中 R(z) 是 “z 是 一 只 兔子 ”，H(z) 是 “zx 跳跃 ”， 论 域 是 所 有 动物 。 
a) Vr(R(rT)—>H(z)) b) VzCR(z) A H(z)) 
c) IzR(z)—> H(z)) d) jz(R(z) A H(z)) 


9. 令 P(z) 为 语句 “z 会 说 俄语 ?"，Q(z) 为 语句 “zx 了解 计算 机 语言 C 十 十 ”。 用 P(z)、Q(Cz)、 量 词 和 逻辑 
联结 词 表 示 下 列 各 句子 。 量 词 的 论 域 为 你 校 全 体 学 生 的 集合 。 
a) 你 校 有 个 学 生 既 会 说 俄语 又 了 解 C 十 十 。 
b) 你 校 有 个 学 生 会 说 俄语 但 不 了 解 C 十 十 。 
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中 你 校 所 有 学 生 或 会 说 俄语 或 了 解 C 十 十 。 
d) 你 校 没 有 学 生 会 说 俄语 或 了 解 C 十 十 。 


. 令 CGCz) 为 语句 “z 有 一 只 猎 ”，D(x) 为 语句 “zx 有 一 只 狗 ”， F(x) 为 语句 “z 有 一 只 雪 巍 ”"。 用 CCz)、 


D(z)、F(z)、 量 词 和 人 逻辑 联结 词 表达 下 述 语句 。 令 论 域 为 你 班 上 的 所 有 学 生 。 
a) 班 上 的 一 个 学 生 有 一 只 猫 、 一 只 狗 和 一 只 雪 巍 。 

b) 班 上 的 所 有 学 生 有 一 只 猫 、 一 只 狗 或 一 只 雪 巍 。 

中 班 上 的 一 些 学 生 有 一 只 猫 和 一 只 雪 巍 ,但 没有 狗 。 

由 班 上 没有 学 生 同 时 有 一 只 猫 、 一 只 狗 和 一 只 雪 貂 。 

e) 对 猫 、 狗 和 雪 狠 这 三 种 动物 的 任意 一 种 ， 班 上 都 有 学 生 将 其 作为 宠物 。 

令 P(z) 为 语句 “zx 二 xz*”。 如 果 论 域 是 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 











a) P(0) b) P(1) PC2) 

aPC) e) jzP(z) NY cPCT 

令 Q(z) 为 语句 “zx 十 1 二 2z”。 如 果 论 域 为 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 

a) Q(0) b)Q(—1) CQ(1) 

d) Jj zxQz) €) YZQCZ) f) 3 wx" QC6r) 

g) VYV XQCT) 

如 果 论 域 为 整数 集合 ， 判 断 下 列 各 语句 的 真 值 。 

a) Ynlntl1>n) b) jn(2n= 3n) 

c) Jn(n=—n) d) Vn(3n<4n) 

如 果 论 域 为 实数 集合 ， 判 断 各 语句 的 真 值 。 

a) Iz(z =—1) b) jz(r<zr’) 
Vr((—z)’=zx’) d) VY x(27r>7) 

如 果 所 有 变量 的 论 域 为 整数 集合 ， 判 断 各 语句 的 真 值 。 

a) Vn(n’: 0) b) jnn’: 一 2) 

CO VY n(n 过 7) b) I nn <=<0) 

如 果 每 个 变量 的 论 域 都 为 实数 集合 ， 判 断 下 列 各 语句 的 真 值 。 

a) I x(x =2) b) 了 3z(z: 一 一 1) 

c) Yz(zz 十 2 志 1) d) Vz(Czz 尖 工 ) 

假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 0、1、2、3 和 4。 使 用 析 取 、 合 取 和 和 否定 写 出 下 列 命题 。 
a) J xzP(z) b) VY zP(z) c) 3 za Pz) 

d) V zaP(z) e)- 3zP(z) f)- VY rzP(z) 

假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 一 2、 一 1、0、1 和 2。 使 用 析 取 、 合 取 和 否定 写 出 下 列 命题 。 
a) dPp(z) b) VY zP(Zz) 6 enP(ny 

d) VY xz-P(z) e€)- IzP(z) D5 YPlay 

假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 1、2、3、4 和 5。 使 用 析 取 、 合 取 和 否定 (而 不 使 用 量词 ) 表 达 下 列 
语句 。 

a IAP byYVxwP(z) 

¢)- IzP(z) d)- VzxP(z) 


OV zr P(E Y dP(r) 


假设 命题 函数 P(z) 的 论 域 为 整数 一 5、 一 3、 一 1、1、3 和 5。 使 用 析 取 、 合 取 和 和 否定 (而 不 使 用 量词 ) 
表达 下 列 语 句 。 

a) Jj xzP(z) b) VzP(z) Vzr((zrA1)—=P(z)) 

d) Ij zx((z0) A P(x)) DDIMN VE r= P(r 
找 出 使 下 列 语句 分 别 为 真 和 假 的 相应 的 论 域 。 

a) 每 一 个 人 都 在 学 离散 数学 。 b) 每 一 个 人 的 年 龄 都 超过 21 岁 。 

c) 每 两 个 人 都 有 相同 的 妈妈 。 d) 没 有 两 个 不 同 的 人 有 相同 的 祖母 。 


找 出 使 下 列 语句 分 别 为 真 和 假 的 相应 的 论 域 。 
a) 每 一 个 人 都 说 印 地 语 。 b) 有 某 个 人 的 年 龄 超过 21 岁 。 
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24. 


25. 
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c) 每 两 个 人 都 有 相同 的 名 字 (first name) 。 d) 某 个 人 认识 两 个 以 上 的 其 他 人 。 
使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 以 两 种 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 首 先 ， 令 论 域 为 班 上 的 
学 生 ; 其 次 ， 令 论 域 为 所 有 人 。 

a) 班 上 有 人 会 说 印 地 语 。 b) 班 上 的 每 个 人 都 很 友好 。 

c) 班 上 有 个 学 生 不 是 出 生 在 加 利 福 尼 亚 。 d) 班 上 有 个 学 生 曾 演 过 电影 。 

e) 班 上 没有 学 生 上 过 逻辑 编程 课程 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 以 两 种 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 首 先 ， 令 论 域 为 班 上 的 
学 生 ; 其 次 ， 令 论 域 为 所 有 人 。 

a) 班 上 的 每 个 学 生 都 有 移动 电话 。 b) 班 上 的 某 个 学 生 曾 看 过 外 国 影片 。 
©) 班 上 的 某 个 学 生 不 会 游泳 。 d) 班 上 的 所 有 学 生 都 会 求解 二 次 方程 。 
e) 班 上 的 某 个 学 生 不 想 变 富 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 

a) 没 有 人 是 完美 的 。 b) 不 是 每 个 人 都 是 完美 的 。 

中 你 的 所 有 朋友 都 是 完美 的 。 由 你 的 某 个 朋友 是 完美 的 。 

e) 每 个 人 都 是 你 的 朋友 并 且 是 完美 的 。 

f) 不 是 每 个 人 都 是 你 的 朋友 或 有 人 并 不 是 完美 的 。 

通过 改变 论 域 并 使 用 带 有 一 个 或 两 个 变量 的 谓词 ， 以 三 种 不 同 的 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 
a) 学 校 中 的 某 个 人 去 过 乌兹别克 斯 坦 。 b) 班 上 的 每 个 人 都 学 过 微 积分 和 C 十 十 。 
ce) 学校 里 没有 人 同时 拥有 摩托 车 和 自行 车 。 d) 学 校 里 有 某 个 人 不 快乐 。 

e) 学 校 里 的 每 个 人 都 生 于 20 世纪 。 

通过 改变 论 域 并 使 用 带 有 一 个 或 两 个 变量 的 谓词 ， 以 三 种 不 同 的 方式 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 
a) 学 校 里 的 某 个 学 生 曾 在 越南 居住 过 。 b) 学 校 里 的 有 个 学 生 不 会 说 印 地 语 。 
©) 学 校 里 的 某 个 学 生 会 用 Java、Prolog 和 C 十 十 。 d) 班 上 的 每 个 学 生 都 喜欢 泰国 食物 。 
e) 班 上 的 某 个 学 生 不 玩 曲棍球 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ， 将 下 列 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 

a) 某 些 东西 不 在 正确 的 位 置 上 。 

b) 所 有 的 工具 都 在 正确 的 位 置 上 并 且 状 况 良好 。 

c) 每 样 东西 都 在 正确 的 位 置 上 并 且 状 况 良 好 。 

d) 没 有 东西 在 正确 的 位 置 上 并 且 状 况 良好 。 

e) 你 的 一 个 工具 不 在 正确 的 位 置 上 ， 但 它 状 况 良 好 。 

使 用 逻辑 运算 符 、 谓 词 和 量词 来 表达 下 列 语句 。 


a) 某 些 命题 是 永 真 式 。 劝 ) 矛 盾 式 的 否定 是 永 真 式 。 

c) 两 个 可 能 式 的 析 取 可 以 是 一 个 永 真 式 。 d) 两 个 永 真 式 的 合 取 是 一 个 永 真 式 。 
假定 命题 函数 P(x+，y) 的 论 域 由 z 和 y 的 序 偶 组 成 ,其 中 z 是 1、2 或 3， y 是 1、2 或 3。 用 析 取 式 
和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 

a) IzP(z, 3) b) V yP(1, ») 

ec) 了 PC2，y) d) VznPCz，2) 


假定 Q(zx，y，z) 的 论 域 由 x、y 和 z 的 三 元 组 组 成 ， 其 中 z=0、1 或 2，y=0 或 1，z=0 或 1。 用 析 
取 式 和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 

a) VY yQ(0, y, 0) b) jzQ(z, 1, 1) 

ce) Jz QO0, 0, z) d) J xz-Q(z, 0, 1) 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 这 个 否 
定式 (不 要 简单 地 表达 为 “不 是 …… 5 

a) 所 有 的 狗 都 长 跳蚤 。 b) 有 一 匹 马 会 做 加 法 。 

© 每 只 考 拉 都 会 息 树 。 d) 没 有 猴子 会 说 法 语 。 

e) 有 一 只 猪 会 游泳 和 捕 鱼 。 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 这 个 否 
定式 (不 要 简单 地 表达 为 “不 是 …… 75 
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a) 一 些 年 长 的 狗 会 学 习 新 的 技巧 。 b) 没 有 兔子 会 微 积 分 。 
c) 每 只 鸟 都 会 飞 。 d) 没 有 狗 会 说 话 。 
e) 班 上 没有 人 会 法 语 和 俄语 。 | 

用 量词 表达 下 列 命题 的 否定 ， 再 用 语句 表达 这 些 否定 。 


a) 一 些 司 机 不 遵守 驾驶 速度 限制 。 b) 所 有 的 瑞典 电影 都 很 严肃 。 
c) 没 人 能 保守 秘密 。 d) 班 上 有 人 没有 和 良好 的 心态 。 
找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 整数 集合 。 

DV et SS b) VY zlz>0V z=0) © Vzr(z=1) 

找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 实数 集合 。 

2) Wry b) Yz(zz 天 2) OVeaeC | SS0) 

用 谓词 和 量词 表达 下 列 语句 。 


a) 航 空 公司 的 一 位 乘客 可 以 被 确认 为 贵宾 资格 ， 如 果 该 乘客 在 一 年 中 飞行 里 程 超过 25 000 英里 ， 或 
在 一 年 内 乘坐 航班 次 数 超过 25 次 。 

b) 一 名 男 选 手 可 获准 参加 本 次 马拉松 比赛 ， 如 果 他 以 往 最 好 成 绩 在 3 小 时 内 ;而 一 名 女 选手 可 获准 
参加 马拉松 比赛 ， 如 果 她 以 往 最 好 成 绩 在 3. 5 小 时 内 。 

c) 一 名 学 生 要 想 取得 硕士 学 位 ， 必 须 至 少 修 满 60 个 学 分 ， 或 至 少 修 满 45 个 学 分 并 通过 硕士 论文 答 
辩 ， 并 且 所 有 必修 课程 的 成 绩 不 低 于 卫 。 

d) 有 某 个 学 生 在 一 个 学 期 内 修了 21 个 学 分 课程 并 且 成 绩 都 为 A。 

练习 38 一 42 主要 处 理 系统 规范 说 明和 涉及 量词 的 逻辑 表达 式 之 间 的 翻译 。 

将 下 列 系统 规范 说 明 翻 译 成 语句 ， 其 中 谓词 SCz，y) 是 “z 在 状态 y>”， 工 和 y 的 论 域 分 别 是 所 有 系统 

和 所 有 可 能 的 状态 。 

a) 3 zS(z， 开 放 ) 

b) Yz(CSCz， 故 障 ) V SCz， 诊 断 )) 

ec) 了 3xS(z， 开放)V 3 xS(zx， 诊断 ) 

d) 3zx~SC(x， 可 用 ) 

e)VxznSCz， 工 作 ) 

将 下 列 规范 说 明 翻 译 成 语句 ， 其 中 F(p) 是 “打印 机 p 不 能 提供 服务 ”"”，B(p) 是 “打印 机 很 忙 ”， 

L(7) 是 “打印 作业 j 丢失 了 ”，Q()) 是 “打印 作业 j 在 队列 中 ”。 

a) J pF(p) MB(p))—> 3j7L() b) V pB(p)—> 3 7Q() 

c) 3j(QO) ALGO))—> 3 pF(p) dCVpBCp)AVIQGOD)) 一 了 7 工 (7) 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a) 当 硬 盘 中 的 空闲 空间 少 于 30MB 时 ， 就 会 向 所 有 用 户 发 送 警 告 消息 。 

b) 当 检测 到 系统 错误 时 ， 文 件 系 统 中 的 目录 均 不 能 打开 且 文 件 不 能 关闭 。 

c) 如 果 当 前 有 登录 用 户 ， 就 不 能 备份 文件 系统 。 

d) 当 有 至 少 8MB 内 存 可 用 且 连 接 速 度 至 少 为 56kbps 时 ， 就 可 以 进行 视频 点 播 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a) 如 果 磁 盘 有 10MB 以 上 的 空闲 空间 ， 那 么 在 非 空 的 消息 集合 中 至 少 可 以 保存 一 条 邮件 消息 。 

b) 每 当 有 主动 报警 时 ， 队 列 中 的 所 有 消息 都 会 被 传送 出 去 。 

co 诊断 监控 器 跟踪 所 有 系统 的 状态 ， 除 了 主 控制 台 外 。 

d) 没 有 被 主 叫 方 列 人 特殊 列表 上 的 参与 电话 会 议 的 每 一 方 都 会 被 计 账 。 

使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 列 系统 规范 说 明 。 

a) 每 个 用 户 都 可 以 访问 电子 邮箱 。 

b) 如 果 文 件 系 统 被 锁定 ， 该 组 中 的 每 个 人 都 能 访问 系统 邮箱 。 

c) 防 火 墙 处 于 诊断 状态 仅 当 代理 服务 器 处 于 诊断 状态 。 

d) 如 果 吞 吐 量 在 100 一 500kbps 且 代 理 服务 器 不 处 于 诊断 模式 ， 则 至 少 有 一 个 路 由 器 工作 正常 。 

判断 VYzCP(z) 一 Q(z)) 和 VYzxP(zx) 一 YxQ(z) 是 否 是 逻辑 等 价 的 ， 并 证 明 。 

判断 YzCPCz)*>QCz)) 和 VzPCz)e*>VzQ(Cz) 是 否 是 逻辑 等 价 的 ， 并 证 明 。 

证 明 33xCP(zx)V Q(z)) 和 xP(z)V 3zQCz) 是 逻辑 等 价 的 。 
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练习 46 一 49 给 出 了 空 量化 (null quantification) 的 规则 ， 当 受 量词 约束 的 变 元 没有 出 现在 语句 的 某 一 


部 分 时 可 以 使 用 该 规则 。 


46. 


47. 


48. 


49., 


50. 


S1. 
52. 


53. 


54, 


55. 


56. 


57, 


58. 


证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 工 在 A 中 不 作为 自由 变 元 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 
a)(VzP(Cz))VA=VzCPCzr)VA) b)(3zP(z))V A= Ixz(P(z)V A) 
证 明 下 列 软 辑 等 价 式 ， 其 中 之 在 A 中 不 作为 自由 变 元 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 

a)(VzP(z)) AA=Y zr(P(zr) AA) b)(I3zP(z)) AA=Iz(P(z) AA) 
证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 之 在 A 中 不 作为 自由 变 元 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 

a) Vx(A—>P(zx))=A—>Y zxP(z) b) Ixz(A >P(z))=A—> 3 xP(z) 
证 明 下 列 逻 辑 等 价 式 ， 其 中 之 在 A 中 不 作为 自由 变 元 出 现 。 假 设 论 域 非 空 。 

a) Vz(P(z)—>A)= IzrP(r)—>A b) Jzx(P(z)—>A)=Y zrP(z)—>A 
证 明 YzP(z)V Y xzQClz) 和 YWzxCP(z)V Q(z)) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

证 明 习 zxP(x) 人 3xQ(z) 和 了 zxCP(z) 人 Q(z)) 不 是 逻辑 等 价 的 。 

正如 文中 提 到 的 ,符号 3 ! xP(z) 表 示 

“有 唯一 的 z+ 使 P(z) 为 真 。” 

如 果 论 域 是 整数 集合 ， 下 列 各 语句 的 真 值 是 什么 ? 


a lz(w 1) b) 3 1z(z’:=1) 

€) 3 1lz(rt3=2r) d) 3j1lz(z=z++1) 

下 列 语句 的 真 值 是 什么 ? 

人] b) YzP(Cz) 一 导 !zP(Cz) 


了 
假定 论 域 由 整数 1、2 和 3 构成 ， 试 用 否定 、 合 取 和 析 取 写 出 量化 命题 3 !xP(zx)。 


给 定 例 28 的 Prolog 事实 ， 对 下 列 查 询 Prolog 返回 的 是 什么 ? 
a)?instructor(chan, math273) b)?instructor(patel, cs301) 
Cc)?enrolled(X, cs301) d)?enrolled(kiko, Y) 


e) ?teaches(grossman，Y) 


给 定 例 28 的 Prolog 事实 ， 对 下 列 查 询 Prolog 返回 的 是 什么 ? 
a)?enrolled(kevin, ee222) b)?enrolled(kiko, math273) 
c)?instructor(grossman，X) d)?instructor(X, cs301) 


e) ?teaches(X，kevin) 

假定 Prolog 事实 : 谓词 mother(M，Y) 和 father(F，X),， 分 别 表示 M 是 站 的 母亲 ,下 是 X 的 父亲 。 
试 给 出 一 个 Prolog 规则 来 定义 谓词 sibling(X，Y) ， 它 表示 X 和 了 是 兄弟 (也 就 是 ， 有 相同 的 父亲 和 
母亲 ) 。 

假定 Prolog 事实 : 谓词 mother(M，Y) 和 father(F，X)， 分别 表示 M 是 了 的 母亲 ， 下 是 的 父亲 。 
试 给 出 一 个 Prolog 规则 来 定义 谓词 grandfather(X，Y)， 它 表示 X 是 Y 的 祖父 。( 提 示 : 可 以 在 
Prolog 中 写 一 个 析 取 式 ， 使 用 分 号 分 开 谓 词 或 将 谓词 放 在 单独 的 行 中 。) 

练习 59 一 62 是 根据 刘易斯 。 罗 卡尔 (Lewis Carroll) 的 《符号 逻辑 》(Symbolic Logic) 一 书 中 的 问题 编 


写 的 。 


S9. 


60. 


61. 


令 P(z)、Q(z) 和 R(xz) 分 别 表示 语句 “xz 是 教授 ”、“z 无 知 ” 和 “zx 爱 虚荣 ”。 用 量词 、 逻 辑 联结 词 和 
P(z)、Q(z)、R(z) 表 达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 所 有 人 的 集合 。 

a) 没 有 教授 是 无 知 的 。 b) 所 有 无 知 者 均 爱 虚荣 。 

c) 没 有 教授 是 爱 虚 荣 的 。 d) 能 从 a) 和 b) 推 出 c) 吗 ? 

令 P(z)、Q(z) 和 R(x) 分 别 表示 语句 “xz 是 个 清楚 的 解释 ”"、“z 令 人 满意 ”和 “zx 是 借口 >。 假 定 z 的 论 
域 是 所 有 中 文 文章 。 用 量词 ; 逻辑 联结 词 ; P(x)、Q(x)、R(z) 表 达 下 列 语句 。 


a) 所 有 清楚 的 解释 都 令 人 满意 。 by 有些 借 口令 人 不 满意 。 
cy) 有些 借口 不 是 清楚 的 解释 。 * dd) 能 从 a) 和 b) 推 出 c) 吗 ? 
令 P(z)、Q(z)、R(z) 和 SC(z) 分 别 为 语句 “zx 是 婴儿 ”“z 的 行为 符合 逻辑 ”“z 能 管理 鳄鱼 ”和 “zz 


会 被 人 轻视 ”。 假 定 zx 的 论 域 是 所 有 人 的 集合 。 用 量词 ; 逻辑 联结 词 ，P(z)、Q(x)、R(z) 和 SCz) 表 
达 下 列 语句 。 
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a) 婴 儿 的 行为 不 符合 逻辑 。 b) 能 管理 鳄鱼 的 人 不 会 被 人 轻视 。 
©) 行 为 不 符合 逻辑 的 人 会 被 人 轻视 。 d) 婴 儿 不 能 管理 鳄鱼 。 
* e) 能 从 a) 、b) 和 c) 推 出 d) 吗 ? 如 果 不 能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 
62. 令 P(z)、Q(z)、R(z) 和 SCz) 分 别 为 语句 “zx 是 只 鸭子 ”、“z 是 我 的 一 只 家 禽 ”“z 是 一 名 官员 ”和 
“Z 愿意 跳 华 尔 效 ”。 用 量词 ; 逻辑 联结 词 ; P(z) 、Q(z) 、RCz) 和 SCz) 表 达 下 列 语句 。 


a) 没 有 鸭子 愿意 跳 华尔兹 。 b) 没 有 官员 会 拒绝 跳 华 尔 兹 。 
c) 所 有 我 的 家 禽 都 是 鸭子 。 d) 我 的 家 禽 都 不 是 官员 。 

x e) 能 从 a)、b) 和 c) 推 出 d) 吗 ?如 果 不 能 ， 有 没有 一 个 正确 的 结论 ? 

1.5 和 财 套 量词 

1.5.1 引言 


在 1.4 节 我 们 定义 了 存在 量词 和 全 称 量 词 ， 并 展示 了 如 何 用 它们 来 表示 数学 语句 。 我 们 也 
解释 了 如 何 用 它们 将 汉语 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 。 可 是 在 1.4 节 我 们 回避 了 藤 套 量词 ， 即 一 个 
量词 出 现在 另 一 个 量词 的 作用 域内 ， 如 

VZzr3y(z 十 y 一 0) 
注意 量词 范围 内 的 一 切 都 可 以 认为 是 一 个 命题 函数 。 比 如 ， 
VXI3y(zt+y=0) 
与 Y xQ(z) 是 一 样 的 ， 其 中 Q(x) 表示]3 yP(z，y)， 而 P(x，y) 表 示 x 十 y= 二 0。 

符 套 量词 经 常会 出 现在 数学 和 计算 机 科学 中 。 尽 管内 套 量词 有 时 比较 难 理解 ， 但 在 1.4 节 
介绍 过 的 规则 却 有 助 于 我 们 使 用 它们 。 在 本 节 中 我 们 会 获得 处 理 舱 套 量词 的 经 验 。 我 们 会 看 到 
如 何 使 用 骨 套 量词 来 表达 这 样 的 数学 语句 “两 个 正 整数 的 和 一 定 是 正 数 .我们 还 会 展示 舱 套 量 
词 如 何 用 于 将 这 样 的 句子 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 要 好 的 朋友 ”翻译 成 逻辑 语句 。 再 者 ， 我 们 还 会 
获得 处 理 嵌 套 量词 的 否定 语句 的 经 验 。 


1.5.2 理解 涉及 寻 套 量词 的 语 和 名 

为 了 理解 涉及 嵌 套 量词 的 语句 ， 我 们 需要 阐明 其 中 出 现 的 量词 和 谓词 的 含义 。 具 体 如 例 1 
和 例 2 所 示 。 

例 1 假定 变量 zx 和 y 的 论 域 是 所 有 实数 的 集合 ， 语 句 

VZzVYyCz 十 y 一 y 十 并 ) 
表示 对 所 有 实数 zx 和 yy，z 十 y 一 > 十 zx。 这 是 实数 加 法 的 交换 律 。 同 样 ， 语 名 
VYz3y(Cz 十 y 一 0) 
表示 对 所 有 实数 zx， 有 一 个 实数 y， 使 得 x 十 y 二 0。 也 就 是 每 个 实数 都 有 一 个 加 法 的 逆 。 同样， 
语句 
VzVYyVYz(zt(yt+z)= (rity) +z) 
是 实数 加 法 的 结合 律 。 q 

例 2 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 语句 

Vzrvyy((zr>0)A (y=<0)—>(zry=0)) 
其 中 变量 zx 和 y 的 论 域 都 是 全 体 实数 。 

解 ”这 个 语句 表示 对 任意 实数 zx 和 >y， 如 果 z>0 且 y 二 0， 那 么 zy 二 0。 也 就 是 说 ， 这 个 
语句 表示 对 实数 zx 和 yy， 如 果 工 是 正 的 且 > 是 负 的 ， 那么 zy 就 是 负 的 。 这 可 以 更 简洁 地 叙述 
为 “一 个 正 实数 与 一 个 负 实 数 的 积 一 定 是 负 实 数 ”。 4 

将 量化 当做 循环 在 处 理 多 个 变量 的 量化 式 时 ， 有 时 候 借 助 典 套 循环 来 思考 是 有 益 的 。 
(当然 ， 如 果 某 个 变量 的 论 域 有 无 穷 多 个 元 素 ， 那 么 无 法 真正 对 所 有 值 做 循环 。 不 过 这 种 考虑 
方式 对 理解 代 套 量词 总 是 有 益 的 .) 例 如 ， 要 判定 YzVyP(Cz，y) 是 否 为 真 ， 我 们 先 对 z 的 所 
有 值 做 循环 ， 而 对 z 的 每 个 值 再 对 y 的 所 有 值 循环 。 如果 我 们 发 现 对 xz 和 yy 的 所 有 值 忆 Cz，2?) 


Da 
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都 为 真 ， 那 么 我 们 就 判定 了 YzVyP(Cz，y) 为 真 。 只 要 我 们 碰 上 一 个 工 值 ， 对 这 个 值 又 碰 上 
一 个 > 值 使 PCz，y) 为 假 ， 那 么 就 证 明了 VzVyPGzr，y) 为 假 。 

同样 ， 要 判定 Yz3yP(Gz，y) 是 否 为 真 ， 就 需要 我 们 对 z 的 所 有 值 循环 。 对 z 的 每 个 值 ， 
对 y 的 值 循环 直到 找到 一 个 y 使 PCz，y) 为 真 。 如 果 对 工 的 所 有 值 ， 我 们 都 能 碰 上 这 样 的 一 个 
y 值 ,那么 Yz3yP(Czr，y?) 为 真 。 如 果 对 某 个 工 我 们 碰 不 上 这 样 的 y， 那 么 Yz3yPCz，y) 就 
为 假 。 

要 判定 3zVyP(Cz，y) 是 否 为 真 ， 需 要 对 Z 的 值 循环 直到 找到 某 个 工 ， 就 这 个 工 对 y 的 所 
有 值 循环 时 P(z，y) 总 是 为 真 。 如 果 能 找到 这 样 的 zx，3zVyPCz，y) 就 为 真 。 如 果 总 也 磁 不 
上 这 样 的 x， 那么 我 们 知道 3xYV y P(x，y) 为 假 。 

最 后 要 判定 3z3yP(Gz，y) 是 否 为 真 。 我 们 对 z 的 值 循环 ,循环 时 对 zz 的 每 个 值 都 对 y 
的 值 循环 ， 直 到 找到 z 的 一 个 值 和 y 的 一 个 值 使 P(xzx，y) 为 真 。 只 有 当 我 们 永远 磁 不 上 这 样 的 
工 和 yy 能 使 P(xzx，y) 为 真 时 ,语句 x yP(rx，y) 才 为 假 。 


1.5.3 量词 的 顺序 

许多 数学 语句 会 涉及 对 多 变量 命题 函数 的 多 重量 化 。 要 注意 的 是 ， 量 词 的 顺序 是 很 重要 
的 ， 除 非 所 有 量词 均 为 全 称 量词 或 均 为 存在 量词 。 

这 些 评注 可 以 通过 例 3 一 5 来 解释 。 

例 3 令 PC(z， 妇 为 语句 “z 十 y 一 > 十 z”， 量 化 式 VzVYVyPCzr，y) 和 VyVZzPCz，y) 的 真 
值 是 什么 ? 这 里 所 有 变 元 的 论 域 是 全 体 实 数 。 

解 量化 式 

YrYyP(z, ») 
ber 表示 的 命题 是 
“对 所 有 实数 zx， 对 所 有 实数 y，z 十 > 一 > 十 工 成 立 。” 

因为 P(x，y) 对 所 有 实数 xz 和 y 都 为 真 ( 这 是 实数 的 加 法 交换 律 见 附录 1)， 故 YzVYy 
P(z，y) 为 真 。 注 意 语句 VY yV xP(zx，y) 表 示 “ 对 所 有 实数 >， 对 所 有 实数 zx，z 十 y 一 y 十 并 。 这 
句 的 意思 和 “对 所 有 实数 zx， 对 所 有 实数 y，Zz 十 y 三 y 十 zx” 意 义 相同 。 也 就 是 说 ，VY zx VyP(z， 
y) 和 VYyYzP(zx，y) 意 义 相 同 ， 都 为 真 。 这 说 明了 这 样 一 个 原理 ， 即 在 没有 其 他 量词 的 语句 
中 ， 在 不 改变 量化 式 意 义 的 前 提 下 骨 套 全 称 量词 的 顺序 是 可 以 改变 的 。 4 

例 4 令 QCz，y) 表 示 “z 十 y==0”， 量 化 式 3y>VxzQCz，y 和 VYz3yQGz，2) 的 真 值 是 什 
么 ”这 里 所 有 变 元 的 论 域 是 全 体 实数 。 

解 量化 式 





村 yVZzQCz，y) 
表示 的 命题 是 
“存在 一 个 实数 y 使 得 对 每 一 个 实数 z+，Q(z，y) 都 成 立 。” 
不 管 y 取 什 么 值 ， 只 存在 一 个 z 值 能 使 + 十 y==0 成 立 。 因 为 不 存在 这 样 的 实数 y 能 使 十 y==0 
对 所 有 实数 xz 成立 ， 故 语句 了 3yVzQ(Cz，2?) 为 假 。 
量化 式 
VZz3yQGrz，y) 
表示 的 命题 是 
“对 每 个 实数 z 都 存在 一 个 实数 y 使 得 Q(z，y) 成 立 。” 
给 定 一 个 实数 zx， 存 在 一 个 实数 y 能 使 + 十 y= 二 0， 这 个 实数 就 是 y= 二 一 +。 因此 ， 语句 
Vz3 了 >yQCr，y) 为 真 。 S| 
例 4 说 明 量词 出 现 的 顺序 会 产生 不 同 的 影响 。 语句 3 yYV xzP(zx，y) 和 YZzx3yP(l(zx，y) 不 是 
逻辑 等 价 的 。 语 句 导 yY xP(zx，y) 为 真 当 且 仅 当 存在 一 个 y， 使 得 P(x，y) 对 每 个 xz 都 成 立 。 
因此 ， 要 使 这 一 语句 为 真 ， 必 须 有 一 个 特定 的 > 值 ， 使 得 无 论 z 为 什么 值 ， P(x，y) 都 成 立 。 
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另 一 方面 ，Y x yP(x，y) 为 真 当 且 仅 当 对 zxz 的 每 一 个 值 都 存在 一 个 y 值 使 P(x，y) 成 立 。 所 
以 ,要 使 这 个 语句 为 真 ， 不管 你 选 什 么 z+， 总 有 一 个 y 值 (也 许 依赖 于 你 选择 的 zx) 使 P(xz，y) 
成 立 。 换 言 之 ， 在 第 二 种 情况 下 ，y 随 着 工 而 变 ， 而 在 第 一 种 情况 下 ，y 是 与 x 无 关 的 常数 。 
从 这 些 观 察 可 以 得 出 ， 如 果 习 yYVxPC(z，y) 为 真 ， 则 Vz3 了 3yP(Cz，y) 必 定 也 为 真 。 可 是 ， 
如 果 Vz3yPCzr，y?y) 为 真 ， 了 3yYzPCr，y) 不 一 定 为 真 (参见 本 章 补充 练习 30 和 31) 。 
表 1 总 结 了 涉及 两 个 变量 的 不 同 量化 式 的 含义 。 


表 1 两 个 变量 的 量化 式 









语 名 何 时 为 真 何 时 为 假 





















VrVyP(zx, y) , 
VyVYrP(r, y) 对 每 一 对 、y，P(z，y) 均 为 真 存在 一 对 x、y， 使 得 P(x，y) 为 假 

一 个 0 
业 才 Plz, 功 PS RE 下 下 全 人 全 得 人 的 丽人 训 人 下 二 





为 假 


对 每 个 z， 存 在 一 个 y 使 得 P(rz，y) 
为 假 










3zVyP(l(z, y) 存在 一 个 z+， 使 得 P(xzx，y) 对 所 有 y 均 为 真 













3z3yP(z, y) 


ay3zPz， ») 存在 一 对 z+、y， 使 P(z，y) 为 真 对 每 一 对 zx、y，P(z，y) 均 为 假 





超过 两 个 变量 的 量化 式 也 很 常见 ， 如 例 5 所 示 。 
例 5 令 Q(z， y，z) 为 语句 “zx 十 y 二 xz”， 语 名 VzVyjzQ(zx,， y，z) 和 jzVYzxVyQ(z， 
y，z) 的 真 值 是 什么 ， 其 中 所 有 变量 的 论 域 都 是 全 体 实数 ? 
解 ” 假 定 给 z 和» 赋 了 值 ， 那么 就 有 一 个 实数 =>， 使 得 z 十 y= 二 z。 于 是 量化 式 
YrVyjdzQ(r, y, 2z) 


它 相 当 于 语句 
“对 所 有 实数 x 和 所 有 实数 y， 存 在 一 个 实数 >， 使 得 z 十 > 一 z=。” 
为 真 。 这 里 量词 出 现 的 顺序 是 很 重要 的 ， 因 为 量化 式 
了 zVZzVyQGCz，y，z) 
也 就 是 语句 
“存在 一 个 实数 > 使 得 对 所 有 实数 二 和 所 有 实数 >，z 十 y 一 >，” 
为 假 ， 因 为 没有 z 的 值 能 使 + 十 y= 二 xz 对 zx 和 y 的 所 有 值 都 成 立 。 S| 


1.5.4 数学 语句 到 内 套 量词 语句 的 翻译 

用 汉语 表达 的 数学 语句 可 以 被 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 如 例 6 一 8 所 示 。 

例 6 将 语句 “两 个 正 整数 的 和 总 是 正 数 ”翻译 成 逻辑 表达 式 。 

解 ” 要 将 这 个 语句 翻译 成 逻辑 表达 式 ， 我 们 首先 重 写 该 句 ， 这 样 隐 含 的 量词 和 论 域 就 会 显 
现 出 来 :“ 对 每 两 个 整数 ， 如 果 它 们 都 是 正 的 ， 那 么 它们 的 和 是 正 数 .” 然 后， 引入 变量 zx 和 >》 mm 妥 责 
就 得 到 “对 所 有 正 整数 zx 和 y，z 十 y 是 正 数 ”。 因 此 ， 我 们 可 以 将 这 个 语句 表达 为 

YrzVYy((r>0)AM(y>0)>(z+y>0)) 
其 中 这 两 个 变量 的 论 域 是 全 体 整 数 。 注 意 ， 我 们 也 可 以 将 正 整数 作为 论 域 来 翻译 该 语句 。 这 样 
语句 “两 个 正 整 数 的 和 总 是 正 数 ”就 变 为 “对 于 每 两 个 正 整数 ， 它 们 的 和 是 正 的 ”。 我 们 可 以 将 它 
表达 为 
VZzVy(CZz 十 y 二 0) 

其 中 两 个 变量 的 论 域 为 全 体 正 整数 。 | 

例 7 将 语句 “除了 0 以 外 的 每 个 实数 都 有 一 个 乘法 道 元 ”一 个 实数 zx 的 乘法 逆 元 是 使 
zy 一 1 的 实数 y) 翻译 成 逻辑 表达 式 。 
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解 ” 我 们 首先 重 写 这 个 语句 为 “对 每 个 实数 z( 除 了 0 以 外 ) ，z 有 一 个 乘法 逆 元 ”， 然 后 可 
以 再 将 之 重 写 为 “对 每 个 实数 z， 如 果 zx 隆 0， 那 么 存在 一 个 实数 > 使 得 zy 王 1”。 这 可 以 重 写 为 
Vzx((zA0)—> jy(rxy=1)) 本 
有 一 个 你 可 能 很 熟悉 的 例子 就 是 极限 的 概念 ， 它 在 微 积 分 中 非常 重要 。 
例 8 (需要 微 积分 知识 ) 用 量词 来 表示 实 变 量 z 的 实 函数 f(z) 在 其 定义 域 中 点 a 处 的 极限 
的 定义 。 
解 ” 回 顾 定义 
lim :af (x)=L 
是 : 对 每 个 实数 es 之 0， 存 在 一 个 实数 8 二 0， 使 得 对 任意 的 zx， 只 要 0 二 | zx 一 a | 二 6， 就 有 
|f(z) 一 L|<e。 极限 的 这 一 定义 用 量词 可 以 表示 为 
VEe3p8Yz0 二 | 2 一 5| 过 6 一 | f(z)=L |< 
其 中 e 和 6 的 论 域 是 正 实数 集合 ，z 的 论 域 是 实数 集合 。 
这 一 定义 还 可 表示 为 


Ve>>0386>>0VYz(0 一 |z 一 a| 二 SS 一 | f(z)—L|<e) 
由 的 论 域 为 实数 集合 ， 而 不 是 正 实数 集合 。[ 这 里 ， 用 到 了 约束 量词 。 回 忆 一 下 VYz> 
0P(Cz) 的 意义 是 对 所 有 z>0 的 数 ， P(xw) 为 址 sj] a 


1.5.5 垦 套 量词 到 自然 语言 的 翻译 

用 其 套 量词 表达 汉语 语句 的 表达 式 可 能 会 相当 复杂 。 在 翻译 这 样 的 表达 式 时 ， 第 一 步 是 写 
出 表达 式 中 量词 和 谓词 的 含义 ， Sp 步 是 用 简单 的 句子 来 表达 这 个 含义 。 例 9 和 例 10 说 明了 
这 个 过 程 。 

例 9 把 语句 

Vz(C(x) V Ay(Cly) 人 F(z,y))) 

翻译 成 汉语 ， 其 中 C(xz) 是 “rz 有 一 台 计 算 机 ”，FC(zx，y) 是 *r 和 yy 是 朋友 ”， 而 xz 和 y 的 共同 论 
域 是 学 校 全 体 学 生 的 集合 。 

解 ” 该 语句 说 的 是 ， 对 学 校 中 的 每 个 学 生 z， 或 者 工 有 一 台 计 算 机 ， 或 者 另 有 一 个 学 生 y， 
他 有 一 台 计 算 机 ， 且 xz 和 是 朋友 。 换 言 之 ， 学 校 的 每 个 学 生 或 者 有 一 台 计 算 机 或 有 一 个 有 一 
台 计 算 机 的 朋友 。 4 

例 10 把 语句 

JrzVyVz (F(zsy) A Flrsz) 人 (> 和 兴 z)) 一 下 下 (yyz)7) 

翻译 成 汉语 ， 其 中 F(a，5) 的 含义 是 a 和 是 朋友 ， 而 zx、y 和 z 的 论 域 是 学 校 所 有 学 生 的 
集合 。 

解 ” 我 们 先 来 看 看 表达 式 (F(z，y) F(z，z) 人 (y 关 zx)) 一 4F(y，z)。 这 个 表达 式 说 的 是 
如 果 学 生 zx 和 yy 是 朋友 ， 并 且 学 生 z 和 z 是 朋友 ， 并 且 如 果 y 和 z 不 是 同一 个 学 生 ， 则 > 和 = 
就 不 是 朋友 。 这 样 原先 带 有 三 个 量词 的 语句 说 的 就 是 ， 存 在 一 个 学 生 zx， 使 得 对 所 有 的 学 生 y 
以 及 不 同 于 y 的 所 有 学 生 x， 如 果 z 和 yy 是 朋友 ，z 和 z 也 是 朋友 ， 那么 > 和 = 就 不 是 朋友 。 
换 句 话说 ， 有 个 学 生 ， 他 的 朋友 之 间 都 不 是 朋友 。 本 


1.5.6 汉语 语句 到 逻辑 表达 式 的 翻译 

在 1.4 节 我 们 展示 了 如 何 用 量词 将 句子 翻译 成 逻辑 表达 式 。 然 而 ， 当 时 回避 了 在 翻译 成 逻 
辑 表达 式 时 需要 用 到 艇 套 量 词 的 语句 。 我 们 现在 讨论 这 类 句子 的 翻译 。 

例 11 将 语句 “如 果 某 人 是 女性 且 为 人 家 长 ,那么 这 个 人 是 某 人 的 母亲 ”翻译 成 逻辑 表达 
式 ， 其 中 涉及 谓词 、 量 词 ( 论 域 是 所 有 人 ) 以 及 逻辑 联结 词 。 

解 ” 语 句 “如 果 一 个 人 是 女性 且 还 是 家 长 ， 则 这 个 人 是 某 个 人 的 母亲 ”可 以 表达 为 “对 每 个 人 z， 
如 果 工 是 女性 且 工 是 家 长 ， 那 么 存在 一 个 人 y 使 得 z 是 > 的 母亲 ”。 我 们 引入 谓词 F(z) 来 表示 “x 是 
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女性 ”，P(z) 表 示 “z 是 家 长 ”"，M(z，y) 表 示 “z 是 y 的 母亲 ”。 原 始 语句 可 以 表示 为 
Vz((F(z) A P(z)) — 3 yM(z,y)) 
利用 1.4 节 练习 47 的 (b) 部 分 的 空 量词 规则 ， 我 们 可 以 把 3 y 往 左 移 使 它 恰好 出 现在 Vz 之 后 ， 
因为 y 不 在 F(z) 人 Plz) 中 出 现 。 我们 可 以 得 到 逻辑 等 价 的 表达 式 
Vzrjy (F(z) A P(rx)) —> M(z,y)) 入 
例 12 将 语句 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”翻译 成 逻辑 表达 式 ， 其 中 会 涉及 谓词 、 量 
词 ( 论 域 是 所 有 人 ) 以 及 逻辑 联结 词 。 
解 ” 语 句 “每 个 人 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”可 以 表达 为 “对 每 个 人 xz，z 恰 好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”。 
引入 全 称 量词 ， 可 以 看 到 这 个 语句 和 “VY zx(z 恰 有 一 个 最 好 的 朋友 )” 一 样 ， 其 中 论 域 是 所 有 人 。 
工 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 意味 着 有 一 个 人 yy， 他 是 工 最 好 的 朋友 。 而 且 ， 对 每 个 人 z， 如 
果 = 不 是 y>， 那 么 不 是 z 最 好 的 朋友 。 当 我 们 引入 谓词 B(x+，y) 为 语句 “y 是 z 最 好 的 朋友 ”， 
则 语句 “z 恰好 有 一 个 最 好 的 朋友 ”可 以 表示 为 
dy(B(z,y) A Vz((zAy) = Brz,z))) 
因此 ， 原 始 语句 可 以 表示 为 
Vz3y(CBCzy) 人 VYVz(Cz 和 天 yy) 一 BCzyz))) 
[注意 ， 我 们 可 以 把 这 个 语句 写 为 VYz3 了 1! yB(z，y)， 这 里 了 3! 是 1.4 节 定义 的 唯一 性 量词 。] 
本 
例 13 用 量词 表示 语句 “有 一 位 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”。 
解 令 P(w， 帮 为 “ww 搭乘 过 航班 f”，Q(f，a) 为 “是 航线 a 上 的 一 个 航班 >。 于 是 可 将 
上 述 语句 表示 为 
JwyYadflPlw,f) A QC(f,a)) 
其 中 ，w、f 和 a 的 论 域 分 别 为 世界 上 所 有 妇女 、 所 有 空中 航班 和 所 有 航线 。 
. 这 个 语句 也 可 以 表示 为 
JwyYad ffR(w,f,a) 
其 中 RC(w，f，a) 为 “w 已 搭乘 过 航线 a 上 的 航班 f”。 虽 然 这 样 表示 更 紧凑 ， 但 它 使 变量 之 间 
的 关系 有 点 含糊 不 清 ， 因 此 ， 第 一 个 解 要 好 些 。 4 


1.5.7 花 套 量词 的 否定 
带 骨 套 量词 语句 的 否定 可 以 通过 连续 地 应 用 单个 量词 语句 的 否定 规则 得 到 。 如 例 14 一 16 
所 示 。 
例 14 表达 语句 VYz3y(zy 王 1) 的 否定 ， 使 得 量词 前 面 没 有 否定 词 。 
解 ”通过 连续 地 应 用 量词 的 德 。 摩根 律 ( 见 1.4 节 表 2)， 我们 可 以 将 VYzx3jyClzry 二 1) 中 
的 否定 词 移 人 所 有 量词 里 。 我 们 发 现 , a-Y zx3 y(zxy 二 1) 等 价 于 了 3zn 3y(Czy 王 1)， 而 后 者 又 等 
价 于 3 xzV yn7(zxy= 二 1)。 由 于 -~ (zy 二 1) 可 以 简化 为 zy 天 1 ， 所 以 我 们 可 以 得 出 结论 语句 的 否定 
可 以 表达 为 3zVy(Czy 天 1) 。 | 4 
例 15 使 用 量词 表达 语句 “没有 一 个 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 ”。 
解 ”这 个 语句 是 例 13 的 语句 “有 一 位 妇女 已 搭乘 过 世界 上 每 一 条 航线 上 的 一 个 航班 的 和 否 
定 。 由 例 13 可 知 ， 我们 的 语句 可 以 表达 为 -39wYya3f(P(w，f) 和 QC(f， a), 其 中 Pl(w, 了 ) 
是 “w 搭乘 过 航班 f”， 而 Q(f，a) 为 “f 是 航线 a 上 的 航班 ”>。 通 过 连续 地 应 用 量词 的 德 * 摩根 
律 ( 见 1.4 节 表 2) 把 否定 移 人 连续 的 量词 内 ， 并 在 最 后 一 步 合 取 式 的 否定 应 用 德 。 摩根 律 ， 我 
们 发 现 给 定 的 语句 等 价 于 下 列 语句 序列 中 的 每 一 个 语句 : 
Yu Vajfl(Plw,f) A QC(fya)) = YYwjdan If Plw,f) A QF ,a)) 
三 VYwijayf (Pw,f) A QC(f,a)) 
= 三 Vw3gdayV fo Pw,f) V+- Qf ,a)) 
最 后 这 个 语句 表示 “对 于 每 位 妇女 ， 存 在 一 条 航线 ， 使 得 对 所 有 的 航班 ， 这 位 妇女 要 么 没有 搭 
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乘 过 该 航班 ， 要 么 该 航班 不 在 这 条 航线 上 ?”。 4 


例 16 〈 需 要 微 积分 知识 ) 使 用 量词 和 谓词 表达 limf (zx) 不 存在 这 一 事实 ， 其 中 f(x) 是 实 


变量 z 的 实 值 函数 ， 而 a 属于 了 的 定义 域 。 


解 limf (xz) 不 存在 意味 着 对 全 体 实数 L，limf(z) 隆 L。 根 据 例 8，limf (zx) 关 L 可 以 表 


达 为 


"VeS0m > OVzO hz ol dl f= | 忆 


连续 地 应 用 量化 表达 式 的 否定 规则 ， 我们 构造 出 一 系列 等 价 语句 : 


Ve>>036>0Yz(0<| zx 一 a| 志 8 一 | f(x)—L|<=<e) 
= 920 可 0VY 区 | 二 ls] A = Le 
三 je>0V6>0 VYz(0 一 | z 一 和 | 二 9 一 | fz)—L|<e) 
de>0Y6>03zm (0 二 | zz 一 a| 志 8 一 | FCz) 一 工 | 王 ee) 
= 村 了 0 去 | 匹 一 下 | 过 信人 让 2 一 五 | 之 辟 


在 最 后 一 步 使 用 了 等 价 式 4a(p 习 q) 三 p49， 这 是 依据 1. 3 节 表 7 的 第 5 个 等 价 式 。 


由 于 “limf(z) 不 存在 ”意味 着 对 全 体 实数 L, limf (x)AL, 这 个 语句 可 以 表达 为 
YLje>0YV6>03j3z(0= | zz 一 a | 天 SA | f(z)—L | 之 e) 


最 后 一 个 语句 表示 ， 对 每 个 实数 工 ， 存 在 实数 s 之 0 使 得 对 每 个 实数 6 二 0， 都 存在 实数 z 使 得 
0 去 | z 一 a 小 二 全 但 是 ,| 成 克 元 五 | 党。 本 


练习 


1. 


将 下 列 语句 翻译 成 汉语 句子 ， 其 中 每 个 变量 的 论 域 是 全 体 实数 。 
a)VYZ 了 yCr<y) b) VzVYy(((z0) A (y=0))—> (zy 宇 0)) 
cJ)VZzVy 了 >z(zy 一 z) 


. 将 下 列 语句 翻译 成 汉语 句子 ， 其 中 每 个 变量 的 论 域 是 全 体 实数 。 


a) 了 ZVyCzy 一 y) b) YZzVYy(((z0) A (y=0))— (zx—y>0)) 
CYVYrYyIz(r=y+z) 


. 令 Q(z，y) 是 语句 “z 已 经 发 送 电 子 邮 件 消息 给 y”， 其 中 zz 和 y 的 论 域 都 是 班 上 的 所 有 学 生 ， 将 下 列 


量化 式 表达 成 汉语 句子 。 

a) 导 Z 习 yQGz，y) b) 习 zVyQGCrz，y) 
OVIrIyQ(r, y) d) 习 yVzQGCz，y) 
e) VyjrQ(r, y) fD VzrVYyQ(r, y) 


. 令 PC(z，y) 表 示 语 名 “学 生 zx 选修 课程 y”， 其 中 z 的 论 域 是 班 上 全 体 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 你 校 所 


有 计算 机 科学 课程 的 集合 。 用 句子 表达 下 列 各 量化 式 。 


a)jrIjyP(r, y) b)j3zvYyP(zr, y) 
VrIjyP(r, y) d) 习 >VzP(Cz，y) 
e)VyjIzP(r, y) fyVYzVYyP(zr, ») 


. 今 W(z，y) 表 示 “ 学 生 工 访问 过 网 站 y”， 其 中 工 的 论 域 是 你 校 全 体 学 生 集 合 ，y 的 论 域 是 所 有 网 站 的 


集合 。 用 简单 的 句子 表达 下 列 语句 。 

a)W(Sarah Smith, www. att. com) b) jzW(x, www. imdb. org) 

c) I vy WJosé Orez，y) d) Jy(W(Ashok Puri, y)AW(Cindy Yoon, »)) 
e) J yV z(y 天 (David Belcher) A (W (David Belcher, z)—>W(y, z))) 

f) zyVz((zrAy A (Wrz, z IW(y, z))) 


. 令 C(xz，y) 表 示 “ 学 生 工 注册 了 课程 y»”， 其 中 的 论 域 是 你 校 全 体 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 你 校 开设 


所 有 课程 的 集合 。 用 简单 的 句子 表达 下 列 语句 。 

a)C(Randy Goldberg, CS 252) b) jxC(z, Math 695) 

c) I yC(Carol Sitea, y) d)jz(C(z, Math 222) AC(z, CS 252)) 
e) IrIyVz((zAy) A (Cr, z)>C(y, z))) 


© 


10. 


11. 


12. 
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f) jrzdyVz((zAy 人 (CCz，z)<C(7y，z))) 


. 令 T(z，y) 表 示 学 生 工 喜 欢 菜 肴 >， 其 中 工 的 论 域 是 学 校 的 所 有 学 生 ，y 的 论 域 是 所 有 菜肴 。 用 简单 


的 汉语 句子 表达 下 列 语句 。 

a)-T(Abdallah Hussein, Japanese) 

b) jzT(zx, Korean)\ VrT(z, Mexican) 

c) Iy(T(Monique Arsenault, y)V T(Jay Johnson, y)) 
d) VrYVz3Iy((zA2z) (T(r, y)AT(z, y))) 
e)IJrzIzVy T(z, yeHT(z, y)) 

fD VzrvVzjy(T(r, ye T(z, y)) 


. 令 QCz，y) 为 语句 "学生 z 为 竞猜 节目 y 的 参赛 者 ”。 用 Q(x，y)、 量 词 和 逻辑 联结 词 表 达 下 列 语句 ， 


其 中 工 的 论 域 是 你 校 所 有 学 生 的 集合 ，y 的 论 域 是 所 有 电视 上 的 竞 猿 节 目 。 

a) 你 校 有 位 学 生 参 加 了 一 个 电视 竞猜 节 目 。 

b) 你 校 没有 学 生 参 加 过 电视 竞 猪 节目 。 

©) 你 校 有 位 学 生 参 加 了 “发 发 可 危 ”(Jeopardy) 和 “幸运 之 轮 ”(Wheel of Fortune) 两 档 电视 竞猜 节目 ， 
dd) 每 个 电视 竞猜 节目 都 有 你 校 的 一 名 参赛 学 生 。 

e) 你 校 至 少 有 两 名 学 生 参 加 了 “发 发 可 危 ” 节 目 。 


. 令 L(z，) 为 语句 “z 爱 y”， 其 中 工 和 y 的 论 域 都 是 全 世界 所 有 人 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 


a) 每 个 人 都 爱 Jerry。 b) 每 个 人 都 爱 某 个 人 。 

c) 有 个 每 个 人 都 爱 的 人 。 d) 没 有 人 爱 每 个 人 。 

e) 有 个 Lydia 不 爱 的 人 。 f) 有 个 每 人 都 不 爱 的 人 。 

g) 恰 有 一 个 每 人 都 爱 的 人 。 h) 恰 有 两 个 Lynn 爱 的 人 。 

让 每 个 人 都 爱 自己 。 有 人 除了 自己 以 外 谁 都 不 爱 。 
令 F(z，y) 为 语句 “zz 能 恩 弄 y”， 其 中 xz 和 yy 的 论 域 为 全 世界 所 有 人 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 
a) 每 个 人 都 能 愚弄 Fred。 b) Evelyn 能 妃 弄 每 个 人 。 
c) 每 个 人 都 能 愚弄 某 个 人 。 : d) 没 有 人 能 轧 弄 每 个 人 。 
e) 每 个 人 都 会 被 某 人 愚弄 。 们 没有 人 能 愚弄 Fred 和 Jerry 两 个 人 。 
g)Nancy 恰 能 愚弄 两 个 人 。 h) 恰 有 一 个 每 个 人 都 能 轧 弄 的 人 。 
认 没 有 人 能 愚弄 自己 。 j) 有 人 除了 自己 以 外 恰 能 愚弄 一 


令 SCz) 为 谓词 “z 是 学 生 ”，F(z) 为 谓词 “z 是 教员 ”， 而 A(x，y) 是 谓词 “z 向 > 请 教 过 问题 ”， 其 中 
论 域 是 你 校 所 有 人 员 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 

a)Lois 向 Michaels 教授 请 教 过 问题 。 

b) 每 个 学 生 都 向 Gross 教授 请 教 过 问题 。 

c) 每 位 教员 都 向 Miller 教授 请 教 过 问题 或 被 Miller 教授 请 教 过 问题 

d) 某 个 学 生 从 未 向 任何 教员 请 教 过 问题 。 

e) 有 位 教员 从 未 被 学 生 请 教 过 问题 。 

f) 有 个 学 生 向 所 有 教员 请 教 过 问题 。 

g) 有 位 教员 向 所 有 其 他 教员 请 教 过 问题 。 

h) 有 学 生 从 未 被 教员 请 教 过 问题 。 

令 ICz) 为 语句 “z 有 因特网 连接 ”，C(Cz，y) 为 语句 “z 和 y 在 因特网 上 交谈 过 ?”， 其 中 工 和 y 的 论 域 是 
你 们 班 上 所 有 学 生 的 集合 。 用 量词 表达 下 列 语句 。 

a)Jerry 没有 因特网 连接 。 

b)Rachel 没 在 因特网 上 与 Chelsea 交谈 过 。 

c)Jan 和 Sharon 从 未 在 因特网 上 交谈 过 。 

d) 班 上 没有 人 与 Bob 交谈 过 。 

e) 除 了 Joseph 以 外 ，Sanjay 与 每 个 人 都 交谈 过 。 

f) 班 上 某 人 没有 因特网 连接 。 

g) 班 上 并 非 每 个 人 都 有 因特网 连接 。 

h) 班 上 恰 有 一 人 有 因特网 连接 。 


13. 


14. 


15. 


16. 


17。 


-本 一 


让 班 上 除了 一 个 学 生 外 都 有 因特网 连接 。 

ji) 班 上 每 个 有 因特网 连接 的 人 至 少 与 班 上 另 一 名 学 生 在 因特网 上 交谈 过 。 
k) 班 上 有 人 有 因特网 连接 ， 但 从 未 与 班 上 其 他 人 交谈 过 。 

1D 班 上 有 两 个 学 生 没有 在 因特网 上 交谈 过 。 

m) 班 上 有 个 学 生 与 班 上 每 个 人 都 在 因特网 上 交谈 过 。 

n) 班 上 至 少 有 两 个 学 生 没有 与 同一 个 人 在 因特网 上 交谈 过 。 

o) 班 上 有 两 个 学 生 ， 他 们 中 有 人 与 班 上 其 余 每 个 人 都 交谈 过 。 


令 MGz，J2) 为 “z 给 y 发 过 电子 邮件 ”，T(Gz，y) 为 “给 > 打 过 电话 ”， 其 中 论 域 为 你 们 班 上 所 有 学 


生 。 用 量词 表达 下 列 语句 。( 假 定 所 有 发 出 的 电子 邮件 都 能 收 到 ， 尽 管 有 时 候 并 非 如 此 。) 
a)Chou 从 未 给 Koko 发 过 电子 邮件 。 

b) Arlene 从 未 给 Sarah 发 过 电子 邮件 或 打 过 电话 。 

c)José 从 未 收 到 过 Deborah 的 电子 邮件 。 

d) 班 上 每 个 学 生 都 给 Ken 发 过 电子 邮件 。 

e) 班 上 没有 人 给 Nina 打 过 电话 。 

f) 班 上 每 个 人 或 给 Avi 打 过 电话 或 给 他 发 过 电子 邮件 。 

g) 班 上 有 个 学 生 给 班 上 其 他 每 个 人 都 发 过 电子 邮件 。 

h) 班 上 有 个 人 给 班 上 其 他 人 或 打 过 电话 ， 或 发 过 电子 邮件 。 

让 班 上 有 两 个 学 生 互 发 过 电子 邮件 。，、 

j 班 上 有 一 个 学 生 给 自己 发 过 电子 邮件 。 

k) 班 上 有 一 个 学 生 既 没有 收 到 过 班 上 其 他 人 的 电子 邮件 ， 也 没有 接 到 过 班 上 其 他 同学 的 电话 。 
D 班 上 每 一 个 学 生 都 从 班 上 其 他 同学 那里 收 到 过 电子 邮件 或 接 到 过 电话 。 

m) 班 上 至 少 有 两 个 学 生 ， 一 个 学 生 给 另 一 个 发 过 电子 邮件 ， 第 二 个 学 生 则 给 第 一 个 学 生 打 过 电话 。 
n) 班 上 有 两 个 同学 ， 他 们 中 有 人 给 班 上 其 余 同 学 或 发 过 电子 邮件 或 打 过 电话 。 

用 量词 和 带 有 多 个 变量 的 谓词 表达 下 列 语句 。 

a) 班 上 有 个 学 生 会 说 印 地 语 。 

b) 班 上 每 个 学 生 都 会 玩 一 些 运 动 项 目 。 

c) 班 上 某 个 学 生 去 过 阿拉 斯 加 ， 但 没 去 过 夏威夷 。 

d) 班 上 所 有 学 生 都 至 少 学 过 一 种 程序 设计 语言 。 

e) 班 上 有 一 个 学 生 已 选修 了 这 个 学 校 的 某 个 系 开设 的 所 有 课程 。 

f 班 上 某 个 学 生 恰 好 与 同班 男 一 个 学 生 在 同一 座 城市 长 大 。 

g) 班 上 每 个 学 生 都 至 少 与 男 一 位 学 生 在 至 少 一 个 聊天 组 里 交谈 过 。 

用 量词 和 带 有 多 个 变量 的 谓词 表达 下 列 语句 。 

a) 每 个 计算 机 科学 系 的 学 生 都 需要 学 一 门 离散 数学 课程 。 

b) 班 上 有 一 个 学 生 拥 有 一 台 个 人 计算 机 。 

c) 班 上 每 个 学 生 至 少 选修 了 一 门 计 算 机 科学 课程 。 

d) 班 上 有 一 个 学 生 至 少 选 修了 一 门 计算 机 科学 课程 。 

e) 班 上 每 个 学 生 都 去 过 校园 里 的 每 座 建筑 。 

人 班 上 有 一 个 学 生 至 少 去 过 校园 里 的 一 座 楼 的 每 个 房间 。 

外) 班 上 每 个 学 生 至 少 都 去 过 校园 里 每 座 楼 的 一 个 房间 。 

离散 数学 班 上 有 1 个 数学 专业 的 新 生 ，12 个 数学 专业 的 二 年 级 学 生 ，15 个 计算 机 科学 专业 的 二 年 级 
学 生 ，2 个 数学 专业 的 三 年 级 学 生 ，2 个 计算 机 科学 专业 的 三 年 级 学 生 ， 和 1 个 计算 机 科学 专业 的 四 
年 级 学 生 。 用 量词 表达 下 列 语 句 ， 再 给 出 其 真 值 。 

a) 班 上 有 一 个 三 年 级 学 生 。 

b) 班 上 每 个 学 生 都 是 计算 机 科学 专业 的 。 

c) 班 上 有 个 学 生 既 不 是 数学 专业 的 ， 也 不 是 三 年 级 学 生 。 

d) 班 上 每 个 学 生 要 么 是 二 年 级 学 生 ， 要 么 是 计算 机 科学 专业 的 。 
e) 存 在 这 样 一 个 专业 使 得 该 班级 有 这 个 专业 每 一 个 年 级 的 学 生 。 
使 用 谓词 、 量 词 和 逮 辑 联结 词 ( 如 果 有 必要 ) 表 达 下 列 系 统 规范 说 明 。 
a) 每 个 用 户 恰 能 访问 一 个 邮箱 。 


基础 : 人 逻辑 和 证 明 








b) 在 所 有 错误 状况 下 有 某 个 进程 能 继续 运行 ， 仅 当 内 核 运 行 正 确 。 
c) 校 园 网 的 所 有 用 户 都 能 访问 具有 . edu 后缀 的 URL 的 所 有 站 点 。 


* d) 恰 有 两 个 系统 监控 每 个 远程 服务 器 。 


18. 


19. 


20. 


21. 
22. 
23， 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


使 用 谓词 、 量 词 和 逻辑 联结 词 ( 如 果 有 必要 表达 下 列 系统 规范 说 明 。 
a) 在 各 种 故障 情形 下 至 少 要 有 一 个 控制 台 必 须 可 以 访问 。 


b) 只 要 档案 文件 包含 该 系统 的 每 个 用 户 发 送 的 至 少 一 条 消息 ， 那 么 每 个 用 户 的 E-mail 地 址 就 可 以 被 


检索 到 。 
c) 对 每 个 安全 漏洞 ， 至 少 有 一 个 机 制 可 以 检测 到 这 个 漏洞 当 且 仅 当 有 一 个 进程 还 未 被 损害 。 
d) 至 少 有 两 条 路 径 可 以 连接 网 络 上 任意 两 个 不 同 的 端点 。 
e) 没 有 人 知道 系统 上 每 个 用 户 的 口令 ， 除 了 系统 管理 员 以 外 ， 他 知道 所 有 口令 。 
使 用 数学 运算 符 和 逻辑 运算 符 、 谓 词 及 量词 表达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 全 体 整 数 。 
a) 两 个 负 整 数 的 和 是 负数 。 
b) 两 个 正 整数 的 差 不 一 定 是 正 数 。 
c) 两 个 整数 的 平方 和 大 于 或 等 于 它们 和 的 平方 。 
d) 两 个 整数 积 的 绝对 值 等 于 它们 绝对 值 的 积 。 
使 用 谓词 、 量 词 、 人 逻辑 联结 词 和 数学 运算 符 表达 下 列 语句 ， 其 中 论 域 是 全 体 整 数 。 
a) 两 个 负 整 数 的 积 是 正 数 。 
b) 两 个 正 整 数 的 平均 数 是 正 数 。 
c) 两 个 负 整 数 的 差 不 一 定 是 负数 。 
d) 两 个 整数 和 的 绝对 值 不 大 于 它们 绝对 值 的 和 。 
使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联结 词 和 数学 运算 符 表达 语句 “每 个 正 整数 是 四 个 整数 的 平方 和 ?”。 
使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联结 词 和 数学 运算 符 表达 语句 “有 一 个 正 整数 不 是 三 个 整数 的 平方 和 ”。 
使 用 谓词 、 量 词 、 逻 辑 联结 词 和 数学 运算 符 表达 下 列 数 学 语句 : 
a) 两 个 负 实数 的 积 是 正 数 。 b) 一 个 实数 与 它 自 身 的 差 是 零 。 
c) 每 个 正 实数 恰 有 两 个 平方 根 。 d) 负 实数 没有 实数 平方 根 。 
将 下 列 内 套 量化 式 翻 译 成 表达 一 个 数学 事实 的 汉语 语句 。 论 域 均 为 全 体 实数 。 
a) JzV yz y=y) 
b) VzVYy(CCz 疡 0) A (y=0))—(z—y>0)) 
c) 了 并 3 y((CCz 委 0) A (ye0)) A (zr—y>0)) 
d)VZzVyCCZz 天 0) 人 (yy 天 0)e>(CZzy 天 0)) 
将 下 列 虚 套 量化 式 翻译 成 表达 一 个 数学 事实 的 汉语 语句 。 论 域 均 为 全 体 实数 。 
a) J ZV yrzy=y) 
b)VzVy(Cz<0)A(Cy<0)) 一 (zy 一 0)) 
c) IzIy((z>y) 人 (z<y)) 
d)YVZzVy 了 习 z(z 十 y 一 z) 
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令 Q(z，y) 为 语句 “zx 十 y= 二 zx 一 y”。 如 果 两 个 变量 的 论 域 都 是 整数 集合 ， 下 列 各 项 的 真 值 是 什么 ? 


a)Q(1, 1) b)Q(2, 0) 
CVyQ(, y) qd) jxQ(z, 2) 
e)IzIyQ(zr, ») DVrzjdyQ(zr, y) 
g) 习 yVzQCz，y) h) Vy3jzQ(zr, y) 


iDVzVyQGCr，y) 
假定 所 有 变量 的 论 域 都 是 整数 集合 ， 确 定 下 列 语句 的 真 值 。 


a) Ynjmn =m) b) 习 zV mn=m’) 
Vnjm(ntm=0) d) J nV mnm=m) 

e) jnImnt+m=5) f) 习习 ma(z22 十 zz2 一 6) 

g) Jnjmntm=4MAn—m=1) h) jnjImni+m=4An—m=2) 


DYnVm3p(p= (m+t+n)/2) 
假定 每 个 变量 的 论 域 都 是 实数 集合 ， 确 定 下 列 语句 的 真 值 。 


58 第 五 于 





29. 


30. 


31. 


一 


32， 


33, 


34. 


35, 


36. 


37. 


38. 


39. 


a)VZz 了 xy(z: 一 y) b)Vz 习 y(Cz 一 多 ) 

c) jzY yry=0) d) jz3y(zt+yAAy+ zz) 

e) VIr(rA0> Iy(ry=1)) f) jzVy(yA0>ry=1) 

g) VrIy(zt+y=1) h)3rz3jy(zi+2y=2A2zr+4y=5) 
iDVYVz3y(Cz 十 y 一 2 人 2z 一 y 一 1) j)VZzVy 了 3z(z 一 (Z 十 y)/2) 


假定 命题 函数 PCz，y) 的 论 域 由 工 和 > 的 序 偶 组 成 ， 其 中 工 是 1、2 或 3，> 是 1、2 或 3。 用 析 取 式 
和 合 取 式 写 出 下 列 命题 。 


a)VZzVYPCZ，y) brIvP(z, y) 

cc) 了 zyVyPCzr，y) DVyIzrP(z, y) 

重 写 下 列 语 句 ， 使 否定 只 出 现在 谓词 中 ( 即 没有 和 否定 词 在 量词 或 在 含有 逻辑 联结 词 的 表达 式 之 外 ) 。 
a)- jyjIzP(r, y) bYVzjIyP(zr, y) 

Cc) jy QCy 人 AVxznRCz，y)) d)-~- jy(IzrzR(r, y)V YrS(r, y)) 


e) 3y(CYz3zTGz，y，z)V JzrVzU(r, y, 2)) 

表达 下 列 语句 的 否定 ， 并 且 使 所 有 的 否定 词 紧 跟 在 谓词 之 前 。 

a VwIyYzIlws yy A b)Vz3ayPGz 3)V YrzIyQ(zr, y) 
YrIy (Plz, yAIzR(r;, y, z)) dd) YrIy(Plzrz, y)>Q(r, y)) 
表达 下 列 语句 的 否定 ， 并 且 使 所 有 的 否定 词 紧 跟 在 谓词 之 前 。 


a) JzVYVyYzrT(r, y, 2z) b)3z3yPlz, yAVzrYyQ(zr, y) 

© IzIy Q(z, yAQ(y, z)) dD) VyjzrIz(T(r, y, z)V Q(zr, y)) 

重 写 下 列 语句 ， 使 否定 只 出 现在 谓词 中 ( 即 没 有 否定 词 在 量词 或 在 含有 逻辑 联结 词 的 表达 式 之 外 )。 
VIYVyPlr, y) D4 VyI3zP(z, y) 

VyVrPlr, yV Q(zr, y)) d)-(IzIy Plzr, yAVYVrVyQ(r, y)) 


ea Yr(IyVzPlz, y, z)AN IzVyP(r, y, z)) 

找 出 变 元 z、y 和 >z 的 一 个 公共 论 域 ， 使 语句 VzVYy((Cz 和 关 y) 一 YVz((z 一 Z) V(z 一 y))) 为 真 ， 再 找 出 

另外 一 个 论 域 使 其 为 假 。 

找 出 变 元 z、y、z 和 ww 的 一 个 公共 论 域 ， 使 语 旬 YzVyVYz 了 z((w 天 z) 人 (了 记 天 >) 人 (z 天 z) ) 为 真 ， 

再 找 出 另外 一 个 论 域 使 其 为 假 。 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 该 否定 

(不 要 简单 地 表达 为 “不 是 …… 和 

a) 没 有 人 因 玩 彩票 输 过 1000 多 美元 。 

b) 班 上 有 一 个 学 生 恰好 与 另 一 个 学 生 交 谈 过 。 

c) 班 上 没 人 恰好 给 班 里 另外 两 个 学 生发 过 电子 邮件 。 

d) 某 个 学 生 已 求解 了 本 书 的 每 道 练习 。 

e) 没 有 学 生 求解 过 本 书 每 节 至 少 一 道 练 习 。 

用 量词 表达 下 列 语句 。 然 后 取 该 语句 的 否定 并 使 否定 词 不 在 量词 的 左边 。 再 用 简单 语句 表达 该 否定 

(不 要 简单 地 表达 为 “不 是 …… 3 

a) 班 上 每 个 学 生 都 恰好 选修 过 本 校 两 门 数学 课 。 

b) 有 人 去 过 世界 上 除了 利比亚 以 外 的 每 个 国家 。 

c) 没 有 人 攀登 过 喜马拉雅 山 的 每 座 山峰 。 

d) 每 位 电影 演员 或 者 与 Kevin Bacon 拍 过 一 部 电影 ， 或 者 与 Kevin Bacon 拍 过 一 部 电影 的 人 拍 过 一 部 
电影 。 

用 量词 和 语句 表达 下 列 命题 的 否定 。 

a) 班 上 每 个 学 生 都 喜欢 数学 。 

b) 班 上 有 一 个 学 生 从 来 没 见 过 计算 机 。 

c) 班 上 有 一 个 学 生 选 修 过 本 校 开 设 的 每 门 数 学 课 。 

d) 班 上 有 一 个 学 生 去 过 校园 内 每 座 楼 的 至 少 一 个 房间 。 

找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 整 数 。 

a) VIVy(r =y >zr=y) bYVzj3y(y =z) 


四 


关 关 


* 


40. 


41. 
42. 
43. 


44. 
45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


其 
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Cc) VrYy(zry7) 

找 出 下 列 全 称 量化 命题 的 反例 (如 果 可 能 的 话 )， 其 中 所 有 变量 的 论 域 是 全 体 整数 。 

a) VzrjIy(z=1/y) b)Vz3ay(y% 一 z<100) 

VrVYy(z Fy ) 

用 量词 表达 实数 乘法 的 结合 

用 量词 表达 实数 乘法 对 加 法 的 分 配 律 。 

用 量词 和 逻辑 联结 词 表 示 这 样 的 事实 : 每 个 实 系数 线性 多 项 式 ( 即 1 次 多 项 式 )， 其 中 xz 的 系数 为 非 
零 ， 有 恰好 一 个 实 根 。 

用 量词 和 逻辑 联结 词 表 示 这 样 的 事实 : 每 个 实 系数 二 次 多 项 式 至 多 有 两 个 实 根 。 

确定 语句 Yz3 了 3y(zy 王 1) 的 真 值 ， 如 果 变 量 的 论 域 为 


a) 非 零 实 数 。 b) 非 零 整数 。 c) 正 实数 。 
确定 语句 习 zVy(z 委 交 ) 的 真 值 ， 如 果 变 量 的 论 域 为 
a) 正 实数 。 b) 整 数 。 c) 非 零 实数 。 


证 明 两 个 语句 ”3zYyPGrz，>y) 和 Vz3 了 ynPCr，y) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 两 个 P(x，y) 第 一 个 变 元 的 
量词 具有 相同 的 论 域 ， 两 个 PCz，?y) 第 二 个 变 元 的 量词 也 具有 相同 的 论 域 。 

证 明 VzP(z)VvVYzQCcz) 和 VzVyCPCz)VQ(Cy)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 论 域 。 
(新 变量 y 用 来 把 量化 式 正 确 地 组 合 在 一 起 。) 

a) 证 明 VzPCz)A 人 3 了 3zQGz) 和 Vz3yCPCz)AQCy)) 是 逻辑 等 价 的 ， 这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 


论 域 。 
b) 证 明 YzP(Cz)Vv 3zQCcz) 和 VYVz3yCPCzr)VQ(Gy)) 是 逻辑 等 价 的 ,这 里 所 有 量词 都 有 相同 的 非 空 
论 域 。 
一 个 语句 称 为 是 前 束 范式 (prenex normal form，PNF) 当 且 仅 当 其 表达 形式 为 
QiziQsz…QztP(Cz，z，…，z) 
中 每 个 Q:(i 二 1，2，…， 上) 或 者 是 全 称 量词 或 者 是 存在 量词 ， 并 且 P(z ，z ，…，xz) 是 不 含量 词 的 


谓词 。 例 如 习 zVyCP(x，y) 人 QCy)) 是 前 束 范式 ,而 3zP(z)V YzQ(Gz) 不 是 (因为 并 不 是 所 有 量词 都 先 
出 现 ) 。 每 个 由 命题 变量 、 谓 词 、T 和 下， 位 个 前 束 范式 。 练 


习 
50. 


5S1. 


52. 


1. 
已 


51 要 求 对 这 一 事实 给 出 证 明 。 

把 下 列 语句 改 为 前 束 范式 。[ 提 示 : 利用 1.3 节 的 表 6 和 表 7、1.4 节 的 表 2 中 的 等 价 式 ; 1.4 节 的 例 
19，1.4 节 的 练习 45 一 46， 以 及 练习 48 和 49。] 

a) 3 xP(z)V 33zQGz)VA， 其 中 A 是 不 含量 词 的 命题 。 

b)DCYVYzPCz)VVZzQGCz)) 

CIP(r)=>4A7zQ(2) 

试 阐述 如 何 把 任意 语句 转换 为 与 之 等 价 的 前 束 范式 。( 注 意 : 本 练习 的 一 个 正式 的 解 需要 用 到 5. 3 节 
的 结构 归纳 法 。) 

用 全 称 量化 、 存 在 量化 和 逻辑 运算 符 来 表达 1.4 节 中 引入 的 量化 式 3 !zP(zx)。 


6 推理 规则 


6. 1 引言 
本 章 后 一 部 分 我 们 将 学 习 证 明 。 数 学 中 的 证 明 是 建立 数学 命题 真实 性 的 有 效 论 证 。 所 谓 的 


论证 (argument) ， 是 指 一 连 串 的 命题 并 以 结论 为 最 后 的 命题 。 所 谓 有 效 性 (valid)， 是 指 结论 或 
论证 的 最 后 一 个 命题 必须 根据 论证 过 程 前 面 的 命题 或 前 提 (premise) 的 真实 性 推出 。 也 就 是 说 ， 
一 个 论证 是 有 效 的 当 且 仅 当 不 可 能 出 现 所 有 前 提 为 真 而 结论 为 假 的 情况 。 为 从 已 知 命题 中 推出 


新 


的 命题 ， 我 们 应 用 推理 规则 ， 这 是 构造 有 效 论证 的 模板 。 推 理 规则 是 建立 命题 真实 性 的 基本 


工具 。 


的 


在 学 习 数 学 证 明之 前 ， 我 们 先 看 看 只 涉及 复合 命题 的 论证 。 我 们 定义 涉及 复合 命题 的 论证 
有 效 性 是 什么 意思 。 然 后 我 们 引入 一 系列 命题 逻辑 的 推理 规则 。 这 些 规则 是 在 产生 有 效 论证 


时 最 重要 的 组 成 部 分 。 在 解释 推理 规则 如 何 用 于 产生 有 效 论 证 后 ， 我 们 还 将 描述 一 些 常见 的 错 
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误 推理 ， 也 称 为 雇 误 (fallacy)， 它 直接 导致 无 效 论 证 。 

在 学 习 命 题 逻辑 的 推理 规则 后 ， 我 们 会 引入 量化 命题 的 推理 规则 。 我 们 将 描述 这 些 推理 规 
则 如 何 用 于 产生 有 效 论 证 。 这 些 用 于 涉及 存在 量词 和 全 称 量词 的 语句 的 推理 规则 在 计算 机 科学 
和 数学 中 扮演 着 非常 重要 的 角色 ， 尽 管 在 使 用 时 常常 不 会 刻意 提 及 。 

最 后 ， 我 们 将 展示 命题 的 推理 规则 和 量化 命题 的 推理 规则 如 何 结合 使 用 。 这 些 推理 规则 在 
复杂 的 论证 中 通常 结合 在 一 起 使 用 。 


1.6.2 命题 逻辑 的 有 效 论证 

考虑 下 面 涉及 命题 的 论证 ( 按 定义 是 指 一 连 串 的 命题 ): 

“如 果 你 有 一 个 当前 密码 ， 那 么 你 可 以 登录 到 网 络 。” 
“你 有 一 个 当前 密码 。” 

所 以 ， 

“你 可 以 登录 到 网 络 。” 

我 们 想 确定 这 是 否 是 一 个 有 效 论 证 。 也 就 是 说 ， 想 要 确定 当前 提 “ 如 果 你 有 一 个 当前 的 密 
码 ， 那 么 你 可 以 登录 到 网 络 ” 和 “你 有 一 个 当前 密码 ”都 为 真 时 ， 结 论 “ 你 可 以 登录 到 网 络 ” 是 否 
为 真 。 

在 讨论 这 个 特定 论证 的 有 效 性 之 前 ,我 们 来 看 看 它 的 形式 。 用 p 代表 “你 有 一 个 当前 密 
码 ”， 用 gq 代表 “你 可 以 登录 到 网 络 ”。 那 么 ， 这 个 论证 形式 化 表示 如 下 : 

p>g 
| A 
sg 
其 中 ,是 表示 “所 以 ”的 符号 。 

我 们 知道 ， 当 p 和 g 是 命题 变量 时 ,语句 ((p 一 g) 人 pp) 一 g 是 一 个 永 真 式 ( 见 1.3 节 
练习 10c) 。 特 别 地 ， 当 p>g 和 pp 都 为 真 时 ,我们 知道 g 肯定 为 真 。 我 们 说 语句 的 这 种 论证 
形式 是 有 效 的 ， 因 为 无 论 什 么 时 候 ， 只 要 它 的 所 有 前 提 ( 论 证 中 的 所 有 语句 ， 不 包含 最 后 的 
一 句 结论 ) 为 真 ， 那 么 结论 也 必须 为 真 。 现 在 假设 “如 果 你 有 一 个 当前 密码 ， 那 么 你 可 以 登录 
到 网 络 ”" 和 “你 有 一 个 当前 密码 ”都 为 真 。 当 用 p 表示 “你 有 一 个 当前 密码 ”， 用 g 表示 “你 可 以 
登录 到 网 络 ”， 那 么 接 下 来 必然 的 结论 是 “你 可 以 登录 到 网 络 ” 为 真 。 这 个 论证 是 有 效 的 ， 因 
为 它 的 形式 是 有 效 的 。 注 意 ， 无论 用 什么 命题 替换 p 和 4g， 只 要 p>g 和 pp 都 为 真 ， 那么 gq 也 
肯定 为 真 。 

当 用 命题 蔡 换 这 个 论证 形式 中 的 p 和 g， 但 是 p 和 pp 一 g 不 都 为 真 时 又 会 如 何 呢 ? 比 如 ， 
假设 p 代表 “你 可 以 访问 网 络 ”"，g 代表 “你 能 够 改变 你 的 成 绩 ”"， 并且 p 为 真 ,， 但 是 pg 为 假 。 
在 论证 形式 中 替换 p 和 gq 的 值 所 得 到 的 论证 为 : 

“如 果 你 可 以 访问 网 络 , 那 么 你 能 够 改变 你 的 成 绩 。” 
“你 可 以 访问 网 络 。” 
“.“ 你 能 够 改变 你 的 成 绩 。” 
该 论证 是 有 效 论证 ， 但 是 因为 其 中 一 个 前 提 即 第 一 个 前 提 为 假 ， 所 以 不 能 得 出 结论 为 真 (很 可 
能 ， 这 个 结论 为 假 ) 。 1 

在 讨论 中 ， 为 了 分 析 一 个 论证 ， 我 们 用 命题 变量 代替 命题 。 这 将 一 个 论证 改变 为 一 个 论证 
形式 。 我 们 发 现 ， 一 个 论证 的 有 效 性 来 自 于 论证 形式 的 有 效 性 。 用 这 些 关键 概念 的 定义 来 总 结 
用 于 讨论 论证 有 效 性 的 术语 。 

下 命题 逻辑 中 的 一 个 论证 是 一 连 串 的 命题 。 除 了 论证 中 最 后 一 个 命题 外 都 叫做 前 
提 ， 最 后 那个 命题 叫做 结论 。 一 个 论证 是 有 效 的 ， 如 果 它 的 所 有 前 提 为 真 蕴涵 着 结论 为 真 。 

命题 远 辑 中 的 论证 形式 是 一 连 串 涉及 命题 变 元 的 复合 命题 。 无 论 用 什么 特定 命题 来 替换 其 
中 的 命题 变 元 ， 如 果 前 提 均 真 时 结论 为 真 ， 则 称 该 论证 形式 是 有 效 的 。 
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从 有 效 论证 形式 的 定义 可 知 ， 当 (pi 人 p; 和信 …A 人 pp,) 一 g 是 永 真 式 时 ， 带 有 前 提 pl，p;， 
…，p, 以 及 结论 9 的 论证 形式 是 有 效 的 。 

证 明 命题 逻辑 中 论证 有 效 性 的 关键 就 是 要 证 明 它 的 论证 形式 的 有 效 性 。 因 此 ， 我 们 就 需要 
有 证 明 论 证 形式 有 效 性 的 技术 。 现 在 我 们 将 建立 完成 这 一 任务 的 方法 。 


1.6.3 命题 逻辑 的 推理 规则 

我 们 总 是 可 以 用 一 个 真 值 表 来 证 明 一 个 论证 形式 是 有 效 的 。 通 过 证 明 只 要 前 提 为 真 则 结论 
也 就 肯定 为 真 来 做 到 这 一 点 。 然 而 ， 这 会 是 一 个 宛 长 乏味 的 方法 。 例 如 ， 当 论证 形式 涉及 10 
个 不 同 的 命题 变量 时 ， 用 真 值 表 证 明 这 个 论证 形式 的 有 效 性 就 需要 22 王 1024 行 。 幸 运 的 是 ， 
我 们 不 是 必须 采用 真 值 表 。 反 之 ， 我 们 可 以 先 建立 一 些 相对 简单 的 论证 形式 ( 称 为 推理 规则 ) 的 
有 效 性 。 这 些 推理 规则 可 以 作为 基本 构件 用 来 构造 更 多 复杂 的 有 效 论 证 形式 。 现 在 我 们 将 介绍 
命题 逻辑 中 最 重要 的 推理 规则 。 

永 真 式 (p 八 (pg)) 一 g 是 称 为 假 言 推理 (modus ponens) 或 分 离 规则 (law of detachment) 的 
推理 规则 的 基础 。( 拉 丁 文 modus ponens 的 意思 是 确认 模式 (mode that affirms) 。) 这 个 永 真 式 导 
出 了 下 面 的 有 效 论 证 形式 ， 即 在 我 们 开始 关于 论证 的 讨论 中 已 经 看 到 的 ( 同 前 ， 这 里 符号 ,… 表 
示 “所 以 ”) : 


a 





cg 

采用 这 种 记 法 ， 将 前 提 写 成 一 列 ， 随 之 是 一 横 线 ， 接 下 来 的 一 行 以 所 以 符号 开头 并 以 结论 结 
尾 。 特 别 地 ， 假 言 推理 告诉 我 们 ， 如 果 一 个 条 件 语句 以 及 它 的 前 提 都 为 真 ， 那 么 结论 肯定 为 
真 。 例 1 解释 了 假 言 推理 的 应 用 。 

例 1 假设 条 件 语句 “如 果 今天 下 雪 ， 那么 我 们 就 去 滑雪 ”以 及 它 的 前 提 “ 今 天 正在 下 雪 ” 为 
真 。 那 么 ,根据 假 言 推理 ， 条 件 语 句 的 结论 “我 们 就 去 滑雪 ”为 真 。 4 

就 像 前 面 提 到 的 ， 当 一 个 或 更 多 前 提 为 假 时 ， 一 个 有 效 论 证 可 能 会 导致 一 个 错误 的 结论 。 
在 例 2 中 将 再 次 说 明 。 

例 2 确定 如 下 给 定 的 论证 是 否 有 效 ， 并 且 确 定 由 论证 的 有 效 性 是 否 可 以 推出 它 的 结论 一 
定 为 真 。 


“如 果 V2 之 记 ， 那 么 (J2)* > ( 记 ) 。 我 们 知道 V3 > 这， 因此 


Cp > 


解 ” 令 力 为 命题 “J3>> 孔 ”， 令 g 为 2> (也 ) 。 论 证 的 前 提 为 p>q 和 pp， 而 4 是 结论 。 这 
个 论证 是 有 效 的 ， 因 为 这 可 以 通过 假 言 推理 这 个 有 效 论证 形式 来 构造 。 然 而 ， 其 中 的 前 提 y2 > 
3 为 假 。 因此， 我们 不 能 得 出 结论 为 真 。 此 外 ， 注 意 这 个 论证 的 结论 为 假 , 因为 2 二 了 。 < 


命题 逻辑 有 许多 很 有 用 的 推理 规则 。 可 能 应 用 最 广泛 的 推理 规则 如 表 1 所 示 。1. 3 节 练 习 9、 
10、15 以 及 30 要 求证 明 这 些 推理 规则 是 有 效 的 论证 形式 。 我 们 现在 给 出 一 些 用 到 这 些 推理 规则 
的 论证 的 例子 。 在 每 一 个 论证 中 ， 首 先 用 命题 变量 表达 论证 中 的 命题 。 然 后 我 们 证 明 所 得 论证 
形式 是 表 1 中 的 一 个 推理 规则 。 


表 1 推理 规则 





永 真 式 














( 力 入 ( 力 一 9)) gq 
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推理 规则 

19 

pq CaN(p*o) 1p 

5 

pq 

A (〈(( 力 一 9) 人 (9 一方 ) >(p—r) 言 三 段 论 

pVg 

-1p ((pV9g)A-p) gq 析 取 三 段 论 
i 

之 一 >(BND 和 
“pVg p>(pVg 附加 律 

A 

. 208 (pAD—p 化 简 律 
交 北 

p 

gq ((p)A(g))—>(pAg) 合 取 律 
“pAg 

pVga 

PpVr ((pVg)A(H PV) >(qgVr) 消解 律 
“a Vr 





例 3 说 出 哪个 推理 规则 是 下 列 论 证 的 基础 :“ 现 在 气温 在 冰点 以 下 。 因 此 ， 要 么 现在 气 
温 在 冰点 以 下 ， 要 人 么 正在 下 雨 。” 
解 ” 设 pp 是 命题 “现在 气温 在 冰点 以 下 ”， 而 4 是 命题 “现在 正在 下 雨 ”。 那 么 这 个 论证 形 如 
2 
“PVga 
这 是 使 用 附加 律 的 论证 。 q 
例 4 说 出 哪个 推理 规则 是 下 列 论证 的 基础 :“ 现 在 气温 在 冰点 以 下 并 且 现 在 正在 下 两 。 
因此 ,现在 气温 在 冰点 以 下 。” 
解 ” 设 2p 是 命题 “现在 气温 在 冰点 以 下 ”， 而 9g 是 命题 “现在 正在 下 雨 ”。 这 个 论证 形 如 
pAg 
Dp 
这 个 论证 使 用 了 化 简 律 。 4 
例 5 说 出 在 下 列 论证 里 使 用 了 哪个 推理 规则 : 
如 果 今 天 下 雨 ， 则 我 们 今天 就 不 吃 烧 烤 了 。 如 果 我 们 今天 不 吃 烧 烤 ， 则 我 们 明天 再 吃 烧 
烤 。 因 此 ， 如 果 今 天 下 雨 ， 则 我 们 明天 上 吃 烧 烤 。 
解 ” 设 zp 是 命题 “今天 下 雨 ”， 设 g 是 命题 “我 们 今天 不 吃 烧烤 ”， 而 设 ~ 是 命题 “我 们 明天 
吃 烧烤 ”。 则 这 个 论证 形 如 





扫 ~ 训 
gq>r 
em 


因此 ， 这 个 论证 是 假 言 三 段 论 。 4 


1.6.4 使 用 推理 规则 建立 论证 

当 有 多 个 前 提 时 ， 常 常 需要 用 到 多 个 推理 规则 来 证 明 一 个 论证 是 有 效 的 。 例 6 和 例 7 给 出 
了 解释 ， 其 中 论证 的 每 个 步骤 都 显示 在 不 同 的 行 ， 并 明确 地 写 出 每 一 步 的 理由 。 这 些 例子 也 可 
以 用 来 证 明 如 何 使 用 推理 规则 来 分 析 自 然 语言 表述 的 论证 。 

例 6 证 明 前 提 “ 今 天 下 午 不 是 晴天 并 且 今 天 比 昨天 冷 "”，“ 只 有 今天 下 午 是 晴天 ,我们 才 
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去 游泳 ”， “如 果 我 们 不 去 游泳 ， 则 我 们 将 乘 独 木舟 游览 ”?"， 以 及 “如 果 我 们 乘 独 木舟 游览 ， 则 我 
们 将 在 黄昏 前 回 家 ”， 推 导出 结论 “我 们 将 在 黄昏 前 回 家 ?”。 

解 ” 设 zp 是 命题 “今天 下 午 是 晴天 ”，g 是 命题 “今天 比 昨 天 冷 ”，r 是 命题 “我 们 将 去 游泳 ”， ,2 荆 
s 是 命题 “我 们 将 乘 独 木舟 游览 ”"， 而 t 是 命题 “我 们 将 在 黄昏 前 回 家 ”。 那 么 这 些 前 提 表 示 为 -p 
Ag，r>p，717>s，s 玉 t。 结 论 则 是 +1。 针对 假设 -pAgq、r 一 pp、-1r>s， 以 及 s>t 和 结论 上 ， 我 
们 需要 给 出 一 个 有 效 论 证 。 

如 下 构造 一 个 论证 来 证 明 我 们 的 前 提 能 导致 期 望 的 结论 。 


步骤 理由 

1.-7pAa 前 提 引 入 

2.7p 化 简 律 ， 用 (1) 

3.r>p 前 提 引 入 

4. 7 取 拒 式 ， 用 (2) 和 (3) 

5. 一 >5 前 提 引 入 

6.s 假 言 推理 ， 用 (4) 和 (5) 

7. 5 一 上 前 提 引 入 

8. 假 言 推理 ， 用 (6) 和 (7) 

注意 我 们 也 可 以 用 真 值 表 来 证 明 只 要 四 个 前 提 的 每 一 个 都 为 真 ， 那么 结论 也 为 真 。 然 而 ， 
因为 这 里 有 5 个 命题 变 元 p、gq、r、s 和 t+， 这 样 的 真 值 表 就 会 有 32 行 。 S| 


例 7 证 明 前 提 “ 如 果 你 发 电子 邮件 给 我 ， 则 我 会 写 完 程序 ”， “如果 你 不 发 电子 邮件 给 我 ， 
则 我 会 早点 睡觉 ”>， 以 及 “如 果 我 早点 睡觉 ， 则 我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”>， 导 致 结论 “如 果 我 不 
写 完 程序 ， 则 我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”。 

解 ” 设 pp 是 命题 “你 发 电子 邮件 给 我 "，g 是 命题 “我 会 写 完 程序 ”，r 是 命题 “我 早点 睡觉 ”， 
而 s 是 命题 “我 醒 来 时 会 感觉 精力 充沛 ”。 则 这 些 前 提 是 p 屋 q，-~1p 习 rr，r 一 s。 期 望 的 结论 是 
gs。 针 对 假设 p>g、 了 pr， 以 及 r>s 和 结论 -gs 我 们 需要 给 出 一 个 有 效 论 证 。 

这 样 的 论证 形式 证 明 这 些 前 提 导 出 期 望 的 结论 。 


步骤 理由 

1. p>g 前 提 引 入 

2. 9 一 一 力 (1) 的 闭 否 命题 

38. >7 前 提 引 入 

4 言 三 段 论 ， 用 (2) 和 (3) 

5. 7 一 > 前 提 引 入 

6. 9 一 : 假 言 三 段 论 ， 用 (4) 和 (5) 4 
1.6.5 消解 律 


已 经 开发 出 的 计算 机 程序 能 够 将 定理 的 推理 和 证 明 任务 自动 化 。 许 多 这 类 程序 利用 称 为 消 几 疝 

解 律 (resolution) 的 推理 规则 。 这 个 推理 规则 基于 永 真 式 : 
((pVg)ACHpPpVr)>(qV7) 

(此 永 真 式 的 验证 见 1. 3 节 练 习 30。) 消 解 规则 最 后 的 析 取 式 gqVr 称 为 消解 式 (resolvent) 。 当 在 
此 永 真 式 中 令 g= 二 rr 时， 可 得 (pV gq)A 人 (PV 9) 悦 q。 而 且 ， 当 令 r 二 F 时 ,可 得 (pVg)A(p) 
一 q( 因 为 aVF 寺 gq)， 这 是 永 真 式 ， 析 取 三 段 论 规则 就 基于 此 式 。 

例 8 使 用 消解 律 证 明 ， 假设 “Jasmine 在 滑雪 或 现在 没有 下 雪 ” 和 “现在 下 雪 了 或 Bart 在 打 
曲棍球 ”蕴含 结论 “Jasmine 在 滑雪 或 Bart 在 打 曲 棍 球 。” 

解 ” 令 为 命题 “现在 下 雪 了 ”，g 为 命题 “Jasmine 在 滑雪 ”，r 为 命题 “Bart 在 打 曲 棍 球 ”。uw 囊 
我 们 可 以 将 假设 分 别 表示 为 42pV gq 和 pVr。 使 用 消解 律 ， 命题 gVr 即 “Jasmine 在 滑雪 或 者 
Bart 在 打 曲 棍 球 ”成 立 。 通 
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消解 律 在 基于 逻辑 规则 的 编程 语言 中 扮演 着 重要 的 角色 ， 如 在 Prolog 中 (其 中 用 到 了 量化 
命题 的 消解 规则 )。 而 且 ， 可 以 用 消解 律 来 构建 自动 定理 证 明 系统 。 要 使 用 消解 律 作为 仅 有 的 
推理 规则 来 构造 命题 逻辑 中 的 证 明 ， 假设 和 结论 必须 表示 为 子 句 (clause)， 这 里 子 句 是 指 变量 
或 其 否定 的 一 个 析 取 式 。 我 们 可 以 将 命题 逻辑 中 非 子 句 的 语句 用 一 个 或 多 个 等 价 的 子 句 语句 来 
替换 。 例 如 ， 假 定 有 一 个 形 如 pV (g 信 7) 的 语句 。 因 为 pV (gqA 人 7) 圭 (pVg)A 人 (pVr)， 所 以 我 
们 可 以 用 两 个 子 句 pVgq 和 pVr 来 代替 pV (g 人 rr)。 我们 可 以 用 语句 -jp 和 -9g 来 代替 形 如 
了 《pV 9) 的 语句 ， 因 为 德 。 摩根 律 表 明 --(pV gq) 寺 4p 人 ~q。 我 们 也 可 以 用 等 价 的 析 取 式 JpV gq 
来 代替 条 件 语句 p 一 g。 

例 9 证 明 假 设 (pA 人 g)Vr 和 rr 一 s 蕴含 结论 pVs。 

解 ” 可 以 将 假设 (pAg)Vr 重 写 为 两 个 子 句 pVr 和 gq Vr。 还 可 以 将 rr 一: 替换 为 等 价 的 子 
句 -JrVs。 使 用 子 句 pVr 和 -r+rV s， 通 过 消解 律 便 可 得 出 结论 pV s。 本 


1.6.6 雇 误 

几 种 常见 的 廖 误 都 来 源 于 不 正确 的 论证 。 这 些 雇 误 看 上 去 像 是 推理 规则 ， 但 是 它们 是 基于 
可 满足 式 而 不 是 永 真 式 。 这 里 讨论 这 些 雇 误 ， 是 为 了 说 明 在 正确 与 不 正确 的 推理 之 间 的 区 别 。 

命题 ((p>q) 人 q) 习 p 不 是 永 真 式 ， 因 为 当 zp 为 假 而 g 为 真 时 ， 它 为 假 。 不 过 ， 有 许多 不 
正确 论证 把 它 当 做 永 真 式 。 换 句 话说 ,它们 把 前 提 pg 和 g 及 结论 pp 当做 有 效 论 证 形式 ， 其 
实 不 然 。 这 类 不 正确 的 推理 称 为 肯定 结论 的 雇 误 (fallacy of affirming the conclusion) 。 

例 10 下 列 论证 是 否 有 效 ? 

如 果 你 做 本 书 的 每 一 道 练 习 ， 则 你 就 学 习 离 散 数学 。 你 学 过 离散 数学 。 

因此 ， 你 做 过 本 书 的 每 一 道 练习 。 

解 ” 设 pp 是 命题 “你 做 过 本 书 的 每 一 道 练 习 ”。 设 g 是 命题 “你 学 过 离散 数学 ”。 这 个 论证 形 
式 是 : 如 果 p>q 并 且 gq， 则 p。 这 就 是 使 用 肯定 结论 雇 误 的 不 正确 推理 的 一 个 例子 。 事 实 上 ， 
你 可 能 通过 其 他 某 种 方式 而 不 是 通过 做 本 书 的 每 一 道 练习 来 学 习 离 散 数 学 。( 你 可 能 通过 阅读 、 
听讲 座 、 做 本 书 的 一 些 但 不 是 全 部 练习 等 方式 来 学 习 离 散 数 学 .) 本 

命题 ((p>q) 人 -Pp) 一 4p 不 是 永 真 式 ， 因 为 当 zp 为 假 而 gq 为 真 时 ， 它 为 假 。 许 多 不 正确 的 
论证 都 错误 地 把 它 当 做 推理 规则 。 这 类 不 正确 的 推理 称 为 否定 假设 的 廖 误 (fallacy of denying 
the hypothesis) 。 

例 11@ 设 p 和 9g 与 例 10 一 样 。 如 果 条 件 语 句 p->q 为 真 ， 并 且 Dz 为 真 ， 则 得 出 ~p 为 真是 
否 正确 ? 换 句 话说 ,假定 如 果 你 做 本 书 里 每 一 道 练习 ， 则 你 就 学 习 了 离散 数学 ; 那么 如 果 你 没 
有 做 过 本 书 里 每 一 道 练习 ， 那 么 是 否 可 以 认为 你 没有 学 习 离 散 数 学 ? 

解 ” 即 使 你 没有 做 过 本 书 里 每 一 道 练习 ， 你 也 可 能 学 过 离散 数学 。 这 个 不 正确 的 论证 具有 
这 样 的 形式 : p>g 和 -1p 蕴含 ~449， 这 是 一 个 否定 假设 的 廖 误 的 例子 。 a 


1. 6.7 量化 命题 的 推理 规则 

我 们 已 经 讨论 了 命题 的 推理 规则 。 现 在 将 要 描述 针对 含有 量词 的 命题 的 一 些 重要 的 推理 规 
则 。 这 些 推理 规则 广泛 地 应 用 在 数学 论证 中 ， 但 通常 不 会 显 式 地 提 及 。 

全 称 实例 (universal instantiation) 是 从 给 定 前 提 V zP(Cz) 得 出 P(c) 为 真 的 推理 规则 ， 其 中 
是 论 域 里 的 一 个 特定 的 成 员 。 当 我 们 从 命题 “所 有 女人 都 是 聪明 的 ”得 出 “Lisa 是 聪明 的 ”结论 
时 ， 这 就 使 用 了 全 称 实例 规则 ， 其 中 Lisa 是 所 有 女人 构成 的 论 域 中 的 一 员 。 

全 称 引 入 (universal generalization ) 是 从 对 论 域 里 所 有 元 素 c 都 有 P(c) 为 真 的 前 提 推 出 
VzP(z) 为 真 的 推理 规则 。 我 们 可 以 通过 从 论 域 中 任意 取 一 个 元 素 c 并 证 明 P(c) 为 真 来 证 明 
VY zxP(z) 为 真 时 ， 这 就 使 用 了 全 称 引 入 规则 。 所 选择 的 元 素 c 必须 是 论 域 里 一 个 任意 的 元 素 ， 
而 不 是 特定 的 元 素 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 从 VY zp(z) 断 言 对 于 论 域 中 元 素 c 的 存在 性 时 ， 我 们 不 
能 对 c 进行 控制 ， 并 且 除 了 c 来 自 于 论 域 以 外 不 能 对 c 做 出 任何 其 他 假设 。 在 许多 数学 证 明 里 
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都 隐 含 地 使 用 全 称 引 入 ， 而 很 少 明确 地 指出 来 。 然 而 ， 当 应 用 全 称 引 入 时 错误 地 添加 关于 任意 
元 素 c 莫名 假设 是 错误 推理 中 屡见不鲜 的 。 

存在 实例 (existential instantiation) 是 允许 从 “如 果 我 们 知道 3zP(Cz) 为 真 ， 得 出 在 论 域 中 存 
在 一 个 元 素 c 使 得 P(e) 为 真 ” 的 推理 规则 。 这 里 不 能 选择 一 个 任意 值 的 c<， 而 必须 是 使 得 P(c) 
为 真 的 那个 c<。 通 常 我 们 不 知道 < 是 什么 ， 而 仅仅 知道 它 存在 。 因 为 它 存在 ， 所 以 可 以 给 它 一 
个 名 称 (c) 从 而 继续 论证 。 

存在 引入 (existential geralization) 是 用 来 从 “已 知 有 一 特定 的 c 使 P(ec) 为 真 时 得 出 3 xP(z) 
为 真 ” 的 推理 规则 。 即 如 果 我 们 知道 论 域 里 一 个 元 素 c 使 得 P(ec) 为 真 ， 则 我 们 就 知道 3zP(z) 
为 真 。 

这 些 推 理 规则 总 结 在 表 2 中 。 例 12 和 例 13 将 要 说 明 如 何 使 用 量化 命题 的 推理 规则 。 


表 2 量化 命题 的 推理 规则 





推理 规则 名 称 
VzP(Cz) 
交 全 称 实例 
Plc)， 任意 < 全 称 引入 


“ YrP(z) 


了 zP(Cz) 
小 了 (c)， 对 某 个 元 素 < 存在 实例 


了 (c) ， 对 某 个 元 素 c 
“. 3zP(z) 存在 引入 





例 12 ”证 明 前 提 “ 在 这 个 离散 数学 班 上 的 每 个 人 都 学 过 一 门 计算 机 课程 "和 “Marla 是 这 个 
班 上 的 一 名 学 生 ” 蕴 含 结论 “Marla 学 过 一 门 计算 机 课程 ”。 

解 设 D(x) 表示 “Zz 在 这 个 离散 数学 班 上 的 ”>， 并 且 设 C(x) 表 示 “z 学 过 一 门 计算 机 课程 ”。 
则 前 提 是 Yz(CDCz) 一 CCz)) 和 D(C(Marla)。 结 论 是 CCMarla) 。 

下 列 步 又 可 以 用 来 从 前 提 建 立 结论 。 


步骤 理由 

1. YzCD(Cz) 一 CCz)) 前 提 引 入 

2. D(Marla)—>C(marla) 全 称 实例 ， 用 (1) 

3. D(CMarla) 前 提 引 入 

4. CC(Marla) 假 言 推理 ， 用 (2) 和 (3) 4 


例 13 证 明 前 提 “ 这 个 班 上 有 个 学 生 没 有 读 过 这 本 书 ” 和 “这 个 班 上 的 每 个 人 都 通过 了 第 一 
次 考试 ”蕴含 结论 “通过 第 一 次 考试 的 某 个 人 没有 读 过 这 本 书 ”。 

解 令 C(x) 表 示 “z 在 这 个 班 上 ”，B(zx) 表 示 “x 读 过 这 本 书 ”，P(zx) 表 示 “z 通 过 了 第 一 次 
考试 "?。 前 提 是 3 x(C(x) A-JB(z)) 和 Vzx(C(z) 一 P(xz))。 结 论 是 3xCP(z) 和 -B(x))。 下 列 步 


又 可 以 用 来 从 前 提 建 立 结论 。 
步骤 理由 
1. 3xz(CCz) ABCz)) 前 提 引 入 
2. Cl(a) 人 ABCa) 存在 实例 ， 用 (1) 
3. C(a) 化 简 律 ， 用 (2) 
4. Vr(C(zx)—>P(z)) 前 提 引 入 
5. Cl(a)—>P(a) 全 称 实例 ， 用 (4) 
6. P(a) 假 言 推理 ， 用 (3) 和 (5) 
7.4B(a) 化 简 律 ， 用 (2) 
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8. P(a) A_B(a) 合 取 律 ， 用 (6) 和 (7) 
和 汉人 所 加 (去 7 存在 引入 ， 用 (8) | 


1.6.8 命题 和 量化 命题 推理 规则 的 组 合 使 用 

我 们 已 经 建立 了 命题 的 推理 规则 和 量化 命题 的 推理 规则 。 注 意 我 们 在 例 12 和 例 13 的 论证 
中 既 用 了 全 称 实例 (量化 命题 推理 规则 ) 也 用 了 假 言 推理 (命题 推理 规则 ) 。 我 们 常常 需要 组 合 使 
用 这 些 推理 规则 。 由 于 全 称 实 例 和 假 言 推理 在 一 起 使 用 是 如 此 广泛 ， 所 以 这 种 规则 的 组 合 有 时 
称 为 全 称 假 言 推理 (universal modus ponens) 。 这 个 规则 告诉 我 们 :如果 Vz(CP(Cz) 一 Q(Cz)) 为 
真 ， 并 且 如 果 P(a) 对 在 全 称 量词 论 域 中 的 一 个 特定 元 素 a 为 真 ， 那 么 QCa) 也 肯定 为 真 。 为 了 
看 清 这 点 ， 请 注意 由 全 称 实 例 示 可 得 P(a) 一 Q(a) 为 真 。 然 后 ， 由 假 言 推理 可 得 Q(a) 也 肯定 为 
真 。 可 以 将 全 称 假 言 推理 描述 如 下 : 

Vr(P(z)— Q(z)) 
P(a) ,其 中 a 是 论 域 中 一 个 特定 的 元 素 
"Qa) 

全 称 假 言 推理 常常 用 于 数学 论证 中 。 这 将 在 例 14 中 说 明 。 

例 14 假定 “对 所 有 正 整 数 n， 如 果 n 大 于 4， 那么 ww 小 于 2"? 为 真 。 用 全 称 假 言 推 理 证明 
MOO ES 

解 令 P(n) 表 示 “n 记 4”，Q(n) 表 示 “mw 二 2””。 语句 “对 所 有 正 整 数 n， 如 果 n 大 于 4， 那 么 
天 小 于 2"” 可 以 表示 为 Vn(P(n) 习 QC(n))， 其 中 论 域 为 所 有 正 整 数 。 假 设 VYnCP(n) 一 Q(n)) 为 
真 。 注 意 ， 因 为 100>>4， 所 以 P(100) 为 真 。 接 着 由 全 称 假 言 推理 可 知 QC(100) 为 真 ， 即 100 一 
2 4 

另 一 个 重要 的 命题 逻辑 推理 规则 和 量化 命题 推理 规则 的 组 合 是 全 称 取 拒 式 (universal 
modus tollens) 。 全 称 取 拒 式 将 全 称 实例 和 取 拒 式 组 合 在 一 起 ， 可 以 用 如 下 方式 表达 : 

VCPkzX Q&T) 
= Q(a) ,其 中 a 是 论 域 中 一 个 特定 的 元 素 
ya 

全 称 取 拒 式 的 证 明 留 做 练习 25。 练 习 26 一 29 将 设计 更 多 的 命题 逻辑 推理 规则 和 量化 命题 

推理 规则 的 组 合 规则 。 


练习 
1. 找 出 下 列 论证 的 论证 形式 ， 并 判定 是 否 有 效 。 如 果 前 提 为 真 ， 能 断定 结论 为 真 吗 ? 
如 果 苏 格拉 底 是 人 ， 那 么 苏 格 拉 底 是 会 死 的 。 
苏 格 拉 底 是 人 
… 苏 格拉 底 是 会 死 的 
2. 找 出 下 列 论 证 的 论证 形式 ， 并 判定 是 否 有 效 。 如 果 前 提 为 真 ， 能 断定 结论 为 真 吗 ? 


如 果 George 没 有 8 条 腿 ， 那 么 它 就 不 是 蜘蛛 。 
George 是 蜘蛛 。 
.George 有 8 条 腿 
3. 在 下 列 每 个 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? 
a) Alice 主 修 数学 。 因 此 ，Alice 主 修 数 学 或 计算 机 科学 。 
b)Jerry 主 修 数学 和 计算 机 科学 。 因 此 ，Jerry 主 修 数学 。 
c) 如 果 今 天 下 雨 ， 则 游泳 池 将 关闭 。 今 天 下 雨 。 因 此 ， 游 泳池 关闭 。 
d) 如果 今 天 下 雪 ， 则 大 学 将 关闭 。 今 天 大 学 没有 关闭 。 因 此 , 今天 没有 下 雪 。 
e) 如 果 我 去 游泳 ， 则 我 会 在 太阳 下 停留 过 久 。 如 果 我 在 太阳 下 停留 过 久 ， 则 我 会 有 了 晒 斑 。 因 此 ， 如 果 
我 去 游泳 ， 则 我 会 有 了 晒 斑 。 
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, 在 下 列 每 个 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ? 


2) 袋鼠 生活 在 澳大利亚 并 且 是 有 和 袋 类 动物 。 因 此 ,袋鼠 是 有 和 袋 类 动物 。 

b) 今 天 气温 高 于 100 度 或 者 污染 是 有 害 的 。 今 天 外 面 气 温 低 于 100 度 。 因 此 ,污染 是 有 害 的 。 

c)Linda 是 优秀 的 游泳 者 。 如 果 Linda 是 优秀 的 游泳 者 ， 则 她 可 以 当 救 生 员 。 因 此 ，Linda 可 以 当 救 
生 员 。 

d) 今 年 夏天 Steve 将 在 计算 机 公司 工作 。 因 此 ， 今 年 夏天 Steve 将 在 计算 机 公司 工作 或 者 在 海滩 闲 选 。 

e) 如 果 我 整 夜 做 这 个 作业 ， 则 我 可 以 解答 所 有 的 习题 。 如 果 我 解答 所 有 的 习题 ， 则 我 会 理解 这 些 资 
料 。 因 此 ， 如 果 我 整 夜 地 做 这 个 作业 ， 则 我 会 理解 这 些 资 料 。 


. 使 用 推理 规则 证 明 前 提 “Randy 很 用 功 ”、“ 如 果 Randy 很 用 功 ， 则 他 是 一 个 繁 孩子 ?以 及 “如 果 Randy 


是 一 个 笨 孩 子 ， 则 他 不 会 得 到 工作 ”蕴含 着 结论 “Randy 不 会 得 到 工作 ”。 


. 使 用 推理 规则 证 明 前 提 ”* 如 果 天 不 下 十 或 天 不 起 雾 ， 则 帆船 比赛 将 举行 并 且 救 生 表演 将 进行 ">、“ 如 果 


帆船 比赛 举行 ， 则 将 颁发 奖杯 ”以 及 “没有 颁发 奖杯 ”蕴含 着 结论 “天 下 雨 了 ”。 


. 在 下 面 的 著名 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ?“ 所 有 的 人 都 是 要 死 的 。 苏 格拉 底 是 人 。 因 此 ， 苏 格拉 底 


是 要 死 的 。” 


. 在 下 面 的 论证 里 使 用 了 什么 推理 规则 ?“ 没 有 人 是 岛屿 。 曼 哈 顿 是 岛屿 。 因 此 ， 曼 哈 顿 不 是 人 。” 
. 对 下 列 的 每 组 前 提 ， 可 以 得 出 什么 样 的 相关 结论 ? 试 解释 从 前 提 获 得 每 个 结论 时 所 使 用 的 推理 规则 。 


a) “如果 我 某 天 休假 ， 则 那天 下 雨 或 下 雪 ”。“ 我 在 周二 休假 或 在 周 四 休假 ”。“ 周 二 出 太阳 ”。“ 周 四 未 
下 二 :3 : 

b) “如果 我 吃 了 辣 的 食物 ， 则 我 会 做 奇怪 的 梦 ”"。“ 如 果 我 睡觉 时 打雷 ， 则 我 会 做 奇怪 的 梦 ”。“ 我 没有 
做 奇怪 的 梦 。” 

c) “我 或 者 聪明 或 者 幸运 。”“ 我 不 幸运 。”“ 如 果 我 幸运 ， 则 我 将 赢得 大 奖 。 

d) “每 个 主 修 计 算 机 科学 的 人 都 有 一 台 个 人 计算 机 。”“Ralph 没有 个 人 计算 机 。”“Ann 有 一 台 个 人 计 

e)“ 对 公司 有 利 的 就 对 美国 有 利 。”“ 对 美国 有 利 的 就 对 你 有 利 。”“ 对 公司 有 利 的 就 是 你 购买 许多 东西 ,” 

f) “所 有 的 呈 齿 类 动物 都 嘴 咬 它们 的 食物 .”“ 老 鼠 是 晓 齿 类 动物 “野兔 不 嘴 咬 它们 的 食物 。”“ 蝙 蝙 不 是 
哨 齿 类 动物 。” 


10. 对 下 列 的 每 组 前 提 ， 可 以 得 出 什么 样 的 相关 结论 ? 试 解释 从 前 提 获 得 每 个 结论 时 所 使 用 的 推理 规则 。 


11. 


12, 


13. 


a) “如 果 我 打 曲 棍 球 ， 则 我 第 二 天 会 感到 酸痛 ,”“ 如 果 我 感到 酸痛 ， 则 我 会 用 水 疗 。”“ 我 没有 用 
水 疗 。” 

b) “如 果 我 工作 ， 则 天 晴 或 半 晴 。”“ 我 上 周一 工作 或 上 周 五 工作 。”“ 周 二 不 是 晴天 。”“ 周 五 也 不 是 
半 晴 。” 

c) “所 有 的 昆虫 都 有 6 条 腿 。”“ 晴 昨 是 昆虫 。” 蜂 蛛 不 是 6 条 腿 。”“ 旷 蛛 吃 晴 昨 。” 

d) “每 个 学 生 都 有 因特网 账号 。 ”Homer 没有 因特网 账号 。”“Maggie 有 因特网 账号 。” 

e) “所 有 对 健康 有 益 的 食物 都 不 好 吃 。” 豆 腐 对 健康 有 益 。”“ 你 只 吃 好 吃 的 东西 “你 不 吃 豆腐 。 ”汉堡 


包 对 健康 无 益 。” 
f) “我 在 做 梦 或 在 幻觉 中 。”“ 我 没有 做 梦 。”“ 如 果 我 在 幻觉 中 ， 则 我 看 见 大 象 在 路 上 跑 。” 
证 明 如 果 由 前 提 pi，ps，…，p,， g 及 结论 r 构成 的 论证 形式 是 有 效 ， 则 由 前 提 pl，ps，…，p， 及 
结论 gq 一 7 构成 的 论证 形式 也 是 有 效 。 
应 用 练习 11 和 表 1 中 的 推理 规则 证 明 : 由 前 提 (pA 人 D>(rVs)，gq 阅 (uA 人 t)，u>p 和 5 及 结论 gq 六 7r 
构成 的 论证 形式 是 有 效 的 。 


对 下 列 每 个 论证 ， 解 释 对 每 个 步骤 使 用 了 哪 条 推理 规则 。 

a)“ 班 上 的 学 生 Doug 知道 如 何 写 Java 程序 。 知 道 如 何 写 Java 程序 的 每 个 人 都 可 以 得 到 高 薪 的 工作 。 
因此 ， 班 上 的 某 些 人 可 以 得 到 高 薪 的 工作 。” 

“ b)“ 班 上 的 某 个 人 喜欢 观赏 鲸鱼 。 每 个 喜欢 观赏 鲸鱼 的 人 都 关心 海洋 污染 。 因 此 ， 班 上 有 人 关心 海洋 
污染 。” 

e)“ 班 上 的 93 个 学 生 每 人 拥有 一 台 个 人 计算 机 。 拥 有 个 人 计算 机 的 每 个 人 都 会 使 用 字 处 理 软件 。 因 
此 ， 班 上 的 学 生 Zeke 会 使 用 字 处 理 软件 .” 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
22. 
23. 


24. 
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d) “新泽西 州 的 每 个 人 都 生活 在 距离 海洋 50 英里 之 内 。 新 泽 西 州 的 某 些 人 从 来 没有 见 过 海洋 。 因 此 ， 
生活 在 距离 海洋 50 英里 之 内 的 某 些 人 从 来 没有 见 过 海洋 。” 


. 对 下 列 每 个 论证 ， 解 释 对 每 个 步骤 使 用 了 哪 条 推理 规则 。 


a)“ 本 班 学 生 Linda 拥有 红色 敞篷 汽车 。 拥 有 红色 敞篷 汽车 的 每 个 人 都 至 少 领 到 一 张 超速 罚单 。 因 此 ， 
本 班 的 某 人 领 到 一 张 超速 罚单 。” 

b)“5 位 室友 中 的 每 一 位 (Melissa、Aaaron、Ralph、Veneesha 和 Keeshawn) 都 选修 过 离散 数学 课程 。 
每 位 选修 过 离散 数学 课程 的 学 生 都 可 以 选修 算法 课程 。 因此， 所 有 5 位 室友 明年 都 可 以 选修 算法 
课程 。” 

c)“John Sayles 制作 的 所 有 电影 都 很 好 看 。John Sayles 制作 过 关于 煤矿 工人 的 电影 。 因 此 ， 有 一 部 很 
好 看 的 关于 煤矿 工人 的 电影 。” 

d)“ 本 班 有 人 到 过 法 国 。 到 过 法 国 的 每 个 人 都 会 参观 卢 浮 宫 。 因 此 ， 本 班 有 人 参观 过 卢 浮 官 。” 

判断 下 列 论证 是 否 正 确 并 解释 原因 。 

a) 班 上 的 所 有 学 生 都 懂 逻 辑 。Xavier 是 这 个 班 上 的 学 生 。 因 此 ，Xavier 也 懂 逻 辑 。 

b) 每 个 计算 机 专业 的 学 生 都 要 学 离散 数学 。Natasha 在 学 离散 数学 ， 因 此 ，Natasha 是 计算 机 专业 的 。 

c) 所 有 鹦 堪 都 喜欢 水 果 。 我 养 的 鸟 不 是 鹦 政 ， 因 此 ， 我 养 的 鸟 不 喜欢 水 果 。 

qd) 每 天 吃 麦片 的 人 都 很 健康 。Linda 不 健康 ， 因 此 ，Linda 没有 每 天 吃 麦 片 。 

判断 下 列 论 证 是 否 正 确 并 解释 原因 。 

a) 每 一 个 上 大 学 的 人 都 住 过 宿舍 。Mia 从 未 住 过 宿舍 ， 因 此 ，Mia 没有 上 过 大 学 。 

b) 敞 篷 轿 车 开 起 来 感觉 很 好 。Isaac 的 车 不 是 敞篷 的 ， 因 此 ，Isaac 的 车 开 起 来 感觉 不 好 。 

c)Quincy 喜欢 所 有 的 动作 电影 。Qnuincy 喜欢 电影 (Eight Men Out》， 因 此 ,《Eight Men Out) 是 一 部 动 
作 电 影 。 

d) 所 有 捕 虾 者 都 设置 了 至 少 12 个 陷阱 。Hamilton 是 捕 虾 者 ， 因 此 ，Hamiltion 设置 了 至 少 12 个 
陷阱 。 

如 下 论证 错 在 哪里 ? 令 昌 (z) 为 “*z 很 开心 *。 给 定 前 提 3 卫 z 互 (z)， 我 们 得 出 及 (Lola)。 因 此 ，LoLa 

很 开心 。 

如 下 论证 错 在 哪里 ? 令 SC(x，y) 为 “z 比 y 矮 "。 给 定 前 提 了 sS(*，Max)， 可 得 出 SC(Max，Max)。 由 

存在 引入 可 得 出 3zSCz，z)， 因 此 某 人 比 他 自己 矮 。 

判定 下 列 每 个 论证 是 否 有 效 。 如 果 论 证 是 正确 的 ， 使 用 了 什么 推理 规则 ? 如 果 它 不 正确 ， 出 现 了 什 

么 逻辑 错误 ? 

a) 如 果 nn 是 满足 n 二 1 的 实数 ， 则 x 二 1。 假定 ww 二 1。 于 是 "之 1。 

by) 如果 是 满足 x3 的 实数 ， 则 到 9。 假 定 寻 委 9。 于 是 "入 3。 

ec 如果? 是 满足 xz 之 2 的 实数 ， 则 zw 二 4。 假定 n<2。 于 是 nw 过 4。 

判定 以 下 是 否 为 有 效 论证 。 

a) 如 果 z 是 正 实 数 ， 那 么 zx? 是 正 实数 。 因 此 ， 如 果 a? 是 正 的 ， 这 里 a 是 实数 ， 则 a 是 正 实数 。 

b) 如 果 z?* 关 0， 这 里 z 是 实数 ， 则 z 关 0。 设 a 是 实数 ，a? 隆 0， 则 天 0。 

哪些 推理 规则 用 来 建立 1.4 节 例 26 里 所 描述 的 卡 洛 尔 (Lewis Carrol) 论 证 的 结论 ? 

哪些 推理 规则 用 来 建立 1.4 节 例 27 里 所 描述 的 卡 洛 尔 (Lewis Carroll) 论 证 的 结论 ? 

指出 如 下 试图 证 明 * 如 果 了 zP(z)A 3xQ(z) 为 真 ， 那么 33x(P(z) 人 入 Q(x)) 为 真 ” 的 论证 中 有 了 哪些 


错误 。 

LoP(i)VY 习 2ZQCz) 前 提 引 入 

2. JzP(z) 化 简 律 ， 用 (1) 

3. P(e) 存在 实例 ， 用 (2) 

4. 3zQ(z) 化 简 律 ， 用 (1) 

5. Q(c) 存在 实例 ， 用 (4) 

6. P(ec) A Qe) 合 取 律 ， 用 (3) 和 (5) 
7. 3z(P(lz) A Q(z)) 存在 引入 


指出 如 下 试图 证 明 * 如 果 Vz(CP(Cz) V Q(x)) 为 真 ， 那么 VzP(z)V VzQ(z) 为 真 "的 论证 中 有 哪些 
错误 。 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 
* 34. 


# 35, 


VCPGODVQGz)) 前 提 引 入 


2. P(e V Qc) 全 称 实例 ， 用 (1) 

3，P(c) 化 简 律 ， 用 (2) 

4,. VxP(z) 全 称 引 入 ， 用 (3) 

5. Q(c) 化 简 律 ， 用 (2) 

6. VXQ(z) 全 称 引 入 ， 用 (5) 

7. VzPCz)V YzQ(Cz) 合 取 律 ， 用 (4) 和 (6) 

通过 证 明 前 提 VY zxCP(z) 一 Q(z)) 和 -Qla)， 推 出 aP(a)( 其 中 a 是 对 论 域 中 某 个 特定 元 素 ) 来 检验 全 称 
取 拒 式 。 


试 证 明 全 称 传 递 性 ， 即 ， 如 果 Yz(CP(Cz) 一 QCz)) 和 VYz(CQCz) 一 RCz)) 为 真 ， 则 Vz(CP(Cz) 一 RCz)) 为 
真 ， 这 里 所 有 量词 的 论 域 都 是 相同 的 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 Yz(CP(Cz)-~(QCr)ASCz))) 和 VzCP(Gz)AR(Cz)) 为 真 ， 则 Vz(CRCz) ASCz)) 
为 真 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 VYVz(CPCz)VQCz)) 和 VYz(nPCz) AQGCz)) 一 R(Cz)) 为 真 ， 则 Vrz(CDR(Cz) 一 
P(Cz)) 也 为 真 ， 这 里 所 有 量词 的 论 域 都 是 相同 的 。 

用 推理 规则 证 明 : 如 果 Vz(CPCz)VQCz)) 和 VzCnQGCz) VSCz))，YzrCRCz) 一 SCz)) 和 习 zPCz) 
为 真 ， 则 3 znR(z) 为 真 。 

使 用 消解 律 证 明 前 提 “Allen 是 一 个 坏 男孩 或 Hillary 是 一 个 好 女孩 "和 “Allen 是 一 个 好 男孩 或 David 很 
开心 ”蕴含 结论 “Hillary 是 一 个 好 女孩 或 David 很 开心 ”。 

使 用 消解 律 证 明 前 提 “ 天 没 下 雨 或 Yvette 带 雨 使 了 ”,， “Yvette 没有 带 雨 企 或 她 没有 被 淋 湿 ”和 “天 下 雨 
了 或 Yvette 没有 被 淋 湿 ”蕴含 “Yvette 没有 被 淋 湿 ”。 

结合 消解 律 和 前 提 为 假 的 条 件 语句 为 真 这 一 事实 可 推导 出 等 价 式 p 人 人 -1p 三 F。 [提示 : 令 q 一 ”一 下 。] 
用 消解 律 证 明 复 合 命 题 (pVg) 人 (JpVg)A 人 (pV -9)A (HPV-9) 不 是 可 满足 的 。 

逻辑 问题 ， 选 自 ( 有 逻辑 游戏 : WFF’”N PROOF》(WFF”N PROOF，The Game of Logic)， 有 下 面 两 个 
假设 : 

1)“ 逻 辑 是 很 难 的 或 没有 许多 学 生计 欢 逻辑 ”。 

2) “如果 数学 是 容易 的 ， 则 人 逻辑 不 是 很 难 的 ”。 

把 这 些 假设 翻译 成 含有 命题 变 元 和 逻辑 联结 词 的 命题 ， 判 定 下 面 每 个 命题 是 不 是 这 些 假设 的 有 效 
结论 : 

a) 如 果 有 许多 学 生 喜 欢 逻 辑 ， 则 数学 不 是 容易 的 。 

b) 如 果 数 学 不 是 容易 的 ， 则 没有 许多 学 生育 欢 逻 辑 。 

c) 数 学 不 是 容易 的 或 者 逻辑 是 很 难 的 。 

d) 逻 辑 不 是 很 难 的 或 数学 不 是 容易 的 。 

e) 如 果 没 有 许多 学 生 喜 欢 逻 辑 ， 则 数学 不 是 容易 的 或 者 逻辑 不 是 很 难 的 。 

判定 下 列 论 证 ( 选 自 Kalish and MontagueLKaMo64]) 是 否 有 效 : 

如 果 超 人 能 够 并 愿意 防止 绰 恶 ， 则 他 将 这 样 做 。 如 果 超 人 不 能 够 防止 邪恶 ， 则 他 就 是 无 能 的 ; 如 果 
超人 不 愿意 防止 邪恶 ， 则 他 就 是 恶意 的 。 超 人 没有 防止 邪恶 。 如 果 超 人 存在 ， 则 他 是 无 能 的 或 者 恶 
意 的 。 因 此 ， 超 人 不 存在 。 


1.7 证 明 导 论 
1.7.1 引言 


本 节 我 们 介绍 证 明 的 概念 并 描述 构造 证 明 的 方法 。 一 个 证 明 是 建立 数学 语句 真实 性 的 有 效 


论证 。 证明 可 以 使 用 定理 的 假设 (如 果 有 的 话 )， 假 定 为 真 的 公理 以 及 之 前 已 经 被 证 明 的 定理 。 
使 用 这 些 以 及 推理 规则 ， 证 明 的 最 后 一 步 是 建立 被 证 命题 的 真实 性 。 


在 我 们 的 讨论 中 ， 将 从 定理 的 形式 化 证 明 转 向 非 形式 化 证 明 。1. 6 节 介 绍 的 涉及 命题 和 量 


化 命题 为 真 的 论证 是 形式 化 证 明 ， 其 中 提供 了 所 有 步骤 ， 并 给 出 论证 中 每 一 步 所 用 到 的 规则 。 
然而 ， 许 多 有 用 定理 的 形式 化 证 明 会 非常 长 且 难 以 理解 。 实 际 上 ， 为 方便 人 们 阅读 ， 定 理 证 明 


ws 党 


to 


a 


几乎 都 是 非 形式 化 证 明 (informal proof)， 其 中 每 个 步骤 会 用 到 多 于 一 条 的 推理 规则 ， 有 些 步 又 
会 被 省 略 ， 不 会 显 式 地 列 出 所 用 到 的 假设 公理 和 推理 规则 。 非 形式 化 证 明 常 常 能 向 人 们 解释 定 
理 为 什么 为 真 ， 而 计算 机 则 更 乐意 用 自动 推理 系统 产生 形式 化 证 明 。 

本 章 讨 论 的 证 明 方 法 很 重要 ， 不 仅 因为 它们 用 于 证 明 数 学 定理 ， 而 且 它 们 在 计算 机 科学 中 
也 有 许多 应 用 。 这 些 应 用 包括 验证 计算 机 程序 是 正确 的 、 建 立 安 全 的 操作 系统 、 在 人 工 智 能 领 
域 做 推理 、 证 明 系 统 规范 说 明 是 一 致 的 等 。 因 此 ， 对 于 数学 和 计算 机 科学 而 言 ， 理 解 证 明 中 的 
技术 非常 必要 。 


1.7.2 一 些 专用 术语 

正式 地 ， 一 个 定理 (theorem) 是 一 个 能 够 被 证 明 是 真 的 语句 。 在 数学 描述 中 ， 定 理 一 词 通 
常 是 用 来 专 指 那些 被 认为 至 少 有 些 重要 的 语句 。 不 太 重 要 的 定理 有 时 称 为 命题 (定理 也 可 以 称 
为 事实 (fact) 或 结论 (result))。 一 个 定理 可 以 是 带 一 个 或 多 个 前 提 及 一 个 结论 的 条 件 语 句 的 全 
称 量化 式 。 当 然 ， 它 也 可 以 是 其 他 类 型 的 逻辑 语句 ， 就 如 本 章 稍 后 会 看 到 的 一 些 例子 。 我 们 用 
一 个 证 明 (proof) 来 展示 一 个 定理 是 真 的 。 证 明 就 是 建立 定理 真实 性 的 一 个 有 效 论 证 。 证 明 中 
用 到 的 语句 可 以 包括 公理 (axiom)( 或 假设 (postulate)) ， 这 些 是 我 们 假定 为 真 的 语句 (例如 ， 在 
附录 1 中 给 出 的 实数 公理 ， 以 及 平面 几何 的 公理 ) 、 定 理 的 前 提 ( 如 果 有 的 话 ) 和 以 前 已 经 被 证 
明 的 定理 。 公 理 可 以 采用 无 须 定义 的 原始 术语 来 陈述 ， 而 在 定理 和 证 明 中 所 用 的 所 有 其 他 术语 
都 必须 是 有 定义 的 。 推 理 规则 和 其 术语 的 定义 一 起 用 于 从 其 他 的 断言 推出 结论 ， 并 绑 定 在 证 明 
中 的 每 个 步骤 。 实 际 上 ， 一 个 证 明 的 最 后 一 步 通常 恰好 是 定理 的 结论 。 然而， 为 清晰 起 见 ， 我 
们 通常 会 重 述 定理 的 结论 作为 一 个 证 明 的 最 后 步骤 。 

一 个 不 太 重 要 但 有 助 于 证 明 其 他 结论 的 定理 称 为 引 理 (lemma) 。 当 用 一 系列 引 理 来 进行 复 
杂 的 证 明 时 通常 比较 容易 理解 ， 其 中 每 一 个 引 理 都 被 独立 证 明 。 推 论 (corollary) 是 从 一 个 已 经 
被 证 明 的 定理 可 以 直接 建立 起 来 的 一 个 定理 。 猜 想 (conjecture) 是 一 个 被 提出 认为 是 真 的 命题 ， 
通常 是 基于 部 分 证 据 、 启 发 式 论证 或 者 专家 的 直觉 。 当 猜想 的 一 个 证 明 被 发 现时 ， 猜 想 就 变 成 
了 定理 。 许 多 时 候 猜 想 被 证 明 是 假 的 ， 因 此 它们 不 是 定理 。 


1.7.3 理解 定理 是 如 何 陈 述 的 
在 介绍 证 明定 理 的 方法 之 前 ， 我 们 需要 理解 数学 定理 是 如 何 陈 述 的 。 许 多 定理 断言 一 个 性 

质 相 对 于 论 域 (比如 整数 或 实数 ) 中 的 所 有 元 素 都 成 立 。 虽 然 这些 定 理 的 准确 陈述 需要 包含 全 称 
量词 ， 但 是 数学 里 的 标准 约定 是 省 略 全 称 量词 。 比 如 ， 语 名 

“如 果 z>y， 其 中 zx 和 >》y 是 正 实数 ， 那 么 zx? 二 y 。 
其 实 它 意 味 着 

“对 所 有 正 实数 zx 和 >y， 如 果 z>>>， 和 那么 之 >y 。” 
此 外 ， 当 证 明 这 种 类 型 的 定理 时 ,证 明 的 第 一 步 通 常 涉及 选择 论 域 里 的 一 个 一 般 性 元 素 。 随 后 
的 步骤 是 证 明 这 个 元 素 具 有 所 考虑 的 性 质 。 最 后 ， 全 称 引 入 歼 含 着 定理 对 论 域 里 所 有 元 素 都 
成 立 。 


1.7.4 证 明定 理 的 方法 

证 明 数 学 定理 会 很 艰难 。 要 构造 证 明 ， 我 们 需要 所 有 可 用 的 手段 ， 包 括 不 同 证 明 方法 的 强 
大 的 工具 库 。 这 些 方法 提供 了 证 明 的 总 体 思 路 和 策略 。 理 解 这 些 方法 是 学 习 如 何 阅读 并 构造 数 
学 证 明 的 关键 所 在 。 一 旦 我 们 选 定 了 一 种 证 明 方 法 ,我 们 使 用 公理 、 术 语 的 定义 、 先 前 证 明 的 
结论 和 推理 规则 来 完成 证 明 。 注 意 在 本 书 中 我 们 总 是 假定 附录 1 中 关于 实数 的 公理 。 当 我 们 证 
明 关 于 几何 学 的 结论 时 也 会 假定 常用 的 公理 。 当 你 自己 构造 证 明 时 ， 一 定 要 小 心 不 要 使 用 除了 
公理 、 定 义 、 已 证 结论 之 外 的 任何 东西 作为 事实 ! 

为 了 证 明 形 如 VzC(P(z) 一 Q(z)) 的 定理 ， 我 们 的 目标 是 证 明 PC(c) 一 Q(c) 为 真 ， 其 中 c 是 
论 域 中 的 任意 元 素 ， 然 后 应 用 全 称 引入 规则 。 在 这 个 证 明 中 ， 需 要 证 明 条 件 语句 为 真 。 正 因为 
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如 此 ， 我 们 可 以 专注 于 证 明 条 件 语句 为 真 的 方法 。 回 忆 一 下 p>g 为 真 ， 除非 p 为 真 且 g 为 假 。 
注意 当 要 证 明 语 句 p->g 时 ， 我 们 只 需要 证 明 如 果 p 为 真 则 q 为 真 。 下 面 的 讨论 将 给 出 最 常见 
的 证 明 条 件 语句 的 技术 。 之 后 将 讨论 证 明 其 他 类 型 语句 的 方法 。 在 本 小 节 以 及 1.8 节 ， 我 们 将 
开发 一 个 大 的 证 明 技术 工具 库 ， 可 用 于 证 明 多 种 不 同类 型 的 定理 。 

当 你 阅读 证 明 时 ， 你 常常 会 发 现 这 样 的 词语 “显然 地 ?或 者 “清楚 地 ”。 这 些 词 意味 着 作者 预 
期 读者 有 能 力 补 上 的 一 些 步 又 已 经 省 略 。 遗 憾 的 是 ， 这 个 假设 往往 无 法 保证 读者 根本 不 确定 怎 
么 补 上 这 些 省 略 的 步骤 。 我 们 将 努力 避免 使 用 这 些 词语 ， 并 试图 避免 省 略 太 多 的 步 又 。 然 而 ， 
如 果 我 们 保留 证 明 中 的 所 有 步 又， 我 们 的 证 明 将 会 变 得 极其 宛 长 。 


1.7.5 直接 证 明 法 

条 件 语句 p>g 的 直接 证 明 法 的 构造 : 第 一 步 假 设 p 为 真 ; 第 二 步 用 推理 规则 构造 ， 而 第 
三 步 表 明 9 必须 也 为 真 。 直 接 证 明 法 是 通过 证 明 如 果 p 为 真 ， 那么 gq 也 肯定 为 真 ， 这 样 p 为 真 
且 4 为 假 的 情况 永远 不 会 发 生 从 而 证 明 条 件 语句 p>q 为 真 。 在 直接 证 明 中 ， 我们 假定 p 为 真 ， 
并 且 用 公理 、 定 义 和 前 面 证 明 过 的 定理 ， 加 上 推理 规则 来 证 明 g 必须 也 为 真 。 你 会 发 现 许多 结 
论 的 直接 证 明 法 是 相当 简单 的 ， 就 是 一 连 串 显而易见 的 步骤 从 假设 导向 结论 。 然 而 ， 直 接 证 明 
法 有 时 候 需 要 特殊 的 洞察 力 并 且 可 能 是 相当 环 手 的 。 这 里 给 出 的 第 一 个 直接 证 明 相 当 简 单 。 之 
后 ， 你 会 看 到 一 些 不 那么 显而易见 的 证 明 。 

我 们 会 提供 几 个 不 同 的 直接 证 明 法 的 例子 。 在 给 出 第 一 个 例子 前 ， 我 们 还 需要 定义 一 些 
术语 。 

整数 nn 是 偶数 ， 如 果 存 在 一 个 整数 上 使 得 nn 二 2k; 整数 nn 是 奇数 ， 如 果 存 在 一 个 
整数 四 使 得 ?一 2& 十 1。( 注 意 ， 每 个 整数 或 为 偶数 或 为 奇数 ， 没 有 整数 同时 是 偶数 和 奇数 。) 两 
个 整数 当 同 为 偶数 或 同 为 奇数 时 具有 相同 的 奇偶 性 ; 当 一 个 是 偶数 而 另 一 个 是 奇数 时 具有 相反 
的 奇偶 性 。 

例 1 给 出 定理 “如 果 n 是 奇数 ， 则 ne 是 奇数 ”的 直接 证 明 。 

解 ” 注 意 这 个 定理 表述 YnCP(n) 一 Q(n))， 这 里 P(n) 是 “n 是 奇数 ”"，Q(n) 是 “mn 是 奇数 ”。 
正如 前 面 所 说 ， 我 们 会 遵循 数学 证 明 中 通常 的 惯例 ,证 明 P(n) 蕴 含 着 Q(n)， 而 不 显 式 使 用 全 
称 实例 规则 。 要 对 这 个 定理 进行 直接 证 明 ， 我 们 假设 这 个 条 件 语句 的 前 提 为 真 ， 即 假设 ”是 奇 
数 。 由 奇 整数 的 定义 ， 可 得 nn 二 2 十 1， 其 中 是 某 个 整数 。 我 们 要 证 明 ww 也 是 奇数 。 在 等 式 
n 二 2k 十 1 两 边 取 平 方 得 到 表达 n* 的 等 式 。 这 样 ， 我 们 得 出 到 一 (2 十 17) 一 4 有 十 4 十 工 一 
2(2 尼 十 28) 十 1。 由 奇数 定义 ， 可 以 得 到 结论 是 奇数 ( 它 是 一 个 整数 的 2 倍 再 加 1)。 因 此 ， 
我 们 证 明了 如 果 nn 是 奇数 ， 则 mw? 是 奇数 。 本 

例 2 给 出 一 个 直接 证 明 : 如 果 和 交 都 是 完全 平方 数 ， 那 么 nm 也 是 一 个 完全 平方 数 。 
(一 个 整数 a 是 一 个 完全 平方 数 ， 如 果 存 在 一 个 整数 5 使 得 a 二 6 .) 

解 ” 为 了 构造 这 个 定理 的 一 个 直接 证 明 ， 我 们 假定 这 个 条 件 语 句 的 前 提 为 真 ， 即 假定 m 
和 nn 都 是 完全 平方 数 。 由 完全 平方 数 的 定义 可 知 ， 存 在 整数 s 和 t 使 得 m= 二 ，n 二 =。 证 明 的 
目的 是 证 明 当 m 和 是 完全 平方 数 时 mn 也 必须 是 完全 平方 数 。 通 过 用 s 替换 m 以 及 用 忆 替 
换 n， 我 们 就 能 看 到 如 何 朝 着 目标 进行 证 明了 。 这 就 得 到 mn 二 ss#。 故 再 由 乘法 交换 律 和 结合 
律 ， 可 得 zz 一 8 叶 世 一 (ss) (tt) 二 (st) (st) 二 (st)*。 由 完全 平方 数 的 定义 可 得 ，mn 也 是 一 个 完全 平 
方 数 ， 因 为 它 是 st 的 平方 ， 这 里 si 为 一 整数 。 这 就 证 明了 如 果 m 和 nn 都 是 完全 平方 数 ， 那 么 
nm 也 是 一 个 完全 平方 数 。 « 


1.7.6 反 证 法 

直接 证 明 法 从 定理 的 假设 导向 结论 。 它 们 从 前 提 开 始 ， 继 续 一 连 串 的 推演 ， 最 终 以 结论 作 
为 结束 。 然 而 ， 我 们 会 发 现 尝试 直接 证 明 法 有 时 候 会 走 进 死胡同 。 我 们 需要 其 他 方法 来 证 明 形 
如 YzCPCz) 一 Q(Cz)) 的 定理 。 不 采用 直接 证 明 法 ， 即 不 从 前 提 开 始 以 结论 结束 来 证 明 这 类 定理 


wees 
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的 方法 叫做 间接 证 明 法 。 

一 类 非常 有 用 的 间接 证 明 法 称 为 反 证 法 (proof by contraposition) 。 反 证 法 利用 了 这 样 一 个 
事实 : 条 件 语句 p>g 等 价 于 它 的 逆 否 命题 4g 一 -pp。 这 意味 着 条 件 语句 p>g 的 证 明 可 以 通过 
证 明 它 的 道 否 命题 4g 一 1p 为 真 来 完成 。 用 反 证 法 证 明 如 -qd 时， 我 们 将 ~q 作为 前 提 ， 再 用 公 
理 、 定 义 和 前 面 证 明 过 的 定理 ， 以 及 推理 规则 ,证明 -p 必须 成 立 。 我 们 用 两 个 例子 来 解释 反 
证 法 。 这 些 例子 表明 当 不 容易 找到 直接 证 明 时 用 反 证 法 会 很 有 效 。 

例 3 证 明 如 果 是 一 个 整数 且 3n 十 2 是 奇数 ， 则 是 奇数 。 

解 ”我们 首先 尝试 直接 证 明 。 为 构建 直接 证 明 ， 首 先 假设 3n 十 2 是 奇 整 数 。 这 意味 着 对 某 个 
整数 使 得 3* 十 2 一 2& 十 1。 我 们 能 由 此 证 明 盖 是 奇数 吗 ? 我 们 可 以 看 到 3n 十 1 二 2¢， 但 似乎 没有 

am 如 天 任何 直接 的 方式 可 以 得 出 是 奇数 的 结论 。 由 于 直接 证 明 的 尝试 失败 ， 我 们 接 下 来 尝试 反 证 法 。 

反 证 法 的 第 一 步 是 假设 条 件 语句 “如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 n 是 奇数 ”的 结论 是 假 的 ， 也 就 是 
说 ,假设 是 偶数 。 于 是 由 偶数 定义 可 知 ， 存 在 某 个 整数 有 n= 二 2k。 把 nn 用 2k 代入， 得 到 
3n 十 2 二 3(2k) 十 2 三 6k 十 2 二 2(3k 十 1)。 这 就 告诉 我 们 3n 十 2 是 偶数 (因为 它 是 2 的 倍数 )， 因 此 
不 是 奇数 。 这 是 定理 前 提 的 否定 。 因 为 条 件 语句 结论 的 否定 蕴含 着 前 提 为 假 ， 所 以 原来 的 条 件 
语句 为 真 。 这 样 反 证 法 就 成 功 了 ， 我 们 证 明了 定理 “如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 ”。 S| 

例 4 证 明 如 果 n==ab5， 其 中 a 和 6 是 正 整数 ， 那 么 a 过 Vn 或 者 b 过 Yn。 

解 ” 因 为 没有 简单 明了 的 方法 能 从 等 式 "一 ap( 其 中 和 6 是 正 整 数 ) 直 接 证 明 a 过 Vn 或 者 
6 委 Va ， 所 以 尝试 反 证 法 。 

反 证 法 的 第 一 步 是 假定 条 件 语句 “如 果 n= 二 a5， 其 中 a 和 4b 是 正 整 数 ， 那 么 4a 志 Vn 或 者 b 过 
Vn ”的 结论 为 假 。 也 就 是 说 ,假定 (a 三 Yn)V (5b 达 Yn) 为 假 。 由 析 取 的 含义 和 德 。 摩根 律 可 
知 ， 这 蕴含 着 (a 过 Vn ) 和 (5 过 Vn) 都 为 假 。 这 又 蕴含 着 a 二 Vn 并 且 6b 之 Va 。 我们 将 两 个 不 等 
式 相 乘 (用 到 的 事实 是 如 果 0 二 s<t 且 0 二 wx<v， 那 么 su 二 tv) 得 到 ob > Va Yn 二 n。 这 表示 
ap 天 2， 与 命题 n 二 ab 矛盾 。 

因为 条 件 语句 结论 的 否定 蕴含 前 提 为 假 ， 所 以 原来 的 条 件 语句 为 真 。 我 们 的 反 证 法 成 功 
了 ， 证 明了 如 果 ”一 cp， 其 忠和 0 是 正 整 数 ， 那么 a 过 Vn 或 者 b 入 。 4 

空 证 明和 平凡 证 明 ” 当 我 们 知道 p 为 假 时 ， 能 够 很 快 证 明 条 件 语句 p->g 为 真 ， 因 为 当 记 为 
假 时 p>g 一 定 为 真 。 因 此 ， 如 果 能 证 明 p 为 假 ， 那 么 我 们 就 有 一 个 p->q 的 证 明 方 法 ， 称 为 空 证 
明 (vacuous proof) 。 空 证 明 通 常用 于 证 明定 理 的 一 些 特例 ， 如 一 个 条 件 语句 对 所 有 正 整 数 均 为 真 
( 即 形 如 YnP(n) 的 定理 ， 其 中 P(z) 是 命题 函数 ) 。 这 类 定理 的 证 明 技 术 将 在 5. 1 节 中 讨论 。 

例 5 证 明 命题 P(0) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 “如 果 n 二 1， 则 zw 二 n”， 论 域 是 所 有 整数 的 集合 。 

解 ” 注 意 命题 P(0) 就 是 “如 果 0 这 1， 则 0 之 0”。 我 们 可 以 用 空 证 明 来 证 P(0)。 事 实 上 ， 
前 提 0 之 1 为 假 。 所 以 P(0) 自 动 地 为 真 。 4 


评注 ”条件 语句 的 结论 0 之 0 为 假 与 该 条 件 语句 的 真 值 无 关 ， 因 为 前 提 为 假 的 条 件 语 

名 是 保证 为 真 的 。 

如 果 知 道 结论 g 为 真 ， 我 们 也 能 够 很 快 就 证 明 条 件 语句 p>g。 通 过 证 明 9 为 真 ， 可 以 推出 
pg 一定 为 真 。 用 9 为 真 的 事实 来 证 明 p 一 gq 的 方法 叫做 平凡 证 明 (trivial proof) 。 平 凡 证 明 方 
法 常常 是 很 重要 的 ， 尤 其 是 要 证 明定 理 的 一 些 特 例 时 ( 见 1. 8 节 分 情形 证 明 的 讨论 ) 以 及 在 数学 
归纳 法 (在 5. 1 节 中 将 讨论 一 种 证 明 技术 ) 的 证 明 中 。 

” 例 6 设 P() 是 “如 果 a 和 6 是 满足 4a 宇 6b 的 正 整 数 ， 则 a" 宇 %”， 其 中 论 域 是 所 有 非 负 整数 
的 集合 。 证 明 命 题 P(0) 为 真 。 

解 ” 命 题 P(0) 是 “如 果 a 宇 b， 则 a? 宇 ”。 因 为 a 二 如 二 1， 所 以 条 件 语句 “如 果 a 宇 5， 则 

a" 宇 ”的 结论 为 真 。 从 而 条 件 语句 PC(0) 为 真 。 这 是 平凡 证 明 法 的 一 个 例子 。 注 意 前 提 “a 宇 6” 


在 这 个 证 明 里 用 不 到 。 本 

证 明 的 小 策略 ”我们 已 经 阐述 了 证 明 形 如 Vx(P(z) 一 Q(z)) 的 定理 的 两 种 重要 方法 : 直接 
证 明 法 和 反 证 法 。 我 们 还 给 出 了 示例 说 明 如 何 使 用 每 种 方法 。 然 而 ， 当 面临 证 明 形 如 
VY zx(P(z) 一 Q(x)) 的 定理 时 ， 你 会 选择 哪 一 种 方法 试图 去 证 明 它 呢 ? 这 里 我 们 提供 一 些 经 验 法 
则 ,在 1.8 节 将 用 更 大 篇 幅 详 细 讨 论证 明 策略 。 当 想 要 证 明 形 如 VY zxCP(zx) 一 Q(z)) 的 命题 时 ， 
首先 评估 直接 证 明 法 是 否 可 行 。 可 以 通过 展开 前 提 中 的 定义 开始 。 然 后 使 用 这 些 前 提 ， 加 上 公 
理 和 可 用 的 定理 进行 推理 。 如 果 直 接 证 明 法 得 不 到 什么 结果 ， 尝 试 反 证 法 。 回 顾 一 下 ， 在 反 证 
中 要 假定 条 件 语句 的 结论 为 假 ， 并 使 用 直接 证 明 法 来 证 明 这 蕴含 着 前 提 必 为 假 。 例 7 和 例 8 演 
示 了 这 种 策略 。 在 给 出 例子 前 ， 我 们 需要 一 个 定义 。 

ES3 罗 实数 -是 有 理 数 ， 如 果 存 在 整数 妃 和 49(9 天 0) 使 得 > 一 加 /dg。 不 是 有 理 数 的 实数 称 
为 无 理 数 。 

例 7 证 明 两 个 有 理 数 的 和 是 有 理 数 。( 注 意 如果 这 里 要 包含 隐 含 量词 ， 我 们 要 证 明 的 定 
理 就 是 :“ 对 于 每 个 实数 > 和 每 个 实数 ;， 如 果 r 和 s 是 有 理 数 ， 则 十 * 是 有 理 数 。) 

解 ”首先 尝试 直接 证 明 法 。 假 设 > 和 s* 是 有 理 数 。 由 有 理 数 的 定义 可 知 ， 存 在 整数 p 和 g 
(q 天 0) 使 得 "一 六 dg， 存 在 整数 上 和 (xx 天 0) 使 得 ==t/u。 我 们 能 用 这 个 信息 证 明 xr 十 s 是 有 理 数 
吗 ? 下 一 步 显 然 是 把 r= 二 p/g 和 ss 二 t/u 相 加 ， 得 到 

本 
qa u qu 
因为 g 关 0 且 wu 了 关 0， 所 以 qu 承 0。 因 此 ,我们 已 经 把 r 十 s 表示 为 两 个 整数 pu 十 qt 和 gu 的 比值 ， 
其 中 gqu 关 0。 这 意味 着 7 十 s 是 有 理 数 。 我 们 证 明了 两 个 有 理 数 的 和 是 有 理 数 ,寻求 直接 证 明 的 
尝试 成 功 了 。 4 

例 8 证 明 如 果 是 整数 且 n* 是 奇数 ， 则 是 奇数 。 

解 ”首先 尝试 直接 证 明 法 。 假 设 n 是 整数 且 n’ 是 奇数 。 那 么 ， 存 在 整数 & 使 得 到 一 2 十 
1。 我 们 能 用 这 个 信息 证 明 半 是 奇数 吗 ? 似乎 没有 显而易见 的 方法 来 证 明 交 是 奇数 ， 因 为 求解 ” 
会 得 出 等 式 n == 士 V2k 十 1 ， 这 不 是 很 有 用 。 

因为 直接 证 明 法 的 尝试 没有 见效 ， 所 以 我 们 接 下 来 尝试 反 证 法 。 我 们 将 语句 “n 不 是 奇数 ” 
作为 前 提 。 因 为 每 个 整数 不 是 奇数 便 是 偶数 ， 这 意味 着 n 为 偶数 。 这 蕴含 存在 整数 使 得 nn 二 
2&。 为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 需 证 明 这 个 前 提 萄 含 着 结论 “7 不 是 奇数 ”>， 即 ww 是 偶数 。 我 们 
能 用 "一 2 实现 这 个 目标 吗 ? 在 这 个 等 式 两 边 取 平方 ， 可 得 到 一 4 一 2(2 上 )， 这 区 含 着 也 
是 偶数 ， 因 为 到 一 2t， 其 中 t= 二 2&* 。 我 们 证 明了 如 果 n 是 整数 且 n? 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 。 寻 找 
反 证 法 的 尝试 成 功 了 。 本 


1.7.7 归 雇 证明 法 

假设 我 们 要 证 明 命 题 p 是 真 的 。 再 假定 我 们 能 找到 一 个 矛盾 式 g 使 得 ap 一 q 为 真 。 因 为 9 
是 假 的 ， 而 -pq 是 真 的 ， 所 以 我 们 能 够 得 出 结论 1?z 为 假 ， 这 意味 着 p 为 真 。 怎样 才 能 找到 
一 个 矛盾 式 g 以 这 样 的 方式 帮助 我 们 证 明 是 真 的 呢 ? 

因为 无 论 > 是 什么 ， 命 题 > 人 5-r 就 是 矛盾 式 ， 所 以 如 果 我 们 能 够 证 明 对 某 个 命题 >， 万 > 
(Cr 人 7 门 为 真 ， 就 能 证 明 p 是 真 的 。 这 种 类 型 的 证 明 称 为 归 廖 证明 法 (proof by contradiction) 。 
由 于 归 雇 证 明 法 不 是 直接 证 明 结 论 ， 所 以 它 是 另 一 种 间接 证 明 法 。 下 面 给 出 3 个 归 雇 证明 的 例 
子 。 第 一 个 例子 是 铝 梨 原理 (将 在 5. 2 节 深 入 介绍 的 一 种 组 合 学 技术 ) 的 应 用 。 

例 9 证 明 任意 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 

解 令 旋 为 命题 “任意 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 ”。 假 设 ~p 为 真 。 这 意味 着 
22 天 中 至 多 有 3 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 因 为 一 个 星期 有 7 天 ， 这 蕴含 至 多 可 以 选择 21 天 ， 
对 于 每 星期 的 同一 天 ， 最 多 可 以 选 三 天 属于 这 一 天 。 这 个 与 我 们 题 中 有 22 天 的 前 提 相 矛盾 。 
也 就 是 说 ， 如 果 -是 命题 “22 天 ”， 则 我 们 已 经 证 明了 -pp 一 (r 人 47)。 所 以 ,我们 知道 p 是 真 
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的 。 我 们 证 明了 22 天 中 至 少 有 4 天 属于 每 星期 的 同一 天 。 4 
例 10 通过 归 廖 证 明 法 来 证 明 V2 是 无 理 数 。 
解 ” 设 p 是 命题 *V2 是 无 理 数 ”"。 要 采用 归 雇 证 明 法 ,我 们 假定 4 为 真 。 注 意 ~p 表示 命 
题 “ 并 非 V2 是 无 理 数 ”"， 这 就 是 说 V2 是 有 理 数 。 我 们 将 证 明 假设 ?z 为 真 会 导致 矛盾 。 
如 果 V2 是 有 理 数 ， 则 存在 整数 a 和 6 满足 V2 一 a/2， 其 中 8 天 0 并 且 a 和 6 没有 公 因 子 ( 这 


样 分 数 a/b 是 既 约 分 数 。)( 这 里 用 到 了 事实 : 每 个 有 理 数 都 能 写成 既 约 分 数 ) 。 因 为 V2 一 a/b， 
当 这 个 等 式 的 两 端 取 平方 时 ， 可 得 出 


因此 ， 

2 人 三亚 
根据 偶数 的 定义 可 得 a? 是 偶数 。 接 下 来 我 们 用 到 一 个 基于 练习 16 的 事实 : 如 果 a 是 偶数 ， 则 
a 也 一 定 是 偶数 。 另 外 ， 因 为 a 是 偶数 ， 由 偶数 的 定义 ， 存 在 某 个 整数 c 有 a 二 2c<。 这 样 ， 

2F = Ae 
等 式 两 边 除 以 2 得 : 

人 六 夺 Ze 
由 偶数 定义 ， 这 意味 着 6 是 偶数 。 再 次 应 用 事实 : 如 果 一 个 整数 的 平方 是 偶数 ， 那 么 这 个 数 
自身 也 一 定 是 偶数 ， 我 们 得 出 结论 5 也 必然 是 偶数 。 

现在 ， 我 们 证 明了 假设 ~p 导致 等 式 V2 = 二 a/5， 其 中 a 和 6 没有 公 因 子 , 但 a 和 2 都 是 偶 
数 ， 即 2 整除 a 和 5b5。 注 意 命题 V2 = 二 a/5， 其 中 a 和 46 没有 公 因 子 ， 这 意味 着 ,特别 是 ，2 也 不 
能 整除 a 和 5。 因 为 我 们 的 假设 ~p 导致 2 整除 a 和 6。 与 2 不 能 整除 a 和 2 的 矛盾 ， 所 以 4p 一 定 
是 假 的 。 即 命题 p 是 “VY2 是 无 理 数 ”是 真 的 。 我 们 证 明了 V2 是 无 理 数 。 本 

归 雇 证 明 法 可 以 用 于 证 明 条 件 语句 。 在 证 明 中 ， 我 们 首先 假设 结论 的 否定 为 真 。 然 后 采用 
定理 的 前 提 和 结论 的 否定 来 得 到 一 个 矛盾 式 。( 这 样 证 明 是 有 效 的 原因 是 基于 如 ~4d 与 
(pA 人-19) 习 F 是 逻辑 等 价 的 。 想 要 了 解 这 些 语句 是 等 价 的 ， 很 容易 注意 到 每 个 语句 只 在 一 种 情 
况 下 为 假 ， 即 当 p 为 真 且 4g 为 假 时 。) 

注意 ， 我 们 可 以 把 一 个 条 件 语句 的 反 证 改写 成 归 雇 证 明 。 在 pg 的 反 证 里 ,假定 -9 为 
真 。 然 后 证 明 -p 也 必然 为 真 。 为 了 把 p>q 的 反 证 改写 成 归 雇 证 明 ， 假定 p 和 -4 都 为 真 。 然 
后 利用 -gq 一 p 的 证 明 步 又 来 证 明 -jp 也 必然 为 真 。 这 样 导 出 矛盾 式 人 ztp， 从 而 完成 归 廖 证 
明 。 例 11 解释 条 件 语句 的 反 证 如 何 改写 成 归 廖 证 明 的 。 

例 11 用 归 廖 法 证 明定 理 “ 如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 ”。 

解 ” 假 定 p 表示 “3n 十 2 是 奇数 ”"，g 表示 “n 是 奇数 ”。 为 构造 归 廖 证明， 假设 p 和 -4g 都 为 
真 。 也 就 是 假设 3n 十 2 是 奇数 而 不 是 奇数 。 因 为 n 不 是 奇数 ， 所 以 n 是 侦 数 。 因 为 偶数 ， 
所 以 存在 整数 使 得 n= 二 2k。 这 蕴含 着 3n 十 2 二 3(2k) 十 2 二 6k 十 2 二 2(3k 十 1)。 由 于 3n 十 2 是 21， 
这 里 1 二 3k 十 1， 所 以 3n 十 2 是 偶数 。 注 意 语句 “3n 十 2 是 偶数 ”等 价 于 语句 ap， 因为 一 个 整数 是 
偶数 当 且 仅 当 它 不 是 奇数 。 由 于 丸和 zt 都 为 真 ， 所 以 得 出 一 个 矛盾 式 。 这 完成 了 一 个 归 廖 证 
明 ， 证 明了 如 果 3n 十 2 是 奇数 ， 则 nn 是 奇数 。 本 

注意 我 们 也 可 以 用 归 订 法 证 明 p 一 g 是 真 的 ， 通 过 假设 p 和 -9 都 为 真 来 证 明 g 也 一 定 为 
真 。 这 蕴含 着 g 和 -gq 都 为 真 ， 导 致 矛盾 。 这 一 点 告诉 我 们 ， 可 以 将 一 个 直接 证 明 转 变 为 一 个 
归 雇 证 明 。 

等 价 证 明 法 ”为 了 证 明 一 个 双 条 件 命 题 的 定理 ， 即 形 如 p>9g 的 语句 ， 我 们 证 明 p>g 和 
dg 一 妃 都 是 真 的 。 这 个 方法 的 有 效 性 是 建立 在 重 言 式 的 基础 上 : 

(po (p>q) A (gq— 2) 
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例 12 证 明定 理 *“ 如 果 是 整数 ， 则 是 奇数 当 且 仅 当 mn* 是 奇数 ”。 
解 ” 这 个 定理 具有 这 样 的 形式 “p 当 且 仅 当 gqg”， 其 中 p 是 “n 是 奇数 ”而 g 是 “n 是 奇数 ”。 
(通常 可 以 不 显 式 地 表达 全 称 量化 ,) 为 了 证 明 这 个 定理 ， 需 要 证 明 p>g 和 gp 都 为 真 。 


我 们 已 经 (在 例 1 中 ) 证 明了 pq 为 真 且 ( 在 例 8 中 )g>p 为 真 。 : 
因为 已 经 证 明了 p>g 和 g 一 p 都 为 真 ， 所 以 也 就 证 明了 这 个 定理 为 真 。 4 
有 时 候 一 个 定理 会 阐述 多 个 命题 都 是 等 价 的。 这 样 的 定理 阐述 命题 py， ps， ps，…，p, 


都 是 等 价 的 。 这 可 以 写成 
Propo pp, 
这 就 是 说 ， 所 有 7 个 命题 都 具有 相同 的 真 值 ， 因 此 对 所 有 的 i 和 jj， 其 中 1<i<n, 1<j<<n, bp; 
和 p; 是 等 价 的 。 证明 这 些 命题 互相 等 价 的 一 种 方式 是 使 用 永 真 式 
pep pe pe (p> pa) MA (pep) N*M (pp,— p) 
这 说 明 ， 如 果 可 以 证 明 nn 个 条 件 语 句 pi 一 p,，ps 一 p;，…，p, 一 pi 都 为 真 ， 则 命题 p,，p;， 
pss “ss Py 都 是 等 价 的 。 

这 个 方法 比 证 明 对 所 有 的 i 了 关 ;j，1 二 in，1 二 j 过 xn， 都 有 p: 一 p; (注意 这 里 有 x 一 2 个 这 样 
的 条 件 语句 ) 更 加 有 效 。 

当 要 证 一 组 命题 等 价 时 ， 我 们 可 以 建立 一 个 条 件 语句 链 ， 条 件 语句 的 选择 只 要 能 够 保证 从 
任 一 个 语句 出 发 都 能 通过 这 个 链 到 达 另 一 个 语句 。 例 如 ， 通 过 证 明 pi 一 p;、p3 辣 ps、ps 玉 思 1， 
就 能 够 证 明 p, 、p,、p; 是 等 价 的 。 

例 13 证 明 下 列 三 个 关于 整数 的 语句 是 等 价 的 : 

:nn 是 偶数 

力 : : 1 一 是 奇数 

p;: 722 是 偶数 

解 ”可 以 通过 证 明 条 件 语句 p, 一 p;，ps 一 ps 和 轧 一 轧 都 为 真 来 证 明 这 些 语句 是 等 价 的 。 

用 直接 证 明 来 证 明 p, 一 p; 为 真 。 假定 为 偶数 。 则 存在 整数 k， 有 7 二 2k。 因 此 ,nn 一 1 二 
2k 一 1 二 2(k 一 1) 十 1。 这 意味 着 n 一 1 是 奇数 ， 因 为 它 形 如 2m 十 1， 其 中 m= 二 & 一 1。 

还 是 用 直接 证 明 来 证 明 p, 一 ps;。 现 在 假定 n 一 1 是 奇数 。 则 存在 整数 &， 有 7 一 1 一 2& 十 1。 
因此 ，x 一 2& 十 2， 而 姑 一 (28 十 2)2 一 4 人 2 十 8E 十 4 一 2(2 有 2 十 4 十 2) 。 这 意味 着 nw 是 整数 2 十 
4k 十 2 的 2 倍 ， 所 以 于 是 偶数 。 

要 证 明 ps 一 p， 可 以 用 反 证 法 。 即 证 明 如 果 nn 不 是 偶数 ， 则 到 也 不 是 偶数 。 这 等 同 于 证 
明 如 果 nn 是 奇数 ， 那么 ww 是 奇数 ， 这 在 例 1 中 已 被 证 明 。 证 毕 。 S| 

反例 证 明 法 1.4 节 曾 提 到 要 证 明 形 如 YzP(z) 的 语句 为 假 ， 只 要 能 寻找 一 个 反例 ， 即 存 
在 一 个 例子 z 使 P(z) 为 假 。 当 我 们 遇 到 一 个 形 如 VY zxP(z) 的 语句 时 ， 而 我 们 又 相信 它 是 假 的 ， 
或 者 所 有 的 证 明 尝 试 都 失败 了 ， 就 可 以 寻找 一 个 反例 。 我 们 用 例 14 来 说 明了 反例 证 明 法 的 
应 用 。 

例 14 证 明 语句 “每 个 正 整数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ?为 假 。 

解 ” 为 了 证 明 此 语句 为 假 ， 我 们 寻找 一 个 反例 ， 即 寻找 一 个 特殊 的 整数 ， 它 不 是 两 个 数 的 
平方 和 。 很 快 就 能 发 现 反 例 ， 因 为 3 不 能 写成 两 个 数 的 平方 和 。 为 表明 确实 如 此 ， 注 意 不 超过 
3 的 完全 平方 数 只 有 0: 二 0 和 12:1。 再 者 ，0、1 的 任意 两 项 相 加 之 和 都 得 不 出 3。 因 此 ， 我 们 
证 明了 “每 个 正 整数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 4 


1.7.8 证 明 中 的 错误 

在 构造 数学 证 明 时 容易 犯 许多 常见 错误 。 这 里 简 述 其 中 的 一 些 错 误 。 这 当中 最 常见 的 错误 
是 算术 和 基本 代数 方面 的 。 甚 至 职业 数学 家 也 会 犯 这 种 错误 ， 尤 其 是 在 处 理 复 杂 的 公式 时 。 每 
当 进 行 这 样 的 计算 时 都 应 当 尽 可 能 仔细 地 检查 。( 你 应 当 复习 基本 代数 中 让 你 头疼 的 方面 ， 特 
别 是 在 你 学 习 5. 1 节 之 前 .) 
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mu 到 数学 证 明 的 每 一 步 都 应 当 是 正确 的 ， 并 且 结 论 必 须 从 之 前 的 步骤 中 逻辑 地 导出 。 许 多 错误 
是 源 于 引入 了 不 是 前 面 步骤 得 出 的 逻辑 推导 。 下 面 的 例 15 一 17 说 明了 这 一 点 。 
例 15 下 面 这 个 著名 的 1=2 的 所 谓 “ 证 明 ” 错 在 哪里 ? 
“证 明 ” 步骤 如 下 ， 其 中 a 和。 是 两 个 相等 的 正 整数 。 


步骤 理由 

1, a=b 给 定 的 前 提 

2.w 一 Qp (1) 两 边 乘 以 a 

3. a —b=ab—b (2) 两 边 减 去 名 

4. (a—b)(a+6b)=b(a—b) (3) 两 边 分 解 因 式 

5. a+b=b (4) 两 边 除 以 a 一 b 

6. 26=6 (5) 把 a 替换 成 5， 因为 a 二 6b 并 化 简 

7. 2=1 (6) 两 边 除 以 5 

解 除了 步骤 5 两 边 除 以 (a 一 6) 之 外 ， 每 个 步骤 都 有 效 。 错 误 在 于 a 一 6b 等 于 零 。 一 个 等 
式 两 边 用 同一 个 数 相 除 只 有 在 除数 不 是 零 时 才 是 有 效 的 。 4 


例 16 下 面 这 个 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 n 是 正 数 ， 则 nn 是 正 数 。 

“证 明 ” 假定 w 是 正 数 。 因 为 条 件 命题 “如 果 nn 是正 数 ， 则 到 是 正 数 ”为 真 ， 所 以 可 以 得 
出 ?是 正 数 。 

解 令 P(n) 为 “n 是正 数 ”"，Q(n) 为 “mn 是 正 数 "。 则 前 提 是 Q(n)。 命 题 “ 如 果 是 正 数 ， 
则 x 是 正 数 ” 也 就 是 语句 YnCP(n) 一 Q(n))。 从 前 提 Q(n) 和 语句 Yn(P(n) 一 Q(n)) 不 能 得 出 结 
论 P(n)， 因 为 没有 有 效 的 推理 规则 可 用 。 相 反 ， 这 是 一 个 肯定 结论 的 廖 误 示例 。 一 个 反例 是 
当 n== 一 1 时 ,ww 二 1 为 正 数 , 但 nn 却 是 负数 。 本 

例 17 下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 n 不 是 正 数 ， 则 1 不 是 正 数 。( 这 是 例 16 中 “定理 ”的 逆 否 命题 。) 

“证 明 ” 假定 不 是 正 数 。 因 为 条 件 语句 “如 果 是 正 数 ， 则 rw 是 正 数 ?为 真 ， 所 以 可 得 
7 不 是 正 数 。 

解 令 PCOD 和 Q(C) 如 例 16 所 示 。 则 前 提 是 -PC(n),， 语句 “如 果 n 是 正 数 ， 则 ww 是 正 数 ” 
是 语句 YnCP(n) 一 QCn))。 从 前 提 -4PCn) 和 YnCP(n) 一 QCn)) 不 能 得 出 -QCln)， 因 为 没有 有 效 
的 推理 规则 可 用 。 相 反 ， 这 是 一 个 否定 假设 的 廖 误 示例 。 如 例 16 那样 ，n 二 一 1 即 为 反例 。 4 

最 后 ， 简 要 讨论 一 种 比较 难 应 付 的 错误 。 许 多 不 正确 的 论证 都 基于 一 种 称 为 窃取 论题 的 诸 
误 。 当 证 明 的 一 个 或 多 个 步骤 基于 待 证 明 命题 的 真实 性 时 ， 就 会 发 生 这 样 的 雇 误 。 换 句 话 说 ， 
当 命题 使 用 自身 或 等 价 于 自身 的 命题 来 进行 证 明 时 会 产生 这 种 廖 误 。 所 以 这 种 雇 误 也 称 为 循环 
推理 。 

例 18 下 面 的 论证 是 否 正 确 ? 这 里 假定 要 证 明 当 wn 是 偶 整 数 时 是 一 个 偶 整 数 。 

假定 ww 是 偶数 ， 则 存在 某 个 整数 上 使 n= 二 2k。 令 n= 二 21， 其 中 i 是 某 个 整数 。 这 证 明了 
是 偶数 。 

解 ” 这 个 论证 不 正确 。 证 明 中 出 现 了 语句 “ 令 z 一 21， 其 中 /! 是 某 个 整数 ”。 证 明 中 没有 给 
出 论证 说 明 可 以 写 为 21:， 其 中 1 为 某 个 整数 。 这 是 一 个 循环 论证 ， 因 为 这 个 命题 等 价 于 待 证 
的 命题 ( 即 n 是 偶数 )。 当 然 ， 结 果 本 身 是 正确 的 ， 只 是 证 明 方法 不 对 。 本 

在 证 明 中 犯错 是 学 习 过 程 的 一 部 分 。 当 你 犯 了 某 个 错误 并 被 别人 发 现时 ， 应 该 仔细 分 析 哪 
里 出 了 错误 并 确保 不 再 犯 同样 的 错误 。 即 使 是 职业 数学 家 在 证 明 时 也 会 犯错 误 。 有 些 重要 结论 
的 错误 证 明 常 常会 思 和 弄 人 们 ， 许 多 年 以 后 才 发 现 其 中 的 细微 错误 。 这 种 情况 并 不 少见 。 


1.7.9 良好 的 开端 
我 们 已 经 开发 了 一 个 基本 的 证 明 方法 库 。 在 下 一 节 将 介绍 其 他 重要 的 证 明 方法 。 第 5 章 还 
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将 介绍 一 些 重要 的 证 明 技术 ， 包 括 数学 归纳 法 ， 它 可 以 用 于 证 明 对 所 有 正 整数 都 成 立 的 结论 。 


第 


6 章 将 介绍 组 合 证 明 的 概念 。 
本 节 介 绍 了 形 如 V x4P(x) 一 Q(z)) 定 理 的 几 种 证 明 方 法 ， 包 括 直 接 证 明 法 和 反 证 法 。 有 许 


多 定理 通过 直接 利用 前 提 和 定理 中 名 词 的 定义 很 容易 构造 其 证 明 。 不 过 ， 要 是 不 借助 于 灵活 地 
利用 反 证 法 或 归 废 证明， 或 其 他 的 证 明 技 术 ， 证明 一 个 定理 通常 还 是 很 困难 的 。 在 1.8 节 中 ， 
我 们 会 讲述 证 明 策略 。 我 们 会 描述 当 直观 的 方法 行 不 通 时 可 用 于 寻找 证 明 的 各 种 方法 。 构 造 证 
明 是 一 种 只 能 通过 体验 来 学 习 的 艺术 ， 这 体验 包括 写 证 明 、 让 他 人 评论 你 的 证 明 ， 以 及 阅读 和 
分 析 其 他 证 明 。 


练习 


. 用 直接 证 法 证 明 两 个 奇数 之 和 是 偶数 。 

. 用 直接 证 法 证 明 两 个 偶数 之 和 是 偶数 。 

. 用 直接 证 法 证 明 偶数 的 平方 是 偶数 。 

, 用 直接 证 法 证 明 一 个 偶数 的 相反 数 或 负数 也 是 偶数 。 

， 证 明 如 果 m 十 n 和 n 十 p 都 是 偶数 ， 其 中 mw、n 和 zp 都 是 整数 ， 那 么 m 十 p 也 是 偶数 。 你 用 的 是 什么 证 


明 方 法 ? 


. 用 直接 证 法 证 明 两 个 奇数 之 积 是 奇数 。 

.用 直接 证 法 证 明 每 个 奇数 都 是 两 个 平方 数 的 差 。 

, 证明 如 果 n 是 完全 平方 数 ， 那 么 n 十 2 不 是 完全 平方 数 。 

. 使 用 归 雇 法 证 明 一 个 无 理 数 与 一 个 有 理 数 之 和 是 无 理 数 。 

.用 直接 证 法 证 明 两 个 有 理 数 之 积 是 有 理 数 。 

. 证 明 或 反驳 两 个 无 理 数 之 积 是 无 理 数 。 

,证 明 或 反驳 一 个 非 零 有 理 数 与 一 个 无 理 数 之 积 是 无 理 数 。 

, 证 明 如 果 z 是 无 理 数 ， 则 1/z 是 无 理 数 。 

. 证 明 如 果 z 是 有 理 数 且 z 了 关 0， 则 1/z 是 有 理 数 。 

. 使 用 反 证 法 证 明 如 果 zx 十 y 宇 2， 这 里 xz 和 y 是 实数 ， 那 么 z 宇 1 或 者 y 之 1。 
. 证 明 如 果 m 入 是 整数 并 且 mn 是 偶数 ， 那 么 m 是 偶数 或 者 n 是 偶数 。 
. 证 明 如 果 n 是 整数 而 且 n’ 十 5 是 奇数 ， 则 是 偶数 。 使 用 


a) 反 证 法 证 明 b) 归 雇 法 证 明 


. 证 明 如 果 nn 是 整数 而 且 3n 十 2 是 偶数 ， 则 n 是 偶数 。 使 用 


a) 反 证 法 证 明 b) 归 雇 法 证 明 


. 证 明 命题 P(0)， 其 中 PCn) 是 命题 “如 果 nn 是 个 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 x 二 n”。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 


方法 ? 


. 证 明 命题 P(1)， 其 中 Pln) 是 命题 “如果 n 是 个 正 整 数 ， 则 n? 宇 na”。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 方 法 ? 
. 设 P(n) 是 命题 “< 如果 a 和 5 是 正 实数 ， 则 (a 十 5)" 之 a" 十 ”。 证 明 P(1) 为 真 。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 


方法 ? 


. 证 明 如 果 你 从 装 有 蓝 色 和 黑色 袜子 的 抽 民 中 选择 三 只 袜子 ， 你 一 定 能 得 到 一 双 蓝 袜子 或 者 一 双 黑 


袜子 。 


. 证 明 在 任意 64 天 中 至 少 有 10 天 在 每 星期 的 同一 天 里 。 
. 证 明 在 任意 25 天 中 至 少 有 3 天 在 同一 个 月 份 。 
. 用 归 廖 法 证 明 没有 有 理 数 > 使 得 于 十 r 十 1=0。[ 提 示 : 假设 r 一 ac/2 是 一 个 根 ， 这 里 a 和 2 是 整数 且 


a/5 是 既 约 分 数 。 通 过 乘 以 Ww 得 到 一 个 整数 的 等 式 。 再 看 看 a 和 2 是 否 分 别 是 奇数 或 偶数 。] 


. 证 明 如 果 nn 是正 整 数 ， 则 n 是 偶数 当 且 仅 当 7n 十 4 是 偶数 。 

. 证明 如 果 n 是 正 整 数 ， 则 n 是 奇数 当 且 仅 当 5n 十 6 是 奇数 。 

. 证 明 mr 二 nw? 当 且 仪 当 m 二 n 或 m= 二 一 n。 

. 证 明 或 反驳 如 果 m 和 nn 是 使 得 mn 二 1 的 整数 ， 则 m= 二 1 且 n= 二 1, 或 者 m= 二 一 1 且 ”一 一 1。 

. 证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 ， 其 中 a 和 8 是 实数 : (Da 小 于 5; (iDa 和 的 平均 值 大 于 a; (ii)a 和 
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的 平均 值 小 于 2 。 

31. 证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 ; (D3z 十 2 是 偶数 ; (iD)z 十 5 是 奇数 ; (iii)z? 是 偶数 。 

32. 证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : CDz 是 有 理 数 ; (ii)x/2 是 有 理 数 ; (iii)3z 一 1 是 有 理 数 。 

33. 证 明 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : (i)z 是 无 理 数 ; (iD)3z 十 2 是 无 理 数 ; (iii)z/2 是 无 理 数 。 

34. 下 列 求解 方程 V2 寻 一 1 一 zx 的 推理 过 程 是 否 正确 ? (1) V2z’ 一 1 = 二 xz, 已 知 ; (2)2z2 一 1 一 z2，(1) 
式 两 边 取 平方 ; (3)z? 一 1 二 0，(2) 式 两 边 都 减 去 xz?; (4) (z 一 1)(z 十 1) 王 0， 对 左边 的 xz? 一 1 进行 因 
式 分 解 ; (5) zx 一 1 或 zx 一 一 1， 因 为 ab=0 蕴含 a==0 或 b=0。 

35. 下 列 求解 方程 Vz 十 3 = 3 一 z 的 步骤 是 否 正确 ? (1) Vz 十 3 = 3 一 +， 已 知 ; (2)z 十 3 一 z2 一 6z 十 9， 
(1) 式 两 边 取 平 方 ;(3)0 二 x? 一 7z 十 6，(2) 式 两 边 都 减 去 zx 十 3: (4)0= 二 (zx 一 1) (zx 一 6)， 对 (3) 式 左边 
进行 因 式 分 解 ; (5)zx==1 或 +=6， 因 为 a6 二 0 蕴含 a 二 0 或 5 二 0， 所 以 从 (4) 可 得 到 解 。 

36. 证 明 : 可 以 通过 证 明 记过 加 、p:>p3 和 pi1*>p3 来 证 明 命 题 p、p;、ps 和 ps 是 等 价 的 。 

37. 证 明 : 可 以 通过 证 明 条 件 语句 pp 一 p,、p3 一 pi1、p1 习 p。、pz 习 ps 和 ps 一 ps 来 证 明 命 题 p: 、p;、p;、 
ps 和 ps 是 等 价 的 。 

38. 试 找 出 下 列 命题 的 一 个 反例 :“ 每 个 正 整数 都 是 3 个 整数 的 平方 和 ”。 

39. 证 明 在 实数 cl ，az ，…，aw 中 至 少 有 一 个 数 大 于 或 等 于 这 些 数 的 平均 值 。 你 使 用 什么 类 型 的 证 明 
方法 ? 

40. 使 用 练习 39 来 证 明 如 果 把 前 10 个 正 整数 以 任意 顺序 放 在 一 个 圆周 上 ， 则 圆周 上 存在 相 邻 位 置 的 3 个 

整数 ， 它 们 之 和 大 于 或 等 于 17。 

. 证 明 如 果 nn 是 整数 ， 则 下 面 4 个 语句 是 等 价 的 : (i)n 是 偶数 ; (i)n 十 1 是 奇数 ; (iii) 3 十 1 是 奇数 ; 

(iv)3n 是 偶数 。 

42. 证 明 下 面 关于 整数 的 4 个 语句 是 等 价 的 ， (Dn? 是 奇数 ，(iD1 一 ?是 偶数 ，(iiiDza 是 奇数 ，(iv)n 十 
1 是 偶数 。 


1.8 证 明 的 方法 和 策略 


1.8.1 引言 
加 1.7 节 介绍 了 各 种 不 同 的 证 明 方 法 ， 并 说 明 每 一 种 方法 如 何 使 用 。 本 节 将 继续 这 方面 的 讨 
“WY 论 。 我 们 将 介绍 几 种 其 他 常用 的 证 明 方法 ， 包 括 分 别 考虑 不 同情 形 进行 定理 证 明 的 方法 。 我 们 
还 将 讨论 具有 预期 性 质 的 事物 的 存在 性 证 明 方法 。 
1.7 节 只 简要 讨论 了 构造 证 明 的 策略 。 这 些 策略 包括 选择 证 明 方 法 ， 然 后 基于 该 方法 一 步 
一 步 地 成 功 构造 论证 。 在 开发 了 多 功能 的 证 明 方法 库 之 后 ， 本 节 将 研究 关于 证 明 的 艺术 和 科学 
方面 的 一 些 问题 。 我 们 将 提供 如 何 寻 找 一 个 定理 的 证 明 的 一 些 忠 告 。 我 们 还 将 描述 一 些 窍门 ， 
包括 如 何 通过 反 向 思维 和 通过 改编 现 有 证 明 来 发 现 证 明 。 
数学 家 工作 时 ， 他 们 拟定 猜测 并 试图 证 明 或 推翻 之 。 这 里 通过 证 明 用 多 米 诺 或 其 他 形状 的 
骨牌 来 拼接 棋盘 的 有 关 结论 来 简要 描述 这 个 过 程 。 查 看 这 类 拼接 游戏 ， 我 们 将 能 够 迅速 形成 猜 
测 并 证 明定 理 ， 而 无 需 先 开发 一 套 理论 。 
本 节 最 后 将 讨论 开放 问题 所 起 的 作用 。 特 别 地 ， 我 们 会 讨论 一 些 有 趣 的 问题 ， 或 者 悬 而 未 
决 数 百年 后 被 解决 了 的 ， 或 者 仍然 是 开放 问题 。 


1.8.2 穷 举证 明 法 和 分 情形 证 明 法 

有 时 候 采 用 单一 的 论证 不 能 在 定理 的 所 有 可 能 情况 下 都 成 立 ， 故 不 能 证 明 该 定理 。 现 在 介 
绍 一 种 通过 分 别 考虑 不 同 的 情况 来 证 明定 理 的 方法 。 该 方法 是 基于 现在 要 介绍 的 一 个 推理 规 
则 。 为 了 证 明 如 下 的 条 件 语句 


4 


一 


(pVpsV Vp) aq 
可 以 用 永 真 式 
Lpr V br Vw Wb) ql * a hh NA (p, 一 9)] 
作为 推理 规则 。 这 个 推理 规则 说 明 可 以 通过 分 别 证 明 每 个 条 件 语句 妃 一 (一 1，2，…，7) 来 
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证 明 由 命题 p ，p;，…，zp， 的 析 取 式 组 成 前 提 的 原 条 件 语句 。 这 种 论证 称 为 分 情形 证 明 法 
(proof by cases) 。 有 时 为 了 证 明 条 件 语句 p>q 为 真 ， 方 便 的 做 法 是 用 析 取 式 py V 妨 V…VDz， 
代替 p 作为 条 件 语 句 的 前 提 ， 其 中 p 与 pV p:V…V zp 是 等 价 的 。 

穷 举 证 明 法 ”有些 定理 可 以 通过 检验 相对 少量 的 例子 来 证 明 。 这 样 的 证 明 叫 做 穷 举证 明 法 
(exhaustive proof ，proof by exhaustion) ， 因 为 这 些 证 明 是 要 穷尽 所 有 可 能 性 的 。 一 个 穷 举证 明 
是 分 情形 证 明 的 特例 ， 这 里 每 一 种 情形 涉及 检验 一 个 例子 。 下 面 给 出 穷 举 证 明 法 的 一 些 例证 。 

例 1 证 明 如 果 半 是 一 个 满足 和 4 的 正 整数 时 ， 则 有 (n 十 1)’ 宇 3”。 

解 ”采用 穷 举 证 明 法 。 我 们 只 需 检 验 当 n= 二 1、2、3、4 时 ,不 等 式 (n 十 1)* 宇 3" 成 立 。 对 
于 xz 一 1， 有 (xz 十 1) 一 23: 一 8 而 3"= 二 3! 二 3; 对 于 n= 二 2， 有 (nn 十 1); 一 33 一 27 而 3 二 3: = 二 9; 对 于 


n 二 3， 有 (n 十 1)* 二 4 二 64 而 3 一 3 一 27; 对 于 n 二 4,， 有 (nn 十 1)*= 二 5 二 125 而 3" 二 3 二 81。 在， 


这 四 种 情况 的 每 一 种 情形 下 ,都 有 (Cn 十 1)* 宇 3"。 用 穷 举 证 明 法 证 明了 如 果 n 是 一 个 满足 nn 三 4 
的 正 整 数 时 ， 则 (n 十 1) 宇 3"。 < 

例 2 证 明 不 超过 100 的 连续 正 整 数 同时 是 宕 次 数 的 只 有 8 和 9( 一 个 整数 是 考 次 数 (perfect 
power) 如果 它 等 于 mw， 其 中 是 正 整 数 ，a 是 大 于 1 的 整数 ) 。 

解 采用 穷 举 证 明 法 。 特 别 地 ， 可 以 通过 下 面 的 方法 来 证 明 此 事实 : 查看 不 超过 100 的 正 
整数 x， 首先 检查 nr 是 否 是 适 次 数 ， 如 果 是 ,在 检查 n 十 1 是 否 也 是 备 次 数 。 一 个 更 快捷 的 方法 
是 仅仅 查看 不 超过 100 的 所 有 寡 次 数 并 检查 紧 挨 着 的 下 一 个 整数 是 否 也 是 寡 次 数 。 不 超过 100 
的 正 整 数 的 平方 有 1、4、9、16、25、36、49、64、81 和 100。 不 超过 100 的 正 整 数 的 立方 有 
1、8、27 和 164。 不 超过 100 的 正 整 数 的 4 次 宕 有 1、16 和 81。 不 超过 100 的 正 整 数 的 5 次 震 有 
1 和 32。 不 超过 100 的 正 整 数 的 6 次 震 有 1 和 64。 除 了 1 以 外 ， 没 有 高 于 6 次 的 正 整数 的 寡 次 
数 不 超过 100 的 。 观 察 不 超过 100 的 一 系列 宕 次 数 ， 发 现 只 有 ?一 8 时 ,7 是 震 次 数 ， 而 2 十 1 
也 是 寡 次 数 。 即 2 =8，3 二 9， 是 不 超过 100 的 唯一 两 个 连续 的 寡 次 数 。 4 

当 只 需要 检查 一 个 语句 的 相对 少量 的 情形 时 ， 人 们 可 以 穷 举证 明 法 。 当 要 求 计算 机 检查 一 
个 语句 的 数量 非常 巨大 的 情形 时 它 不 会 抱怨 ， 但 仍然 有 局 限 性 。 注 意 当 不 可 能 列 出 所 有 要 检查 
的 情形 时 ， 即 使 是 计算 机 也 不 能 检查 所 有 情形 。 

分 情形 证 明 法 “分 情形 证 明 一 定 要 覆盖 定理 中 出 现 的 所 有 可 能 情况 。 我 们 用 两 个 例子 来 解 
释 分 情形 证 明 法 。 在 每 一 个 例子 中 ， 你 应 该 检查 一 下 所 有 可 能 的 情形 都 已 被 覆盖 了 。 

例 3 证 明 如 果 为 整数 ， 则 有 x 三 n。 

解 ” 我 们 通过 分 别 考虑 当 n 二 0， 当 n 宇 1 和 当 n< 一 1 三 种 情形 来 证 明 对 每 个 整数 有 二 n。 
我 们 将 证 明 分 为 三 种 情形 是 因为 通过 分 别 考虑 零 、 正 整数 和 负 整 数 可 以 更 直截了当 地 证 明 这 个 
结论 。 

情形 (iD : 当 n 二 0 时 ， 因 为 0 二 0， 从 而 0* 宇 90。 这 表明 在 这 种 情况 下 ， x 宇 n 是 真 的 。 

情形 (ii)， 当 n 宇 1 时 ， 把 不 等 式 n 宇 1 两 边 同时 乘 以 正 整 数 n， 得 到 n，n 宝 rn， 1。 这 蕴含 
着 当 n 宇 1 时 有 ne 宇 n。 

情形 (ii) ; 涛 砚 寺 革 时。 可 是 ， 7 宇 0。 因而 有 nn。 

因为 在 所 有 三 种 情形 下 均 有 不 等 式 nw* 宇 x， 于 是 可 得 出 结论 ， 如 果 为 整数 ， 则 及 宇 n。 

S| 

例 4 用 分 情形 证 明 法 证 明 |xzy|= 二 |z| |>|， 其 中 z 和 ?是 实数 。( 回 顾 一 下 |a | 是 
a 的 绝对 值 。 当 a 宇 0 时 等 于 a， 而 当 ac 委 0 时 等 于 一 a。) 

解 ” 在 定理 的 证 明 中 ， 我 们 用 事实 当 4a 宇 0 时 | a | = 并 且 当 ac 委 0 时 |a| 一 一 2 来 消除 
绝对 值 符号 。 由 于 | zx | 和 | y | 出 现在 公式 中 ， 就 需要 四 种 情形 : (i)x 和 yy 都 为 非 负 的 ; 
(iDz 为 非 负 的 且 y 是 负 的 ; (ii)z 是 负 的 且 y 为 非 负 的 ; (iv)z 是 负 的 且 y 是 负 的 。 我 们 用 pi、 
p:、p; 和 ps 来 标记 四 个 命题 分 别 陈述 四 种 情形 对 应 的 假设 ， 用 9 代表 原 命题 。( 注 意 : 我 们 通 
过 每 一 种 情形 中 选择 恰当 正 负 号 就 可 以 去 掉 绝 对 值 符 号 。) 
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情形 (D : 可 以 看 出 户 一 9， 因 为 当 z>0 且 y 宇 0 时 zy 宇 0, 因此 | zy | = 二 zxy 二 |zx| | y|。 

情形 (iD : 要 得 出 户 一 g， 注 意 如 果 z 宇 0 且 ><0， 则 zy 二 0， 因 此 | zy | = 一 xy 二 zx( 一 》) 二 
上 |z| |y|。( 因 为 y<0, 我 们 有 | y| 三 一 y。) 

情形 (Gi) 要 得 出 p; 一 qg， 可 遵循 前 一 种 情形 的 推理 过 程 ， 只 需 将 zx 和 y 的 角色 互 换 。 

情形 (iv) : 要 得 出 p, 一 gqg， 注 意 当 zx 二 0 且 y<0 时 ，zy>0。 因 此 | zy | = 二 zy 二 (一 Zz) 
(= zz) lyrbs 

因为 | xy| 三 |z| |y| 对 所 有 四 种 情形 均 成 立 ， 而 这 些 情况 包含 了 一 切 可 能 。 我 们 能 
够 得 出 结论 当 和 >y 是 实数 时 ，| zy|= 二 1|z| |1y|。 4 

充分 利用 分 情形 证 明 法 ”前面 解释 分 情形 证 明 法 的 例子 提供 了 一 些 何 时 应 用 这 种 证 明 法 的 
启发 。 特 别 地 ， 当 一 个 证 明 不 可 能 同时 顾及 所 有 情形 时 ， 应 该 考虑 采用 分 情形 证 明 法 。 什 么 时 
候 应 该 采用 这 样 的 证 明 呢 ? 一 般 地 ， 当 没有 明显 的 思路 开始 一 个 证 明 ， 而 每 一 种 情形 的 额外 信 
息 又 能 推进 证 明 时 ， 可 以 寻求 分 情形 证 明 法 。 例 5 说 明了 如 何 有 效 地 利用 分 情形 证 明 法 。 

例 5 构造 一 个 关于 整数 平方 的 十 进 制 数字 末 位 的 猜想 ， 并 证 明 你 的 结论 。 

解 ” 最 小 的 完全 平方 数 分 别 是 1、4、9、16、25、36、49、64、81、100、121、144、169、 
196、225 等 。 注 意 完全 平方 数 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 : 0、1、4、5、6 和 9, 而 2、3、7、8 从 
来 不 出 现在 完全 平方 数 的 十 进 制 数字 的 末 位 。 我 们 猜想 这 样 的 结论 : 一 个 完全 平方 数 的 十 进 制 
数字 的 末 位 是 : 0、1、4、5、6 或 9。 如 何 证 明 这 个 结论 呢 ? 

首先 注意 ， 把 整数 nn 表示 为 104 十 5，， 这 里 a 和 2 是 正 整 数 , 5 是 0、1、2、3、4、5、6、7、 
8 或 9。 这 里 a 是 n 减 去 nn 的 十 进 制 数 字 的 末 位 再 除 以 10 所 得 到 的 整数 。 其 次 注意 ， 
(104a 十 丰 := 二 100a: 十 20ab 十 丰 二 10(104? 十 2ab) 十 上 ， 因 而 ， x 的 十 进 制 数 字 的 末 位 与 8 的 十 进 
制 数字 的 末 位 相同 。 进 一 步 ， 的 十 进 制 数 字 的 末 位 与 (10 一 5)? = 二 100 一 205 十 Y 相同 。 因 此 ， 
把 证 明 缩减 为 以 下 6 种 情形 。 

情形 (iD : 区 的 末 位 数字 是 1 或 9。 这 样 守 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 于 三 1 或 9 三 81 的 末 位 数 
字 ， 即 为 1。 

情形 (ii : 的 末 位 数字 是 2 或 8。 这 样 ww 的 十 进 制 数 字 的 末 位 是 2 二 4 或 8 二 64 的 末 位 
数字 ， 即 为 4。 

情形 (iii) : n 的 末 位 数字 是 3 或 7。 这 样 xw 的 十 进 制 数 字 的 末 位 是 3 =9 或 7 一 49 的 末 位 
数字 ， 即 为 9。 

情形 (iv) : n 的 末 位 数字 是 4 或 6。 这 样 ww 的 十 进 制 数 字 的 末 位 是 4 二 16 或 6 二 36 的 末 位 
数字 ， 即 为 6。 

情形 (v) : n 的 末 位 数字 是 5。 这 样 w 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 于 三 25 的 末 位 数字 ， 即 为 5。 

情形 (vi : 2” 的 末 位 数字 是 0。 这样 w 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 0 一 0 的 末 位 数字 ， 即 为 0。 

因为 考虑 了 所 有 的 6 种 情况 ， 所 以 能 够 得 出 结论 当 n 是 整数 时 ,nw 的 十 进 制 数字 的 末 位 是 
0 或 9 a 

在 分 情形 证 明 中 ， 有 时 我 们 能 消除 几乎 全 部 而 只 留 下 少量 情形 。 如 例 6 所 示 。 

例 6 证 明 zz 十 3y 二 8 没有 整数 解 。 

解 ”由 于 当 | xz | 三 3 时 之 >8 且 当 | > | 二 2 时 3 光 之 8， 所 以 能 够 很 快 将 证 明 简 化 为 只 需 
检验 几 种 简单 的 情形 。 这 样 只 剩 下 当 工 等 于 一 2、 一 1、0、1、2， 而 y 等 于 一 1、0、1 的 情形 。 
我 们 可 以 用 穷 举 法 完成 证 明 。 为 了 解决 剩 下 的 情形 ， 注 意 zx* 的 可 能 取 值 是 0、1、4，3y 的 可 
能 取 值 是 0 和 3， 而 之 与 3y 可 能 取 值 的 最 大 和 是 7。 因 此 ， 当 二 和 >》y 是 整数 时 xz 十 3y 二 8 是 
不 可 能 成 立 的 。 4 

不 失 一 般 性 在 例 4 的 证 明 中 ， 我 们 省 略 了 情形 (iii)z<0 和 y 宇 909， 因 为 在 互 换 x 和 yy 角 
色 后 它 与 情形 (ii)z 宇 0 和 ><0 是 相同 的 。 为 了 缩短 证 明 篇 幅 ， 可 以 不 失 一 般 性 (without loss of 
generality) 地 假设 z 宇 9，y 二 0， 而 把 情形 Gi) 和 (iii) 的 证 明 合 在 一 起 。 这 个 语句 隐 舍 着 我 们 可 以 
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采用 与 x 宇 0 和 y=0 情形 一 样 的 论证 来 完成 zx 二 0 和 y 宇 0 情形 的 证 明 ， 其 中 有 一 些 显而易见 的 
改变 。 

一 般 地 ， 当 证 明 中 用 到 “不 失 一 般 性 ”( 缩 写 为 WLOG) 一 词 时 ， 我 们 断言 通过 证 明定 理 的 
一 种 情形 ， 不 需要 用 额外 的 论证 来 证 明 其 他 特定 的 情形 。 也 就 是 说 ， 其 他 的 一 系列 情形 论证 可 
以 通过 对 论证 做 一 些 简 单 的 改变 ， 或 者 通过 补充 一 些 简 单 的 初始 步骤 来 完成 。 当 引入 了 不 失 一 
般 性 的 概念 后 ， 分 情形 证 明 法 就 变 得 更 加 有 效 了 。 当 然 ， 不 正确 地 应 用 这 个 原理 会 导致 不 幸 的 
错误 发 生 。 有 时 候 所 做 的 假设 会 导致 失去 一 般 性 。 这 类 假设 通常 是 由 于 忽略 了 一 个 情形 可 能 与 
其 他 情形 有 着 巨大 的 差异 。 这 样 会 导致 一 个 不 完整 的 或 许 不 可 补救 的 证 明 。 事 实 上 ， 许 多 著名 
定理 的 不 正确 证 明 也 是 依赖 于 应 用 “不 失 一 般 性 ”的 想法 试图 论证 那些 不 能 快速 从 简单 情形 来 证 
明 的 情形 。 

现在 我 们 来 说 明 在 证 明 中 不 失 一 般 性 和 其 他 证 明 技术 的 有 效 结合 。 

例 7 证 明 如 果 工 和 2? 是 整数 并 且 <y 和 xz 十 y 均 为 偶数 ， 则 z 和 y 也 是 偶数 。 

解 ”我 们 会 用 到 反 证 法 、 不 失 一 般 性 的 概念 和 分 情形 证 明 法 。 首 先 假定 zx 和 > 不 都 是 偶 
数 。 即 假设 z 是 奇数 或 y 是 奇数 或 均 为 奇数 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 z 是 奇数 ， 因 此 存在 整数 
m 使 得 x 二 2m 十 1。 

为 了 完成 证 明 ， 我 们 需要 证 zy 是 奇数 或 者 zx 十 y 是 奇数 。 考 虑 两 种 情形 : (i) y 是 偶数 ; 
(ii)y 是 奇数 。 在 (Oi) 中 存在 整数 使 得 y= 二 2n， 因 此 z 十 y= (2m 十 1) 十 2n 二 2(m 十 n) 十 1 是 奇 
数 。 在 (让 中 存在 整数 nn 使 得 y= 二 2n 十 1， 因 此 zy 二 (2m 十 1) (2n 十 1)= 二 4mn 十 2m 十 2n 十 1 二 2 
(2mn 十 m 十 nn) 十 1 是 奇数 。 从 而 完成 了 反 证 法 证 明 。( 注 意 我 们 在 证 明 中 使 用 不 失 一 般 性 是 合 
理 的 ， 因 为 当 > 是 奇数 时 的 证 明 可 以 通过 上 面 的 证 明 中 简单 地 交换 z 和 yy 的 角色 而 获得 。) 十 

穷 举 证 明 法 和 分 情形 证 明 法 中 的 常见 错误 ”推理 中 的 一 种 常见 错误 是 从 个 例 中 得 出 不 正确 
结论 。 不 管 考虑 了 多 少 不 同 的 个 例 ， 都 不 能 从 个 例 来 证 明定 理 ， 除 非 每 一 种 可 能 情况 都 覆盖 
了 。 证 明定 理 这 样 的 问题 类 似 于 要 证 明 计 算 机 程序 总 能 产生 所 期 望 的 输出 。 除 非 所 有 的 输入 值 
都 测试 了 ， 否 则 无 论 测试 了 多 少 输入 值 ， 也 不 能 得 出 结论 程序 总 能 产生 正确 的 输出 。 

例 8 每 个 正 整 数 都 是 18 个 整数 的 四 次 寡 之 和 是 否 为 真 ? 

解 ”要 判断 一 个 正 整 数 n 是 否 可 写 为 18 个 整数 的 四 次 寡 的 和 ， 我 们 先 从 最 小 的 正 整数 开 
始 考察 。 因 为 整数 的 四 次 寡 分 别 是 0，1，16，81，…， 如 果 能 从 这 些 数 中 选择 18 个 项 后 相 加 
得 z， 则 妹 就 是 18 个 四 次 客 之 和 。 可 以 证 明 ， 从 1 到 78 的 所 有 正 整 数 都 可 以 写成 18 个 整数 的 
四 次 宪 的 和 (细节 留 给 读者 证 明 )。 然 而 ， 如 果 认 为 这 就 检查 够 了 ， 那 就 会 得 出 错误 的 结论 。 每 
个 正 整 数 是 18 个 四 次 睾 之 和 并 不 为 真 ， 因 为 79 并 不 是 18 个 四 次 客 的 和 (读者 请 自行 验证 ) 。 

本 

另 一 个 常见 错误 是 做 出 了 莫须有 的 假设 导致 在 分 情形 证 明 中 没有 考虑 到 所 有 情形 。 如 例 9 
所 示 。 

例 9 下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪里 ? 

“定理 ” 如 果 工 是 实数 ， 则 x? 是 正 实数 。 

“证 明 ” 令 力 为 “z 是 正 数 ”，zp， 为 “z 是 负数 ”， gq 为 “x 是 正 数 ”。 要 证 明 p, 一 g 为 真 ， 注 
意 当 zz 是 正 数 时 ，z? 为 正 数 ， 因 为 这 是 两 个 正 数 zx 和 z 的 积 。 要 证 明 p, 一 q， 注 意 当 工 是 负数 
时 ，z? 是 正 数 ， 因 为 这 是 两 个 负数 zx 和 z 的 积 。 证 毕 。 

解 ” 上面“ 证明” 存在 的 问题 是 忘 了 考虑 z==0 的 情形 。 当 z==0 时 ,zx 二 0 不 是 正 数 ， 因 此 假 
设 的 定理 为 假 。 如 果 p 是 “zx 是 实数 ”， 那 我 们 可 以 将 假设 p 分 三 种 情形 户 、 包 和 ps 来 证 明 结 
论 ， 其 中 pi 是 “z 是 正 数 ”， zz 是 “z 是 负数 ”， 力 : 是 二 一 0， 因为 有 等 价 式 pp1V pV po 本 


1.8.3 存在 性 证 明 
许多 定理 是 断言 特定 类 型 对 象 的 存在 性 。 这 种 类 型 的 定理 是 形 如 了 3zP(Cz) 的 命题 ， 其 中 忆 
是 谓词 。3 xP(z) 这 类 命题 的 证 明 称 为 存在 性 证 明 (existence proof) 。 有 多 种 方式 来 证 明 这 类 定 
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理 。 有 时 可 以 通过 找 出 一 个 使 得 P(a) 为 真 的 元 素 a( 称 为 一 个 物证 ) 来 给 出 3 zxP(z) 的 存在 性 证 
明 。 这 样 的 存在 性 证 明 称 为 是 构造 性 的 (constructive)。 也 可 以 给 出 一 种 非 构造 性 的 
Cnonconstructive) 存 在 性 证 明 ， 即 不 是 找 出 使 P(a) 为 真 的 元 素 a,， 而 是 以 某 种 其 他 方式 来 证 明 
习 xzP(z) 为 真 。 给 出 非 构 造 性 证 明 的 一 种 常用 方法 是 使 用 归 雇 证 明 ， 证明 该 存在 量化 式 的 否定 
式 蕴含 一 个 矛盾 。 例 10 可 以 解释 构造 性 的 存在 性 证 明 的 概念 ， 而 例 11 可 以 解释 非 构造 性 的 存 
在 性 证 明 的 概念 。 

例 10 一 个 构造 性 的 存在 性 证 明 证 明 存 在 一 个 正 整 数 ， 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 将 其 表 
示 为 正 整 数 的 立方 和 。 

解 ”经 过 大 量 的 计算 (如 使 用 计算 机 搜索 ) 可 找到 

1729 一 102 十 9 一 123 十 1 

因为 我 们 已 经 把 一 个 整数 写成 两 种 不 同 的 立方 和 ， 因 而 得 证 。 

关于 这 个 例子 有 一 个 有 趣 的 故事 。 英 国 数学 家 G. H. 哈代 ,在 一 次 前 往 医院 看 望 生病 的 印 
度 天 才 拉 马 努 金 时 ， 提 到 他 乘坐 的 出 租车 的 编号 1729 是 个 枯燥 的 数字 。 拉 马 努 金 回 答 :“ 不 ， 


这 是 一 个 非常 有 趣 的 数 ， 它 是 可 以 用 两 种 方式 表示 为 立方 和 的 最 小 数 。” 4 
例 11 一 个 非 构造 性 的 存在 性 证 明 : 证 明 存在 无 理 数 xz 和 y 使 得 zy 是 有 理 数 。 
解 由 1.7 节 例 10 可知 VZ 是 无 理 数 。 考 虑 数 VZ”。 如 果 它 是 有 理 数 ， 那 就 存在 两 个 无 理 
ums 


戈 弗 雷 ， 哈 罗 德 。 哈代 (Godfrey Harold Hardy，1877 一 1947) 哈代 是 Isaac 
Hardy 和 Sophia Hall Hardy 的 两 个 孩子 中 的 老大 ， 出 生 在 英格兰 的 萨 里 郡 的 
Cranleigh。 他 父亲 是 Cranleigh 学 校 的 地 理 和 绘画 老师 ， 同 时 还 教 唱歌 课 ， 并 且 踢 足 
球 。 他 母亲 教授 钢琴 课 并 且 协 助 管理 一 家 年 轻 学 生 的 寄宿 处 。 哈 代 的 双亲 致力 于 儿童 
教育。 哈代 早 在 2 岁 时 就 显露 出 对 数字 的 能 力 ， 那 时 他 能 写 到 百 万 级 的 数字 。 他 有 一 
| 位 私人 数学 教师 ， 而 没有 去 上 Cranleigh 学 校 的 正规 课程 。 他 13 岁 时 上 了 一 所 私立 高 

中 ， 温 切 斯 特 公 学 ， 并 且 获 得 了 奖学金 。 他 擅长 学 习 并 在 数学 方面 表现 出 浓厚 的 兴 
趣 。1896 年 ， 他 获得 奖学金 而 进入 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 ， 在 学 习 期 间 他 获得 诸多 奖项 ，1899 年 毕业 。 

1906 一 1919 年 哈代 在 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 任 数学 讲师 ， 当 时 他 也 被 任命 为 牛津 大 学 几何 学 的 沙 利文 讲 
座 教授 。 由 于 著名 哲学 家 和 数学 家 伯 特 兰 。 罗 素 从 事 反 战 活 动 而 被 三 一 学 院 解 雇 ， 哈 代 对 剑桥 大 学 开始 没 
有 好 感 ， 也 不 喜欢 繁琐 的 行政 工作 。1931 年 他 重 返 剑桥 大 学 任 纯 数学 的 Sadleirian 教授 ， 直 到 1942 年 退休 。 
他 是 一 位 纯 数 学 家 ， 对 数学 具有 一 种 精英 观点 ， 和 希望 他 的 研究 永远 不 会 有 应 用 。 具 有 讽刺 意义 的 是 ， 他 或 
许 是 以 哈代 一 温 伯 格 定律 的 发 现 者 之 一 而 闻名 于 世 的 ， 而 这 个 定律 则 预测 了 遗传 的 模式 。 他 在 这 个 领域 的 
工作 是 给 (科学 》(Science) 期 刊 的 一 封 信 ， 其 中 他 用 简单 的 代数 概念 证 明了 一 篇 遗传 学 论文 中 的 错误 。 哈 代 
的 工作 主要 在 数论 和 函数 论 方面 ， 探 索 的 主题 为 黎 曼 zeta 函数 、 傅 里 叶 级 数 和 素数 分 布 。 他 对 许多 重要 问 
题 做 出 了 重要 的 贡献 ， 如 将 正 整 数 表示 为 & 次 寡 之 和 的 Waring 问题 和 将 奇 整数 表示 为 三 个 素数 之 和 的 问 
题 。 他 为 人 们 所 记忆 的 还 有 他 和 剑桥 同事 李 特 尔 伍德 (John 下 Littlewood) 合 作 共 同 撰写 了 100 多 篇 论文 ， 
以 及 和 印度 数学 天 才 拉 马 努 金 (Srinivasa Ramanujan) 的 合作 。 他 和 李 特 尔 伍德 的 合作 还 造就 一 个 笑话 : 当时 
的 英国 只 有 三 个 重要 的 数学 家 ， 哈 代 、 李 特 尔 伍德 和 哈代 一 李 特 尔 伍德 ， 尽 管 人 们 认为 哈代 创造 了 一 个 虚 
构 的 人 物 李 特 尔 伍德 ， 因 为 李 特 尔 伍德 在 剑桥 之 外 没什么 名 气 。 哈 代 从 拉 马 努 金发 给 他 的 不 同 凡响 且 极 具 
创造 性 的 著作 中 慧眼 识 天 才 ， 而 其 他 数学 家 则 没 能 发 现 这 个 天 才 。 哈 代 将 拉 马 努 金 带 到 剑桥 大 学 并 与 之 合 
作 重 要 的 论文 ,建立 了 关于 一 个 整数 的 划分 数 的 新 的 结论 。 哈 代 对 数学 教育 也 充满 兴趣 ， 他 的 书 ( 纯 数学 教 
程 XA Course of Pure Mathematics) 在 20 世纪 前 半 叶 的 本 科 数 学 教学 中 具有 深远 影响 。 哈 代 还 写 了 《一 个 数 
学 家 的 辩 白 》(A Mathematicianr s Apology) ， 其 中 对 是 否 值得 奉献 一 生 研 究 数学 这 样 一 个 问题 给 出 了 自己 的 
回答 。 这 代表 了 哈代 对 于 什么 是 数学 和 数学 家 在 做 什么 的 一 种 观点 。 

哈代 对 运动 也 有 浓厚 的 兴趣 。 他 是 一 个 狂热 的 板 球 爱 好 者 并 且 成 绩 不 俗 。 他 有 一 个 特点 就 是 不 喜欢 
照相 (为 世人 所 知 的 照片 只 有 五 张 ) 也 不 喜欢 镜子 ， 进 入 酒店 房间 后 会 立刻 用 毛巾 盖 住 它 。 
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数 工 和 y 且 z* 是 有 理 数 ， 即 z= VZ ，y= VZ 。 另 一 方面 如 果 V3 是 无 理 数 ， 那 么 可 以 令 z= 
V2 且 y=J2 ,因此 = WIJ = =2， 

这 个 证 明 是 非 构 造 性 存在 性 证 明 的 一 个 例子 ， 因 为 我 们 并 没有 找 出 无 理 数 z 和 y 使 得 zs 
是 有 理 数 。 相 反 ， 我 们 证 明了 或 者 zx= VZ ，y 二 V3， 或 者 z= VZ”，y= VZ 具有 所 需 性 质 ， 但 
并 不 知道 这 两 对 中 哪 一 对 是 解 。 4 

非 构造 性 存在 性 证 明 通常 相当 微妙 ， 如 例 12 所 示 。 

例 12 ”甜食 游戏 (Chomp) 是 两 个 人 玩 的 游戏 。 在 这 个 游戏 中 ， 曲 奇 饼 放 在 和 矩形 格 中 。 左 上 
角 的 曲 奇 饼 有 毒 ， 如 图 1a 所 示 。 两 个 玩家 轮流 做 动作 : 每 个 动作 中 一 个 玩家 都 要 吃 一 块 剩余 
的 曲 奇 饼 ， 以 及 它 右 下 角 的 所 有 曲 奇 饼 (例如 ， 如 图 lb 所 示 )。 没 有 别 的 选择 而 只 能 吃 有 毒 曲 
奇 饼 的 玩家 为 输 。 请 问 : 两 个 玩家 之 一 是 否 有 获胜 的 策略 。 即 其 中 一 个 玩家 是 否 能 够 一 直 做 动 
作 而 保证 其 获胜 ? 


Links _ 


拉 马 奴 金 (Srinivasa Ramanujan，1887 一 1920) ”著名 的 数学 天 才 拉 马 奴 金 在 马 德 
拉 斯 市 (Madras， 现 名 钦 奈 (Chennai)) 附 近 的 印度 南部 出 生 并 长 大 。 他 的 父亲 是 一 家 
布 店 的 职员 。 他 的 母亲 通过 在 当地 一 寺庙 唱歌 来 补贴 家 用 。 拉 马 奴 金 在 当地 的 一 所 英 
语 学 校 学 习 ， 显 露出 其 对 数学 的 兴趣 和 天 赋 。13 岁 那 年 他 掌握 了 大 学 生 使 用 的 一 本 教 
科 书 。 当 他 15 岁 时 ， 一 名 大 学 生 借 给 他 一 本 《 纯 数 学 概要 》(Synopsis of Pure 
Mathematics) 。 拉 马 奴 金 决 定 把 这 本 不 带 任何 证 明 或 说 明 的 书 中 的 6000 多 个 结论 重新 
做 一 遍 ， 写 在 纸 上 后 来 收集 起 来 形成 笔记 。1904 年 他 从 高 中 毕业 ， 赢 得 奖学金 进入 马 
德 拉 斯 大 学 。 他 报 读 的 是 美术 课程 ， 但 是 他 忽视 除数 学 以 外 的 所 有 科目 ， 因 而 失去 了 奖学金 。 大 学 期 间 
(1904 一 1907) 他 有 四 次 考试 不 及 格 ， 只 有 数学 学 得 好 。 这 期 间 他 在 笔记 中 写 下 了 许多 原创 性 的 著作 ， 有 
时 是 已 经 发 表 工 作 的 重新 发 现 ， 有 时 是 新 的 发 现 。 

没有 大 学 学 位 ， 拉 马 奴 金 要 找 一 份 体面 的 工作 是 很 困难 的 。 为 了 生存 ， 他 不 得 不 依靠 朋友 们 的 施舍 。 
他 教学 生 数学 ， 但 是 他 的 不 同 寻常 的 思维 方式 和 不 能 遵循 教学 大 纲 导 致 了 问题 。1909 年 通过 包办 婚姻 他 
和 一 个 小 他 九 岁 的 年 轻 姑娘 结婚 。 为 了 养活 自己 和 他 的 妻子 ， 他 搬 到 马 德 拉 斯 寻找 工作 。 他 把 他 笔记 中 
的 数学 著作 给 可 能 的 雇主 看 ， 但 是 他 的 书 让 他 们 不 知 所 措 。 然 而 ， 总 统 学 院 的 一 位 教授 认可 了 他 的 天 赋 
并 支持 他 ，1912 年 他 获得 了 一 份 会 计 员 的 工作 ， 赚 取 微 薄 的 薪水 。 

此 时 ， 拉 马 奴 金 依 然 在 继续 着 他 的 数学 研究 ， 并 于 1910 年 在 印度 的 期 刊 上 发 表 了 他 的 第 一 篇 论文 。 
他 认识 到 他 的 工作 在 印度 数学 家 之 上 ， 遂 决定 写 信 给 英国 顶尖 的 数学 家 。 起 初 的 几 位 数学 家 将 他 的 信 都 
当做 了 请 求 帮助 。 但 是 1913 年 1 月 他 给 G，H. 哈代 写 信 ， 他 也 没 看 好 拉 马 奴 金 ， 但 是 信 中 的 那些 虽然 
没有 给 出 证 明 的 数学 陈述 却 让 哈代 有 些 困惑 。 他 决定 与 他 的 同事 和 合作 者 JE. 李 特 尔 伍德 一 起 仔细 检 
查 这 些 陈述 。 经 过 仔细 研究 ， 他 们 判定 拉 马 奴 金 可 能 是 一 个 天 才 ， 因 为 他 的 陈述 “只 有 那些 最 高 水 平 的 数 
学 家 才 有 可 能 写 得 出 来 ， 而 且 也 一 定 是 真 的， 因为 如 果 这 些 陈述 不 成 立 ， 就 没有 人 有 这 样 的 想象 力 来 发 
明 这 些 陈述 。” 

1914 年 哈代 为 拉 马 奴 金 安排 了 奖学金 并 将 他 带 到 英格兰 。 哈 代 亲 自 教 他 数学 分 析 ， 一 起 合作 了 五 
年 ， 证 明了 一 些 有 关 整 数 的 划分 数 的 重要 定理 。 在 这 期 间 ， 拉 马 奴 金 在 数论 领域 做 出 了 重要 贡献 ， 同 时 
在 连 分 数 、 无 穷 级 数 、 椭 圆 函数 方面 做 些 工 作 。 拉 马 奴 金 对 于 某 些 类 型 的 函数 和 级 数 有 着 惊人 的 洞察 力 ， 
但 是 他 声称 的 有 关 素 数 的 定理 则 是 错误 的 ， 这 也 解释 了 他 对 于 什么 是 正确 的 证 明 只 有 模糊 的 概念 。 他 是 
当时 被 任命 的 英国 皇家 学 会 院士 最 年 轻 的 成 员 之 一 。 不 幸 的 是 ，1917 年 拉 马 奴 金 得 了 严重 的 疾病 。 那 时 
被 认为 是 由 于 不 适应 英国 气候 并 染 上 了 肺结核 。 现 在 看 来 是 由 于 拉 马 奴 金 严格 的 素食 主义 以 及 英国 战 时 
的 食物 短缺 造成 他 得 了 维生素 缺乏 症 。1919 年 他 回 到 印度 ， 继 续 他 的 数学 研究 ， 即 使 是 在 病床 上 也 是 如 
此 。 他 笃信 宗教 ， 认 为 他 的 数学 天 赋 来 自 于 家 族 的 神 Namagiri。 他 将 数学 和 宗教 联系 起 来 。 他 说 道 : 
“一 个 方程 对 我 来 说 没有 意义 ， 除 非 它 表达 了 神 的 意志 。”1920 年 4 月 他 短暂 的 一 生 走 到 了 尽头 ， 年 仅 32 
岁 。 拉 马 奴 金 留 下 一 些 笔记 ， 记 载 着 没有 发 表 的 结果 。 这 些 笔记 中 的 著作 解释 了 拉 马 奴 金 的 一 些 见 解 ， 
但 是 也 相当 概略 。 有 些 数学 家 倾注 了 多 年 的 研究 试图 解释 和 证 明 这 些 笔记 中 的 结果 。 
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解 ”我们 会 给 出 第 一 个 玩家 获胜 策略 的 非 构造 性 存在 证 明 。 即 我 们 将 证 明 第 一 个 玩家 总 有 
获胜 的 策略 ， 而 没有 明确 描述 玩家 的 具体 动作 步骤 。 

首先 ， 游 戏 结束 时 不 会 是 一 个 平局 ， 因 为 每 一 步 动作 至 少 要 吃 掉 一 块 曲 奇 饼 ， 因 此 不 超过 
mXn 步 动作 游戏 就 会 结束 ， 这 里 mXn 是 网 格 的 初始 值 。 现 假设 在 游戏 开始 ， 第 一 个 玩家 吃 
掉 了 右 下 角 的 曲 奇 饼 。 这 有 两 种 可 能 ， 这 是 第 一 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 ， 或 者 这 是 第 二 个 玩 
家 可 以 做 一 个 动作 成 为 第 二 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 。 在 第 二 种 情况 下 ， 第 一 个 玩家 可 以 不 是 
只 吃 右 下 角 的 曲 奇 饼 ， 而 是 采用 第 二 个 玩家 获胜 策略 的 第 一 步 相 同 的 步骤 (然后 继续 那个 获胜 
策略 ) 。 这 将 保证 第 一 个 玩家 获胜 。 
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a) 乔 食 游 戏 ( 左 上 角 的 曲 奇 饼 有 毒 ) b) 三 种 可 能 动作 
图 1 


注意 我 们 证 明了 获胜 策略 的 存在 性 ， 但 是 没有 刻画 实际 的 获胜 策略 。 因 此 ， 这 个 证 明 是 
一 个 非 构 造 性 存在 性 证 明 。 事 实 上 , 没有 人 能 够 通过 刻画 第 一 个 玩家 应 该 遵循 的 动作 步骤 来 
描述 适用 于 所 有 长 方形 网 格 的 看 食 游 戏 的 获胜 策略 。 然 而 ， 在 某 种 特殊 的 情况 ， 比 如 当 网 格 
是 正方 形 时 ， 以 及 当 网 格 只 有 两 行 曲 奇 饼 时 ,获胜 策略 是 可 以 描述 的 (参见 5. 2 节 的 练习 15 
和 练习 16) 。 4 


1. 8.4 唯一 性 证 明 

某 些 定理 断言 具有 特定 性 质 的 元 素 唯 一 存在 。 换 句 话说 ,这 些 定理 断言 恰好 只 有 一 个 元 素 
具有 这 个 性 质 。 要 证 明 这 类 语句 ， 需 要 证 明 存 在 一 个 具有 此 性 质 的 元 素 ， 以 及 没有 其 他 元 素 具 
有 此 性 质 。 唯 一 性 证 明 (uniqueness proof) 的 两 个 部 分 如 下 : 

存在 性 : 证 明 存 在 某 个 元 素 x 具有 期 望 的 性 质 。 

唯一 性 : 证 明 如 果 y 关 x， 则 y 不 具有 期 望 的 性 质 

我 们 也 可 以 等 价 地 证 明 如 果 工 和 y 都 具有 期 望 的 性 质 ， 则 z 一 y。 


评注 ”证明 存在 唯一 元 素 工 使 得 P(Cz) 为 真 等 同 于 证 明 语 外 了 了 zCPGCz) AVYVy(Cy 和 天 
zx—>-P(y))), 


我 们 用 例 13 说 明 唯 一 性 证 明 的 要 素 。 

例 13 证 明 : 如 果 a 和 2 是 实数 并 且 a 天 0， 那 么 存在 唯一 的 实数 -使 得 ar 十 6 一 0。 

解 ， 首先 ， 注 意 实数 = 一 wa 是 ar 十 0 一 0 的 一 个 解 ， 因 为 a( 一 b/a) 十 6 二 一 b 十 6 二 0。 因 
此 ， 对 于 ar 十 6 二 0 而 言 ， 实 数 > 是 存在 的 。 这 是 证 明 的 存在 性 部 分 。 

其 次 ， 假 设 实数 ;使 得 as 十 6 二 0 成立。 则 有 ar 十 6 一 as 十 4， 这 里 r 一 一 */a。 从 两 边 减 去 0， 
得 到 ar 二 as。 最 后 式 子 两 边 同 除 以 a, 这 里 a 是 非 零 的 ， 得 到 ~=s。 这 意味 着 如 果 >* 夫 >*， 则 
as 十 0 天 0。 这 建立 了 证 明 的 唯一 性 部 分 。 a 


1.8.5 证 明 策 略 
寻找 证 明 是 一 项 富 于 挑战 性 的 工作 。 当 你 面 对 待 证 命题 时 ， 应 该 先 把 术语 替换 成 其 定义 ， 
再 仔细 分 析 前 提 结 论 的 含义 。 这 样 做 之 后 ， 用 一 ee ee 
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下 ， 如 果 语 句 是 条 件 语 句 ， 就 应 该 首先 尝试 直接 证 明 法 ; 如 果 这 样 不 行 ， 就 尝试 间接 证 明 法 。 
如 果 这 些 方法 都 不 行 ， 就 尝试 归 廖 证 明 法 。 

正 向 和 反 向 推理 无 论 选 择 什 么 证 明 方 法 ， 都 需要 为 证 明 找 一 个 起 点 。 条 件 语 句 的 直接 证 
明 就 从 前 提 开 始 。 利 用 这 些 前 提 以 及 公理 和 已 知 定理 ， 用 导向 结论 的 一 系列 步骤 来 构造 证 明 。 
这 类 推理 称 为 正 向 推理 (forward reasoning) ， 是 用 来 证 明 相 对 简单 结论 的 一 类 最 常见 推理 方式 。 
同样 ， 要 开始 间接 证 明 ， 就 从 结论 的 否定 开始 ， 用 一 系列 步骤 来 得 出 前 提 的 否定 。 

但 是 ， 正 向 推理 常常 难以 用 来 证 明 更 复杂 的 结论 ， 因 为 得 出 想 要 的 结论 所 需要 的 推理 可 能 
并 不 明显 。 在 这 种 情况 下 使 用 反 向 推理 (backward reasoning) 可 能 会 有 所 帮助 。 要 反 向 推理 证 
明 命题 g， 我 们 就 寻找 一 个 命题 p 并 可 证 明 其 具有 性 质 p 一 g。( 注 意 ， 和 寻找 一 个 命题 r 并 能 证 
明 其 具有 gr 不 会 有 所 帮助 ， 因 为 从 gr 和 vr 得 出 g 为 真是 一 种 窃取 论题 的 错误 推理 。.) 反 
向 推理 的 解释 如 例 14 和 例 15 所 示 。 

例 14 给 定 两 个 正 实 数 zx 和 y， 其 算术 均值 是 (z 十 y)/2 而 其 几何 均值 是 Vzy 。 当 比较 不 
同 正 实数 对 的 算术 和 几何 均值 时 ， 可 以 发 现 算术 均值 总 是 大 于 几何 均值 。( 例 如 ， 当 z 一 4 和 


y=6 时， 有 5=(4 十 6)/2>> V4.6 = V34 。) 能 否 证 明 这 个 不 等 式 恒 为 真 ? 
解 ” 当 zx 和 yy 是 不 同 正 实数 时 ， 要 证 明 (z 十 y)/2 > Vxy ， 我 们 可 以 采用 反 向 推理 。 我 们 
构造 一 系列 等 价 的 不 等 式 。 这 些 等 价 的 不 等 式 是 : 
(z+ /2 之 zy， 
(z+ /4> zy, 
(z+ y)’ > 4zy， 
T+2ry+y > 4dry, 
T2247y > 0 
(z—W>0 
由 于 当 z 夭 y> 时 ， 有 (z 一 J): 盖 0， 所 以 最 后 一 个 不 等 式 为 真 。 由 于 所 有 这 些 不 等 式 都 等 价 ， 所 
以 可 得 出 当 z 关 yy 时, (z 二 y)/2> Vzy 。 一 旦 做 了 这 样 的 反 向 推理 ， 我 们 颠倒 这 些 步骤 就 能 轻 
而 易 举 地 构造 出 正 向 推理 的 证 明 。 现 在 给 出 这 个 证 明 。 

假设 z 和 >y 是 两 个 不 同 的 实数 。 那 么 (x 一 y)* 宝 0， 因 为 非 零 实 数 的 平方 是 正 的 ( 见 附录 1)。 
由 于 (zz 一): 一 辽 一 2zy 十 史 ， 所 以 这 莉 含 着 x 一 2zy 十 六 二 0。 两 边 同 时 加 上 4zy， 得 辽 十 
2zy 十 光 二 4zy。 因 为 十 2zy 十 风 三 (z 十 y) ， 因 此 (z 十 y)>4zy。 两 边 同 时 除 以 4， 可 得 
(z 十 y)*/4zy。 最 后 ， 两 边 同时 开平 方 (保持 不 等 式 性 质 ， 因 为 两 边 都 是 正 的 ) 得 (xz 十 y)/2 二 
Vzy 。 从 而 得 出 结论 如 果 zx 和 y 是 两 个 不 同 的 实数 ， 那 么 它们 的 算术 均值 (zx 十 y)/2 大 于 它们 
的 几何 均值 Vxy 。 d 

例 15 假定 两 人 玩 游戏 ， 轮 流 从 最 初 有 15 块 石头 的 堆 中 每 次 取 1、2 或 3 块 石 头 。 取 最 后 
一 块 石头 的 人 赢得 游戏 。 证 明 无 论 第 二 个 玩家 如 何 取 ， 第 一 个 玩家 都 能 赢得 游戏 。 

解 ” 为 了 证 明 第 一 个 玩家 ( 甲 ) 总 能 赢得 游戏 ， 我 们 可 以 用 反 向 推理 。 在 最 后 一 步 ， 如 果 留 
给 甲 的 石头 堆 中 剩 下 1、2 或 3 块 石头 ， 则 甲 就 能 获胜 。 如 果 第 二 个 玩家 ( 乙 ) 不 得 不 从 有 4 块 石 
头 的 堆 中 取石 头 ， 就 迫使 乙 留 下 1、2 或 3 块 石头 。 因 此 ， 甲 要 获胜 的 一 种 方法 是 在 倒数 第 二 步 
给 乙 留 下 4 块 石头 。 当 轮 到 甲 的 时 候 面临 5、6 或 7 块 石头 时 ( 当 乙 不 得 不 从 8 块 石头 的 堆 中 取石 
头 时 就 会 出 现 这 种 情况 ) ， 甲 就 能 留 下 4 块 石头 。 因 此 ， 为 迫使 乙 留 下 5、6 或 7 块 石 头 ， 甲 应 该 
在 其 倒数 第 三 步 给 乙 留 下 8 块 石头 。 这 意味 着 当 轮 到 甲 取 时 还 有 9、10 或 11 块 石头 。 同 样 ， 当 
甲 走 第 一 步 时 应 该 留 下 12 块 石头 。 我 们 可 以 把 这 个 论证 倒 过 来 就 能 证 明 无 论 乙 如 何 取 ， 甲 总 是 
有 石头 取 从 而 甲 赢得 游戏 。 这 些 步 又 依次 给 乙 留 下 12、8 和 4 块 石 头 。 4 


日 ”原文 如 此 ， 实 为 肯定 结论 的 廖 误 。 一 一 译 者 注 
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改编 现 有 证 明 在 寻找 可 用 于 证 明 语句 方法 时 ,一 个 很 好 的 思路 是 利用 类 似 结论 现 有 的 证 
明 。 一 个 现 有 的 证 明 通 常 可 以 改编 用 于 证 明 其 他 结论 。 即 使 不 是 这 样 ， 现 有 证 明 中 的 一 些 想法 
也 会 有 所 帮助 。 因 为 现 有 证 明 能 为 新 证 明 提 供 线索 ， 就 应 该 多 阅读 和 理解 在 学 习 中 遇 到 的 证 
明 。 这 一 过 程 如 例 16 所 示 。 

例 16 在 1.7 节 例 10 中 证 明了 v2 是 无 理 数 。 现 在 推测 V3 是 无 理 数 。 我 们 能 够 改编 1. 7 
节 例 10 的 证 明 来 证 明 V3 是 无 理 数 吗 ? 

解 ”为 改编 在 1.7 节 例 10 的 证 明 ， 开 始 先 模仿 这 个 证 明 的 步 又， 只 是 要 用 V3 代替 V2 。 首 
先 ， 假 设 V3 =c/4， 这 里 分 数 c/4 是 既 约 的 。 等 式 的 两 边 取 平方 得 到 3 二 c/d*， 因 此 34 一。 类 
似 于 1.7 节 例 10 中 由 等 式 28 二 a? 证 明 2 是 a 和 6 的 公 因 子 的 方法 ,我们 可 以 用 这 个 等 式 能 证 明 
3 一定 是 c 和 4 的 公 因 子 吗 ? (回忆 一 下 如 果 t/s 是 整数 ， 则 整数 * 是 整数 上 的 因子 。 一 个 整数 > 
是 偶数 当 上 且 仅 当 2 是 的 因子 。) 事 实证 明 是 可 以 的 ， 只 是 需要 借助 于 将 第 4 章 讨论 的 数论 内 容 。 
我 们 勾画 出 剩 下 的 证 明 ， 但 把 这 些 步 骤 的 理由 留 到 第 4 章 。 因 为 3 是 c 的 因子 ， 它 也 必然 是 c 的 
因子 。 再 者 ， 因 为 3 是 c 的 因子 ,9 就 是 c 的 因子 ， 这 意味 着 9 是 34? 的 因子 。 这 蕴含 着 3 是 
的 因子 ， 这 意味 着 3 是 4 的 因子 。 这 样 3 就 是 c 和 4 的 因子 ,与 c/d 是 既 约 分 数 相 矛盾 。 在 为 这 
些 步 又 添加 理由 后 ， 我 们 就 完成 了 通过 改编 V2 是 无 理 数 的 证 明 来 证 明 V3 是 无 理 数 。 注 意 这 个 证 
明 可 以 推广 到 Vn 是 无 理 数 ， 这 里 ”是 一 个 非 完 全 平方 的 正 整数 。 这 里 的 细节 留 给 第 4 章 。 4 

当 你 面临 要 证 明 一 个 新 定理 时 ， 特 别 是 当 新 定理 类 似 于 你 原先 证 明 过 的 定理 时 ， 一 个 好 的 
罕 门 就 是 寻找 你 可 以 改编 的 现 有 的 证 明 。 


1.8.6 寻找 反例 

在 1.7 节 ， 介 绍 了 应 用 反例 证 明 法 来 证 明 一 些 语句 是 假 的 。 当 面 对 一 个 猜想 时 ， 你 首先 可 
以 试图 去 证 明 这 个 猜想 ， 如 果 你 的 尝试 没有 成 功 ， 你 可 以 试图 寻找 一 个 反例 。 如 果 你 不 能 找到 
反例 ， 你 可 以 再 试图 证 明 这 个 语句 。 无 论 如 何 ， 寻 找 反例 都 是 一 个 相当 重要 的 方法 ， 并 时 常 能 
提供 对 问题 的 领悟 。 下 面 例 17 说 明了 反例 的 作用 。 

例 17 在 1.7 节 例 14 中 通过 寻找 反例 证 明了 语句 “每 个 正 整数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ?为 
假 。 也 就 是 说 ， 存 在 正 整数 不 能 写成 两 个 整数 的 平方 和 。 尽 管 不 能 把 每 一 个 正 整 数 写成 两 个 整 
数 的 平方 和 ， 但 也 许 我 们 能 把 每 一 个 正 整数 写成 三 个 整数 的 平方 和 。 即 语句 “每 个 正 整 数 都 是 
三 个 整数 的 平方 和 ”是 真 还 是 假 呢 ? 

解 ” 因 为 我 们 知道 并 不 是 每 个 正 整 数 都 是 两 个 整数 的 平方 和 ， 可 能 最 初 怀疑 每 一 个 正 整 数 
能 写 为 三 个 整数 平方 和 。 因 此 ， 首 先 寻 找 反 例 。 即 如 果 能 够 找到 一 个 特殊 的 整数 不 是 三 个 整数 
的 平方 和 就 能 证 明 语句 “每 个 正 整数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 为 寻找 反例 ， 试 着 将 连续 的 
正 整 数 写成 三 个 整数 的 立方 和 。 可 以 发 现 1=0 十 0 十 1 7，2 二 0? 十 1 十 1:，3 二 1 十 1 十 1:,，4 二 
?十 0? 十 22?，5 二 0 十 1 十 22?，6 二 1 十 1 十 2?， 但 无 法 找到 将 7 写 为 三 个 整数 的 平方 和 的 方法 。 
要 证 明 没 有 三 个 数 的 平方 加 起 来 等 于 7， 注意 可 以 用 的 平方 数 是 那些 不 超过 7 的 平方 数 ， 即 0、 
1 或 4。 因 为 0、1 或 4 的 任意 三 项 相 加 得 不 出 7， 所 以 7 是 一 个 反例 。 我们 得 到 结论 语句 “每 个 
正 整 数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 ”为 假 。 

我 们 已 经 证 明了 并 不 是 每 个 正 整 数 都 是 三 个 整数 的 平方 和 。 下 一 个 问题 要 问 是 不 是 每 个 正 
整数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 。 有 些 实验 证 据 表 明 答 案 是 对 的 。 例 如 ，7= 二 1 十 1 十 1 十 2，25 二 
人 十 2 十 2 十 1? 和 87 二 9: 十 2 十 1 十 1:。 于 是 得 出 猜想 “每 个 正 整 数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 ”是 
真 的 。 对 于 证 明 参 见 LRol0]。 4 
1. 8.7 证 明 策略 实践 


我 们 在 学 习 数 学 时 仿佛 数学 事实 是 刻 在 石头 上 的 。 数 学 教科 书 ( 包 括 这 本 书 的 绝 大 部 分 ) 正 
式 地 提出 定理 及 其 证 明 。 这 样 的 展示 并 不 能 揭示 数学 发 现 过 程 。 这 一 过 程 以 探索 概念 和 例子 开 
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始 ， 提 出 问题 ， 形 成 猜想 ， 并 企图 通过 证 明 或 者 通过 反例 来 解决 这 些 猜 想 。 这 些 就 是 数学 家 的 
日 常 活动 。 不 管 你 信和 不 信 ， 教 科 书 中 所 讲授 的 材料 起 初 都 是 以 这 个 方式 发 展 出 来 的 。 
人 们 基于 各 种 可 能 证 据 来 拟定 猜想 。 对 特殊 情形 的 考察 可 能 够 导致 一 个 猜想 ， 就 像 识别 一 


些 可 能 的 模式 。 对 已 知 定理 的 假设 和 结论 稍 做 改变 也 能 导致 可 信 的 猜想 。 有 些 时 候 ， 猜 想 的 建 sw 于 囊 


立 是 基于 直觉 或 者 甚至 认为 结果 成 立 的 信念 。 无 论 猜 想 是 怎样 产生 的 ,一 旦 它 被 形式 化 描述 ， 
目标 就 是 证 明 或 者 驳斥 它 。 当 数学 家 相信 猜想 可 能 是 真 的 时 ， 他 们 会 尝试 寻找 证 明 。 如 果 他 们 
找 不 到 证 明 ， 他 们 就 会 寻找 反例 。 当 他 们 不 能 找到 反例 时 ， 他 们 又 会 转 回 来 再 次 试图 证 明 猜 
想 。 尽 管 许多 猜想 很 快 被 解决 ， 但 有 些 猜 想 则 抵御 了 数 百年 攻关 ， 还 导致 数学 新 分 支 的 发 展 。 
本 节 稍 后 将 会 提 到 几 个 著名 的 猜想 。 


1.8.8 拼接 


通过 对 棋盘 拼接 游戏 的 简要 研究 能 够 解释 证 明 策略 的 各 个 方面 。 研 究 棋盘 的 拼接 游戏 是 一 ,ww 加 


种 能 快速 发 现 多 种 结论 并 用 各 种 证 明 方法 来 构造 其 证 明 的 很 有 效 方法 。 在 这 个 领域 几乎 创造 了 
无 穷 多 的 猜想 及 其 研究 。 我 们 需要 定义 一 些 术 语 。 一 个 棋盘 是 一 个 由 水 平和 垂直 线 分 割 成 同样 
大 小 方 格 组 成 的 和 矩形。 象棋 游戏 是 在 8 行 和 8 列 的 木板 上 进行 ， 这 块 板 称 为 标准 棋盘 (standard 
checkerboard) ， 如 图 2 所 示 。 在 这 一 节 我 们 用 术语 拼 板 (board) 指 任意 大 小 的 矩形 棋盘 ， 以 及 
删除 一 个 或 多 个 方 格 剩 下 的 棋盘 组 成 。 一 个 骨牌 (domino) 是 一 块 一 乘 二 的 方 格 组 成 的 矩形 ， 如 
图 3 所 示 。 当 一 个 拼 板 的 所 有 方 格 由 不 重 释 的 骨牌 覆盖 并 且 没 有 骨牌 悬空 时 ， 我 们 就 说 一 个 拼 
板 由 骨牌 所 拼接 (tiled) 。 现 在 来 研究 一 些 有 关 用 骨牌 拼接 拼 板 的 结论 。 





图 2 标准 棋盘 图 3 两 种 骨牌 


例 18 我 们 能 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 吗 ? 

解 我们 可 以 找到 许多 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 的 方法 。 例 
如 ， 可 以 水 平 放 32 块 骨 牌 拼 接 它 ， 如 图 4 所 示 。 这 样 一 个 拼 
接 的 存在 完成 了 一 个 构造 性 的 存在 证 明 。 当 然 ， 还 有 大 量 其 他 
的 方法 可 以 完成 这 个 拼接 。 可 以 在 拼 板 上 垂直 放 32 块 骨 牌 ， 
或 者 水 平 放 一 些 和 垂直 放 一 些 来 拼接 它 。 但 对 于 一 个 构造 性 存 


在 证 明 只 需要 找到 一 个 这 样 的 拼接 就 可 以 了 。 4 
例 19 我 们 能 拼接 从 标准 棋盘 中 去 掉 四 个 角 的 方 格 之 一 得 古 朋 融 机 交友 硬 硬 

到 的 拼 板 吗 ? | 二 | 一 一 一 一 
解 ”为 了 回答 这 个 问题 ， 注 意 一 个 标准 棋盘 有 64 个 方 格 ， LE 

因此 去 掉 一 个 方 格 就 会 产生 由 63 个 方 格 构成 的 拼 板 。 现 在 候 图 4 拼接 标准 棋盘 


设 能 够 拼接 一 个 从 标准 棋盘 中 去 掉 一 个 角 的 方 格 的 拼 板 。 因 为 
每 一 个 骨牌 盖 住 两 个 方 格 ， 并 且 没 有 两 个 骨牌 重合 没有 骨牌 暴 空 ， 所 以 拼 板 上 一 定 有 偶数 个 方 
格 。 因此， 可 以 用 归 雇 证 明 法 证 明 标准 棋盘 去 掉 一 个 方 格 后 不 能 用 骨牌 拼接 ， 因 为 这 样 一 个 拼 
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板 有 奇数 个 方 格 。 4 
现在 考虑 一 个 比较 茜 手 的 情况 。 

例 20 ”我们 能 拼接 标准 棋盘 中 去 掉 左上 角 和 右 下 角 方 格 
得 到 的 拼 板 吗 ， 如 图 5 所 示 ? 

解 去 掉 标 准 棋盘 中 两 个 方 格 得 到 的 拼 板 包含 64 一 2 一 62 
个 方 格 。 因 为 62 是 偶数 ， 不 能 像 例 19 那样 很 快 排除 标准 棋 
盘 去 掉 左 上 角 和 右 下 角 方 格 后 拼接 的 存在 性 ， 例 19 中 排除 了 
标准 棋盘 去 掉 一 个 方 格 后 用 骨 有 牌 拼接 的 存在 性 。 读 者 应 该 尝 
试 的 第 一 个 方法 可 能 是 通过 依次 放置 骨牌 来 试图 构造 这 个 拼 
板 的 拼接 。 然 而 ,无 论 怎么 试验 ,我 们 都 不 能 找到 这 样 的 一 
个 拼接 。 因 为 我 们 的 努力 没有 得 到 一 个 拼接 ， 所 以 导向 一 个 
猜测 :拼接 不 存在 。 

我 们 通过 证 明 无 论 怎样 在 拼 板 上 依次 放置 骨牌 都 会 走 进 。 图。 二 
死胡同 从 而 可 以 试图 证 明 不 存在 拼接 。 为 构造 这 样 的 证 明 ， ”下 第 方 基 让 和 
不 得 不 考虑 在 选择 依次 放置 骨牌 时 可 能 出 现 的 所 有 可 能 情况 。 
例如 ， 要 覆盖 紧 挨 着 去 掉 的 左上 角 方 格 的 第 一 行 第 二 列 的 方 格 就 有 两 种 选择 。 我 们 可 以 用 水 平 
方式 拼接 或 者 垂直 方式 拼接 来 覆盖 它 。 这 两 种 选择 的 每 一 种 都 会 导致 下 一 步 的 不 同 选择 ， 如 此 
继续 。 很 快 就 会 发 现 对 于 人 来 说 这 不 是 一 个 有 效 的 解决 方案 ， 尽 管 可 以 用 计算 机 通过 穷 举 法 来 
完成 这 样 的 证 明 (练习 45 要 求 你 提供 这 样 的 证 明 来 解释 一 个 4X4 棋盘 去 掉 对 角 后 不 能 拼接 ) 。 

我 们 需要 另 一 种 方法 。 或 许 有 一 个 比较 容易 的 方法 可 以 证 明 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 不 存 
在 拼接 。 正 如 许多 证 明 一 样 ， 一 个 关键 的 观察 能 启发 我 们 。 我 们 交替 用 白 和 黑 给 这 个 棋盘 的 广 
格 涂 色 ， 如 图 2 所 示 。 观 察 在 这 样 的 拼 板 拼接 中 一 个 骨牌 覆盖 一 个 白 方 格 和 一 个 黑 方 格 。 其 
次 ， 注 意 这 样 的 拼 板 白色 方 格 和 黑色 方 格 数量 不 等 。 我 们 可 以 用 这 些 观察 通过 归 廖 证 明 法 来 证 
明 一 个 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 不 能 用 骨牌 拼接 。 现 在 给 出 这 样 的 证 明 。 

证 “假设 能 用 骨牌 拼接 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 的 拼 板 。 注 意 标 准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 包 
会 64 一 2 一 62 个 方 格 。 拼 接 需要 用 到 62/2 一 31 个 骨牌 。 注 意 在 这 个 拼接 中 ， 每 个 骨牌 盖 住 一 
个 白 的 和 一 个 黑 的 方 格 。 因 此 ， 这 个 拼接 盖 住 31 个 白 的 和 31 个 黑 的 方 格 。 然 而 ， 当 去 掉 两 个 
对 角 方 格 时 ， 剩 下 的 方 格 或 者 是 32 块 白 的 30 块 黑 的 ， 或 者 是 30 块 白 的 32 块 黑 的 。 这 与 能 用 
骨牌 覆盖 标准 棋盘 去 掉 两 个 对 角 后 的 拼 板 的 假设 相 矛盾 ， 从 而 完成 证 明 。 4 

我 们 还 可 以 用 骨牌 之 外 其 他 类 型 的 板块 来 拼接 。 我 们 研究 用 
同样 的 方 格 沿边 粘连 起 来 构成 的 相同 形状 的 板块 而 非 骨 牌 来 做 拼 十 - 








接 游戏 。 这 样 的 板块 称 为 是 多 联 骨 牌 (polyomino)， 这 个 术语 是 由 
数学 家 所 罗 门 ， 戈 洛 姆 在 1953 年 创造 的 ， 他 为 此 写 了 一 本 消遣 性 
的 书 [Go94]。 我 们 将 两 个 具有 同样 数量 方 格 的 多 联 骨 牌 当做 是 一 
样 的 ， 如 果 通 过 旋转 和 翻转 其 中 一 个 而 能 得 到 男 一 个 。 例 如 ， 有 面 必 加 
两 种 类 型 的 三 联 骨牌 ( 见 图 6) ， 它 是 由 三 个 方 格 沿边 粘连 起 来 的 多 图 8 个 直角 三 联 骨牌 
联 骨 牌 。 一 种 三 联 骨 牌 是 直 三 联 骨 牌 (straight triomino) ， 它 由 三 和 一 个 直 三 联 骨 牌 
个 水 平 连接 的 方 格 构 成 ; 男 一 种 是 直角 三 联 骨牌 (right triomino)， 
酷似 字母 工 的 形状 ， 及 其 翻转 和 旋转 (必要 时 ) 。 这 里 将 研究 用 直 三 联 骨 牌 拼接 棋盘 ，5. 1 节 再 
研究 用 直角 三 联 骨 牌 的 拼接 问题 。 

例 21 你 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 标准 棋盘 吗 ? 

解 ” 标 准 棋盘 含有 64 个 方 格 ， 每 一 个 三 联 骨 牌 覆盖 3 个 方 格 。 因 此 ， 如 果 三 联 骨 牌 拼接 
了 一 个 拼 板 ， 拼 板 的 方 格 数量 一 定 是 3 的 倍数 。 因 为 64 不 是 3 的 倍数 ， 所 以 三 联 骨 牌 不 能 用 
于 覆盖 8SX 8 棋盘 。 本 
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下 面 的 例 22， 考 虑 了 用 直 三 联 骨牌 拼接 一 个 标准 棋盘 去 掉 一 个 角 的 问题 。 

例 22 我 们 能 用 直 三 联 骨 有 牌 拼接 标准 棋盘 中 去 掉 四 个 角 的 任 一 个 角 的 拼 板 吗 ? 一 个 8X8 
棋盘 去 掉 一 个 角 后 包含 64 一 1 三 63 个 方 格 。 用 直 三 联 骨 牌 对 四 种 可 能 的 任 一 做 拼接 都 要 用 
63/3 一 21 个 直 三 联 骨 有 牌 。 然 而 当 我 们 试验 时 ， 找 不 到 一 个 用 直 三 联 骨 有 牌 对 这 样 的 拼 板 拼接 。 
穷 举 证 明 法 也 没有 带 来 什么 希望 。 我 们 能 改编 例 20 的 证 明 来 证 明 这 样 的 拼接 不 存在 吗 ? 

解 例 20 证 明了 用 骨牌 拼接 去 掉 对 角 的 标准 棋盘 是 不 可 能 的 ， 为 了 尝试 改编 例 20 的 归 廖 
证 明 ， 我 们 给 棋盘 的 方 格 涂 色 。 因 为 是 用 直 三 联 骨 牌 而 不 是 骨牌 ， 我 们 用 三 种 而 不 是 两 种 颜色 
为 方 格 着 色 ， 如 图 7 所 示 。 注 意 在 这 个 着 色 中 有 21 个 灰色 方 格 、21 个 黑色 方 格 、22 个 白色 方 
格 。 接 着 ， 做 一 个 重要 的 观察 ， 当 一 个 直 三 联 骨 牌 覆 盖 棋 盘 的 3 个 方 格 时 ， 它 覆盖 一 个 灰色 
的 、 一 个 黑色 的 和 一 个 白色 的 方 格 。 然 后 注意 3 种 颜色 的 每 一 个 都 出 现在 一 个 角 的 方 格 中 。 于 
是 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 轮换 颜色 ， 使 得 去 掉 的 方 格 是 灰色 的 。 因 此 假设 剩余 的 拼 板 包 
含 20 个 灰色 方 格 、21 个 黑色 方 格 、22 个 白色 方 格 。 

如 果 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 这 块 拼 板 ， 那么 将 用 63/3 王 21 
个 直 三 联 骨 牌 。 这 些 直 三 联 骨 牌 覆盖 21 个 灰色 方 格 、21 个 黑 
色 方 格 、21 个 白色 方 格 。 这 与 该 拼 板 包含 20 个 灰色 方 格 、21 
个 黑色 方 格 、22 个 白色 方 格 相 矛盾 。 因 此 不 能 用 直 三 联 骨 牌 
拼接 这 个 拼 板 。 4 


1.8.9 开放 问题 的 作用 

数学 中 的 许多 进展 是 人 们 在 试图 解决 著名 的 悬而未决 的 
问题 时 而 做 出 的 。 在 过 去 的 20 年 中 ， 有 许多 悬而未决 的 问题 
最 后 被 最 终 解决 ， 比 如 数论 中 300 多 年 前 的 一 个 猜想 被 证 明 。 | 
这 个 猜想 断言 称 为 费 马 大 定理 的 命题 为 真 。 图 7 用 三 种 颜色 对 标准 棋盘 




















费 马 大 定理 : 只 要 本 是 满足 ?之 2 的 整数 ,方程 方 格 着 色 
二 十 党 三 巡 


就 没有 满足 zyz 承 0 的 整数 解 T、y 和 之 。 
评注 方程 x? 十 yy 二 xz* 有 无 穷 多 个 整数 解 T、y 和 xz， 这 些 解 称 为 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 9 ， 对 邮 豆 
应 于 具有 整数 边 长 的 直角 三 角形 的 边 长 。 参 见 练 习 32。 


这 个 问题 有 一 段 很 有 意思 的 典故 。 在 17 世纪 ， 费 马 在 一 本 丢 番 图 的 著作 的 空白 处 多 匆 写 
道 ， 他 有 了 ”巧妙 的 证 明 ”: 当 n 是 大 于 2 的 整数 时 z" 十 y" 二 xz" 没有 非 零 的 整数 解 。 但 他 从 来 没 
有 发 表 过 一 个 证 明 ( 费 马 几 乎 没有 发 表 过 任何 东西 )， 在 他 死 后 留 下 的 文章 中 也 找 不 到 任何 证 
明 。 数 学 家 花 了 300 年 寻找 这 个 证 明 却 没有 成 功 ， 尽 管 许多 人 相信 能 找到 一 个 相对 简单 的 证 
明 。( 已 经 有 一 些 特 殊 情 形 下 的 证 明 ， 比 如 欧 拉 的 当 n 二 3 时 的 证 明和 费 马 本 人 的 当 * 一 4 时 的 
证 明 。) 历 年 来 ， 有些 有 声望 的 数学 家 认为 他 们 证 明了 这 个 定理 。 在 19 世纪 ,这些 失败 的 尝试 
之 一 导致 了 被 称 为 代数 数论 的 数论 分 支 的 发 展 。 直 到 20 世纪 90 年 代 ， 当 安德鲁 " 怀 尔 斯 
(Adrew Wiles) 采 用 从 所 谓 椭圆 曲线 理论 的 深奥 的 数论 领域 中 最 近 发 展 的 思想 来 证 明 费 马 大 定 
理 时 ， 才 找到 了 几 百 页 长 的 高 等 数学 的 正确 证 明 。 公 共 电 视 台 Nova 系列 的 节目 介绍 说 ， 怀 尔 
斯 利用 这 个 强 有 力 的 理论 来 寻找 费 马 大 定理 的 证 明 花 费 了 将 近 10 年 时 间 ! 另外 ， 他 的 证 明 还 
基于 许多 数学 家 的 重大 贡献 。( 感 兴趣 的 读者 可 以 查阅 LRol0j] 来 了 解 关 于 费 马 大 定理 的 更 多 信 
息 和 关于 这 个 问题 及 其 解决 的 其 他 参考 资料 。) 
下 面 我 们 给 出 一 个 开放 问题 ， 这 个 问题 描述 很 简单 ， 但 却 很 难 求解 。 
例 23 3x 十 1 猜想 令 人 是 把 偶 整 数 工 转换 成 z/2、 把 奇 整数 工 转换 成 3z 十 1 的 变 


日 ”也 岂 做 勾 股 数组 。 一 一 译 者 注 


wi 
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换 。 一 个 著名 的 猜想 ， 有 时 称 为 3z 十 1 猜想 : 对 于 所 有 正 整 数 zx， 当 反复 地 应 用 变换 工时， 最 
终 会 得 到 整数 1。 例 如 ， 从 z=13 开始 ， 发 现 T(13) 王 3。13 十 1 和 40，T(40) 王 40/2 一 20， 
T(20) 王 20/2 王 10，T(10) 王 10/2 二 5，T(5) 一 3。5 十 1 和 16，T(16) 王 8，T(8) 王 4，T(4) 一 2， 
T(2) 王 1。 对 于 直到 5. 6。10” 的 所 有 整数 都 验证 了 3z 十 1 猜想 。 

3z 十 1 猜想 具有 有 趣 的 历史 ， 从 20 世纪 50 年 代 以 来 就 吸引 了 数学 家 的 注意 力 。 这 个 猜想 
被 多 次 提出 ， 具 有 许多 其 他 名 称 ， 包 括 : Collatz 问题 、Hasse 算法 、Ulam 问题 、Syracuse 问 
题 以 及 Kakutani 问题 等 。 许 多 数学 家 抛 开 原 有 工作 花 时 间 来 解决 这 个 猜想 。 这 还 引起 一 则 笑 
话说 这 个 问题 是 旨 在 减缓 美国 数学 研究 的 阴谋 的 一 部 分 。 参 见 Jeffrey Lagaris 的 文章 [Lal0] 来 
了 解 对 这 个 问题 有 趣 的 讨论 以 及 试图 解决 这 个 问题 的 数学 家 所 发 现 的 结果 。 | 

第 4 章 我 们 将 描述 关于 素数 的 更 多 的 开放 问题 。 对 已 经 熟悉 素数 的 基础 概念 的 学 生 可 能 想 
要 探索 在 4. 3 节 讨 论 的 开放 问题 。 我 们 还 将 在 教材 中 提 到 其 他 一 些 重要 的 开放 问题 。 


1. 8. 10 其 他 证 明 方法 

本 章 介绍 了 证 明 中 使 用 的 基本 方法 。 同 时 描述 了 如 何 利用 这 些 方法 来 证 明 各 种 结论 。 后 续 
章节 中 将 会 用 到 这 些 证 明 方 法 。 特 别 是 ， 在 第 2、3、4 章 中 将 用 这 些 证 明 方 法 证 明 有 关 集 合 、 
函数 、 算 法 和 数论 的 结论 ， 在 第 9、10、11 章 中 用 于 证 明 图 论 中 的 结论 。 在 我 们 要 证 明 的 这 些 
定理 中 有 一 个 著名 的 停机 定理 ， 它 阐述 了 存在 一 个 不 能 用 任何 过 程 来 解决 的 问题 。 可 是 ， 除 了 
我 们 讨论 过 的 方法 外 还 有 许多 重要 的 证 明 方 法 。 本 书 稍 后 介绍 其 中 一 些 方法 。 特 别 是 ，5.1 节 
讨论 数学 归纳 法 ， 这 是 非常 有 用 的 方法 ， 用 于 证 明 形 如 VnP(n) 的 语句 ， 其 中 论 域 是 正 整数 集 
合 。5. 3 节 介 绍 结构 归纳 法 ， 可 用 来 证 明 与 递归 定义 的 集合 相关 的 结论 。2. 5 节 使 用 康 托 尔 对 
角 线 方法 ， 用 来 证 明 与 无 穷 集 的 大 小 相关 的 结论 。 第 6 章 介 绍 组 合 证 明 的 概念 ， 可 采用 计数 论 
证 的 方式 证 明 相 关 结 论 。 读 者 应 当 注意 相关 书籍 专门 描述 本 节 中 讨论 的 内 容 ， 包 括 乔治 。 波 利 
亚 (George Polya) 的 许多 优秀 著作 (LPo61]、[Po71]j、[Po90]) 。 

最 后 ， 请 注意 我 们 没有 给 出 一 个 能 够 用 于 证 明 数 学 中 定理 的 过 程 。 这 样 一 个 过 程 不 存在 的 
理由 涉及 数理 逻辑 中 的 一 个 深奥 的 定理 。 


练习 

1. 证 明 当 nn 是 1<n<4 的 正 整 数 时 ， 有 zw 十 1 宇 2”。 

2. 证 明 不 存在 小 于 1000 的 正 的 完全 立方 数 是 两 个 正 整数 的 立方 和 。 

3. 证 明 如 果 z 和 yy 都 是 实数 ， 则 max(z，y) 十 min(zx，y) 二 x 十 y。[ 提 示 : 使 用 分 情形 证 明 法 ， 两 种 情形 
分 别 对 应 于 xz 宇 y 和 z<<y。] 

4. 使 用 分 情形 证 明 法 来 证 明 当 a、5 和 c 都 是 实数 时 就 有 min(ae，min(2，c)) 一 minCmin(a，p) ，c) 。 

5. 用 不 失 一 般 性 的 概念 证 明 当 xz 和 是 实数 时 有 min(z，y) 王 (zz 十 y 一 | x 一 y | )/2 和 max(zx，y) 二 
(去 十 y 士 下 均一 多 1272。 

6. 用 不 失 一 般 性 的 概念 证 明 当 z 和 y 是 奇偶 性 相反 的 整数 时 有 5z 十 5y 是 一 个 奇 整数 。 

7. 证 明 三 角 不 等 式 : 如 果 zx 和 yy 都 是 实数 ,， 则 |z| 十 |y| 宇 | z+y| (其 中 | | 表示 的 绝对 值 ， 
当 zx 之 0 时 它 等 于 Xx， 当 rz<0 时 它 等 于 一 z)。 

8. 证 明 存 在 一 个 正 整 数 等 于 所 有 小 于 它 的 正 整数 的 和 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? 

9. 证 明 存 在 100 个 连续 的 不 是 完全 平方 的 正 整数 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构 造 性 的 ? 

10. 证 明 2X105% 十 15 或 2X105" 十 16 不 是 完全 平方 数 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? 

11. 证 明 存在 一 对 连续 的 整数 ， 其 中 一 个 整数 是 完全 平方 数 ， 另 一 个 是 完全 立方 数 。 

Ww 证 明 651o000 一 82001 十 3177 、 791212 一 92393 十 220 和 244493 一 58192 十 71777 这 三 个 数 中 任意 两 个 数 之 积 是 非 负 
的 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构 造 性 的 ? [提示 : 不 要 尝试 计算 这 些 数 1] 

13. 证 明 或 驳斥 存在 有 理 数 zx 和 无 理 数 y， 使 得 zx” 是 无 理 数 。 

14. 证 明 或 驶 斥 如 果 a 和 4 是 有 理 数 ， 那 么 a* 也 是 有 理 数 。 

15. 证 明 下 列 每 一 个 命题 均 可 用 于 表达 这 样 的 事实 : 存在 一 个 唯一 的 元 素 z 使 得 P(z) 为 真 。 [注意 ， 这 
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等 同 于 命题 3 1zP(z)。] 

a) JzVy(P(y)r=y) 

b) 导 zPGz)AVzVyyCPGz)APCy) 一 Z 一 y) 

c) 导 ZP(Cz) A Vy(P(y)—>z=y)) 

证 明 : 如 果 a、2 和 < 是 实数 且 a 天 0， 则 方程 cz 十 一 c 存在 唯一 的 解 。 

假定 a 和 是 奇数 且 a 隆 6。 证 明 存 在 唯一 的 整数 c 满 足 | a 一 c | = 10 一 c | 。 

证 明 如 果 r 是 无 理 数 ， 则 存在 唯一 的 整数 使 得 r+ 和 nn 之 间 的 距离 小 于 1/2。 

证 明 如 果 nn 是 奇数 ， 则 存在 唯一 的 整数 使 得 n 是 & 一 2 和 十 3 之 和 。 

证 明 给 定 实数 z， 存 在 唯一 的 数 n 和 e 使 得 z= 二 nn 十 e:， 这 里 n 是 整数 且 0 委 s 一 1。 

证 明 给 定 实数 xz， 存在 唯一 的 数 n 和 使 得 x 二 n 一 e， 这 里 n 是 整数 且 0 过 e 二 1。 

用 正 向 推理 证 明 : 如 果 xz 是 非 零 实数 ， 则 x? 十 1/z? 宇 2。[ 提 示 : 对 所 有 非 零 实数 zx， 从 不 等 式 (z 一 
1/x*)* 宇 0 开始 证 明 。] 

两 个 实数 x 和 y 的 调和 均值 (harmonic mean) 是 2ty/ (zx 十 y)。 通 过 计算 不 同 正 实数 对 的 调和 均值 和 几 
何 均 值 ， 构 造 一 个 关于 这 两 种 均值 相对 大 小 的 猜想 并 证 明之 。 

两 个 实数 x 和 y 的 平方 均值 (quadratic mean) 是 V(x 十 y)/2 。 通 过 计算 不 同 正 实数 对 的 算术 均值 
和 平方 均值 ， 构 造 一 个 关于 这 两 种 均值 相对 大 小 的 猜想 并 证 明之 。 

在 黑板 上 写 下 数字 1，2，…，2n， 其 中 是 奇数 。 从 中 任意 挑 出 两 个 数 j 和 &， 在 黑板 上 写 下 
|j 一 &| 并 擦 掉 7 和 有。 继续 这 个 过 程 ， 直 到 黑板 上 只 剩 下 一 个 整数 为 止 。 证明: 这 个 整数 必 为 奇数 。 
假设 5 个 1 和 4 个 0 绕 圆 周 排列 。 在 任何 两 个 相同 的 位 之 间 插 入 一 个 0， 在 任何 两 个 不 同 的 位 之 间 插 
人 一 个 1， 以 产生 9 个 新 的 位 。 然 后 删除 原来 的 9 位。 证 明 当 反复 进行 这 个 过 程 时 ,永远 不 能 得 到 9 
个 0。[ 提 示 : 采用 反 向 推理 ,假设 真 的 以 9 个 0 结束 。] 

构造 一 个 关于 一 个 整数 的 4 次 需 的 十 进 制 末 位 数字 的 猜想 。 用 分 情形 证 明 法 证 明 你 的 猜想 。 

构造 一 个 关于 一 个 整数 平方 的 十 进 制 末 两 位 数字 的 猜想 。 用 分 情形 证 明 法 证 明 你 的 猜想 。 

证 明 不 存在 正 整 数 n 使 得 nn 十 n= 二 100。 

证 明 方 程 2x? 十 5y 二 14 没有 zz 和 yy 的 整数 解 。 

证 明 方 程 x* 十 y 二 625 没有 过 和 y 的 整数 解 。 

证 明 方 程 xz? 十 y = 二 xz* 有 无 穷 多 个 正 整 数 解 z、y 和 xz。[ 提 示 : 令 工 二 Mm 一 蚤 、y 二 2mn 以 及 z= 二 mi? 十 
mn， 其 中 m 和 nn 是 整数 。] 

改编 1.7 节 例 4 的 证 明 来 证 明 如 果 n= 二 abc， 其 中 4a、5、c 是 正 整数 ， 则 a 二 Yn 、b Yn 或 者 c<Vn。 


证 明 V2 是 无 理 数 。 

证 明 任 两 个 有 理 数 之 间 都 有 一 个 无 理 数 。 

证 明 任 一 个 有 理 数 和 任 一 个 无 理 数 之 间 都 有 一 个 无 理 数 。 

设 S=z19i1 十 x2 十 局 十 Ty， 其 中 TX1» TXT2, "rn 和 yi1， SE ms 是 两 个 不 同 的 正 实数 序列 的 

排列 ， 各 自 有 个 元 素 。 

a) 证 明 : 在 这 两 个 序列 的 所 有 排列 中 ， 当 两 个 序列 都 排序 (每 个 序列 中 的 元 素 都 以 非 降序 排列 ) 时 ，S 
取 最 大 值 。 

b) 证 明 : 在 这 两 个 序列 的 所 有 排列 中 ， 当 一 个 序列 排 成 非 降序 ， 另 一 个 序列 排 成 非 升序 时 ，S 取 最 
小 值 。 


证 明 或 驶 斥 : 如 果 你 有 一 个 盛 有 8 加 仑 水 的 瓶 和 两 个 容量 分 别 为 5 加仑 和 3 加 仓 的 空 瓶 ， 那么 你 可 以 
通过 不 断 地 把 一 瓶 水 全 部 或 部 分 倒 人 另 一 个 瓶 中 而 测量 出 4 加 仓 的 水 。 

对 下 列 这 些 整 数 验证 3z 十 1 猜想 : 

a)6 b)7 c)17 d)21 

对 下 列 这 些 整数 验证 3z 十 1 猜想 : 

a)16 b)11 c)35 d)113 


证 明 或 驳斥 : 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 两 个 相 邻 角 ( 也 就 是 说 ， 不 是 对 角 ) 的 标准 棋盘 。 
证 明 或 驳斥 ， 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 所 有 四 个 角 的 标准 棋盘 。 
证 明 : 你 能 用 骨牌 拼接 带 有 偶数 个 方 格 的 长 方形 棋盘 。 
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44. 证 明 或 驳斥 : 你 能 用 骨牌 拼接 去 掉 三 个 角 的 5X5 的 棋盘 。 
45. 通过 穷 举 法 证 明 : 用 骨牌 拼接 去 掉 两 个 对 角 的 4X4 棋盘 是 不 可 能 的 。[ 提 示 : 首先 证 明 你 能 假设 可 
以 去 掉 左 上 角 和 右 下 角 的 方 格 。 对 原始 棋盘 的 方 格 用 1 到 16 进行 编号 ， 从 第 一 行 开始 ， 在 这 一 行 向 
右 编 号 ， 然 后 在 第 2 行 最 左边 的 方 格 开 始 向 右 编号 等 。 去 掉 第 1 和 16 号 方 格 。 开 始 证 明 时 ， 注 意 2 
号 方 格 或 者 被 一 个 水 平 放置 的 骨牌 覆盖 ， 此 时 覆盖 了 2 和 3 两 个 方 格 ， 或 者 垂直 放置 而 覆盖 2 和 6 号 
方 格 。 分 别 考虑 每 一 种 情形 以 及 由 此 产生 的 所 有 子 情 形 。] 
* 46. 证 明 : 当 从 一 个 8X8( 如 同 正文 中 的 着 色 ) 的 棋盘 去 掉 一 块 白 的 和 一 块 黑 的 方 格 后 ， 你 能 用 骨牌 拼接 
棋盘 上 留 下 的 方 格 。[ 提 示 : 证 明 当 去 掉 一 个 白 格 和 一 个 黑 格 后 ， 通 过 插入 如 图 所 示 的 隔 板 ， 由 剩余 
的 单元 格 所 组 成 的 每 个 划分 块 都 能 用 骨牌 拼接 。] 





47. 证 明 : 从 一 个 8X8( 如 同 正 文中 的 着 色 ) 的 棋盘 去 掉 两 块 白 的 和 两 块 黑 的 方 格 后 ， 就 不 可 能 用 骨牌 来 
拼接 棋盘 留 下 的 方 格 。 
* 48. 如 果 存 在 ， 找 出 所 有 这 样 的 拼 板 : 从 一 个 8X8 的 棋盘 上 删除 其 中 一 个 方 格 后 能 用 直 三 联 骨 牌 拼接 的 
拼 板 。[ 提 示 : 首先 基于 着 色 和 旋转 可 以 消除 尽 可 能 多 的 需要 考虑 的 拼 板 。] 
* 49. a) 画 5 种 不 同 的 四 联 骨 牌 ， 这 里 四 联 骨 牌 是 指 由 4 个 方 格 组 成 的 多 联 骨牌 。 
b) 对 于 5 种 不 同 的 四 联 骨 牌 的 每 一 种 ， 证 明 或 驳斥 可 以 用 这 些 四 联 骨 牌 拼接 一 个 标准 棋盘 。 
* 50. 证 明 或 驳斥 : 可 以 用 直 四 联 骨 牌 拼 接 10X10 的 棋盘 。 


关键 术语 和 结论 

术语 

命题 (proposition) : 一 个 或 为 真 或 为 假 的 语句 。 

命题 变 元 (propositional variable) : 代表 一 个 命题 的 变量 。 

真 值 (truth value) : 真 或 假 。 

JpP(p 的 否定 ，negation of p):; 与 p 的 真 值 相反 的 命题 。 

逻辑 运算 符 (logical operators) : 用 于 组 合 命 题 的 运算 符 。 

复合 命题 (compound proposition) : 用 逻辑 运算 符 组 合 命题 构造 出 的 命题 。 

真 值 表 (truth table) : 显示 命题 所 有 可 能 真 值 的 表 。 

pVg(lp 和 g 的 析 取 ，disjunction of p and g): 命题 “p 或 g”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 4g 至 少 有 一 个 
为 真 。 

PAgqlp 和 9g 的 合 取 ，conjunction of p and g) : 命题 “p 与 9”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 9 均 为 真 。 

pq(p 和 g 的 异 或 ，exclusive or of p and g): 命题 “p XOR g”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 4g 中 恰 有 
一 个 为 真 。 

p>g(p 冀 含 gq，p implies gq) : 命题 “如 果 p， 则 gq”， 它 为 假 当 且 仅 当 p 为 真 而 4 为 假 。 

p> 的 逆 命 题 (converse of p>q): 条 件 语句 gq>p。 

pq 的 逆 否 命题 (contrapositive ofp 一 q) ; 条 件 语句 -jg 一 1p。 

pg 的 反 命 题 (inverse of pq) : 条 件 语句 -jp 一 1g。 

pq( 双 条 件 ，biconditional) : 命题 “p 当 且 仅 当 gq”， 它 为 真 当 且 仅 当 p 和 9g 真 值 相同 。 
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位 (bit): 0 或 1。 

布尔 变量 (Boolean variable): 以 0 或 1 为 值 的 变量 。 

位 运算 (bit operation) : 一 位 或 多 位 的 运算 。 

位 串 (bit string): 一 串 位 。 

按 位 运算 (bitwise operations) : 位 串 上 的 运算 ， 对 一 个 位 串 的 位 和 另 一 位 串 的 对 应 位 进行 
运算 。 

逻辑 门 (logic gate) : 对 一 个 或 多 个 位 执行 逻辑 运算 以 产生 输出 位 的 逻辑 单元 。 

逻辑 电路 (logic circuit) : 由 逻辑 门 构成 的 能 产生 一 个 或 多 个 输出 位 的 开关 电路 。 

永 真 式 (tautology) : 永远 为 真 的 复合 命题 ， 也 称 为 重 言 式 。 

矛盾 式 (contradiction) : 永远 为 假 的 复合 命题 。 

可 能 式 (contingency): 有 时 成 真有 时 为 假 的 复合 命题 。 

相 容 的 复合 命题 (consistent compound propositions) : 存在 变量 的 真 值 赋值 使 得 所 有 这 些 命 题 为 
真 的 那些 复合 命题 。 

可 满足 的 复合 命题 (satisfiable compound proposition) : 存在 一 个 变量 的 真 值 赋值 使 得 该 命题 为 
真 的 复合 命题 。 

逻辑 等 价 的 复合 命题 (logically equivalent compound propositions) : 总 是 具有 同样 真 值 的 复合 
命题 。 

谓词 (predicate) : 句子 中 代表 主语 属性 的 那 部 分 。 

命题 函数 (propositional function) : 包含 一 个 或 多 个 变量 的 语句 ， 当 每 一 个 变量 被 赋值 或 被 量词 
约束 时 ， 就 变 成 命题 。 

论 域 (domain (or universe) of discourse) : 命题 函数 中 变量 可 能 取 到 的 所 有 值 。 

了 3zP(Cz)(CP(Cz) 的 存在 量化 ，existential quantification of P(x)): 该 命题 为 真 当 且 仅 当 在 论 域 中 
存在 一 个 zx 使 P(z) 为 真 。 

YXP(Zz)(P(z) 的 全 称 量化 ，universal quantification of P(x)): 该 命题 为 真 当 上 且 仅 当 论 域 中 的 
所 有 工人 使 已 (z) 均 为 真 。 

逻辑 等 价 表达 式 (logically equivalent expressions) : 无 论 用 什么 样 的 命题 函数 和 论 域 ， 真 值 都 相 
同 的 表达 式 。 

自由 变量 (free variable) : 命题 函数 中 未 被 绑 定 的 变量 。 

约束 变量 (bound variable) : 被 量化 的 变量 。 

量词 的 作用 域 (scope of a quantifier) : 语句 中 量词 绑 定 其 变量 的 那 部 分 。 

论证 (argument) : 一 连 串 的 命题 。 

论证 形式 (argument form) ,一连串 包含 命题 变量 的 复合 命题 。 

前 提 (premise) : 论证 或 论证 形式 中 最 后 命题 以 外 的 命题 。 

结论 (conclusion) : 论证 或 论证 形式 中 最 后 的 命题 。 

有 效 论证 形式 (valid argument form) : 一 连 串 包含 命题 变量 的 复合 命题 ， 其 中 所 有 前 提 为 真 蕴 
含 着 结论 为 真 。 

有 效 论 证 (valid argument): 具有 有 效 论证 形式 的 论证 。 

推理 规则 (rule of inference) : 可 用 于 证 明 论 证 是 有 效 的 一 个 有 效 论 证 形式 。 

廖 误 (fallacy) : 常常 被 错误 地 当做 一 个 推理 规则 (有 时 其 至 是 一 个 错误 的 论证 ) 使 用 的 一 种 的 无 
效 论 证 形式 。 

循环 论证 或 窃取 论题 (circular reasoning or begging the question) : 论证 中 的 一 个 或 多 个 步骤 是 
基于 待 证 命题 的 真实 性 的 推理 。 

定理 (theorem) : 可 以 证 明 为 真 的 数学 断言 。 

猜想 (conjecture) : 真 值 未 知 的 数学 断言 。 
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证 明 (proof) : 对 定理 为 真 的 展示 过 程 。 

公理 (axiom) : 假设 为 真 的 并 可 作为 基础 用 来 证 明定 理 的 命题 。 

引 理 (lemma): 用 来 证 明 其 他 定理 的 定理 。 

推论 (corollary) : 可 以 被 证 明 是 刚刚 证 明 的 一 个 定理 的 结论 的 命题 。 

空 证 明 (vacuous proof) : 基于 p 为 假 的 事实 而 对 蕴含 式 p 一 g 的 证 明 。 

平凡 证 明 (trivial proof) : 基于 9 为 真 的 事实 而 对 蕴含 式 p 一 g 的 证 明 。 

直接 证 明 法 (direct proof) : 通过 证 明 当 p 为 真 时 g 必然 为 真 来 证 明 p 一 gq 为 真 。 

反 证 法 (proof by contraposition) : 通过 证 明 当 gq 是 假 时 bp 一 定 是 假 来 证 明 p 一 g 为 真 。 

归 雇 证明 法 (proof by contradiction) : 基于 蕴含 式 ~4p>g 的 真 值 (其 中 gq 是 矛盾 式 ) 而 得 出 命题 p 
为 真 的 证 明 。 

穷 举证 明 法 (exhaustive proof) : 通过 检查 一 系列 所 有 可 能 的 情形 来 建立 一 个 结论 的 证 明 。 

分 情形 证 明 法 (proof by cases) : 一 个 证 明 分 解 为 不 同 的 情形 ， 这 些 情形 覆盖 所 有 的 可 能 性 。 

不 失 一 般 性 (without loss of generality) : 证 明 中 的 一 个 假定 ， 使 得 有 可 能 通过 减少 证 明 中 所 需 
考虑 的 情形 来 证 明 一 个 定理 。 

反例 (counterexample): 使 得 PCz) 为 假 的 元 素 zx。 

构造 性 的 存在 性 证 明 (constructive existence proof) ， 具有 特定 性 质 的 元 素 存在 并 通过 显 式 方式 
来 寻找 这 样 的 元 素 的 证 明 。 

非 构 造 性 的 存在 性 证 明 (nonconstructive existence proof) ， 具有 特定 性 质 的 元 素 存 在 ， 但 不 显 式 
地 寻找 这 样 的 元 素 的 证 明 。 

有 理 数 (rational number) : 一 个 可 以 表示 为 两 个 整数 p 和 g( 其 中 g 关 0) 之 比 的 数 。 

唯一 性 证 明 (uniqueness proof) : 证 明 具 有 特定 性 质 的 元 素 唯 一 地 存在 。 


结论 

1.3 节 表 6、 表 7、 表 8 给 出 的 逻辑 等 价 式 。 
量词 的 德 * 摩根 律 。 

命题 演算 的 推理 规则 。 
量化 命题 的 推理 规则 。 


复习 题 
1. a) 定 义 一 个 命题 的 否定 。 
b)“ 这 是 一 门 无 聊 的 课程 ”的 否定 是 什么 ? 
2. a) (用 真 值 表 ) 定 义 命题 p 和 9g 的 析 取 、 合 取 、 蜡 或 、 条 件 和 双 条 件 命题 。 
b)“ 今 晚 我 去 看 电影 ?和 “我 将 完成 离散 数学 作业 ”的 析 取 、 合 取 、 蜡 或 、 条 件 和 双 条 件 命题 是 什么 ? 
3. a) 用 汉语 给 出 至 少 五 种 不 同 的 方式 表达 条 件 语句 p>q。 
b) 定 义 一 个 条 件 语句 的 逆 命 题 和 逆 否 命题 。 
ce) 叙述 条 件 语 名 “如 果 明 天 阳光 明媚 ， 则 我 将 到 林 中 散步 .的 逆 命 题 和 逆 否 命题 。 
4. a) 两 个 命题 逻辑 等 价 的 含义 是 什么 ? 
b) 描 述 证 明 两 个 复合 命题 逻辑 等 价 的 不 同方 法 。 
©) 至 少 用 两 种 方法 证 明 -4pV (rr 一 a9) 和 pV-4q9V -7 是 等 价 的 。 
5. (依赖 于 1. 3 节 的 练习 ) 
a) 给 定 一 个 真 值 表 ， 试 解释 怎样 用 析 取 范式 构造 一 个 该 真 值 表 对 应 的 复合 命题 。 
b) 试 解释 为 什么 a) 说 明 运 算 符 人 A、V 和 5 是 功能 完备 的 。 
©) 是 否 有 一 个 运算 符 使 得 只 含 这 个 运算 符 的 集合 是 功能 完备 的 ? 
6. 一 个 谓词 P(z) 的 全 称 和 存在 量化 是 什么 ? 它们 的 否定 又 是 什么 ? 
7. a) 量 化 命题 3xY yP(zx，y) 和 Yy3xP(z，y) 的 区 别 是 什么 ， 其 中 P(xzx，y) 为 谓词 ? 
b) 给 出 谓词 P(xzx，y) 的 一 个 例子 ,使 得 3zxY yP(zx，y) 和 VYy3zxP(z，y) 具 有 不 同 的 真 值 。 
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8. 试 描述 命题 逻辑 中 有 效 论 证 是 什么 意思 ， 并 且 证 明 论证 “如 果 地 球 是 平 的 ， 那 你 就 能 航行 到 地 球 边 
缘 ”,“ 你 不 能 航行 到 地 球 边缘 ”， 因 此 ,“ 地 球 不 是 平 的 ?是 一 个 有 效 论证 。 

9. 用 推理 规则 证 明 如 果 前 提 * 所 有 的 斑马 都 有 条 纹 ”, “Mark 是 一 匹 斑马 ”是 真 的 ， 那 么 结论 “Mark 有 条 
纹 ” 是 真 的 。 

10. a) 描 述 条 件 语句 p->g 的 一 个 直接 证 明 、 一 个 反 证 和 一 个 归 雇 证 明 分 别 是 什么 意思 。 
b) 分 别 给 出 语句 “如 果 是 偶数 ， 则 n 十 4 是 偶数 ”的 一 个 直接 证 明 、 一 个 反 证 和 一 个 归 廖 证明。 

11. a) 描 述 双 条 件 语 句 p<>g 的 一 种 证 明 方式 。 
b) 证 明 命题 “整数 3n 十 2 是 奇数 当 且 仅 当 整数 9n 十 5 是 偶数 ， 其 中 是 整数 ”。 

12. 为 了 证 明 语句 p; 、p; 、p: 和 ps 都 是 等 价 的 ， 是 否 只 要 证 明 条 件 语 句 加 一 大、 加 一 加 和 记 一 ps 都 
是 有 效 的 就 足够 了 ?如果 不是 ， 请 给 出 可 用 来 证 明 这 四 个 语句 都 是 等 价 的 另外 一 组 条 件 语句 。 

13. a) 假 定形 如 Y zP(z) 的 语句 为 假 。 要 如 何 证 明 呢 ? 
b) 证 明 语句 “对 每 个 正 整 数 来 说 ， 妈 过 2z 为 假 。 

14. 构造 性 与 非 构造 性 存在 性 证 明之 间 的 差异 是 什么 ?分 别 举 一 个 例子 。 

15. 证 明 存在 唯一 的 元 素 z 使 得 P(z) 为 真 (其 中 P(z) 是 命题 函数 ) 的 要 素 是 什么 ? 

16. 阐释 如 何 用 分 情形 证 明 法 来 证 明 有 关 绝 对 值 的 结果 : 对 所 有 实数 zx 和 y 有 |xzy| 王 | 工 | |y|。 


补充 练习 

1. 令 p 为 命题 “我 将 做 本 书 中 的 每 一 道 练习 ” 且 9 为 命题 “这 门 课程 我 会 得 ‘A””。 将 下 列 各 项 表示 为 p 和 
g 的 组 合 。 

a) 这 门 课程 我 会 得 “A’ 仅 当 我 做 本 书 中 的 每 道 练习 。 

b) 这 门 课程 我 会 得 ‘A”， 而 且 我 会 做 本 书 中 每 一 道 练习 。 

©) 或 者 这 门 课程 我 不 会 得 “A”， 或 者 我 不 会 做 本 书 中 的 每 一 道 练 习 。 
d) 我 这 门 课程 得 ‘A? 的 充分 必要 条 件 是 我 做 本 书 中 的 每 一 道 练习 。 

2. 求 复合 命题 (pV gq) 一 (pp 人 7) 的 真 值 表 .。 

3. 证 明 下 列 复 合 命 题 为 永 真 式 。 

a) (mqgA (pq))—>-p b)((pVg)A-p)—>gq 

4. 给 出 下 列 条 件 语句 的 逆 命 题 、 反 命题 和 逆 否 命题 。 

a) 如 果 今 天 下 雨 ， 我 就 开车 上 班 。 
b) 如 果 | xz | 二 zx， 那么 'z 宇 0。 
c) 如 果 n 大 于 3， 那么 n? 大 于 9。 

5. 给 定 条 件 语句 ->qg， 找 出 其 反 命 题 的 逆 命 题 、 反 命题 的 反 命题 、 逆 和 否 命题 的 逆 命 题 。 

6. 给 定 条 件 语句 加 =~qg， 找 出 其 反 命 题 的 反 命 题 、 逆 命题 的 反 命 题 、 逆 和 否 命题 的 反 命题 。 

7. 用 命题 变量 p、g、r 和 构造 一 个 复合 命题 ， 使 它 在 这 些 命题 变量 中 恰 有 三 个 为 真 时 取 真 值 ， 其 他 情 
况 下 为 假 。 

8. 证 明 下 列 语句 是 不 相 容 的 :“ 如 果 Sergei 得 到 该 工作 机 会 ， 那 他 将 获得 一 笔 签约 奖金 “如果 Sergei 得 
到 该 工作 机 会 ， 那 他 将 获得 一 份 高 薪 。” 如 果 Sergei 获得 一 笔 签约 奖金 ， 那 他 将 不 会 获得 一 份 高 薪 。” 
“Sergei 得 到 了 该 工作 机 会 .” 

9. 证 明 下 列 语句 是 不 相 容 的 :“ 如 果 Miranda 没有 修 过 离散 数学 课程 ， 那 她 将 不 能 毕业 。”“ 如 果 Miranda 
不 能 毕业 ， 那 她 将 不 没有 资格 获得 那 份 工 作 。”“ 如 果 Miranda 读 了 这 本 书 ， 那 她 将 有 资格 获得 那 份 工 
作 。”“Miranda 没有 修 过 离散 数学 课程 ， 但 她 读 过 这 本 书 。?” 

据说 在 中 世纪 ， 教 师 通过 称 为 伴随 游戏 Cobligato game) 的 一 种 技巧 来 测试 学 生 的 实时 命题 逻辑 能 力 。 

一 个 伴随 游戏 包含 若干 轮 ， 在 每 轮 老 师 依次 会 给 学 生 断 言 ， 学 生 必 须 接 受 或 拒绝 。 当 学 生 接 受 一 个 断言 

时 ， 它 被 添加 作为 一 个 承诺 ; 当 学 生 拒绝 一 个 断言 ， 就 将 其 否定 添加 作为 一 个 承诺 。 如 果 能 做 到 在 整个 

测试 过 程 中 的 所 有 承诺 保持 相 容 ， 学 生 就 通过 了 测试 。 

10. 假定 在 一 个 有 三 轮 的 伴随 游戏 中 ,老师 首先 给 学 生命 题 p>gq， 然 后 命题 a4(pVr)V gqg， 最 后 是 命题 gq。 
学 生 3 次 回答 的 8 种 可 能 的 序列 中 的 哪个 能 通过 测试 ? 
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假定 在 一 个 有 四 轮 的 伴随 游戏 中 ， 老 师 首先 给 学 生命 题 a(p 一 (gqg 人 7r))， 然 后 命题 pV 149， 然后 命题 
7， 最 后 是 命题 (pr)V (gqg 习 p)。 学 生 四 次 回答 的 16 种 可 能 的 序列 中 的 哪个 能 通过 测试 ? 

试 阐述 为 什么 每 一 个 伴随 游戏 均 有 一 个 获胜 策略 。 

练习 13 和 14 是 基于 1. 2 节 例 7 中 描述 的 骑士 和 无 赖 岛 的 场景 的 。 

假定 你 遇见 三 个 人 ，Aaron、Bohan 和 Crystal。 如 果 Aaron 说 “我 们 都 是 无 赖 "*， 而 Bohan 说 “我 们 三 
人 中 恰 有 一 人 是 无 赖 "*， 那 么 你 能 确定 Aaron、Bohan 和 Crystal 分 别 是 哪 种 人 吗 ? 
假定 你 遇见 三 个 人 ，Anita、Boris 和 Carmen。 如 果 Anita 说 “我 是 无 赖 ，Boris 是 骑士 >， 而 Boris 说 
“我 们 三 人 中 恰 有 一 人 是 骑士 >，Anita、Boris 和 Carmen 分 别 是 哪 种 人 ? 

(改编 自 [Sm78]) 假 定 在 一 个 岛 上 住 着 三 类 人 : 骑士 、 无 赖 和 普通 人 (也 称 为 是 间谍 )。 骑 士 总 是 说 真 
话 ， 无 赖 总 是 说 谎话 ， 普 通 人 有 时 说 谎话 有 时 说 真 话 。 侦 探 为 了 调查 一 宗 罪 案 而 询问 了 岛 上 的 三 个 
人 ，Amy、Brenda 和 Claire。 侦 探知 道 三 人 中 有 一 人 犯罪 了 ， 但 不 知 是 哪个 人 。 他 们 还 知道 罪犯 是 一 
个 骑士 ， 另 两 个 人 不 是 骑士 。 此 外 ， 侦 探 还 记录 了 如 下 供述 。Amy 说 :“ 我 是 清白 的 ."Brenda 说 : 
“Amy 说 的 是 真 的 .”Claire 说 :“Brenda 不 是 普通 人 。” 经 过 分 析 这 些 信息 ， 侦探 非常 肯定 地 确认 了 罪 
犯 。 他 是 谁 ? 

证 明 ， 如 果 S 是 一 个 命题 ， 这 里 S 是 条 件 命题 “如 果 S 是 真 的 ， 则 独 角 兽 是 存在 的 ”， 那 么 “ 独 角 兽 是 
存在 的 ?是 真 的 。 证 明 S 不 能 是 一 个 命题 (这 个 悖 论 称 为 是 Lib 悖 论 ) 。 

证 明 : 假设 “牙齿 仙女 是 真人 ”,“ 牙 齿 仙女 就 不 是 真人 ”， 结 论 “ 你 能 在 彩虹 尽头 找到 金子 ?是 一 个 有 
效 论证 。 这 样 能 证 明 结 论 是 真 的 吗 ? 

假定 命题 p; 的 真 值 为 了 当 i 是 一 个 正 奇数 时 ， 而 为 F 当 i 是 一 个 正 偶数 时 。 试 找 出 Vi (p: 人 pin) 
和 人 地 (p; V pin) 的 真 值 。 

试用 可 满足 性 问题 对 16 X 16 的 数 独 迹 题 (用 4X 4 的 单元 ) 进 行 建 模 。 

令 P(z) 为 语句 “学 生 xz 会 微 积 分 ”，Q(y) 为 “y 班 上 有 个 学 生 会 微 积分 ”。 用 PCz) 和 QCy) 的 量化 式 表 
示 下 列 各 项 。 

a) 某 个 学 生 会 微 积分 。 

b) 不 是 每 个 学 生 都 会 微 积分 。 

c) 每 个 班 上 都 有 一 个 学 生 会 微 积 分 。 

d) 每 个 班 上 的 每 个 学 生 都 会 微 积分 。 

e) 至 少 有 一 个 班 上 没有 学 生 会 微 积 分 。 

令 P(m，7) 为 语句 “mm 整除 nx”， 其 中 变量 m 入 的 论 域 均 为 正 整 数 集合 。( 所 谓 “m 整除 rx”， 是 指 存 
在 某 个 整数 使 得 n= 二 km。) 确 定 下 列 每 条 语句 的 真 值 。 


a).PXk 站 4 与》 b)P(2; 4) 
VmVvVnPlm, n) d)ImYyYnPl(m, n) 
e) nvVmP(m, n) fy YnP(l, n) 


试 为 3X3j3y(zyA Vz((z=7x)V (z 三 y))) 中 的 量词 找 一 个 论 域 使 得 该 语句 为 真 。 
试 为 3x3 y(zx 关 yA VY z((z 二 x) 人 (z= 二 y))) 中 的 量词 找 一 个 论 域 使 得 该 语句 为 假 。 
用 存在 和 全 称 量词 表达 语句 “ 没 人 有 多 于 三 个 的 祖母 "， 使 用 命题 函数 G(x，y)， 它 表示 “zr 是 y 的 


祖母 。 
用 存在 和 全 称 量词 表达 语句 “每 个 人 恰 有 两 个 亲生 父母 "”， 使 用 命题 函数 PL(z，y)， 它 表示 “z+ 是 y 的 
亲生 父母 。 


量词 3, 表示 “恰好 存在 个”， 因 此 ,xzP(z) 意 思 是 在 论 域 中 恰好 存在 个 值 使 得 PC(z) 为 真 。 确 定 
下 列 语句 的 真 值 ， 其 中 论 域 由 所 有 实数 组 成 。 


a) J orz(z:=—1) b) jx( |z|=0) 

c) 3s.zx(z’:=2) d) jr(z= |z|) 

用 存在 量词 、 全 称 量词 和 命题 逻辑 来 表示 以 下 每 一 个 命题 ， 其 中 了 ,如 练习 26 所 定义 。 
a) jozP(z) b) 习 :zP(Cz) 

c) 习 2ZP(Cz) d) 了 szP(Cz) 


令 P(z，y) 为 命题 函数 。 证明 xY yP(zx，y) 一 Vy3 xzP(z，y) 为 永 真 式 。 
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令 P(z) 和 Q(z) 为 命题 函数 。 求 证 39x(P(zx) 一 Q(z)) 和 YZzxP(z) 一 了 jxQ(z) 总 是 具有 同样 的 真 值 。 

如 果 Vy3 了 zP(z，y) 为 真 ， 是 否 必 然 有 了 zVYyP(Cz，?y) 为 真 ? 

如 果 Vz3yP(Cr，y) 为 真 ， 是 否 必 然 有 了 xzVyPCz，y) 为 真 ? 

找 出 下 列 语句 的 否定 。 

a) 如 果 今 天 下 雪 ， 那 么 我 明天 去 滑雪 。 

b) 班 上 每 个 人 都 懂 数 学 归纳 法 。 

c) 班 上 有 些 学 生 不 喜欢 离散 数学 。 

d) 每 堂 数 学 课 都 会 有 某 个 学 生 上 课 就 睡 着 了 。 

用 量词 表示 “ 班 上 每 个 学 生 都 选修 过 数学 学 院 里 每 个 系 的 一 些 课程 ”。 

用 量词 表示 “在 美国 某 学 院 的 校园 里 有 座 楼 的 每 间 屋 子 都 漆 成 了 白色 ”。 

用 唯一 量词 表示 语句 :“ 本 班 里 恰好 一 个 学 生 选 修了 学 校 里 恰好 一 门 数 学 课 ”， 然 后 再 用 量词 而 不 用 
唯一 量词 表示 这 个 语句 。 

描述 一 个 推理 规则 ， 可 用 它 来 证 明 论 域 中 恰 有 两 个 元 素 和 >y 使 得 PCz) 和 P(y) 为 真 。 用 汉语 句子 
表达 这 个 推理 规则 。 

使 用 推理 规则 证 明 如 果 前 提 VYzCP(z) 一 Q(z))、Y zx(Q(z) 一 R(z)) 和 -RC(a) 为 真 ， 其 中 4 在 论 域 中 ， 
那么 结论 ”PCa) 为 真 。 

证 明 如 果 zx 是 无 理 数 ， 则 x 是 无 理 数 。 

证 明 如 果 z 是 无 理 数 且 z 宇 0， 则 Vx 是 无 理 数 。 

证 明 给 定 一 个 非 负 整 数 x， 存 在 唯一 的 非 负 整数 mw 使 得 m* 志 nn 二 (m 十 1)?。 

证 明 存 在 一 个 整数 关 使 得 办 之 108 。 你 的 证 明 是 构造 性 的 还 是 非 构造 性 的 ? 

证 明 存 在 这 样 一 个 正 整数 : 它 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 写成 正 整 数 的 平方 和 。 (使 用 计算 机 或 计算 器 来 
加 速 完成 计算 。) 

反驳 如 下 命题 : 每 个 正 整数 均 可 表示 为 8 个 非 负 整数 的 立方 和 。 

反驳 如 下 命题 ， 每 个 正 整数 均 可 表示 为 至 多 两 个 非 负 整数 的 平方 与 一 个 非 负 整数 的 立方 的 和 。 

反驳 如 下 命题 : 每 个 正 整 数 均 可 表示 为 36 个 非 负 整数 的 5 次 寄 的 和 。 

假设 以 下 定理 的 真实 性 : 当 n 是 非 完全 平方 数 的 正 整 数 时 , Vn 是 个 无 理 数 。 由 此 证 明 V2 十 V3 是 无 
理 数 。 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


. 已 知 命题 p 和 9 的 真 值 ， 求 这 些 命题 的 合 取 、 析 取 、 异 或 、 条 件 语句 和 双 条 件 命 题 的 真 值 。 

, 已 知 两 个 长 度 为 的 位 串 ， 求 它们 的 按 位 AND、 按 位 OR 及 按 位 XOR。 

. 给 定 一 个 复合 命题 ， 通 过 对 其 命题 变量 所 有 可 能 的 真 值 赋 值 检查 其 真 值 来 判定 它 是 否 是 可 满足 的 。 

. 给 定 模糊 逻辑 中 命题 p 和 9g 的 真 值 ， 求 之 和 4 的 析 取 和 合 取 的 真 值 (参看 1. 1 节 练 习 46 和 练习 47)。 
. 给 定 正 整 数 mw、n， 以 交互 方式 做 看 食 游 戏 。 

. 给 定 棋盘 的 一 部 分 ， 寻找 用 各 种 不 同类 型 的 多 联 骨 牌 拼接 该 棋盘 ， 包 括 骨 牌 、 两 种 三 联 骨 牌 和 更 大 的 


多 联 骨 牌 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 


1 
2. 
3. 
* 4. 
5, 
6. 


找 出 这 样 的 正 整数 : 它 不 是 9 个 不 同 的 正 整数 的 立方 和 。 

找 出 大 于 79 的 正 整数 : 它 不 是 18 个 正 整 数 的 四 次 宕 的 和 。 

找 出 尽 可 能 多 这 样 的 正 整数 : 它 可 以 用 两 种 不 同 的 方式 写成 正 整 数 的 立方 和 ，1729 就 具有 这 个 性 质 。 
试图 为 不 同 初始 格局 的 曲 奇 饼 蚕 食 游戏 找 出 获胜 策略 。 

构造 出 12 种 不 同 的 五 联 骨 牌 ， 这 里 五 联 骨 牌 是 由 5 个 方 格 组 成 的 多 联 骨 有 牌 。 

寻找 所 有 可 以 用 12 种 不 同 的 五 联 骨牌 的 每 一 个 来 拼接 的 由 60 个 方 格 组 成 的 矩形 。 
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本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


. 试 讨论 逻辑 悖 论 ， 包 括 克 里 特 人 Epimenides 的 悖 论 、Jourdain 的 纸牌 悖 论 以 及 理发 师 悖 论 ， 说明 如 何 


解决 它们 。 

试 描述 模糊 逻辑 怎样 用 于 实际 应 用 。 可 以 参考 一 两 本 最 近 出 版 的 为 普通 读者 写 的 模糊 逻辑 书籍 。 
描述 一 些 可 以 用 可 满足 性 问题 来 建 模 的 实际 问题 。 

试 描述 一 些 已 经 被 发 明 的 不 必 借助 于 计算 机 来 解决 数 独 谜 题 的 技巧 。 

试 描述 由 莱 曼 , 艾 伦 (Layman Allen) 提 出 的 “WFF”N PROOF，The Game of Modern Logic” 的 基本 规 
则 。 给 出 WFF”N PROOF 中 包含 的 一 些 博弈 示例 。 

阅读 刘易斯 ， 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 关 于 符号 逻辑 的 一 些 著 作 。 详 细 描述 他 用 于 表示 逻辑 论证 的 模型 
和 用 于 论证 的 推理 规则 。 

扩展 1.4 节 对 Prolog 的 讨论 ， 进 一 步 解 释 Prolog 如 何 使 用 消解 规则 。 

试 讨论 在 计算 逻辑 中 使 用 的 一 些 技 术 ， 包括 Skolem 规则 。 


.“ 自 动 定理 证 明 ” 的 任务 是 使 用 计算 机 来 机 械 地 证 明定 理 。 试 讨论 自动 定理 证 明 的 目标 和 应 用 ， 以 及 在 


开发 自动 定理 证 明 器 上 取得 的 进展 。 

试 讨论 如 何 使 用 DNA 计算 来 求解 可 满 性 问题 的 一 些 示 例 。 

查找 一 些 著 名 的 开放 间 题 的 错误 证 明 以 及 1970 年 以 来 被 解决 的 开放 问题 ， 描述 每 个 证 明 中 的 错误 
类 型 。 

讨论 有 关 和 看 食 游 戏 中 已 知 的 一 些 获 胜 策略 。 

试 描述 在 乔治 " 波 利 亚 (George P6lya) 有 关 推 理 的 著作 (包括 LPo62]、[LPo71] 和 [LPo90]) 中 所 讨论 的 证 
明 策 略 的 各 个 方面 。 

试 描述 用 多 联 骨 牌 进行 拼接 的 一 些 问题 和 结果 ， 如 在 [Go94] 和 [Ma91] 中 所 描述 的 一 样 。 
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Discrete Mathematics and Its Applications，7E 


基本 结构 : 集合 、 函 数 、 序 列 、 求 和 与 矩阵 


离散 数学 的 许多 内 容 主要 研究 离散 结构 ， 用 以 表示 离散 对 象 。 许 多 重要 的 离散 结构 是 用 集 
合 来 构建 的 ， 这 里 集合 就 是 对 象 的 汇集 。 由 集合 构建 的 离散 结构 包括 : 组 合 一 一 无 序 对 象 汇 
集 ， 广泛 用 于 计数 ; 关系 一 一 序 偶 的 集合 用 于 表示 对 象 之 间 的 关系 ; 图 一 一 结 点 和 连接 结 点 的 
边 的 集合 ; 有 限 状 态 机 一 一 为 计算 机 器 建 模 。 这 是 我 们 将 在 后 续 章 节 要 研究 的 一 些 主题 。 

函数 的 概念 在 离散 数学 中 是 非常 重要 的 。 函 数 给 第 一 个 集合 中 的 每 一 个 元 素 指 派 第 二 个 集 
合 中 的 恰好 一 个 元 素 ， 这 里 两 个 集合 不 一 定 要 不 同 。 函 数 在 整个 离散 数学 中 起 着 重要 的 作用 。 
可 以 用 以 表示 算法 的 计算 复杂 度 ， 研 究 的 集合 的 大 小 ， 计 算 对 象 的 数量 ， 以 及 无 数 的 其 他 应 用 
方式 。 像 序列 和 字符 串 这 样 非常 有 用 的 结构 就 是 特殊 类 型 的 函数 。 这 一 章 我 们 将 介绍 序列 的 概 
念 ， 即 表示 元 素 的 有 序 排列 。 另 外 还 将 介绍 一 些 重 要 类 型 的 序列 并 讨论 如 何 用 序列 前 面 的 项 来 
定义 后 续 的 项 。 我 们 还 会 论述 从 几 个 初始 项 来 确定 一 个 序列 的 问题 。 

在 离散 数学 研究 中 ， 我 们 还 常常 将 一 个 数列 的 连续 项 加 起 来 。 因 为 将 数列 中 的 项 以 及 其 他 
数 的 索引 集 的 项 加 起 来 ,已 经 是 一 个 相当 普遍 的 现象 ， 以 至 于 开发 了 一 个 特殊 的 符号 来 表示 把 
这 些 项 加 起 来 。 在 这 一 章 中 ,我们 引入 用 于 表示 求 和 的 符号 。 我 们 还 会 给 出 贯穿 于 离散 数学 研 
究 的 某 些 类 型 的 求 和 公式 。 例 如 ， 对 数列 进行 排序 使 其 项 按 递增 顺序 排列 的 算法 ， 在 分 析 算法 
所 需 的 步骤 时 就 会 遇 到 这 样 的 求 和 问题 。 

通过 引入 一 个 集合 的 大 小 或 基数 的 概念 就 可 以 研究 无 限 集合 的 相对 大 小 问题 。 当 一 个 集合 
是 有 限 的 或 者 与 正 整数 的 集合 具有 一 样 的 大 小 ,我 们 说 这 个 集合 是 可 数 的 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 
会 确立 一 些 令 人 惊奇 的 结论 : 有 理 数 的 集合 是 可 数 的 ， 而 实数 集 则 不 是 。 本 章 还 将 展示 我 们 所 
讨论 的 概念 如 何 用 于 证 明 存 在 一 些 函 数 是 不 能 用 任何 编程 语言 写 的 计算 机 程序 来 计算 的 。 

和 矩阵 在 离散 数学 中 可 用 于 表示 很 多 种 离散 结构 。 我 们 会 复习 用 来 表示 关系 和 图 时 所 需 的 矩 
阵 和 抢 阵 运算 的 一 些 基 本 内 容 。 移 阵 运算 可 用 于 求解 许多 涉及 这 些 结构 的 问题 。 


2.1 集合 


2.1.1 引言 

这 一 节 我 们 将 研究 最 基本 的 离散 结构 一 一 集合 ， 所 有 其 他 离散 结构 都 建立 于 集合 之 上 。 集 
合 可 用 于 把 对 象 聚集 在 一 起 。 通 常 ， 一 个 集合 中 的 对 象 都 有 相似 的 性 质 ， 但 也 不 绝对 。 例 如 ， 
目前 就 读 于 你 们 学 校 的 所 有 学 生 构成 一 个 集合 。 同 样 ， 目 前 选修 任何 学 校 的 一 门 离散 数学 课 的 
学 生 可 以 组 成 一 个 集合 。 此 外 ， 在 你 们 学 校 就 读 且 正 选修 一 门 离散 数学 课 的 所 有 学 生 组 成 一 个 
集合 ， 这 个 集合 可 以 从 上 述 两 个 集合 中 取 共 同 的 元 素 得 到 。 集 合 语言 是 以 有 组 织 的 方式 来 研究 
这 些 集合 的 工具 。 下 面 给 出 集合 的 一 种 定义 。 这 是 一 种 直观 的 定义 ,不 属于 集合 形式 化 理论 的 
一 部 分 。 

集合 是 对 象 的 一 个 无 序 的 聚集 ， 对 象 也 称 为 集合 的 元 素 (element) 或 成 员 
(member) 。 集 合 包 含 (contain) 它 的 元 素 。 我 们 用 a€E A 来 表示 a 是 集合 A 中 一 个 元 素 。 而 记号 
4 您 A 表示 Qa 不 是 集合 A 中 的 一 个 元 素 。 

通常 我 们 用 大 写字 母 来 表示 集合 。 用 小 写字 母 表示 集合 中 的 元 素 。 

描述 集合 有 多 种 方式 。 一 种 方式 是 在 可 能 的 情况 下 一 一 列 出 集合 中 的 元 素 。 我 们 采用 在 花 
括号 之 间 列 出 所 有 元 素 的 方法 。 例 如 ，{a， 45，c，d} 表 示 含 4 个 元 素 a、65、c 和 4 的 集合 。 这 
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. 种 描述 集合 的 方式 也 称 为 是 花 名 册 方 法 (roster method) 。 


冲 


例 1 英语 字母 表 中 所 有 元 音字 母 的 集合 V 可 以 表示 为 V=={a, e, i, 0,，u)。 a 
例 2 小 于 10 的 正 奇数 集合 O 可 以 表示 为 O=({(1，3，5，7，9)} 。 4 
例 3 尽管 集合 常用 来 聚集 具有 共同 性 质 的 元 素 , 但 也 不 妨碍 集合 拥有 表面 上 看 起 来 毫 
不 相干 的 元 素 。 例 如 {a，2，Fred，New Jersey} 是 包含 4 个 元 素 c、2、EFred 和 New Jersey 的 
集合 。 本 
有 时 候 用 花 名 册 方 法 表示 集合 时 并 不 列 出 它 的 所 有 元 素 。 先 列 出 集合 中 的 某 些 元 素 ， 当 元 
素 的 一 般 规律 显而易见 时 就 用 省 略 号 (…) 代 替 。 
例 4 小 于 100 的 正 整数 集合 可 以 记 为 (1，2，3，…，99) 。 | 
描述 集合 的 男 一 种 方式 是 使 用 集合 构造 器 (set builder) 符 号 。 我 们 通过 描述 作为 集合 的 
成 员 必 须 具 有 的 性 质 来 刻画 集合 中 的 那些 元 素 。 例 如 ， 小 于 10 的 所 有 奇数 的 集合 O 可 以 
写成 
O={z| 工 是 小 于 10 的 正 奇数 } 
或 者 ， 指 定 全 集 为 正 整 数 集 合 ， 如 
O 一 {(zE2Z |z 为 奇数 ,xz 二 10} 
当 不 可 能 列 出 集合 中 所 有 元 素 时 我 们 常用 这 类 记 法 来 描述 集合 。 例 如 ， 所 有 正 有 理 数 集合 
Q' ， 可 以 被 写成 
Q = 二 {zxER|Iz= p/q,p 和 9g 为 正 整 数 } 
这 些 集 合 通常 用 黑体 表示 ， 它 们 在 离散 数学 中 发 挥 着 重要 的 作用 : 
N = 二 {0,1,2,3,…)， 自然 数 集 
Z={…, 一 2, 一 1,0,1,2,…},， 整数 集 
Z' 二 {1,2,3,…), 正 整 数 集 
Q== {p/q1pE€E2Z,gE€2Z, 且 gq 关 0}, 有 理 数 集 
R, 实数 集 
R-， 正 实数 集 
C, 复数 集 
(注意 有 些 人 认为 0 不 是 自然 数 ， 所 以 当 你 阅读 其 他 书籍 的 时 候 要 仔细 检查 术语 自然 数 是 怎样 
用 的 。) 
回顾 表示 实数 的 区 间 记 号 。 当 a 和 2 是 实数 且 4 二 5 时， 我 们 可 以 写 
La 二 本 | 肥 和 区 妆 本 
[Lard = {zw | 所 多 芝 村 
(asb]= {xz|a<ze) 
(asb) = {vw | gE 
注意 [a，] 称 为 是 从 a 到 6b 的 闭 区 间 ， 而 (a，5) 称 为 是 从 a 到 6b 的 开 区 间 。 
集合 可 以 把 其 他 的 集合 当做 自己 的 成 员 ， 如 例 5 所 示 。 
例 5 集合 IN，Z，Q，R} 包 含 了 四 个 元 素 ， 每 一 个 元 素 都 是 一 个 集合 。 这 个 集合 的 四 个 
元 素 是 : N， 自 然 数 集 ; Z， 整 数 集 ; Q， 有 理 数 集 ; 以 及 R， 实 数 集 。 4 
评注 ”计算 机 科学 中 的 数据 类 型 或 类 型 的 概念 是 建立 在 集合 这 一 概念 上 。 特 别 地 ， 数 
据 类 型 或 类 型 是 一 个 集合 的 名 称 ， 连 同 可 以 作用 在 集合 对 象 上 的 一 组 操作 的 集合 。 例 
如 ， 布 尔 (boolean) 是 集合 {0，1} 的 一 个 名 称 ， 连 同 对 其 上 一 个 或 多 个 元 素 实施 运算 ， 
如 AND、OR 和 NOT。 


由 于 许多 数学 语句 需要 断言 以 两 种 不 同方 式 描述 的 对 象 聚集 实际 上 是 同一 个 集合 ， 所 以 我 
们 需要 理解 两 个 集合 相等 的 含义 。 
ER 两 个 集合 相等 当 且 仅 当 它们 拥有 同样 的 元 素 。 所 以 ， 如 果 有 入 和 BB 是 集合 ， 则 A 
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和 B 是 相等 的 当 且 仅 当 VY x(XEAewzxEB)。 如 果 A 和 B 是 相等 的 集合 ， 就 记 为 A 二 B。 

例 6 集合 {1，3,，5} 和 {3，5， 1 是 相等 的 ， 因 为 它们 拥有 同样 的 元 素 。 注 意 集合 中 元 素 
的 排列 顺序 无 关 紧 要 。 还 要 注意 同一 个 元 素 被 列 出 来 不 止 一 次 也 没关系 ， 所 以 (1，3，3，3， 
5，5，5，5} 和 人 {1，3，5} 是 同一 个 集合 ， 因 为 它们 拥有 同样 的 元 素 。 4 

空 集 有 一 个 特殊 的 不 含 任何 元 素 的 集合 。 这 个 集合 称 为 空 集 (empty set 或 null set), 并 
用 名 表示 。 空 集 也 可 以 用 {}) 表 示 ( 这 里 我 们 用 一 对 花 括号 来 表示 空 集 )。 经 常 具 有 一 定性 质 的 元 
素 组 成 的 集合 其 实 就 是 空 集 。 例 如 ， 大 于 自身 的 平方 的 所 有 正 整 数 的 集合 是 空 集 。 

一 个 元 素 的 集合 叫做 单元 素 集 (singleton set)。 一 个 常见 的 错误 是 混 清空 集 名 与 单元 
素 集 合 { 书 }。 集 合 { 名 } 的 唯一 元 素 是 空 集 本 身 ! 考虑 计算 机 文件 系统 中 的 文件 夹 做 一 个 类 比 有 
助 于 记 住 这 个 区 别 。 空 集 可 以 比 做 一 个 空 的 文件 夹 ， 而 仅 包含 一 个 空 集 的 集合 可 以 比 做 一 个 文 
件 夹 里 只 有 一 个 文件 夹 ， 即 空 文件 夹 。 

朴素 集合 论 ”注意 集合 定义 (定义 1) 中 用 到 的 术语 对 象 ， 而 没有 指定 一 个 对 象 是 什么 。 
于 对 象 的 直觉 概念 基础 上 ， 将 集合 描述 为 对 象 的 聚集 最 先是 由 德国 数学 家 乔治 ， 康 托 于 1895 
年 提出 的 。 由 集合 的 直觉 定义 以 及 无 论 什么 性 质 都 存在 一 个 恰好 由 具有 该 性 质 的 对 象 组 成 的 集 
合 这 种 直觉 概念 的 使 用 所 产生 的 理论 导致 悖 论 (paradox) 或 逻辑 不 一 致 性 。 这 已 由 英国 哲学 家 
伯 特 兰 。 罗素 (Bertrand Russell) 在 1902 年 所 证 实 ( 有 关 悖 论 的 描述 参见 练习 46)。 这 些 逻 辑 不 
一 致 性 可 以 通过 由 公理 出 发 构造 集合 论 来 避免 。 然 而 ， 我 们 在 本 书 中 将 使 用 康 托 集合 论 的 原始 
版 本 ， 即 所 谓 的 朴素 集合 论 (naive set theory) ， 因 为 本 书 中 所 考虑 的 所 有 集合 都 可 以 用 康 托 原 
始 理论 来 处 理 并 保持 一 致 性 。 如 果 有 学 生 愿 意 继续 学 习 公理 集合 论 ， 他 们 会 发 现 了 解 朴素 集合 
论 也 会 很 有 帮助 。 他 们 还 会 发 现 公 理 集合 论 的 发 展 远 比 本 书 中 的 内 容 要 抽象 。 建 议 有 兴趣 的 读 
者 参考 LSu72] 以 了 解 更 多 关于 公理 集合 论 的 内 容 。 


2.1.2 文 氏 图 

集合 可 以 用 文 氏 图 形象 地 表示 。 文 氏 图 是 以 英国 数学 家 约翰 文 (John Venn) 的 名 字 命 名 
的 ， 他 在 1881 年 介绍 了 这 种 图 的 使 用 。 在 文 氏 图 中 全 集 (universal set)U， 包含 所 考虑 的 全 部 
对 象 ， 用 和 矩形 框 来 表示 。 (注意 全 集 随 着 我 们 所 关注 的 对 象 会 有 所 不 同 。) 在 矩形 框 内 部 ， 圆 形 
或 其 他 几何 图 形 用 于 表示 集合 。 有 时 候 用 点 来 表示 集合 中 特定 的 元 素 。 文 氏 图 常用 于 表示 集合 
之 间 的 关系 。 下 面 例 7 展示 了 怎样 使 用 文 氏 图 。 

例 7 画 一 个 文 氏 图 表示 英语 字母 表 中 元 音字 母 集合 V。 

解 ” 画 一 个 矩形 表示 全 集 U， 这 是 26 个 英文 字母 的 集合 。 在 矩形 中 画 一 个 圆 表示 集合 V。 
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乔治 ， 康 托 (Georg Cantor，1845 一 1918) 出 生 于 俄罗斯 的 圣 彼 德 堡 ， 他 父亲 是 
| 一 名 成 功 的 商人 。 康 托 青少年 时 对 数学 产生 了 浓厚 的 兴趣 。1862 年 他 在 苏黎世 开始 了 
| 他 的 大 学 学 习 ， 不 过 在 他 父亲 去 世 时 就 离开 了 那里 。1863 年 他 在 柏林 大 学 继续 大 学 学 
| 习 ， 并 得 到 著名 数学 家 Weierstrass、Kummer 和 Kronecker 的 指导 。1867 年 在 完成 了 
| 一 篇 数论 的 博士 论文 后 他 获得 博士 学 位 。1869 年 康 托 得 到 哈雷 大 学 的 一 个 职位 ， 并 在 
那里 一 直 工 作 到 去 世 。 
Ce 康 托 被 认为 是 集合 论 的 奠基 人 。 他 在 这 一 领域 的 贡献 包括 发 现 了 实数 集合 是 不 可 
数 的 。 他 在 数学 分 析 方 面 的 贡献 也 引 人 注 目 。 康 托 对 哲学 也 有 兴趣 ， 并 写 了 若干 论文 将 他 在 集合 的 理论 
与 形而上学 联系 在 一 起 。 
1874 年 康 托 结婚 并 育 有 5 个 子女 。 他 忧郁 的 气质 与 妻子 的 乐观 性 情 正好 相互 平衡 。 尽 管 他 从 父亲 那 
里 得 到 了 大 笔 遗 产 ， 但 作为 教授 他 的 收入 却 少 得 可 怜 。 为 此 他 曾 试图 获得 柏林 大 学 一 个 待遇 更 好 的 职位 。 
他 的 任命 被 Kronecker 阻挠 了 ， 因 为 Kronecker 不 认可 康 托 集合 论 的 观点 。 康 托 晚 年 受到 精神 疾病 的 折 
磨 ，1918 年 死 于 心脏 病 。 
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在 圆 中 用 点 表示 集合 V 的 元 素 ( 见 图 1) 。 4 


2. 1.3 子 集 U 

集合 A 是 集合 B 的 子 集 当 且 仅 当 A 的 每 个 元 
素 也 是 B 的 元 素 。 我 们 用 记号 ACSB 表示 集合 A 是 集合 B 
的 子 集 。 

我 们 看 到 ，ASB 当 且 仅 当 量化 式 

VrX(rEA—>zxrEB) 
为 真 。 注 意 要 证 明 A 不 是 B 的 子 集 ， 我 们 只 需要 找到 一 个 
元 素 zEA 但 z4 B。 这 样 的 x 就 是 zEA 蕴含 zeEB 的 一 个 图 1 元 音字 母 集合 的 文 民 图 
反例 。 

我 们 可 以 用 下 面 的 规则 判断 一 个 集合 是 否 是 另 一 个 集合 的 子 集 : 

证 明 A 是 B 的 子 集 : 要 证 明 ACB,， 需要 证 明 如 果 z 属 于 A 则 zz 也 属于 B。 

证 明 4 不 是 B 的 子 集 : 要 证 明 A 生 B， 需 要 找 一 个 EA 使 得 zB。 

例 8 所 有 小 于 10 的 正 奇数 的 集合 是 所 有 小 于 10 的 正 整数 的 集合 的 子 集 ， 有 理 数 集 是 实 
数 集 的 一 个 子 集 ， 你 们 学 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 的 集合 是 你 们 学 校 全 体 学 生 集 合 的 子 集 , 在 
中 国 的 所 有 人 的 集合 是 在 中 国 的 所 有 人 的 集合 的 子 集 ( 即 它 是 自身 的 子 集 ) 。 注 意 属 于 每 对 集合 
中 第 一 个 集合 的 元 素 也 属于 该 对 集合 中 第 二 个 集合 就 可 以 很 快 得 出 这 些 事实 。 4 

例 9 其 平方 小 于 100 的 整数 集合 不 是 非 负 整数 集合 的 子 集 ， 因 为 一 1 在 前 一 个 集合 中 [由 
于 (一 1)* 过 100j] 但 不 在 后 一 个 集合 中 。 在 你 校 选修 离散 数学 的 人 的 集合 不 是 你 校 计算 机 专业 学 
生 集 合 的 子 集 ， 如 果 至 少 有 一 个 学 生 不 是 计算 机 专业 的 但 却 选修 了 离散 数学 。 4 

定理 1 表明 每 个 非 空 集合 S 都 至 少 有 两 个 子 集 ， 空 集 和 集合 S 本身 ， 即 BSS 和 SES,。 

三 到 甬 对 于 任意 集合 S，(D ZESS 和 (iD)SSS。 

证 这 里 证 明 (i)，(i) 的 证 明 留 做 练习 。 

解 令 S 为 一 个 集合 。 为 了 证 明 名 导 S， 必 须 证 明 YV x(xE LB 一 xE 5S) 为 真 。 因 为 空 集 没有 
元 素 ， 所 以 zE 如 总 是 假 。 因 此 zE LB 一 zxES 总 是 真 ， 因 为 其 前 提 为 假 ， 并 且 前 提 为 假 的 条 件 
语句 为 真 。 即 Yz(CzE 儿 一 zES) 为 真 。 这 完成 了 (D 的 证 明 。 注 意 这 是 空 证 明 的 一 个 示例 。 4 

当 我 们 要 强调 集合 A 是 集合 B 的 子 集 但 是 A 取 B 时 ， 就 写成 ACB 并 说 A 是 B 的 真子 集 。 
如 果 ACB 是 真 的 ， 则 必 有 ASB 且 必 有 B 的 某 个 元 素 工 不 是 A 的 元 素 。 即 A 是 B 的 真子 集 
当 且 仅 当 


us 


加 伯 特 兰 。 罗素 (Bertrand Russell，1872 一 1970) ”罗素 生 于 一 个 以 积极 参与 进步 运 
| 动 、 强 力 崇 尚 自由 而 闻名 的 英国 家 庭 。 年 幼 时 就 成 为 孤儿 的 罗素 由 祖父 母 扶养 ， 并 在 
| 家 里 接受 教育 。1890 年 他 进入 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 ， 在 数学 和 伦理 学 方面 表现 出 色 。 
他 在 几何 学 基础 方面 的 工作 为 他 赢得 了 一 个 研究 职位 。1910 年 ， 三 一 学 院 任 命 他 讲授 
逻辑 和 数学 原理 的 课程 。 
罗素 毕生 为 进步 事业 而 奋斗 。 他 有 着 强烈 的 和 平 主义 见解 ， 他 对 第 一 次 世界 大 战 

的 抗议 导致 他 被 三 一 学 院 解 雇 。 由 于 写 了 一 篇 被 认为 具有 煽动 性 的 文章 ，1918 年 他 被 
囚禁 6 个 月 。 罗 素 还 为 英国 妇女 的 选举 权 而 斗争 。 由 于 参与 主张 核 裁军 的 抗议 活动 ，1961 年 在 他 89 岁 
高 龄 时 第 二 次 人 狱 。 

罗素 最 伟大 的 工作 是 他 提出 的 可 以 作为 所 有 数学 学 科 基 础 的 原理 。 他 最 著名 的 著作 是 与 怀特 海 

(Altred North Whitehead) 合 作 撰 写 的 《数学 原理 》(Principia Mathematica) ， 它 试图 用 一 组 基本 公理 推导 出 
数学 的 一 切 。 他 还 撰写 了 许多 书籍 论述 哲学 、 物 理学 和 他 的 政治 理念 。1950 年 罗素 赢得 诺 贝 尔 文 
学 奖 。 
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Vrz(XEA—>zrEB)N Iz(rEBAzrEA) 

为 真 。 文 氏 图 可 以 用 来 解释 集合 A 是 集合 B 的 子 集 。 我 们 把 全 集 UU 画 成 长 方形 。 在 这 长 方形 
中 夯 一 圆 表 示 B。 由 于 A 是 B 的 子 集 ,我 们 在 代表 B 的 圆 内 画 圆 表示 A。 这 个 关系 如 图 2 
所 示 。 

证 明 两 个 集合 具有 相同 元 素 的 一 个 有 效 方法 是 证 明 Uv 
每 个 集合 是 另 一 个 的 子 集 。 换 言 之 ， 可 以 证 明 如 果 A 
和 B 为 集合 并 且 ACB 和 BCA, 则 有 A==B。 也 就 是 
说 ，A= 二 B 当 且 仅 当 VYV x(xXE€EA 一 XE€EB) 和 VYx(XEB>zx ( 2 
EA); 或 者 等 价 于 当 且 仅 当 VzCzEAezEB)， 这 就 
是 A 和 B 相等 的 售 义 。 因 为 这 个 证 明 两 个 集合 相等 的 
方法 很 有 效 ， 这 里 就 再 强调 一 下 。 

证 明 两 个 集合 相等 : 要 想 证 明 两 个 集合 A 和 B 相 图 2 表示 A 是 B 的 子 集 的 文 氏 图 
等 ， 就 证 明 ASEB 和 BEA。 

集合 可 以 以 其 他 集合 作为 甚 成员。 例如， 下面 列 出 的 集合 : 

A 二 {名 ，{a}，{6)}，{a,， 6}}， B= 二 {zx | zz 是 集合 {a，5} 的 子 集 } 

注意 这 两 个 集合 是 相等 的 ， 即 A 二 B。 同 时 注意 {fa} EA， 但 是 a& A。 


.4 集合 的 大 小 

集合 广泛 应 用 于 计数 问题 ， 为 此 我 们 需要 讨论 集合 的 大 小 问题 。 

令 S 为 集合 。 如 果 S 中 恰 有 nn 个 不 同 的 元 素 ， 这 里 nn 是 非 负 整 数 ， 我 们 就 说 S 是 
有 限 集 , 而 nn 是 S 的 基数 。S 的 基数 记 为 | S|。 


评注 ”术语 基数 (cardinality) 来 自 于 将 术语 基数 (cardinal number) 作 为 一 个 有 限 集 的 大 
小 的 常用 语 。 





2 


EE 


例 10 令 和 A 为 小 于 10 的 正 奇数 集合 。 则 | A | =5。 本 

例 11 令 S 为 英语 字母 表 中 字母 的 集合 。 那 么 | S | 二 26 。 本 

例 12 由 于 空 集 没有 元 素 ， 所 以 | 好 | =0。 S| 

我 们 对 不 是 有 限 的 集合 也 有 兴趣 。 

一 个 集合 称 为 是 无 限 的 如 果 它 不 是 有 限 的 。 

例 13 正 整数 集合 是 无 限 的 。 可 

我 们 将 在 2. 5 节 将 基数 的 概念 扩展 到 无 限 集 ， 这 是 一 个 富有 挑战 性 且 又 充满 惊奇 的 主题 。 oo 本 
2.1.5 帘 集 


许多 问题 涉及 要 检查 一 个 集合 的 元 素 的 所 有 可 能 组 合 看 它们 是 否 满足 某 种 性 质 。 为 了 考虑 


us 


约翰 ， 文 (John Venn，1834 一 1923) ”出 生 于 伦敦 郊区 的 一 个 慈善 家 庭 。 他 在 伦敦 
上 学 ， 并 于 1857 年 获得 剑桥 Caius 学 院 的 数学 学 位 。 他 当选 该 学 院 的 研究 员 并 任 此 职 

直至 去 世 。1859 年 他 接受 牧师 的 圣 职 ， 但 在 短暂 的 宗教 工作 后 回 到 了 剑桥 ， 并 在 那里 

创建 了 伦理 学 教育 计划 。 除 了 数学 方面 的 工作 之 外 ， 文 还 对 历史 有 兴趣 ， 他 撰写 了 大 

量 关于 他 的 学 院 和 家 庭 的 文章 。 

| 文 所 著 的 《符号 逻辑 》(Symbolic Logic) 一 书 澄清 了 最 初 由 布尔 引入 的 若干 概念 。 

”在 这 本 书 中 文 提出 了 一 种 系统 的 研究 方法 ， 其 中 使 用 了 后 人 称 为 文 氏 图 的 几何 图 形 。 

今天 这 些 图 形 主 要 用 于 分 析 逻 辑 论证 以 及 解释 集合 之 间 的 关系 。 除 了 在 符号 逻辑 方面 的 工作 以 外 ， 文 对 

概率 论 也 做 出 了 贡献 ， 写 人 了 他 编写 的 广 为 采 用 的 概率 论 教科 书 中 。 
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集合 S 中 元 素 所 有 可 能 的 组 合 ， 我 们 构造 一 个 以 S 的 所 有 子 集 作为 其 元 素 的 新 集合 。 


ES 给 定 集合 S，S 的 宕 集 (power set) 是 集合 S 所 有 子 集 的 集合 。S 的 昧 集 记 


为 刀 (S) 。 


例 14 集合 (0，1， orp 

解 稳 集 P({0，1,，2)) 是 {0, 1， 2} 所 有 子 集 的 集合 。 因此 ， 

(0 二 0 

注意 空 集 和 集合 自身 都 是 这 个 子 集 的 集合 的 成 员 。 4 


例 15 空 集 的 短 集 是 什么 ? 集合 { 好 } 的 宕 集 是 什么 ? 
解 ” 空 集 只 有 一 个 子 集 ， 即 它 自身 。 因 此 ， 
PG) = {2} 


合 { 包 } 有 两 个 子 集 ， 即 信和 集合 {名 } 自 身 。 于 是 ， 


PU(G)) = (8,{2)} 4 


如 果 一 个 集合 有 个 元 素 ， 那 么 它 的 军 集 就 有 2" 个 元 素 。 我 们 将 在 本 书后 a 
方式 来 证 明 这 一 事实 。 


2.1.6 笛 卡 儿 积 


有 时 候 元 素 聚 集中 其 次 序 是 很 重要 的 。 由 于 集合 是 无 序 的 ， 所 以 就 需要 用 一 种 不 同 的 结构 


来 表示 有 序 的 聚集 。 这 就 是 有 序 二 元 组 。 


有 序 4 元 组 (ordered n-tuple) (al ，a ，…，a。) 是 以 ai 为 第 1 个 元 素 ，as 为 第 2 个 


元 素 ，…，@wn 为 第 nn 个 元 素 的 有 序 聚 集 。 


两 个 有 序 nn 元 组 是 相等 的 当 且 仅 当 每 一 对 对 应 的 元 素 都 相等 。 换 言 之 ，(a!，as，…， 


Qn)=(b, b:, **， 忆 ) 当 且 仅 当 对 于 = .2 “ey Ts 有 a; 二。，;。 特别 地 ， 有 序 二 元 组 称 为 序 
偶 (ordered pair)。 序 偶 (a，5b) 和 (c，4d) 相 等 当 生 仅 当 4a 二 c 和 65 二 4。 注 意 (a,， 5) 和 (5，a) 不 相 
和 等， 除非 < 一 5。 

i 


勒 内 。 笛 卡 儿 (Rene Descartes，1596 一 1650) ”出 生 于 法 国 距 巴黎 西南 约 200 英里 
的 图 尔 附 近 的 一 个 贵族 家 庭 。 他 是 他 父亲 第 一 位 妻子 的 第 三 个 孩子 ， 在 他 出 生 几 天 后 
母亲 就 去 世 了 。 由 于 笛 卡 儿 健康 欠 佳 ， 他 父亲 ， 一 位 省 里 的 法 官 ， 推 迟 了 儿子 接受 正 
| 规 教育 ， 直 到 8 岁 他 才 进 入 La Flache 的 Jesuit 学 院 。 该 校 校 长 喜欢 他 ， 并 因 他 身体 虚 
。 弱 而 允许 他 晚 起 床 。 从 那 时 起 笛 卡 儿 把 早晨 时 间 都 花 在 床上 ， 他 认为 这 是 最 有 利于 他 
| 思考 的 时 间 。 
1612 年 笛 卡 儿 离开 学 校 去 了 巴黎 ， 并 在 那里 学 了 两 年 数学 。1616 年 他 获得 普 


瓦 提 埃 大 学 (University of Poitiers) 的 法 律 学 位 。18 岁 时 笛 卡 儿 厌 倦 了 学 习 ， 决 定 去 看 看 外 面 的 世界 。 
他 移居 巴黎 ， 并 成 为 一 个 成 功 的 赌 徒 。 可 是 他 慢 慢 厌倦 了 这 种 无 聊 的 生活 ， 他 搬 到 了 圣 日 耳 曼 的 郊区 ， 
专注 于 数学 研究 。 当 他 的 赌 友 找 到 他 时 ， 他 决定 离开 法 国 ， 并 参军 。 不 过 他 从 未 参加 过 战斗 。 有 一 天 ， 
当 他 御寒 而 待 在 军营 中 一 间 过 热 的 房间 里 时 ， 他 做 了 几 个 狂热 的 梦 ， 揭 示 他 将 以 数学 家 和 哲学 家 为 


结束 军旅 生涯 以 后 ， 他 游 斋 欧洲 。 然 后， 在 巴黎 待 了 几 年 ， 研 究 数学 和 哲学 ， 并 制造 光学 仪器 。 


笛 卡 儿 决 定 去 荷兰 ， 花 了 20 年 时 间 在 那里 走访 ， 同 时 完成 了 他 最 重要 的 工作 。 这 期 间 他 写 了 几 本 书 ， 
包括 他 最 著名 的 《方法 论 )(Discours)， 该 书 中 有 他 对 解析 几何 的 贡献 。 笛 卡 儿 还 对 哲学 做 出 了 基础 性 的 


1649 年 笛 卡 儿 受 克里斯蒂 娜 女王 邀请 访问 瑞典 宫廷 ， 并 做 她 的 哲学 老师 。 尽 管 他 不 情愿 生活 在 他 所 


说 的 “岩石 和 冰雪 中 的 驴 的 乐土 >， 但 最 终 还 是 接受 邀请 搬 到 瑞典 。 不 幸 的 是 ，1649 一 1650 年 的 冬季 分 外 
寒冷 ， 笛 卡 儿 染 上 了 肺炎 并 于 2 月 中 旬 去 世 。 
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在 随后 几 章 中 我 们 将 要 学 习 的 许多 离散 结构 都 是 基于 (以 笛 卡 儿 的 名 字 命 名 的 ) 集 合 的 笛 卡 
儿 积 的 概念 。 我 们 先 定义 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 。 
令 A 和 B 为 集合 。A 和 B 的 黎 卡 儿 积 (Cartesian product) 用 AXB 表 示 ， 是 所 有 
序 偶 (a，b) 的 集合 ， 其 中 aEA 且 bEB。 于 是 ， 
AXB={(a,b) |a€EAAbeEB}) 
例 16 令 A 为 一 所 大 学 所 有 学 生 的 集合 ，B 表示 该 大 学 开设 的 所 有 课程 的 集合 。A 和 B 
的 笛 卡 儿 积 A XB 是 什么 ， 如 何 应 用 ? 
解 ” 笛 卡 儿 积 AXB 由 所 有 形 如 (a，5) 的 序 偶 组 成 ， 其 中 a 是 该 校 的 学 生 而 5 是 该 校 开 设 
的 一 门 课程 。 集 合 AXB 的 一 种 用 法 是 可 以 用 来 表示 该 校 学 生 选 课 的 所 有 可 能 情况 。 4 
例 17 A={1,，2} 和 B=={a,，6b，c} 的 笛 卡 儿 积 是 什么 ? 
解 笛 卡 儿 积 AXB 是 
AXBS {Cla ly a) 20 (20, S| 
注意 笛 卡 儿 积 AXB 和 BXA 是 不 相等 的 ， 除非 A= 儿 或 B= 名 (这 样 AXB=) 或 A=B 
(参见 练习 31 和 38) 。 其 解释 如 例 18 所 示 。 
例 18 证 明 笛 卡 儿 积 BXA 不 等 于 笛 卡 儿 积 AXB， 其 中 A 和 B 为 如 例 17 中 的 集合 。 
解 笛 卡 儿 积 BXA 是 
BA Sa ano Cb 1) ba Co ys Co, 2 
这 不 等 于 例 17 中 得 到 的 AXB。 S| 
对 于 两 个 以 上 的 集合 也 可 以 定义 笛 卡 儿 积 。 
EEEQg 集合 A!，A,，…，A, 的 笛 卡 儿 积 用 A XA,X.…XA, 表示 ， 是 有 序 4 元 组 (ai， 
Qas，*""…，4,) 的 集合 ， 其 中 a; 属于 A;, i 二 1]，2，…，n。 换 言 之 ， 
A: XA XXA, = {a 0 sa) | a € Asi = 1,2,° ,nn) 
例 19 笛 卡 儿 积 AXBXC 是 什么 , 其 中 A={0, 1}, B={1, 2}, C={0, 1,， 2})? 
解 ” 笛 卡 儿 积 AXBXC 由 所 有 有 序 三 元 组 (a，6b，c) 组 成 其 中 4a€EA, bE€B, cE€EC,。 
因此 ， 
AKBXESI: la, Cs; ly Wm Ly Wy os Dy Os Ur Dds Cor 2 
Cis Ty Os Cho ls Dy Ly To Bs Cy Ys Ais i 


评注 当 A、B、C 是 集合 时 ，(AXB)XC 与 AXBXC 是 不 同 的 (参见 练习 39) 。 


我 们 用 记号 A* 来 表示 AXA， 即 集合 A 和 自身 的 笛 卡 儿 积 。 类 似 地 ，A4 =AXxAXA， 

A 二 AXAXAXA， 等 等 。 更 一 般 地 ， 
A” = ta sias 0 | 三 A,i= 1,2,. ,n} 

例 20 假设 A=({(1，2}。 则 4: 一 {(1，1)，(1，2)，(2，1)，(2，2))} 并 且 A: 一 {((1，1， 

I he ly WO ls Do Dy Ch 2 Wa oa Ts Ls oy i a hy nhs 
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笛 卡 儿 积 AX8B 的 一 个 子 集 R 称 为 是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 个 关系 (relation) 。R 的 元 素 是 
序 偶 ， 其 中 第 一 个 元 素 属 于 A 而 第 二 个 元 素 属 于 B。 例如,，R=={(a, 0),， (a, 1), (a,，3)， 
(6，1)，(8，2)，(c，0) ，(c，3)} 是 从 集合 {a，25，c)} 到 集合 {C0，1，2，3)} 的 关系 。 从 集合 A 
到 其 自身 的 一 个 关系 称 为 是 A 上 的 一 个 关系 。 

例 21 集合 (10，1，2，3} 上 的 小 于 等 于 关系 (如 果 a<6b 则 包含 (a，5)) 中 的 序 偶 是 什么 ? 

解 ” 序 偶 (a，5) 属 于 R 当 和 且 仅 当 a 和 8 属于 {0，1，2，3)} 且 a 二 5。 所 以 ，R 中 的 序 偶 是 
CO OF Or Di CO Ds CO Br CL hs CL Br Cly Vy TR 2 C2 -3DES3 B37 AM 

我 们 将 在 第 9 章 用 详细 的 篇 幅 研究 关系 及 其 性 质 。 


2. 1.7 使 用 带 量 词 的 集合 符号 
有 时 我 们 通过 使 用 特定 的 符号 来 显 式 地 限定 一 个 量化 命题 的 论 域 。 例 如 ，VzESCPCz)) 


Drm 区 
Bp | 
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表示 P(z) 在 集合 S 所 有 元 素 上 的 全 称 量化 。 换 句 话 说 ，Y XE S(P(z)) 是 VYx(rES>P(z)) 的 
简写 。 类 似 地 ， x€E SCP(zx)) 表 示 PCz) 在 集合 S 所 有 元 素 上 的 存在 量化 。 即 3 x€ SCP(zx)) 
是 3XCzESAP(Cz)) 的 简写 。 

例 22 语句 YXxER(z: 宇 0) 和 xE€EZlz 二 1) 的 含义 是 什么 ? 

解 ” 语句 VxE R(x 宇 0) 声 称 对 任意 实数 z，z 宇 0。 这 个 语句 可 以 表达 为 “任意 实数 的 平 
方 是 非 负 的 ”。 这 是 一 个 真 语句 。 

语句 了 zEZ( 关 =1) 声 称 存在 一 个 整数 zx 使 得 三 王 1。 这 个 语句 可 以 表达 为 “有 某 个 整数 ， 
其 平方 是 1”。 这 个 语句 也 是 一 个 真 语句 ， 因 为 z==1 就 是 这 样 一 个 整数 (一 1 也 是 ) 。 | 


2.1.8 真 值 集 和 量词 

现在 我 们 把 集合 理论 和 谓词 逻辑 的 一 些 概念 结合 起 来 。 给 定 谓词 P 和 论 域 D， 定义 PP 的 真 
值 集 (truth set) 为 DD 中 使 PCz) 为 真 的 元 素 工 组 成 的 集合 。P(z) 的 真 值 集 记 为 {zED | PCz) )。 

例 23 谓词 P(zx)、Q(z)、R(z) 的 真 值 集 都 是 什么 ,这 里 论 域 是 整数 集合 ，P (xz) 是 
“|z|=1”，Q(z) 是 “x’:=2”，R(z) 是 “| 工 | 一 z2? 

解 PP 的 真 值 集 {zx€EZ| |z|= 王 1) 是 满足 | 工 | =1 的 整数 集合 。 因 为 当 xz=1 或 z= 一 1 
时 有 |x| 二 1， 而 没有 其 他 整数 xz 能 满足 ， 因 此 已 的 真 值 集 是 (一 1，1) 。 

Q 的 真 值 集 {(zEZ | z= 二 2} 是 满足 x 二 2 的 整数 集合 。 因 为 没有 整数 工 满 足 x 二 2， 所 以 这 
是 个 空 集 。 

R 的 真 值 集 {zxEZ| | z | = 二 zx} 是 满足 | x | =z 的 整数 集合 。 因 为 | z | = 二 xz 当 且 仪 当 zx 过 
0， 所 以 R 的 真 值 集 是 N， 非 负 整 数 集合 。 4 

注意 YzP(z) 在 论 域 U 上 为 真 当 且 仅 当 己 的 真 值 集 是 集合 U。 同 样 ，3 xP(z) 在 论 域 U 上 
为 真 当 且 仅 当 P 的 真 值 集 非 空 。 


练习 

1. 列 出 下 述 集 合 的 成 员 。 
a){zZz | 工 是 使 得 z: 王 1 的 实数 } b){z | 并 是 小 于 12 的 正 整 数 } 
c){z | 工 是 一 个 整数 的 平方 且 z 二 100} d){z|z 是 整数 且 xz? 二 2} 


2. 用 集合 构造 器 给 出 下 列 每 个 集合 的 描述 。 
tO0r 9 6 1 b){—3, —2, —1, 0, 1, 2, 3} 
Ci{m, n, o, p} 
3. 对 下 面 每 一 对 集合 ,判断 第 一 个 是 否 是 第 二 个 的 子 集 ， 第 二 个 是 否 是 第 一 个 的 子 集 ， 或 者 哪个 也 不 是 
另 一 个 的 子 集 。 
a) 从 纽约 至 新 德里 的 航空 公司 航班 的 集合 ， 从 纽约 至 新 德里 的 不 经 停航 空 公司 航班 的 集合 。 
b) 说 英语 的 人 的 集合 ， 说 中 文 的 人 的 集合 。 
c) 飞 鼠 的 集合 ， 会 飞行 的 生物 的 集合 。 
4. 对 下 面 每 一 对 集合 ， 判 断 第 一 个 是 否 是 第 二 个 的 子 集 ， 第 二 个 是 否 是 第 一 个 的 子 集 ， 或 者 哪个 也 不 是 
另 一 个 的 子 集 。 
a) 说 英语 的 人 的 集合 ， 说 带 有 澳大利亚 口音 的 英语 的 人 的 集合 。 
b) 水 果 的 集合 ， 柑 橘 类 水 果 的 集合 。 
c) 学 习 离散 数学 的 学 生 的 集合 ， 学 习 数 据 结构 的 学 生 的 集合 。 
5. 判断 下 面 每 对 集合 是 否 相 等 。 
Ly da Ds 3 Gly Geils Bs by{{1}}, 《ls {1)} 
O08, {8} 
6. 设 A={2, 4，6)}, B= 二 {2，6}, C= 二 {4，6}，D= 二 {4，6，8}。 判 断 这 些 集 合 中 哪个 是 另外 一 个 的 子 集 。 
7. 对 下 面 的 每 个 集合 ， 判 断 2 是 否 为 该 集合 的 元 素 。 
a){(>zER |z 是 大 于 1 的 整数 } b){zER |z 是 一 个 整数 的 平方 } 
ce) {2, {2})} d){{2}, {{(2)}}} 
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e){{2}, {2, {2)}} f)({{2)}} 

8. 对 练习 7 中 的 每 个 集合 ， 判 断 {2} 是 否 为 该 集合 的 一 个 元 素 。 

9. 判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 
a)06E 他 b) YE {0} OO{0}CG 
VOGTS{O) e){0}€ {0} f){0}C{0}) 
DDIES{G} 

10. 判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 
VDEID} DOYIE{LS, (8)}} OO{G}E{L} 
dL}IE{(GS)} GIC{IGD, {2}} D{{G}I}IC{G, {2)} 


(DCD)}, (2G)}} 
11. 判断 下 列 语句 是 真 还 是 假 。 
a)rE{z)} b){z}S{(z)》 e){(z)E{z) 
d) {zx}€E{{zr}} CGE!{z} DG ELz} 
12. 用 文 氏 图 说 明 所 有 不 超过 10 的 正 整数 集合 中 的 奇数 子 集 。 
13. 用 文 氏 图 说 明 在 一 年 所 有 的 月 份 集合 中 月 份 名 称 中 不 包含 字母 R 的 所 有 月 份 的 集合 。 
14. 用 文 氏 图 说 明 集 合 关系 ASB 和 BESEC。 
15. 用 文 氏 图 说 明 集合 关系 ACB 和 了 CC。 
16. 用 文 氏 图 说 明 集 合 关 系 ACB 和 ACC。 
17. 假定 A、B 和 C 为 集合 ， 且 ASCSB，BCC。 证明 ASC。 
18. 找 出 两 个 集合 A 和 忆 ， 使 得 AEB 且 ASB。 
19. 下 列 各 集合 的 基数 是 什么 ? 


a) {a} b){ (a)}} 
c){a, {a}} d){a, {a}, {a, {a}}} 
20. 下 列 各 集合 的 基数 是 什么 ? 
a) 休 b) {2} 
OG, {gg}} dG, {2}, {GS, {BG}}} 
21. 找 出 下 列 各 集合 的 寡 集 。 
a){a} b){a, 5b} OO{(G, (ZB}} 


22. 如 果 A 和 B 是 两 个 集合 ， 且 有 相同 的 寡 集 ， 能 否 得 出 结论 A=B? 
23. 下 列 集合 各 有 多 少 个 元 素 ? 


aP({a, b, {a, b}}) DP({YG, a, {a}, {{a}}}) OPPCG)) 
24. 判断 下 列 各 集合 是 否 为 某 集 合 的 寡 集 。 
3a) 他 b){Z, {a}} 
OO{G, {a}, {GS, a}} DD{G, {la}, 46}, {a, 6b}} 


25. 证 明 P(A)SEPCB) 当 上 且 仅 当 ASB。 

26. 证 明 如 果 ASCSC 并 且 BED, 则 AXBCCXD. 

27. 令 A={a, 65， c，d}， B= 一 {y，xz}。 求 
a)AXB bBxXA 

28. 令 A 为 一 所 大 学 的 数学 系 所 开设 课程 的 集合 ，B 为 该 大 学 所 有 数学 教授 的 集合 ， 笛 卡 儿 积 AXB 是 
什么 ? 给 出 一 个 例子 说 明 这 个 笛 卡 儿 积 如 何 使 用 。 

29. 笛 卡 儿 积 AXBXC 是 什么 其 中 A 是 所 有 航线 的 集合 ，B 和 C 都 是 所 有 美国 城市 的 集合 ? 给 出 一 个 
例子 说 明 这 个 笛 卡 儿 积 如 何 使 用 。 

30. 假定 AXB= 儿 ， 其 中 A 和 B 为 集合 。 你 能 得 出 什么 结论 ? 

31. 令 A 为 集合 。 证明 ZXA=AX 2=。 

32. 令 A={a, 4b, c},，B={z，y}，C={0，1}。 求 
a)AXBXC bICxBXxA 
CXAXB dBXBxXB 

33. 求 A? 如 果 
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a)A= {0,， ls 3} b)A= {1,， 2, a, pb} 
34. 求 A 如 果 
a)A= {a} b)A= {0, a} 


35. 如 果 A 有 m 个 元 素 ，B 有 个 元 素 ， 则 AXB 有 多少 个 不 同 的 元 素 ? 

36. 如 果 A 有 wm 个 元 素 ，B 有 个 元 素 ，C 有 个 元 素 ， 则 AXBXC 有 和 多少 个 不 同 的 元 素 ? 
37. 如 果 A 有 wm 个 元 素 且 n 是 一 个 正 整 数 ， 则 A" 有 多 少 个 不 同 的 元 素 ? 

38. 证 明 AXB 关 BXA 除非 A 二 B， 其 中 A 和 B 均 为 非 空 集合 。 

39. 试 解释 为 什么 AXBXC 和 (AXB)XC 不 同 。 

40. 试 解释 为 什么 (AXB)X(CXD) 和 AX(BXC)XD 不 同 。 

41. 将 下 列 量化 表达 式 翻 译 成 汉语 句子 并 确定 其 真 值 。 


一 


a)VZER(Cz: 和 天 一 1) b) 习 zEZ(Cz?z 一 2) 

c)YZzEZ(Czz 二 0) d) 习 zER(Cz:z 一 Z) 
42. 将 下 列 量 化 表达 式 翻 译 成 汉语 句子 并 确定 其 真 值 。 

a) 导 ZER(z 一 一 1) b) jzEZ(z+1> Zz) 

c)YZzEZ(CZz 一 1EZ) DVrEZr ED 
43. 给 出 以 下 各 个 谓词 的 真 值 集合 ， 这 里 域 是 整数 集合 。 

a)P(z): zr:<=3 b)Q(z): rz:>zx 


c)R(Cz): 2z 十 1 一 0 
44. 给 出 以 下 各 个 谓词 的 真 值 集合 ， 这 里 域 是 整数 集合 。 
a)P(z); Zz’>] b)Q(z): z=2 
OR(z): zz 
* 45. 序 偶 所 定义 的 性 质 是 两 个 序 偶 相等 当 且 仅 当 其 第 一 个 元 素 相等 上 且 第 二 个 元 素 相 等 。 令 人 惊奇 的 是 ， 
我 们 可 以 用 集合 论 的 基本 概念 来 构造 序 偶 ， 从 而 取代 用 序 偶 作 为 最 基本 的 概念 。 证 明 如 果 将 序 偶 (a， 
b 定 义 为 {{ta)，{a，8))}， 那 么 (ae， 纪 一 (c，d) 当 且 仅 当 a=c 且 0 一 d。[ 提 示 : 首先 证 明 {{a)，{(a， 
b))} 一 {({c)}，{(c，d))} 当 且 仅 当 a=< 且 2 一 d。] 
x* 46. 这 里 介绍 罗素 悖 论 (Russels paradox) 。 令 S 为 这 样 的 集合 ， 它 包含 集合 z 如 果 集 合 z 不 属于 它 自 己 ， 
即 S={z| zxG 红 z)。 
立 a) 证 明 从 S 是 它 自 己 的 一 个 元 素 的 假设 能 推出 矛盾 。 
b) 证 明 从 S 不 是 它 自己 的 一 个 元 素 的 假设 能 推出 矛盾 。 
从 a) 和 b) 可 知 ，S 不 可 能 是 由 其 定义 所 描述 的 集合 。 这 一 悖 论 是 可 以 避免 的 ， 只 要 对 集合 可 以 拥有 
的 元 素 类 型 加 以 限制 即 可 。 
* 47. 给 出 一 个 能 列 出 一 个 有 限 集合 所 有 子 集 的 步骤 。 


2.2 集合 运算 


2.2.1 引言 
两 个 或 多 个 集合 可 以 以 许多 不 同 的 方式 结合 在 一 起 。 例 如 ， 从 学 校 主 修 数 学 的 学 生 集合 和 
器 主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集合 人 手 ， 可 以 构成 主 修 数 学 或 计算 机 科学 的 学 生 集合 、 既 主 修 数学 又 
主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集合 、 所 有 不 主 修 数 学 的 学 生 集合 等 。 
令 A 和 B 为 集合 。 集 合 A 和 B 的 并 集 ， 用 AUB 表 示 ， 是 一 个 集合 ， 它 包含 A 
或 BB 中 或 同时 在 A 和 B 中 的 元 素 。 
一 个 元 素 z 属 于 A 和 B 的 并 集 当 且 仅 当 xz 属于 A 或 x 属于 B。 这 说 明 
AUB=(zlzEA4AVzEEB) 
1 所 示 的 文 氏 图 表示 两 个 集合 A 和 B 的 并 集 。 表 示 A 的 圆圈 内 或 表示 B 的 圆圈 内 的 阴 
影 区 域 表 示 A UB。 
我 们 将 给 出 集合 并 集 的 例子 。 
例 1 集合 (1，3，5)} 和 集合 (1，2，3) 的 并 集 是 集合 (1，2，3，5}， 即 {1，3，5)}U{1，2， 
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ee 中 4 
例 2 学 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集 合 与 主 修 数 学 的 学 生 集合 的 并 集 就 是 或 主 修 数 学 或 主 
修 计 算 机 科学 或 同时 主 修 这 两 个 专业 的 学 生 的 集合 。 4 
令 和 AA 和 B 为 集合 。 集 合 A 和 B 的 交集 ， 用 A 门 B 表示 ， 是 一 个 集合 ， 它 包含 同 
时 在 A 和 B 中 的 那些 元 素 。 
一 个 元 素 zx 属于 集合 A 和 B 的 交集 当 且 仅 当 z 属于 A 而 且 zz 属于 B。 这 说 明 
ANMB={xz|IzEAAzrEB} 
图 2 所 示 的 文 氏 图 表示 和 集合 A 和 B 的 交集 。 同 时 在 代表 A 和 B 的 两 个 圆 之 内 的 阴影 区 域 
表示 A 和 了 的 交集 。 





A U 8 为 阴影 区 4mB 为 阴影 区 
图 1 A 和 B 并 集 的 文 氏 图 图 2 A 和 B 交集 的 文 氏 图 
我 们 给 出 交集 的 几 个 例子 。 
例 3 集合 {1，3，5} 和 {1，2，3} 的 交集 是 {1，3}， 即 {1, 3, 5} 站 {1, 2，3}= 二 {1，3}。 
本 
例 4 学 校 所 有 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集合 与 所 有 主 修 数学 的 学 生 集 合 的 交集 是 所 有 了 既 主 
修 计算 机 科学 又 主 修 数学 的 学 生 的 集合 。 


再 站 两 个 集合 称 为 是 不 相交 的 ， 如 果 它 们 的 交集 为 空 集 。 

例 5 令 A={(1，3，5，7，9}， 而 B=(2，4，6，8，10}。 因 为 AP 站 B=g， 所 以 A 和 了 
不 相交 。 S| 

我 们 经 常 对 寻找 集合 的 并 集 的 基数 很 感 兴 趣 。 注意 |A | 十 1B| 把 只 属于 A 或 只 属于 B 
的 元 素数 了 恰好 一 次 ， 而 对 既 属 于 A 又 属于 B 的 元 素数 了 恰好 两 次 。 因 此 ， 如 果 从 | A | 十 
| B | 中 减 去 同时 属于 A 和 B 的 元 素 的 个 数 ， 则 A 门 B 中 的 元 素 也 就 只 数 了 一 次 。 于 是 

I1AUB|I=|AI|+|B|I-|ANBI| 

把 这 一 结果 推广 到 任意 多 个 集合 的 并 集 就 是 所 谓 的 包含 排斥 原理 或 简称 容 斥 原理 (principle of 
inclusion-exclusion) 。 容 斥 原理 是 枚 举 中 的 一 项 重要 技术 。 我 们 将 在 第 6 章 和 第 8 章 详细 讨论 这 
一 原理 和 其 他 的 计数 技术 。 

还 有 其 他 一 些 重要 的 组 合集 合 的 方式 。 

FE 今 A 和 B 为 集合 。A 和 B 的 差 集 ， 用 A 一 B 表 示 ， 是 一 个 集合 ， 它 包含 属于 A 
而 不 属于 B 的 元 素 。A 和 B 的 差 集 也 称 为 B 相对 于 A 的 补 集 。 


评注 集合 A 和 B 的 差 集 有 时 候 也 记 为 A\B。 


一 个 元 素 二 属于 A 和 B 的 差 集 当 且 仅 当 xzEA 且 zB， 这 说 明 
A—B={x|Ixzx€EAAzxrg¢B) 
图 3 所 示 的 文 氏 图 表示 集合 A 和 B 的 差 集 。 在 表示 集合 A 的 圆圈 内 部 同时 在 表示 集合 了 如 
的 圆圈 外 部 的 阴影 区 域 表示 A 一 B。 
让 我 们 举 几 个 差 集 的 例子 。 
例 6 集合 {1，3，5} 和 {1，2，3} 的 差 集 是 {5}， 即 {1，3，5) 一 {1，2，3}) 二 {5)}。 这 不 同 
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于 {1，2，3} 和 {1，3，5} 的 差 集 {2}。 q 
例 7 学 校 主 修 计算 机 科学 的 学 生 集 合 和 主 修 数 学 的 学 生 集合 的 差 集 是 学 校 主 修 计 算 机 科 
学 但 不 主 修 数 学 的 学 生 集合 。 4 


一 旦 指定 了 全 集 U， 就 可 以 定义 集合 的 补 集 。 
EEE 回 今 U 为 全 集 . 集合 A 的 补 集 ， 用 和 A 表示， 是 A 相对 于 UU 的 补 集 。 所 以 , 集合 A 
的 补 集 是 U 一 A。 
”一 个 元 素 z 属 于 A 当 且 仅 当 x KA。 这 说 明 
A= {ze€EUl|lz¢ A) 
图 4 中 代表 集合 A 的 圆圈 外 面 的 阴影 区 域 表示 A 。 





4 -8 为 阴影 区 艺 为 阴影 区 


图 3 A 和 B 的 差 集 的 文 氏 图 (阴影 部 分 图 4 集合 A 的 补 集 的 文 氏 图 (阴影 
是 A 一 B) 部 分 是 A ) 
我 们 举 几 个 补 集 的 例子 。 
例 8 令 A={a，e，i,o，u}( 其 中 全 集 为 英语 字母 表 中 字母 的 集合 )。 那 么 A 二 {6b, c,d， 
fs ie hos jo ky Ls Wey Rha ds ss Ey Vs Ws aT 本 


例 9 令 4 为 大 于 10 的 正 整 数 的 集合 (全 集 为 所 有 正 整 数 集合 )。 那 么 A = 二 {1，2，3, 4， 
Ss By To Bs Gs LO 抬 
下 面 的 证 明 留 给 读者 : 可 以 用 A 和 B 的 补 集 的 交集 来 表示 A 和 B 的 差 集 。 即 
A—B=ANB 


2. 2.2 集合 恒等式 

表 1 列 出 了 最 重要 的 集合 恒等式 。 我 们 将 用 三 种 不 同 的 方法 证 明 其 中 的 几 个 恒等式 。 介 绍 
这 些 方法 是 想 说 明 对 一 个 问题 的 求解 往往 有 不 同 的 途径 。 表 中 未 证 明 的 恒等式 留 给 读者 练习 。 
读者 应 该 注意 这 些 集合 恒等式 和 1. 3 节 讨 论 的 逻辑 等 价 式 的 相似 之 处 (比较 1.6 节 中 表 6 和 这 
里 的 表 1) 。 事 实 上 ， 这 里 给 出 的 集合 恒等式 可 以 直接 由 对 应 的 逻辑 等 价 式 证 明 。 不 仅 如 此 ， 
这 两 者 都 是 布尔 代数 (在 第 12 章 讨 论 ) 中 的 恒等式 的 特例 。 


表 1 集合 恒等式 








(B=A 
AUB=BUA 
ANB=BNA 
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( 续 ) 

恒 等 式 名 称 
AU(BUO=(AUB)UC 
UBUO=(AUB)U Pe 
ANMN(BNO=(ANBNMC 
AU(BNMNO=(AUBN (AUO 
ANMN(BUO=(ANMNB)U ANO) 分 配 律 
ANMB=AUB , 
AUB=ANB i 
AU(ANMB)=A 
AN(AUB)=A Eee 
ee 互补 律 
ANMNA=@ 


证 明 集合 相等 的 一 种 方法 是 证 明 每 一 个 是 另 一 个 的 子 集 。 回 想 一 下 为 了 证 明 一 个 集合 是 另 
一 个 集合 的 子 集 ， 可 以 通过 证 明 一 个 元 素 如 果 属 于 第 一 个 集合 ， 必 和 定 属于 第 二 个 集合 。 通 常 我 
们 用 直接 证 明 法 来 证 明 。 我 们 将 通过 证 明 第 一 德 . 摩根 律 来 说 明 这 一 方法 。 

例 10 证 明 A 门 B=AUB. 

解 ” 我 们 通过 证 明 互 为 子 集 来 证 明 两 个 集合 A 门 B 和 AUB 相等。 

首先 ,证明 A 门 BSAUB。 这 个 可 以 通过 证 明 如 果 z 在 A 门 B 中 ， 则 也 必然 在 AUB 中 来 实 
现 。 现 在 假定 zxE A 人 mB。 根据 补 的 定义 ，zx 蒜 AnnB。 再 由 交集 的 定义 可 知 ， 命 题 a4((zE A) 人 
(zxEB)) 为 真 。 

再 应 用 命题 逻辑 的 德 ， 摩根 律 ， 可 得 ~ (xEA) 或 2-(zEB)。 根据 命题 否定 的 定义 ， 有 ww 
XfA 或 I B。 再 由 补 集 的 定义 ， 这 蕴含 着 zEA 或 zEB。 因 此 ， 由 并 集 的 定义 ， 可 得 
XEAUB。 从 而 得 证 A 门 BCAUB。 

接 下 来 , 证 明 AUBCSCAAB。 这 个 可 以 通过 证 明 如 果 zz 在 AUB 中 ， 则 也 必然 在 A 门 B 中 
来 做 到 。 现 假设 zxEAU 巨 。 由 并 集 的 定义 ， 我 们 知道 -EA 或 EB。 用 补 的 定义 ,可 得 xFA 
或 TE B。 所 以 ， 命题 ~a(xXE A)V-.(zEB) 为 真 。 

再 应 用 命题 逻辑 的 德 ， 摩根 律 ， 可 得 上 (CCzEA)ACzEB)) 为 真 。 由 交集 的 定义 ， 可 得 
(xEANB) 成 立 。 再 由 补 集 的 定义 ， 可 以 得 出 zxEA 门 B。 这 就 证 明了 AUBSANMB.。 

由 于 已 经 证 明了 每 一 个 集合 是 另 一 个 的 子 集 ， 所 以 这 两 个 集合 相等 ， 便 等 式 得 证 。 本 

我 们 可 以 用 集合 构造 器 来 更 简洁 地 表达 例 10 中 的 推理 过 程 ， 如 例 11 所 示 。 

例 11 用 集合 构造 器 和 逻辑 等 价 式 来 证 明 第 一 德 ， 摩根 律 A 门 B= 二 AUB。 

解 ”通过 下 列 步 又 证 明 这 一 恒等式 。 


ANMNB={z | x¢ ANMB} 补 集 的 定义 
={z|- (rE (ANB))) 不 属于 符号 的 含义 
={z|- (rEAANzrEB)} 交集 的 定义 
={z|-(rEA)V-1zEB)} 逻辑 等 价 式 的 第 一 德 。 摩根 律 
一 { 工 | XEAVrFEB) 不 属于 符号 的 含义 
={zx| xEAV zxEB) 补 集 的 定义 
={z| xEAUB) 并 集 的 定义 
=AUB 集合 构造 器 记号 的 含义 
注意 除了 用 到 补 集 、 并 集 、 集 合成 员 、 集 合 构造 器 记号 的 定义 外 ， 这 个 证 明 还 用 到 了 逻辑 
等 价 式 的 第 一 德 . 摩根 律 。 S| 


当 通 过 证 明 恒等式 的 一 边 是 另 一 边 的 子 集 的 方式 来 证 明 涉 及 两 个 以 上 集合 的 恒等式 时 ， 需 
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要 跟踪 一 些 不 同 的 情形 ， 如 证 明 集合 分 配 律 的 例 12 所 示 。 

例 12 证 明 表 1 中 的 第 二 分 配 律 : 对 任意 集合 A、B 和 C, 证 明 ANn(BUCOC)=(ANMB)U 
(AmcC) 。 

解 ”我 们 将 通过 说 明 等 式 的 每 一 边 是 另 一 边 的 子 集 来 证 明 这 个 恒等式 。 

假定 zEAm(CBUC) 。 那 么 zE4A 且 zEBUC。 由 并 集 的 定义 可 得 ，zEA, 且 rzEB 或 
ZEC( 或 两 者 ) 。 换 句 话 ， 是 我 们 知道 复合 命题 CzEA)A((CzEB) V(CzEC)) 为 真 。 再 由 合 取 对 
析 取 的 分 配 律 ， 有 ((zEA)A(CzEB))V(CzEA)ACzEC))。 因 此 可 得 ， 或 者 xEA 且 zxEB， 
或 者 zxEA 且 zEC。 由 交集 的 定义 ， 可 知 zEAmB 或 zEA4Amc。 使 用 并 集 的 定义 ， 可 得 出 
XE(ANMmB)U(ANC)。 从 而 得 出 结论 AN (BUOSCANMB)UC(ANO)。 

现在 假定 zxzE(CAmB)UCAPmcC)。 则 由 并 集 的 定义 ，zEA4AmB 或 zxEA4mcC。 由 交集 的 定义 
可 得 ，xEA 且 xEB, 或 者 TEA 且 xEC。 由 此 可 知 ，zEA, 并 且 xEB 或 TEC。 因 此 ， 由 
并 集 的 定义 可 知 ，zEA 且 zxEBUC。 再 由 交集 的 定义 ， 可 得 zx€ANn(BUC)。 从 而 得 出 结论 
(AnB)IUCAnCSEAnCBUC) 。 这 就 完成 了 该 恒等式 的 证 明 。 本 

”集合 恒等式 还 可 以 通过 成 员 表 来 证 明 。 我 们 考虑 一 个 元 素 可 能 属于 的 集合 的 每 一 种 组 合 ， 
并 验证 在 相同 集合 组 合 中 的 元 素 同 属于 恒等式 两 边 的 集合 。 用 1 表示 元 素 属于 一 个 集合 ， 用 0 
表示 元 素 不 属于 一 个 集合 (读者 应 注意 到 成 员 表 和 真 值 表 的 相似 之 处 ) 。 

例 13 用 成 员 表 证 明 Am(CBUC=(AnB)UCAmnC) 。 

解 表 2 给 出 了 这 些 集合 组 合 的 成 员 表 。 这 个 表格 有 8 行 。 由 于 对 应 于 APm(CBUcC) 和 
CAmnB)UCAmnC) 的 两 列 相 同 ， 所 以 恒等式 有 效 。 4 

已 经 证 明 过 的 集合 恒等式 可 以 用 来 证 明 其 他 的 集合 恒等式 。 考 虑 下 面 的 例 14。 


表 2 分 配 律 的 成 员 表 





(AmnB)UGC4AmnC) 
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例 14 令 A、B、C 为 集合 。 证 明 


AUEIOS=CWBNA 
解 ” 我 们 有 
AU(BNMO=ANBNO) 由 第 一 德 。 摩根 律 
=AN(BUO) 由 第 二 德 。 摩根 律 
=(BUONA 由 交集 的 交换 律 
=(CUB)NA 由 并 集 的 交换 律 4 


2.2.3 扩展 的 并 集 和 交集 

由 于 集合 的 并 集 和 交集 满足 结合 律 ， 所 以 只 要 A、B、C 为 集合 , 则 AUBUC 和 ANBNC 
均 有 定义 ， 即 这 样 的 记号 是 无 二 义 性 的 。 也 就 是 说 ， 我 们 不 需要 用 括号 来 指明 哪个 运算 在 前 ， 
因为 AUCBUC)=(AUB)UC 及 AmnCBnCc=(CAnB)mncC。 注意 AUBUC 包含 那些 至 少 属 
于 A、B、C 中 一 个 集合 的 元 素 , 而 ANBNC 包 含 那些 属于 A、B、C 全 部 3 个 集合 的 元 素 。3 
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个 集合 A、B、C 的 这 两 种 组 合 如 图 5 所 示 。 





a) 阴影 部 分 是 4UBUC b) 阴影 部 分 是 An BNC 
图 5 集合 A、B、C 的 并 集 和 交集 


例 15 令 A=1{10, 2, 4, 6, 8}, B={0, 1, 2, 3, 4}, C={0, 3, 6,9}。AUBUC 和 
ANMNBNC 是 什么 ? 
解 AUBUC 包 括 那 些 至 少 属于 A、B、C 之 一 的 元 素 。 所 以 
ABUC= {tl 60089) 
集合 A 站 BNC 包 括 那 些 属于 全 部 3 个 集合 的 元 素 。 因 此 
人 AMBITS 0) S| 
还 可 以 考虑 任意 多 个 集合 的 并 集 和 交集 。 引 入 下 面 的 定义 。 
一 组 集合 的 并 集 是 包含 那些 至 少 是 这 组 集合 中 一 个 集合 成 员 的 元 素 的 集合 。 
我 们 用 下 列 记 号 





AUbUrUA= LU 
表示 集合 Ai, Jy 0 的 并 集 。 
| 一 组 集合 的 交集 是 包含 那些 属于 这 组 集合 中 所 有 成 员 集合 的 元 素 的 集合 。 
我 们 用 下 列 记 号 
AnaAn:na= 门 4 
表示 集合 4 ，A, ，…，A, 的 交集 。 我 们 用 例 16 说 明 扩展 的 并 集 和 交集 。 


例 16 令 Ai={i, 计 1，i 计 2，…}，i 一 1，2，…。 那 么 ， 
U A; =U fii 二 1si 十 2,"…) 二 {1,2,3,…)} 
而 
M4 = it li = {nn 二 1,n 十 2,…} 一 A， 4 


我 们 可 以 将 并 集 和 交集 的 记号 扩展 到 其 他 系列 的 集合 。 尤 其 可 以 使 用 下 面 的 记号 
4AU4U…UA4.U… =UA 
表示 集合 A;，As ，…，A,… 的 并 集 。 类似 地 ， 这 些 集合 的 交集 可 以 表示 为 
A.NAN NA.N- 一 门 4 


更 一 般 地 ， 当 I 是 一 个 集合 时 ， 可 以 用 记号 门 ,erA， 和 UieiA, 分 别 表 示 对 于 ziETI 的 集合 A， 
的 交集 和 并 集 。 注意 我 们 有 门 jiszA; 一 (并 | Yi€EI(zE A,)} 和 UisrA， ={z| Ji€EI(zE A,)}, 
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例 17 假设 对 于 1 一 ]， 5 Ry ba 集合 A,={1， 2, Ss Ss i}。 那么 ， 
UU A =U {1,2,3,.%,i) = {1,2,3,%} = Zt 


i 一 1 


oo 


Nas 


一 1 


要 想 知道 这 些 集合 的 并 集 是 正 整 数 集 ， 注 意 每 一 个 正 整 数 至 少 属于 一 个 集合 ， 因 为 整数 ? 
属于 4A, 一 (1，2，…，?}， 并 且 集合 中 的 每 一 个 元 素 都 是 正 整 数 。 要 想 知 道 这 些 集 合 的 交集 是 
{1}， 注 意 属 于 所 有 集合 A,，A:，… 的 元 素 只 有 1。 也 就 是 说 ，Ai 二 {1}， 而 且 对 于 ;一 1， 
2，… 均 有 1EA,。 本 


2.2.4 集合 的 计算 机 表示 

计算 机 表示 集合 的 方式 有 多 种 。 一 种 办 法 是 把 集合 的 元 素 无 序 地 存储 起 来 。 可 是 如 果 这 样 
的 话 ， 在 进行 集合 的 并 集 、 交 集 或 差 集 等 运算 时 会 非常 费时 ， 因 为 这 些 运算 将 需要 进行 大 量 的 
元 素 搜索 。 我 们 将 要 介绍 一 种 利用 全 集中 元 素 的 任何 一 种 顺序 来 存放 集合 元 素 的 方法 。 集 合 的 
这 种 表示 法 使 我 们 很 容易 计算 集合 的 各 种 组 合 。 

假定 全 集 U 是 有 限 的 (而 且 大 小 合适 ,使 上 的 元 素 个 数 不 超 过 计算 机 能 使 用 的 内 存量 )。 


首先 为 U 的 元 素 任意 规定 一 个 顺序 ， 例 如 wa ，as。，…，a,。 于 是 可 以 用 长 度 为 n 的 位 串 来 表示 
U 的 子 集 A: 其 中 位 串 中 第 i 位 是 1， 如 果 a; 属于 A; 是 0， 如 果 ai 不 属于 A。 例 18 阐明 了 这 
志方 法 。 


例 18 令 U=(1，2，3，4，5，6，7，8，9%，10}， 而 且 U 的 元 素 以 升序 排序 ， 即 a;=i。 
表示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 、 所 有 偶数 的 子 集 和 不 超过 5 的 整数 的 子 集 的 位 串 是 什么 ? 
解 ” 表示 U 中 所 有 奇数 的 子 集 {1，3，5，7，9} 的 位 串 ， 其 第 1、3、5、7、9 位 为 1， 其 他 
位 为 0。 即 
10 1010 1010 
(我 们 已 把 长 度 为 10 的 位 串 分 成 长 度 为 4 的 片段 组 合 以 便 阅 读 )。 类 似 地 ，U 中 所 有 偶数 的 子 
集 ， 即 (2，4，6,，8，10}， 可 由 位 串 
01 0101 0101 
表示 。U 中 不 超过 5 的 所 有 整数 的 集合 (1，2，3，4，5}， 可 由 位 串 
11 1110 0000 
表示 。 4 
用 位 串 表示 集合 便于 计算 集合 的 补 集 、 并 集 、 交 集 和 差 集 。 要 从 表示 和 集合 的 位 串 计算 它 的 
补 集 的 位 串 ， 只 需 简 单 地 把 每 个 1 改 为 0， 每 个 0 改 为 1， 因 为 xEA 当 且 仅 当 xz A 。 注 意 当 
把 每 位 看 成 是 真 值 时 (用 1 表示 真 ，0 表示 假 )， 上 述 运算 对 应 于 取 每 位 的 非 。 
例 19 我 们 已 经 知道 集合 (1，3，5，7，9} 的 位 串 ( 全 集 为 (1，2，3，4，5，6，7，8，9， 
10}) 是 
10 1010 1010 
它 的 补 集 的 位 串 是 什么 ? 
解 用 0 取代 1, 用 1 取代 0， 即 可 得 到 此 集合 的 补 集 的 位 串 
01 0101 0101 
这 对 应 于 集合 {2，4，6，8，10) 4 
要 想得到 两 个 集合 的 并 集 和 交集 的 位 串 ， 我 们 可 以 对 表示 这 两 个 集合 的 位 串 按 位 做 布尔 运 
算 。 只 要 两 个 位 串 的 第 位 有 一 个 是 1， 则 并 集 的 位 串 的 第 ;位 是 1， 而 当 两 位 都 是 0 时 为 0。 
因此 ， 并 集 的 位 串 是 两 个 集合 位 串 的 按 位 或 (bitwise OR)。 当 两 个 位 串 的 第 i 位 均 为 1 时 ， 交 
集 位 串 的 第 i 位 为 1， 否 则 为 0。 因 此 交集 的 位 捉 是 两 个 集合 位 串 的 按 位 与 (bitwise AND) 。 


基本 结构 : 集合 、 范 数 、 序 列 、 求 和 与 算 阵 115 





例 20 集合 (1，2，3，4，5} 和 {1，3，5，7，9} 的 位 串 分 别 是 11 1110 0000 和 10 1010 
1010。 用 位 串 找 出 它们 的 并 集 和 交集 。 
解 ”这 两 个 集合 的 并 集 的 位 串 是 
11 1110 0000 V 10 1010 1010=11 1110 1010 
它 对 应 集合 (1L1，2，3，4，5，7，9}。 这 两 个 集合 的 交集 的 位 串 是 
11 1110 0000 A 10 1010 1010=10 1010 0000 


它 对 应 集合 {L，3，5) 。 S| 
练习 
1. 令 A 为 住 在 离 学 校 一 英里 以 内 的 所 有 学 生 的 集合 ，B 是 走路 上 学 的 所 有 学 生 的 集合 。 描 述 下 列 各 集合 
中 的 学 生 : 
aANMNB b)AUB 
A—B d)B—A 
2. 假定 A 是 学 校 二 年 级 学 生 的 集合 ，B 是 学 校 选修 离散 数学 课 的 学 生 集 合 。 用 A 和 B 来 表示 下 列 各 个 
集合 。 


a) 学 校 选 修 离散 数学 课 的 二 年 级 学 生 集 合 。 

b) 学 校 不 选修 上 离散 数学 课 的 二 年 级 学 生 集合 。 

c) 学 校 二 年 级 学 生 或 选修 离散 数学 课 的 学 生 的 集合 。 

d) 学 校 里 既 不 在 二 年 级 学 生 也 不 选修 离散 数学 课 的 学 生 的 集合 。 
3. 令 A={1,， 2,，3, 4，5}，B=={0，3，6}。 求 


a)AUB b)A 门 如 
时 区 一 再 d)B—A 

4. 令 A={ar bs cs dy ejs BE={as bs Bs dy er fr gy MG: 求 
a)AUB DANMB 
cA—B d)B 一 A 


在 练习 5 一 10 中 ,假定 A 是 某 个 全 集 U 的 子 集 。 
5. 证 明 表 1 中 的 补 集 律 : 五 =A。 
6. 证 明 表 1 中 的 恒 等 律 


a)AUG=A by)ANU=A 
7. 证 明 表 1 中 的 支配 律 : 

a)AUU=U DANMNG=8 
8. 证 明 表 1 中 的 宕 等 律 : 

a)AUA=A bAmnA=A 
9. 证 明 表 1 中 的 交换 律 ; 

a)AUA=U DANA=Z 
10. 证 明 : 

a)A—Z=A D2—A=8 
11. 令 A 和 B 为 两 个 集合 。 试 证 明 表 1 中 的 交换 律 : 

a)AUB=BUA bb)ANB=BNA 


12. 证 明 表 1 中 的 第 一 个 吸收 律 : 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 ， 那么 AU (AN 门 B)=A.， 

13. 证 明 表 1 中 的 第 二 个 吸收 律 : 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 ,那么 ANn (AUB)=A。 

14. 如 果 A 一 B= 二 {1,，5, 7，8},，B 一 A 二 {2,10}, 且 A 站 B= 二 {3，6，9}, 试 找 出 集合 A 和 B。 

15. 通过 以 下 两 种 方式 证 明 表 1 中 的 第 一 个 德 。 摩根 律 : 如 果 A 和 B 为 两 个 集合 ,那么 AUB=ANB 


a) 通 过 证 明 两 边 互 为 子 集 。 b) 使 用 成 员 表 。 
16. 令 A 和 B 为 集合 。 证明: 
a)(A 站 B)EA bAS(CAUEB) 


c)A 一 BSA dAfmn(CB 一 A) 王 区 
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AU(B—A)=AUB 
17. 如 果 A、B、C 为 集合 ， 试 用 下 面 的 方法 证 明 ANBN 站 C=AUBUC 





a) 通 过 证 明 两 边 互 为 子 集 。 b) 使 用 成 员 表 。 

18. 令 A、B、C 为 集合 。 证明: 
WAUB)E(AUBUO) bDCAnBncs(CAnaB) 
c)(A 一 B) 一 CEA 一 C 9 (4 一 C) 站 (CC 一 B) 一 纪 


© B—A)U(C—A)=(BUC)—A 
19. 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 ， 则 


a)A—B=ANMB b) (ANMNB)U (ANMNB)=A 
20. 证 明 如 果 A 和 B 为 集合 且 ASSB， 则 
a)AUB=B by)ANMNB=A 


21. 证 明 表 1 中 的 第 一 结合 律 : 如 果 A、B、C 为 集合 ,那么 AUCBUC)=(AUB)UC。 

22. 证 明 表 1 中 的 第 二 结合 律 : 如 果 A、B、C 为 集合 , 那么 AnCBnc)=(CAnB)mc。 

23. 证 明 表 1 中 的 第 一 分 配 律 : 如 果 A、B、C 为 集合 ,那么 AUCBmC)=(AUB)ImCAUC)。 
24. 令 A、B、cC 为 集合 。 证 明 (A 一 B) 一 C=(A 一 C) 一 (B 一 C)。 

25, 售 -A=160, 2 8 Io), B={0; D2) 3 dB 6s C= 6 7 


adANBNMNC bAUBUC 

AUBNMC WANB)UC 
26. 画 出 集合 A、B、C 的 下 列 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 

a)A 门 CBUC) bbANBNC 


eA= BACOULB=C) 
27. 画 出 以 下 集合 A、B、C、DD 的 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 


a)AN(B—C) by) (ANB)U(ANO) 
ANBU ANO) 

28. 画 出 以 下 集合 A、B、C、D 的 每 个 组 合 的 文 氏 图 : 
a) (ANB)U CND) DAUBUCUD 


A— BNCND) 
29. 如 果 集 合 A 与 B 具有 下 列 性 质 ， 你 能 就 A 和 B 说 些 什 么 ? 


a)AUB=A b)ANMB=A 
A—B=A dANB=BNA 
e)A 一 B 一 B 一 A 

30. 如 果 集合 A、B、C 满足 下 述 条 件 ， 你 能 断定 A 一 召 吗 ? 
a)AUC=BUC pbA4Amc=BnmcC 


dAUC=BUC 并 HL ANMNC=BNC 
31. 令 A 和 B 为 全 集 U 的 子 集 。 证 明 ASB 当 且 仅 当 BSA.。 
集合 A 和 B 的 对 称 差 ， 用 A 昌 B 表示 ， 是 属于 A 或 属于 B 但 不 同时 属于 A 与 B 的 元 素 组 成 的 集合 。 
32. 求 (1，3，5} 和 {1，2，3} 的 对 称 差 。 
33. 求 某 校 主 修 计 算 机 科学 的 学 生 集 合 与 主 修 数学 的 学 生 集合 的 对 称 差 。 
34. 画 出 集合 A 与 B 的 对 称 差 的 文 氏 图 。 
35. 证 明 A®B=(AUB) 一 (A 门 B)。 
36. 证 明 A®B= (A 一 B)U (B 一 A)， 
37. 证 明 如 果 A 是 全 集 U 的 子 集 ， 则 


2)ADA=g b)ABG =A 
ABU=A dADBA=U 

38. 如 果 A 和 B 为 集合 ,证 明 : 
a)ADB= BOA b) (ADB)®OB=A 


39. 如 果 A@B 一 A， 你 能 就 集合 A 和 B 说 些 什么 ? 
* 41. 假定 A、B、C 为 集合 ， 使 得 A 田 C= BC。 是 否 必定 有 A=B? 
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42. 如 果 A、B、C、D 为 集合 ，(A 四 B) 四 (CC 申 D)=(4@ 申 C) 四 (CB 四 D) 是 否 成 立 ? 
43. 如 果 A、B、C、D 为 集合 ，(A 田 B) 甸 (CBD) 二 (A@BD) 四 (BC) 是 否 成 立 ? 
44, 证 明 如 果 A 和 B 是 有 限 集 ， 则 AUB 是 有 限 集 。 

45. 证 明 如 果 A 是 无 限 集 ， 则 只 要 B 是 一 个 集合 ，AUB 也 是 一 个 无 限 集 。 

46. 证 明 : 如 果 A、B、C 为 集合 ， 则 

LBUEGYNs 六 Behs JAMNBl— |ANcl = |BNe 本 TANMBNG 

(这 是 第 8 章 将 要 学 习 的 包含 排斥 原理 的 一 个 特例 。) 

47. 令 Ai 一 (1，2，3，…，i，i 一 1，2，3，…。 求 
oa wa 

48. 令 4 一 {， 一 2， 一 1，0，1，…，i 寺 。 求 
a) Ua b) 门 4 

49. 令 A, 为 所 有 长 度 不 超过 i 的 非 空位 串 ( 即 长 度 至 少 为 1) 的 集合 。 求 
a UA » /a 

50. 试 求 UE:A, 和 门生 1A;， 如 果 对 于 任意 正 整 数 i， 
a)A;= 二 {i; i+1, i 二 2，-…})。 
b)A;={0,， 计 沁 
©)A; 二 (0, 让 ， 即 满足 0 二 z==i 的 实数 zx 的 集合 。 

d)A; 二 (i，co)， 即 满足 x 之 i 的 实数 工 的 集合 。 

51. 试 求 UA; 和 站 三 :A， 如 果 对 于 任意 正 整数 i， 
2)Ai={—i, —i+1, *…, —1, 0, 1, *…, i—1, i}。 

BA 一 { 一 2 号 
©)A;==[ 一 i, 本， 即 满足 一 i 二 x<i 的 实数 z 的 集合 。 
d)A; 二 [i，co)， 即 满足 zx 宇 i 的 实数 工 的 集合 。 

52. 假定 全 集 U={1，2，3，4，5,，6,，7，8，9，10}。 用 位 串 表 示 下 列 各 和 集合， 假定 如 果 i 属于 该 集合 ， 
则 其 位 串 的 第 i 位 为 1， 否 则 第 i 位 为 0。 
a){3, 4, 5} bl 3, €, 10} 
2 65 人 

53. 使 用 上 题 中 的 同一 个 全 集 ， 求 下 列 位 串 各 自 代 表 的 集合 。 
a)11 1100 1111 b)01 0111 1000 
c)10 0000 0001 

54. 下 列 位 串 各 代表 有 限 全 集 的 什么 子 集 ? 

a) 所 有 位 全 为 0 的 串 。 b) 所 有 位 全 为 1 的 串 。 

55. 对 应 于 两 个 集合 之 差 的 位 串 是 什么 ? 

56. 对 应 于 两 个 集合 的 对 称 差 的 位 串 是 什么 ? 

57. 人 SA={a, b, cs dsiie}s B={b, 0 ds g», bs t, v0}, C={e, es i, 0, uy XZ» y, 2}, D={d, e, 
h, i, ns 0 t» us XT, y}。 说 明 怎 样 用 位 串 的 按 位 运算 求 下 列 集合 的 组 合 : - 
a)AUB bbANMB 
OAUDNBUO) dAUBUCUD 

58. 怎样 用 位 串 求 出 同一 全 集 U 的 n 个 子 集 的 并 集 和 交集 ? 
集合 A 的 后 继 是 集合 AU1{A}。 

59. 求 下 列 集合 的 后 继 。 
nl 2 3} b) 好 
{gg} dG, {2}} 

60. 一 个 含 n 个 元 素 的 集合 的 后 继 有 几 个 元 素 ? 


有 时 候 一 个 元 素 在 一 个 无 序 集中 出 现 的 次 数 也 有 意义 。 当 同一 个 元 素 作为 成 员 可 以 出 现 不 止 一 
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次 时 ， 这 个 无 序 元 素 集 就 是 多 重 集 。 符 号 {xza。a，xa“。aw，…，mr。ar} 表 示 的 是 a 出现 za 次 ， 
az 出 现 m2 次 等 的 多 重 集 。 整 数 m; 称 为 ai 的 重 数 ，i 二 1，2，…，r。 
令 已 和 Q 为 多 重 集 ， 多重 集 P 和 Q 的 并 集 是 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 该 元 素 在 PP 和 Q 中 
的 重 数 的 最 大 值 。P 和 Q 的 交集 是 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 该 元 素 在 P 和 Q 中 重 数 的 最 小 
值 。P 和 Q 的 差 集 是 个 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 该 元 素 在 P 中 的 重 数 减 去 它 在 Q 中 的 重 数 ， 
当然 这 不 能 是 负数 ， 如 果 是 负数 就 以 0 作为 重 数 。P 和 Q 的 和 和 集 是 多 重 集 ， 其 中 每 个 元 素 的 重 数 是 
该 元 素 在 P 和 Q 中 的 重 数 的 和 。P 和 Q 的 并 集 、 交 集 和 差 集 分 别 用 PUQ、PNQ 和 PP 一 Q@ 表 示 ( 不 
要 将 这 些 运算 与 集合 上 的 类 似 运算 相 混 淆 )。P 和 Q 的 和 集 用 己 十 Q 表示 。 
61. 令 A 和 B 分 别 为 多 重 集 {3，a,， 2，6b,，1:c} 和 {2*a，3。，b, 4，d}。 求 
a)AUB b)ANMNB ce)A 一 也 
d)B—A e)A 十 召 
62. 假定 A 是 多 重 集 ， 其 元 素 是 某 大 学 一 个 系 需要 的 计算 机 设备 的 类 型 ， 而 元 素 的 重 数 则 是 每 一 类 所 需 
设备 的 件数 ; B 是 同一 所 大 学 另 一 个 系 类 似 的 多 重 集 。 例 如 A 可 以 是 多 重 集 {107， PC，44， 路 由 
器 ，6。 服 务 器 }， 而 B 可 以 是 {14。 PC，6， 路 由 器 ，2， 大 型 计算 机 }。 
a) 假 定 两 个 系 使 用 同样 的 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 该 大 学 应 该 买 的 设备 ? 
b) 假 定 两 个 系 使 用 同样 的 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 两 个 系 都 使 用 的 设备 ? 
中 假定 两 个 系 使 用 同样 的 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 第 二 个 系 使 用 ， 但 第 一 个 系 不 使 用 的 设备 ? 
dd) 假定 两 个 系 不 共享 设备 ，A 和 B 的 什么 组 合 代表 该 大 学 应 该 购买 的 设备 ? 
人 工 智 能 中 使 用 模糊 集合 。 全集 U 中 每 个 元 素 在 模糊 集合 S 中 都 有 个 隶属 度 ， 即 0 和 1 之 间 ( 包 括 0 
和 1) 的 实数 。 模 糊 集合 S 的 表示 法 是 列 出 元 素 及 其 隶属 度 (隶属 度 为 0 的 元 素 不 列 )。 例 如 ， 用 {0.6 Alice， 
图 0. 9 Brian，0. 4 Fred，0. 1 Oscar，0.5 Rita} 表 示 名 人 集合 下 ， 说 明 Alice 在 下 中 的 隶属 度 为 0.6，Brian 在 
下 中 的 隶属 度 为 0.9，Fred 在 下 中 的 隶属 度 为 0.4，Oscar 在 下 中 的 隶属 度 为 0.1， 而 Rita 在 正中 的 隶属 
度 为 0.5( 因 此 这 些 人 里 Brian 最 出 名 而 Oscar 最 不 出 名 )。 再 假定 R 是 富 人 集合 ，R 二 {10.4 Alice，0.8 
Brian，0. 2 Fred, 0.9 Oscar，0.7 Rita) 。 
63. 模糊 集合 S 的 补 集 是 集合 S， 元 素 在 S 中 的 隶属 度 等 于 1 减 去 该 元 素 在 S 中 的 隶属 度 。 求 下 (不 出 名 
者 的 模糊 集合 ) 和 (不 富裕 者 的 模糊 集合 ) 。 
64. 模糊 集合 S 和 1T 的 并 集 是 模糊 集合 SUT， 其 中 每 个 元 素 的 隶属 度 是 该 元 素 在 S 和 了 T 中 成 员 度 的 最 
大 值 。 求 名 人 或 富 人 的 模糊 集合 FUR。 
65. 模糊 集合 S 和 T 的 交集 是 模糊 集合 S 门 T， 其 中 每 个 元 素 的 隶属 度 是 该 元 素 在 S 和 了 T 中 的 成 员 度 的 
最 小 值 。 求 既 出 名 又 富裕 者 的 模糊 集合 FN 站 R。 


2.3 函数 


2. 3.1 引言 

在 许多 情况 下 我 们 都 会 为 一 个 集合 的 每 个 元 素 指派 另 一 个 集合 (可 以 就 是 第 一 个 集合 ) 中 的 
一 个 特定 元 素 。 例 如 ， 假 定 对 离散 数学 课 的 每 个 学 生 指 派 一 个 从 {A，B，C，D， 下 } 中 字母 作 
为 他 的 得 分 。 再 假定 Adams 的 得 分 是 A，Chou 的 得 分 是 C，Goodfriend 的 得 分 是 B， 
Rodriguez 的 得 分 是 A， 而 Stevens 的 得 分 是 下。 这 一 得 分 指派 如 图 1 所 示 。 

这 种 指派 就 是 函数 的 一 个 例子 。 在 数学 和 计算 机 科学 中 函数 的 概念 分 外 重要 。 例 如 在 离散 
数学 中 函数 用 于 定义 像 序 列 和 字符 串 这 样 的 离散 结构 。 函 数 还 可 用 于 表示 计算 机 和 需要 多 少时 间 
来 求解 给 定 规模 的 问题 。 许 多 计算 机 程序 和 子 程序 被 设计 用 来 计算 函数 值 。 递 归 函 数 是 基于 自 
身 来 定义 的 函数 ， 在 计算 机 科学 中 应 用 广泛 ， 我 们 会 在 第 5 章 讨论 。 这 一 节 只 是 回顾 一 下 离散 
数学 中 会 用 到 的 有 关 函 数 的 基本 概念 。 

令 A 和 B 为 非 空 集合 。 从 和 AA 到 B 的 函数 是 对 元 素 的 一 种 指派 ， 对 A 的 每 个 元 
素 恰好 指派 B 的 一 个 元 素 。 如 果 B 中 元 素 b 是 唯一 由 函数 f 指派 给 A 中 元 素 a 的 ， 则 我 们 就 
写成 F(a) 一 5。 如 果 f 是 从 A 到 B 的 函数 ,就 写成 f: A 一 B。 


评注 “函数 有 时 也 称 为 映射 (mapping) 或 者 变换 (transformation) 。 
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有 许多 描述 函数 的 方式 。 有 时 候 明 确 说 明 指 派 关 系 ( 如 图 1 所 示 )。 通 常 我 们 会 给 出 一 个 公 
式 来 定义 函数 ， 如 f(x) 二 x 十 1。 有 时 候 也 用 计算 机 程序 来 描述 函数 。 

函数 f: A 一 B 也 能 由 从 A 到 B 的 关系 来 定义 。 回 顾 2.1 节 A 到 B 的 关系 就 是 集合 AXB 
的 子 集 。 对 于 A 到 B 的 关系 ， 如 果 对 每 一 个 元 素 a€ A 都 有 且 仅 有 一 个 序 偶 (a，65)， 则 它 就 定 
义 了 A 到 B 的 一 个 函数 f。 这 个 函数 通过 指派 f(a) 二 5b 来 定义 ， 其 中 (a，5) 是 关系 中 唯一 以 a 
为 第 一 个 元 素 的 序 偶 。 

RE 如果 三 是 从 A 到 忆 的 函数 ， 我 们 说 人 是 三 的 定义 域 (domain)， 而 书 是 三 的 陪 域 
(codomain) 。 如 果 f(a) 二 b， 我 们 说 5b 是 a 的 像 (image) ， 而 & 是 0 的 原 像 (preimage)。 三 的 值 域 
Crange) 或 像 是 A 中 元 素 的 所 有 像 的 集合 。 如 果 j 卫 是 从 A 到 吾 的 函数 ， 我 们 说 了 把 人 映射 











(map) 到 B。 
图 2 表示 A 到 B 的 函数 。 
Adams S 四 4 
Chou @ eB 大 
Goodfriend @ ©@C 
Rodriguez @ eD Se 
Stevens erF 光 
图 1 离散 数学 课程 成 绩 的 指派 2 函数 了 把 A 映射 到 B 


当 定 义 一 个 函数 的 时 候 ， 我 们 需要 指定 它 的 定义 域 、 陪 域 、 定 义 域 中 元 素 到 陪 域 的 映射 。 
当 两 个 函数 有 相同 的 定义 域 、 陪 域 ， 定 义 域 中 的 每 个 元 素 映 射 到 陪 域 中 相同 的 元 素 时 ， 这 两 个 
函数 是 相等 的 。 注 意 ， 如 果 改 变 函 数 的 定义 域 或 陪 域 ， 那 么 将 得 到 一 个 不 同 的 函数 。 如 果 改 变 
元 素 的 映射 关系 ， 也 会 得 到 一 个 不 同 的 函数 。 

例 1 一 5 提供 了 函数 的 例子 。 在 每 个 例子 中 ， 我 们 都 描述 了 定义 域 、 陪 域 、 值 域 和 定义 域 
中 元 素 的 赋值 。 

例 1 引用 本 节 开 头 的 例子 中 给 学 生 打 分 的 函数 ,描述 其 定义 域 、 陪 域 、 值 域 。 

解 令 G 为 函数 ,表示 在 离散 数学 课 上 一 个 学 生 的 得 分 。 例 如 GC(Adams) 二 A。 则 G 的 定 
义 域 是 集合 {Adams，Chou，Goodfriend，Rodriguez，Stevens}， 陪 域 是 集合 {A，B, C, DD， 
下 } 。G 的 值 域 是 {A，B，C，F}， 因 为 除了 DD 以 外 每 个 分 数值 被 指派 给 某 个 学 生 。 4 

例 2 令 R 为 包含 序 偶 (Abdul,，22), (Brenda, 24), (Carla, 21), (Desire, 22), 
(Eddie，24) 和 (Felicia，22) 的 一 个 关系 。 这 里 每 一 对 包括 学 生 及 其 年 龄 。 那 么 ， 该 关系 尽 确定 
的 函数 是 什么 ? 

解 ” 如 果 f 是 由 这 个 关系 定义 的 函数 ， 则 FAbdul) 王 22，F(Brenda) 一 24，FCCarla) 一 21， 太 
(Desire) 二 22，f(Eddie) 二 24，f(Felicia) 二 22。( 这 里 f(z) 是 z 的 年 龄 ， 其 中 zx 是 学 生 。) 定 义 域 为 
集合 {Abdul，Brenda，Carla，Desire，Eddie，Felicia} 。 还 需要 指定 一 个 陪 域 ,， 包含 学 生 所 有 可 能 
的 年 龄 。 因 为 所 有 学 生 的 年 龄 很 可 能 小 于 100 岁 ， 我 们 可 以 取 小 于 100 的 正 整 数 作 为 陪 域 。( 注 
意 ， 我 们 也 可 以 选择 不 同 的 陪 域 ， 如 所 有 正 整数 的 集合 或 者 10 一 90 的 正 整 数 的 集合 ， 但 是 这 会 
改变 函数 。 采 用 这 个 陪 域 使 得 我 们 以 后 可 以 通过 增加 更 多 学 生 的 名 字 和 年 龄 来 扩展 函数 ,) 这 里 
定义 的 函数 的 值 域 是 这 些 学 生 的 不 同年 龄 的 集合 ， 即 集合 {21，22，24}。 4 

例 3 令 f 为 函数 ， 给 长 度 大 于 或 等 于 2 的 位 串 指派 其 最 后 两 位 。 例 如 ，7C11010) 王 10。 
那么 ，f 的 定义 域 就 是 所 有 长 度 大 于 或 等 于 2 的 位 串 的 集合 ， 而 陪 域 和 值 域 都 是 集合 {00，01， 
10, Al} 4 

例 4 令 函 数 f :2Z>Z 给 每 个 整数 指派 其 平方 。 于 是 f(z) 二 x*， 这 里 f 的 定义 域 是 所 有 
整数 的 集合 ，f 的 陪 域 是 所 有 整数 的 集合 ，f 的 值 域 是 所 有 那些 完全 平方 数 的 整数 集合 ， 即 {0， 
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1, 4, 9; *}。 4 
例 5 函数 的 定义 域 和 陪 域 往 往 用 程序 语言 描述 的 。 例 如 Java 语句 
int floor(float real) {*} 
和 C 十 十 函数 语句 
int floor(float x){"*} 
说 的 都 是 floor 函数 的 定义 域 是 (由 浮 点 数 表示 的 ) 实 数 集合 ， 而 它 的 陪 域 是 整数 集合 。 4 
一 个 函数 称 为 是 实 值 函 数 如 果 其 陪 域 是 实数 集合 ， 称 为 整数 值 函 数 如 果 其 陪 域 是 整数 集 
合 。 具 有 相同 定义 域 的 两 个 实 值 函 数 或 两 个 整数 值 函 数 可 以 相 加 和 相 乘 。 
ER 图 令 记 和 户 是 从 A 到 及 的 函数 ， 那 么 户 十 户 和 万 户 也 是 从 A 到 及 的 函数 ， 其 定 
义 为 对 于 任意 ZEA 
(fi fe) 7) = fi. (x) folz) 
(fifi)(zx) = f(x)fi (zx) 
注意 ， 万 十 户 和 万 户 的 定义 是 利用 fn 和 万 在 Zz 的 值 来 计算 它们 在 工 的 值 。 
例 6 令 有 和 ff 是 从 R 到 R 的 函数 ,使 得 看 (二 一世 (x)=z 一 2 函数 刻 十 f。 和 
万 户 是 什么 ? 
解 ”从 函数 的 和 与 积 的 定义 可 知 
(fi fr) = fr fz) 一 了 十 人 (zz 一双) 一 工 


在 在 OK = 六 
当 了 是 一 个 从 A 到 了 3 的 函数 时 ， 可 以 定义 A 的 子 集 的 像 。 
ER 令 / 为 从 A 到 了 的 函数 ，S 为 A 的 一 个 子 集 。S 在 函数 三 下 的 像 是 由 S 中 元 素 的 
像 组 成 的 BB 的 子 集 。 我 们 用 f(S) 表 示 S 的 像 ， 于 是 
f(S)={| seESc 一 Cs))) 
我 们 也 用 简写 {f(s) | sES} 来 表示 这 个 集合 。 


评注 用 f(S) 表 示 集 合 S 在 函数 下 的 像 可 能 会 有 潜在 的 二 义 性 。 这 里 ，f(S) 表 示 
一 个 集合 ， 而 不 是 函数 了 在 集合 S 处 的 值 。 


例 7 今 A={a, b, c,dy e} 而 B={1, 2, 3, 4}, 生 Fa) 王 2， 一 1，Fc) 三 4， 太 
(d)=1 及 f(e)==1。 子 集 S={b5，c，d} 的 像 是 集合 f(S)=={1，4})。 ,| 


2. 3.2 一 对 一 函数 和 映 上 函数 

有 些 函 数 不 会 把 同样 的 值 赋 给 定义 域 中 两 个 不 同 元 素 。 这 种 函数 称 为 一 对 一 的 。 

函数 f 称 为 是 一 对 一 (one-to-one) 或 单 射 函 数 (injection)， 当 且 仅 当 对 于 的 定义 
域 中 的 所 有 a 和 品 及 (a) 王 (5) 草 含 a 一 0。 一 个 函数 如 果 是 一 对 一 的 ， 就 称 为 是 单 射 的 
(injective) 。 

注意 ， 函 数 /是 一 对 一 的 当 且 仅 当 只 要 a 天 8 就 有 f(a) 关 f(b)。 这 种 表达 f 为 一 对 一 函数 
的 方式 是 通过 对 定义 中 的 蕴含 式 取道 否 命题 而 来 的 。 


评注 ”我们 可 以 用 量词 来 表达 f 是 一 对 一 的 ， 如 VayVb(f(a) 二 f(b)>a 二 5) 或 等 价 地 
YaYVb(la 隆 b>f(a) 隆 f(5))， 其 中 论 域 是 函数 的 定义 域 。 


a® 全 
我 们 通过 一 对 一 的 函数 和 不 是 一 对 一 的 函数 示例 来 说 明 这 
个 概念 。 二 
例 8 判断 从 {a， by cy d} 到 {1， 2，3，4， 5} 的 函数 子弟 ce ©3 
否 为 一 对 一 的 ， 这 里 f(a)= 二 4，f(b) 二 5，f(c)= 二 1 而 f(d)==3。 a pnp 


解 f 是 一 对 一 的 ， 因 为 f 在 它 定义 域 的 四 个 元 素 上 取 不 
同 的 值 。 如 图 3 所 示 。 4 图 3 一 个 一 对 一 函数 “5 
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例 9 判断 从 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f(x) 二 zx? 是 否 为 一 对 一 的 。 

解 ” 函 数 f(z) 二 zx? 不 是 一 对 一 的 ， 因 为 f(1)= 二 =f( 一 1)==1, 但 1 关 一 1。 

注意 ， 如 果 函 数 f(z)= 二 zx* 的 定义 域 限制 在 Z 上， 那么 它 就 是 一 对 一 的 。( 技 术 上 ， 当 限 
一 个 函数 的 定义 域 时 ， 我们 得 到 了 一 个 新 的 函数 ， 受 限定 义 域 中 的 元 素 函 数值 与 原 函 数值 相 
同 ， 受 限 函 数 对 于 受 限定 义 域 以 外 的 原 定义 域 中 的 元 素 无 定义 。) | 

例 10 判断 实数 集合 到 它 自身 的 函数 f(x) 二 zx 十 1 是 否 为 一 对 一 函数 。 

解 ” 函 数 f(x) 二 zx 十 1 是 一 对 一 的 。 要 证 明 这 一 点 ， 只 需 注意 当 z 夫 > 时 十 1 天 > 十 1。 外 

例 11 假设 从 一 组 只 能 有 单个 工人 完成 的 工作 集合 中 为 一 组 雇员 中 的 每 个 工人 指派 一 项 
工作 。 这 种 情况 下 ， 为 每 个 工人 指派 一 项 工作 的 函数 就 是 一 对 一 的 。 要 了 解 这 一 点 ， 注 意 如 果 
工 和 y 是 两 个 不 同 的 工人 ， 则 F(z) 天 (yy) ， 因 为 两 个 工人 工 和 y 必须 被 指派 不 同 的 工作 。 十 

现在 我 们 来 给 出 一 些 条 件 保 证 函数 为 一 对 一 的 。 

定义 域 和 陪 域 都 是 实数 集 子 集 的 函数 f 称 为 是 递增 的 ， 如 果 对 了 的 定义 域 中 的 工 
和 y， 当 xy 时 有 了 f(z) 三 f(y); 称 为 是 严格 递增 的 ， 如 果 当 z<y 时 有 f(x) 二 f(y)。 类 似 
地 ，f 称 为 是 递减 的 ， 如 果 对 的 定义 域 中 的 TT 和 y， 当 x 二 y 时 有 f(z) 宇 f(y); 称 为 是 严格 
递减 的 ， 如 果 当 xX 二 y 时 有 f(z) 记 f(y) (定义 中 严格 一 词 意 味 着 严格 不 等 式 )。 


评注 一 个 函数 了 是 递增 的 ， 如 果 VYZzVyCz<y 一 FFGz) 生 FFCy)); 是 严格 递增 的 ， 如 
果 VzVyCz<y>(z)< Gy)); 是 递减 的 ， 如 果 YWXVYVy(r 二 y>f(z) 宇 f(y)); 是 严 
格 递减 的 如 果 YWXVYy(TI 二 yf(X) 记 f(y))。 这 里 论 域 均 为 函数 f 的 定义 域 。 


从 上 述 定义 可 知 ( 参 见 练习 26 和 27) 严 格 递 增 的 或 者 严格 递减 的 函数 必定 是 一 对 一 的 。 但 
是 ,一 个 函数 如 果 不 是 严格 意义 上 的 递增 或 递减 ， 就 不 是 一 对 一 的 了 。 

有 些 函 数 的 值 域 和 陪 域 相等 。 即 陪 域 中 的 每 个 成 员 都 是 定义 域 中 某 个 元 素 的 像 。 具 有 这 一 
性 质 的 函数 称 为 映 上 函数 。 

一 个 从 A 到 已 的 函数 矿 称 为 映 上 (onto) 或 满 射 (surjection) 函 数 ， 当 且 仅 当 对 每 个 
pE 了 有 元 素 QEA 使 得 Fa) 一 p。 一 个 函数 f 如 果 是 映 上 的 就 称 为 是 满 射 的 (surjective)。 


评注 一 个 函数 了 是 映 上 的 如 果 Vy3zCFCz) 一 y)， 其 中 工 的 论 域 是 函数 的 定义 域 ， 
y 的 论 域 是 函数 的 陪 域 : 


我 们 现在 举 几 个 映 上 函数 和 非 映 上 函数 的 例子 。 

例 12 令 f 为 从 {a，5，c，d} 到 {1，2，3}) 的 函数 ， 其 定义 为 f(a)= 二 3，f(b)= 二 2，f(0c) 二 
1 及 f(d)= 二 3。 了 是 映 上 函数 吗 ? 

解 ” 由 于 陪 域 中 所 有 3 个 元 素 均 为 定义 域 中 元 素 的 像 ， 所 以 f 是 映 上 的 。 如 图 4 所 示 。 





注意 ， 如 果 陪 域 是 {1，2，3，4} 的 话 ，f 就 不 是 映 上 的 了 。 a 

例 13 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(x) 二 zx? 是 映 上 的 吗 ? ae 

解 ” 函 数 f 不 是 映 上 的 ， 因 为 没有 整数 工 使 x? 二 一 1。 S| i a 

例 14 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(z) 二 x 十 1 是 映 上 的 吗 ? 

解 ” 这 个 函数 是 映 上 的 ， 因 为 对 每 个 整数 y 都 有 一 个 整数 工 使 得 ce .2 
f(z) 二 y。 要 了 解 这 一 点 ， 只 要 注意 f(x) 二 y 当 且 仅 当 z 十 1==y, 而 这 ，。 
又 当 且 仅 当 z 一 ?一 1。 本 


例 15 考虑 例 11 中 将 工作 指派 给 工人 的 函数 。 函 数 /是 映 上 的 ， 图 4 一 个 蛙 上 两 娄 
如 果 对 于 每 项 工作 都 有 一 名 工人 被 指派 这 项 工作 。 函 数 了 不 是 映 上 的 ， 当 至 少 有 一 项 工作 没有 
被 指派 给 工人 时 。 4 

一 马 数 ff 是 一 一 对 应 (one-to-one correspondance) 或 双 射 (bijection) 函 数 ， 如 果 它 既 
是 一 i 的 又 是 映 上 的 。 这 样 的 函数 称 为 是 双 射 的 (bijective)。 

例 16 和 例 17 阐述 双 射 函数 的 概念 。 
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例 16 令 f 为 人 {a,，6b，c， 4d} 到 {1，2，3，4) 的 函数 ， 其 定义 为 f(a)==4，f(6b)==2， 
fl 中)==1 及 f(d)= 二 3。f 是 双 射 函数 吗 ? 

解 ” 函 数 f 是 一 对 一 的 和 映 上 的 。 它 是 一 对 一 的 ， 因 为 定义 域 中 没有 两 个 值 被 指派 相同 的 函数 
值 ; 它 是 映 上 的 ， 因 为 陪 域 中 所 有 4 个 元 素 均 为 定义 域 中 元 素 的 像 。 于 是 ， 是 双 射 函数 。 S| 

图 5 给 出 了 4 个 函数 ， 其 中 第 一 个 是 一 对 一 的 ,但 不 是 映 上 的 ; 第 二 个 是 映 上 的 , 但 不 是 
一 对 一 的 ; 第 三 个 既是 一 对 一 的 ， 也 是 映 上 的 ; 第 四 个 既 不 是 一 对 一 的 ， 也 不 是 映 上 的 。 图 5 
中 的 第 五 个 对 应 关系 不 是 函数 ， 因 为 它 给 一 个 元 素 指派 了 两 个 不 同 的 元 素 。 


@|] ae a@ 1] ae 
ae@ ©l IE 

@2 a be @2 be 
be @2 区 be 

@3 Te ce @3 ce @3 @3 
ce @3 Be ce 

@4 de de @4 de ©@4 ®@4 


a) 一 对 一 ， 非 映 上 ”b) 映 上 ， 非 一 对 一 中 一 对 一 ， 映 上 ”dd) 既 非 一 对 一 ， 也 非 映 上 ” 6) 不 是 函数 
图 5 不 同类 型 的 对 应 关系 的 例子 


假定 了 是 从 集合 A 到 自身 的 函数 。 如 果 A 是 有 限 的 ， 那么 f 是 一 对 一 的 当量 仅 当 它 是 映 上 的 。 
(可 由 练习 72 的 结论 推出 。) 当 A 为 无 限 的 时 ， 这 一 结论 不 一 定 成 立 ( 将 在 2. 5 节 中 予以 证 明 )。 

例 17 令 A 为 集合 。A 上 的 恒 等 函 数 是 函数 .。: A 一 A， 其 中 对 所 有 的 XEA 

‘(ZX)=Zx 

换言之 ， 恒 等 函数 是 这 样 的 函数 ， 它 给 每 个 元 素 指 派 到 自身 。 函 数 是 一 对 一 的 和 映 上 的 ， 
所 以 它 是 双 射 函数 。( 注 意 :是 一 个 希腊 字母 ， 读 作 iota。) 4 

为 方便 今后 的 引用 ， 我们 这 里 总 结 一 下 为 了 建立 一 个 函数 是 否 为 一 对 一 的 和 映 上 的 需要 证 
明 些 什么 。 参 照 这 个 总 结 回顾 例 8 一 17 是 很 有 启发 的 。 

假设 f: A 一 B。 

要 证 明 f 是 单 射 的 : 证 明 对 于 任意 zx，yEA， 如 果 f(z)= 二 f(y)， 则 z 一 y。 

要 证 明 f 不 是 单 射 的 : 找到 特定 的 zx，yEA， 使 得 zx 关 y> 且 f(x)==f(y)。 

要 证 明 f 是 满 射 的 ; 考虑 任意 元 素 yEB， 并 找到 一 个 元 素 zxEA 使 得 FCz) 一 y。 

要 证 明 不 是 满 射 的 : 找到 一 个 特定 的 yE B， 使 得 对 于 任意 zxEA 有 f(z) 关 y。 


2.3.3 反 函 数 和 函数 组 合 

现在 考虑 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 f/。 由 于 f 是 映 上 函数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 
某 元 素 的 像 。 又 由 于 f 还 是 一 对 一 的 函数 ， 所 以 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 唯一 一 个 元 素 的 像 。 于 是 ， 
我 们 可 以 定义 一 个 从 B 到 A 的 新 函数 ， 把 太 给 出 的 对 应 关系 颠倒 过 来 。 这 就 导致 了 定义 9。 

ES 今 /为 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 。f 的 反 范 数 ( 或 北 函 数 ) 是 这 样 的 函数 ， 它 
指派 给 B 中 元 素 5 的 是 A 中 使 得 f(a) 二 6b 唯一 元 素 a。 玫 的 反 肖 数 用 f "表示 。 于 是 ， 当 
f(a)==b 时 f(b)=a。 

评注 “ 切 勿 将 函数 广 :与 1/ 太 混淆 ， 后 者 表示 定义 域 中 每 个 元 素 工 对 应 函数 值 为 

1/f(z) 的 一 个 函数 。 注 意 仅 当 f(x) 为 非 0 实数 时 后 者 才 有 意义 。 


图 6 解释 了 反 函 数 的 概念 。 

如 果 函 数 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 就 无 法 定义 反 函 数 。 如 果 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 那 么 它 或 者 不 
是 一 对 一 的 ， 或 者 不 是 映 上 的 。 如 果 f 不 是 一 对 一 的 ， 则 陪 域 中 的 某 元 素 5b 是 定义 域 中 多 个 元 
素 的 像 。 如 果 f 不 是 映 上 的 ， 那么 对 于 陪 域 中 某 个 元 素 5， 定义 域 中 不 存在 元 素 “ 使 FGa) 一 5。 
因此 ， 如 果 f 不 是 一 一 对 应 的 ， 就 不 能 为 陪 域 中 每 个 元 素 5 都 指派 定义 域 中 唯一 的 元 素 a 使 
f(a) 二 6b( 因 为 对 某 个 5 或 者 有 多 个 这 样 的 a， 或 者 没有 这 样 的 a)。 


©l 全 上 
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图 6 函数 广 ! 是 函数 f 的 反 函 数 

一 一 对 应 关系 称 为 可 逆 的 (invertible)， 因 为 可 以 定义 这 个 函数 的 反 函 数 。 如 果 函 数 不 是 一 
一 对 应 关系 ， 就 说 它 是 不 可 逆 的 (not invertible)， 因 为 这 样 的 函数 不 存在 反 函 数 。 

例 18 令 为 从 {ae，5，c} 到 {1，2，3} 的 函数 ，F(a) 一 2，F(0) 一 3 及 f(c)= 二 1。f 可 道 
吗 ? 如 果 可 道 ， 其 反 函 数 是 什么 ? 

解 f 是 可 递 的 ， 因 为 它 是 一 个 一 一 对 应 关系 。 反 函数 广 ' 颠 倒 f 给 出 的 对 应 关系 ， 所 以 
fF 1(1)=e, f 1(2)=a 而 (9)=b; 司 

例 19 令 f:2Z>Z， 使 得 f(x) 二 zx 十 1。f 可 逆 吗 ? 如 果 可 道 ， 其 反 函 数 是 什么 ? 

解 f 可 逆 ， 因为 由 例 10 和 例 14 已 证 明 它 是 一 一 对 应 关系 。 要 苏 倒 对 应 关系 , 设 y 是 xz 
的 像 ， 则 > 一 z 十 1。 从 而 z 一 > 一 1。 这 意味 着 y 一 1 是 在 让 之 下 赋予 y 的 Z 的 唯一 元 素 。 因 
此 ， 广 :(Cy) 王 y 一 1。 可 

例 20 令 f 是 从 R 到 R 的 函数 ，f(z) 二 x*。f 可 道 吗 ? 

解 由 于 f( 一 2)= 二 f(2)= 二 4， 所 以 f 不 是 一 对 一 的 。 要 想 定 义 反 函数 ， 就 得 为 4 指派 两 个 
元 素 。 因 此 f 是 不 可 逆 的 。( 注 意 我 们 也 可 以 证 明 因 为 它 不 是 映 上 的 ， 所 以 了 不 是 可 逆 的 。) 二 

有 时 候 ， 可 以 通过 限制 函数 的 定义 域 或 者 陪 域 或 者 两 者 ， 来 获得 一 个 可 逆 的 函数 ， 如 例 
21 所 示 。 

例 21 证 明 如 果 我 们 将 例 20 中 的 函数 f(x) 二 zx? 限定 为 从 所 有 非 负 实数 集合 到 所 有 非 负 
实数 集合 的 函数 ， 那 么 f 就 是 可 道 的 。 

解 ” 从 非 负 实 数 集合 到 非 负 实 数 集合 的 函数 f(x) 二 zx? 是 一 对 一 的 。 要 想 了 解 这 点 ， 注 意 
如 果 f(z)= 二 f(y)， 那么 二 yy 。 所 以 zz 一 六 二 (Xz 十 y) (zx 一 y)= 二 0。 这 意味 着 zx 十 y= 二 0 或 者 一 
3y 一 0， 故 z= 一 yy 或 者 zx 一 一 y。 因 为 和 >y 都 是 非 负 的 ， 那 必然 有 z 一 >。 因 此 ， 这 个 函数 是 一 对 
一 的 。 再 者 ， 当 陪 域 是 所 有 非 负 实数 集合 时 ，f(z) 二 zx* 是 映 上 的 ， 因 为 每 一 个 非 负 实数 有 一 
个 平方 根 。 即 如 果 y 是 非 负 实数 ， 则 存在 一 个 非 负 实数 z 使 得 z== Vy ， 也 就 是 x? 二 y。 因 为 从 
非 负 实数 集合 到 非 负 实数 集合 的 函数 f(x) 二 zx 是 一 对 一 的 和 上 映 上 的 ， 所 以 它 是 可 道 的 。 它 的 
反 函 数 由 规则 广 '(y) 二 Vy 给 出 。 4 

邻 g 为 从 集合 A 到 集合 日 的 函数 ， 厂 是 从 集合 也 到 集合 C 的 函数 ， 函 数 汪 和 8 
的 合成 (composition)， 记 作 Fog， 定 义 为 对 任意 cEA 

(fog)(a) = f(g(a)) 

换 句 话说 ， 函 数 fog 指派 给 A 的 元 素 a 的 就 是 了 指派 给 g(a) 的 元 素 。 即 为 了 找到 (fog) 
(a) ， 我 们 首先 对 a 应 用 函数 g 得 到 g(a)， 然 后 再 对 结果 g(a) 应 用 晴 数 f 得 到 (fog)(a) 二 
f(g(a))。 注 意 ，fog 没有 定义 除非 g 的 值 域 是 了 的 定义 域 的 子 集 。 图 7 阐述 了 函数 的 合成 。 

例 22 令 g 为 从 集合 {a，5，c} 到 它 自身 的 函数 ，g(a)= 二 bp，g(b) 二 c， 且 g(c) 二 a。 令 了 为 
从 集合 {a，6b，c} 到 位，2，3}) 的 函数 ，f(a)= 二 3，f(b) 二 2,， 且 f(c) 二 1。f 和 g 的 合成 是 什么 ? 
g 和 f 的 合成 是 什么 ? 

解 ” 合 成 函数 fog 的 定义 是 (fog)(a)==f(g(a))=f(6)=2, (fog) (6b)= f(g(b))= 
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(f © g)(a) 


flg(a)) 





fog 
图 7 孔 数 f 和 g 的 组 合 


flo)=1,. Hfog (c= fg) = f(a) =3。 
注意 ，gof 是 没有 定义 的 ， 因 为 f 的 值 域 不 是 g 的 定义 域 的 子 集 。 4 
例 23 令 f 和 g 为 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 ， 其 定义 为 f(x) 二 2x 十 3 和 g(x) 二 3z 十 2。ff 
和 g 的 合成 是 什么 ? g 和 上 的 合成 是 什么 ? 
解 合成 函数 fog 和 gof 均 有 定义 。 即 
(fog)(z) = f(g(zx)) = fl(3zr++2) 一 2(3z 十 2) 十 3 一 6z 十 7 
及 
(gof (zx) = g(f(z)) = g(2z++3) 一 3(2z 十 3) 十 2 一 6z 十 11 本 


评注 ”尽管 例 23 中 对 函数 和 g 而 言 fog 和 gof 均 有 定义 ，fog 和 gof 并 不 相等 。 

换言之 ， 对 函数 的 合成 而 言 交 换 律 不 成 立 。 

在 构造 函数 和 它 的 反 函 数 的 合成 时 ， 不 论 以 什么 次 序 合成 ， 得 到 的 都 是 恒 等 函 数 。 要 看 清 
这 一 点 ,假定 f 是 从 集合 A 到 集合 B 的 一 一 对 应 关系 。 那 么 存在 反 函 数 广 ' 且 是 从 B 到 A 的 
一 一 对 应 关系 。 反 函数 把 原 函 数 的 对 应 关系 颠倒 过 来 ， 所 以 当 f(a)= 二 5b 时 f(b) 二 a， 当 
(6)==a 时 ，f(a)= 一 bp。 因 此， 

(fF oa) = (fa) = 让 (6)=a 
及 
(fof DO) = f(b) = fla)=6 

因此 flof=a 和 Fo 广 := 其 中 和 4 分别 是 集合 A 和 B 上 的 恒 等 函 数 。 这 就 是 说 ， 
EF Sf 
2.3.4 函数 的 图 

可 以 将 一 个 AXB 中 的 序 偶 集合 和 每 个 从 A 到 B 的 函数 关联 起 来 。 这 个 序 偶 集合 称 为 该 函 
数 的 图 (graph)， 并 且 经 常用 图 来 表示 以 帮助 理解 函数 的 行为 。 

令 为 从 集合 A 到 集合 BB 的 函数 ， 函 数 的 图 像 是 序 偶 集合 {(a, 6b) | a€EA 且 
f(a)=6}。 

根据 定义 ， 从 A 到 B 的 函数 的 图 是 AXB 中 包含 下 面 序 偶 的 子 集 ， 其 中 序 偶 中 第 二 项 等 
于 由 f 指派 给 第 一 项 的 B 中 的 元 素 。 还 有 ， 注 意 一 个 从 A 到 B 的 函数 的 图 和 由 函数 f 确定 的 
从 A 到 B 的 关系 是 一 样 的 ， 如 2.3 节 所 描述 的 。 

例 24 展示 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(n) 二 2n 十 1 的 图 。 

解 f 的 图 是 形 为 (nx，2n 十 1) 的 序 偶 的 集合 ， 其 中 为 整数 。 该 图 如 图 8 所 示 。 S| 
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例 25 展示 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(x) 二 x 的 图 。 
解 f 的 图 是 形 为 (x，f(z)) 二 (x，z’) 的 序 偶 的 集合 ， 其 中 工 为 整数 。 该 图 如 图 9 所 示 。 
a 





图 8 从 Z 到 Z 的 函数 f(n)= 二 2n 十 1 的 图 图 9 从 Z 到 Z 的 f(z) 二 zx? 的 图 
2.3.5 一 些 重要 的 函数 

下 面 介绍 离散 数学 中 两 个 重要 的 函数 ， 即 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 。 令 xz 为 实数 。 下 取 整 
函数 把 工 向 下 取 到 小 于 或 等 于 z 又 最 接近 zz 的 整数 ， 而 上 取 整 函数 则 把 工 向 上 取 到 大 于 或 等 于 
工 又 最 接近 z 的 整数 。 在 对 象 计数 时 常会 用 到 这 两 个 函数 。 在 分 析 求 解 一 定 规模 的 问题 的 计算 
机 过 程 所 需 步骤 数 时 ， 这 两 个 函数 起 着 重要 的 作用 。 

FE 网 下 取 整 函数 (floor) 指 派 给 实数 工 的 是 小 于 或 等 于 工 的 最 大 整数 。 下 取 整 函数 在 
工 的 值 用 z 上 表示 。 上 取 整 函数 (ceiling) 指 派 给 实数 工 的 是 大 于 或 等 于 工 的 最 小 整数 。 上 取 整 函 
数 在 工 的 值 用 [xz | 表示 。 


评注 下 取 整 函数 也 常 称 为 最 大 整数 函数 ， 这 时 经 常用 [xz] 表示 。 
例 26 下 面 是 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 一 些 值 
0, El Ll, [40, L313, 173.114 17)=7, 17E7 ”4 


10 显示 的 是 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 图 。 图 10a 显示 下 取 整 函数 | xz | 的 图 。 注 意 这 个 
函数 在 整个 Ln，n 十 1) 区 间 内 取 同 样 的 值 %， 然 后 当 zx 二 =n 十 1 时 ， 取 值 跳 到 z 十 1。 图 10b 显示 





上 取 整 函数 | z | 的 图 像 。 这 个 函数 在 整个 (n,n 十 1] 区 间 内 取 同 样 的 值 n 十 1， 然 后 当 工 略 大 于 wi) 


n 十 1 时 ， 取 值 跳 到 n 十 2。 





a) y= [x] b) y= [x] 
图 10 a) 下 取 整 函数 图 像 ; b) 上 取 整 函数 图 像 
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下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 有 广泛 的 应 用 ， 包 括 涉及 数据 存储 和 数据 传输 的 应 用 。 考 虑 
例 27 和 例 28， 这 是 研究 数据 库 和 数据 通信 问题 时 要 完成 的 典型 的 基本 计算 。 

例 27 存储 计算 机 磁盘 上 的 或 通过 数据 网 络 上 传输 的 数据 通常 表示 为 字 节 串 。 每 个 字 节 
由 8 位 组 成 。 要 表示 100 位 的 数据 需要 多 少 字 节 ? 

解 ” 要 决定 需要 的 字 节 数 ， 就 要 找 出 最 小 的 整数 ， 它 至 少 要 与 100 除 以 8 的 商 一 样 大 ，8 











是 每 个 字 节 的 位 数 。 于 是 ， 需 要 的 字 节 数 是 [ 100/8 |]=「 12. 5 ] 王 13。 本 
例 28 在 异步 传输 模式 (ATM)( 用 于 骨干 胡 1 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 的 有 用 性 质 
网 络 上 的 通信 协议 ) 下 ， 数 据 按 长 度 为 53 个 字 (n 为 整数 ，x 为 实数 ) 
节 的 信 元 进行 组 织 。 在 网 络 连接 上 以 500kbit/ (la)|z =” 当 且 仅 当 2 用 z<x 十 1 
s 的 速率 传输 数据 时 1 分 钟 能 传输 多 少 个 (1PDDTz]=n 当 且 仅 当 wn 一 1<z<n 
ATM 信 元 ? (1c) Lzxj=n 当 且 仅 当 zx 一 1<n<zx 
解 1 分 钟 内 这 个 网 络 连接 能 传输 500 000X (1d)[zx In 当 且 仅 当 xz<n<z+1 
60 二 30 000 000 位 。 每 个 ATM 信 元 的 长 度 是 (2)z 一 1<Lz 长 x<TzT<z+l 
53 字 节 ， 也 就 是 53X8 二 424 位 。 要 计算 1 分 全 下 | 一 下 2] 
钟 能 传输 多 少 个 信 元 ， 需 计算 不 超过 (3b)[ 一 xz 王 一 [zj 
30 000 000 除 以 424 的 商 的 最 大 整数 。 因 此 ， (4a) [z+nl=[ zl|+n 
在 500kbit/s 的 网 络 连接 上 1 分 钟 能 传输 的 (4b)Tz 十 af 让 


ATM 信 元 数 是 | 30 000 000/424 |=70754。 4 

表 1 给 出 了 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 一 些 简 单 而 又 重要 的 性 质 ， 这 里 z 代表 一 个 实数 。 
由 于 这 两 个 函数 在 离散 数学 中 出 现 得 十 分 频繁 ， 所 以 看 一 看 表 中 的 恒等式 是 有 益 的 。 表 中 的 每 
条 性 质 都 可 以 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 定义 来 建立 。 性 质 (1a)、(1b)、(1c) 和 (1d) 可 以 直 
接 由 定义 得 出 。 例 如 ，(1a) 说 的 是 | z」 二 n 当 且 仅 当 整数 n 小 于 等 于 xz 而 2 十 1 大 于 xz。 这 恰恰 
就 是 nn 为 不 超过 zz 的 最 大 整数 的 含义 ， 也 就 是 | z 二 n 的 定义 。 类 似 地 ， 可 以 建立 性 质 (1b)、 
(1c) 和 (1d) 。 我 们 使 用 直接 证 明 法 来 证 明 性 质 (4a) 。 

证 ”假定 | xz J=m， 其 中 w 为 整数 。 由 性 质 (14) 知 ，m 志 x 二 m 十 1。 在 这 两 个 不 等 式 的 三 项 
数值 上 加 上 n， 可 得 mw 十 n 过 x 十 n 二 m 十 n 十 1。 再 次 利用 性 质 (1a)， 可 知 L x 十 n= 二 mx 十 n= 二 [Lz] 汗 
n。 从 而 完成 证 明 。 其 他 性 质 的 证 明 留 作 练习 。 4 

除了 表 1 列 出 的 性 质 外 ， 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 还 有 许多 其 他 有 用 的 性 质 。 也 有 许多 关 
于 这 些 函 数 的 语句 看 似 正确 而 实则 不 然 。 我 们 将 在 例 29 和 例 30 中 考虑 与 上 取 整 函数 和 下 取 整 
函数 有 关 的 语句 。 

在 考虑 下 取 整 函数 相关 的 语句 时 ,一 个 有 用 的 方法 是 令 z==n 十 e， 其 中 n 王 | xz | 是 一 个 整 
数 ， 而 se 是 z 的 分 数 部 分 ， 满 足 不 等 式 0 三 e 二 1。 类 似 地 ， 考 虑 上 取 整 函数 相关 的 语句 时 ， 通 
常 写 z= 二 n 一 e， 其 中 n=[ z ] 且 0 委 e 一 1。 


例 29 证 明 如 果 z 是 一 个 实数 ， 则 L2z | 一 Lz 上 Lz 十 去]。 
.8 加 解 要 证 明 这 个 语句 ， 令 z 一 ae， 其 中 是 正 整数 且 0<e<1。 依 据 。 是 小 于 或 者 大 于 等 
于 十， 分 别 考虑 两 种 情况 。( 选 择 这 两 种 情况 的 原因 和 看 证 明 就 明白 了 。) 


首先 ， 考 虑 0<e 一 亏 的 情况 。 此 时 ，2z 王 2 十 2e 且 | 2z jj=22， 因 为 0 二 2e 二 1。 类 似 地 ， 


z 十 二 一 az (于 +e)， 故 | z 十 于 | 广 w， 因 为 0 一 去 +e<1。 因 此 , [2z 上 2 且 Lz jl z 十 言 ] 一 
1 十 7 一 27。 
其 次 ， 考虑 <e<1 的 情况 。 此 时 ，2x= 二 2n 十 2e 二 (2n 十 1) 十 (2e 一 1)。 由 于 0 委 2e 一 1<<1， 
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可 得 2z | 二 2n 十 1。 因 六 .x 十 去 三 Ln 十 ( 喜 ++e)/=Ln+1+(e 一 去 ) 且 0<e 一 去 <1， 所 以 可 得 


Lz 二 去 |=n 十 1。 因此, [2z 上 =2n 十 1 有 zj] 败 z 二 六 |=n 十 (n 十 1) 二 2n 十 1。 证 毕 。 二 
例 30 证 明 或 推翻 对 于 所 有 实数 二 和 >， 有 [z+y1-Tz1Hy1 
解 尽管 这 个 语句 看 似 合理 ， 但 它 其 实 是 假 的 。 一 个 反例 就 是 ， 令 x 一 去 且 y= 去 。 此 时 





「z+y 二 [ 序 + 到 [=1, 合 z1Hy 二 [村 ]+H[ 玛 |-1+1 一 2。 4 


本 书 中 还 会 用 到 几 类 函数 。 其 中 包 插 多项式、 对 数 和 指数 函数 。 附 录 2 给 出 了 本 书 中 需要 
用 到 的 这 些 函 数 性 质 的 简要 回顾 。 本 书 中 用 记号 log zx 表示 工 以 2 为 底 的 对 数 ， 因 为 2 是 我 们 
将 经 常 使 用 的 对 数 的 底数 。 我 们 用 log, z 表示 以 5 为 底 的 对 数 ， 其 中 是 大 于 1 的 任意 实数 ， 
用 ln z 表示 自然 对 数 。 

我 们 将 在 本 书 中 常用 的 另 一 个 函数 是 阶乘 函数 f: N 一 Z” ， 记 为 f(n) 二 nl!。f(n) 二 nl 的 
值 是 前 ”个 正 整 数 的 乘积 ， 因 此 Foz) 王 1.。 2…(z 一 1)。x[ 并 且 f(0)=0! =1]。 

例 31 我 们 有 f(1)=1! =1, f(2)=2! =1.。2=2, f(6)=6! =1。2。3。4。5。6 一 
720, f(20)=1.2.63.64.5.66.67.68.9.10.11*.12.G13.14.15.16.17.18.19，: 
20=2 432 902 008 176 640 000。 4 

例 31 表明 阶乘 函数 随 着 n 的 增加 而 迅速 递增 ,阶乘 函数 的 快速 递增 通过 斯 特 林 公式 


可 以 看 得 更 加 清楚 ， 这 是 一 个 由 高 等 数学 得 出 的 结果 ,nn! ~ V2rn(n/e)" 。 这 里 ,我 们 用 

fl) 一 g(n) 这 样 的 表示 法 ， 意思 是 随 着 的 无 限 递 增 比值 f(n)/g(n) 趋 近 于 1( 即 

lim f(mn)/g(n) 二 1)。 符 号 一 读 作 “ 渐 近 于 ”。 斯 特 林 公式 是 以 18 世纪 的 苏格兰 数学 家 詹 姆 
ww 加 斯 。 斯 特 林 的 名 字 命名 的 。 


2.3.6 部 分 函数 
用 于 计算 一 个 函数 的 程序 可 能 不 会 对 这 个 函数 定义 域 中 所 有 的 元 素 产 生 正确 的 函数 值 。 例 
如 ， 由 于 在 计算 函数 时 可 能 导致 无 限 循 环 或 溢出 ， 所 以 一 个 程序 可 能 不 会 产生 一 个 正确 的 值 。 


往 姆 斯 ， 斯 特 林 (James Stirling，1692 一 1770) ”人 詹姆斯" 斯 特 林 出 生 于 苏格兰 斯 特 林 小 镇 。 他 的 家 
人 是 斯 图 亚 特 王室 继承 不 列 颠 王权 思想 的 坚定 支持 者 。 关 于 斯 特 林 最 早 的 信息 是 : 他 于 1771 年 进入 牛 
津 大 学 贝 列 尔 学 院 并 取得 了 奖学金 。 然 而 ， 后 来 由 于 他 不 愿 宣 暂 效 忠 不 列 颠 王室 而 失去 了 奖学金 。 
1715 年 ， 詹 姆 斯 一 世 发 动 叛 乱 ， 斯 特 林 被 控 与 反叛 者 通信 ， 而 且 诉 毁 英 王 乔治 ， 但 最 终 他 被 宣判 无 
罪 。 尽 管 由 于 政治 因素 使 得 斯 特 林 无 法 从 牛津 大 学 顺利 毕业 ， 但 他 仍 待 在 那里 数 年 之 久 。1717 年 ， 斯 
特 林 发 表 其 处 女 作 ， 将 牛顿 对 于 平面 曲线 的 研究 进行 了 扩展 和 延伸 。 后 来 ， 斯 特 林 到 了 威尼斯 ， 因 为 
他 被 承诺 任命 为 那里 的 数学 研究 会 主席 ， 不 幸 的 是 ， 那 次 任命 最 终 成 了 泡影 。 虽 然 如 此 ， 斯 特 林 仍然 
留 在 了 威尼斯 并 继续 他 的 数学 研究 。1721 年 ， 他 进入 帕 多 瓦 大 学 ， 次 年 返回 格拉 斯 哥 。 由 于 得 知 意 大 
利 玻璃 制造 业 的 诸多 机 密 ， 所 以 斯 特 林 遭 到 了 玻璃 生产 商 千 方 百 计 的 暗杀 ， 为 避免 横 祸 ， 他 只 得 飞 离 
意大利 。 

1724 年 后 期 ， 斯 特 林 移 居 伦 敦 教授 数学 同时 积极 从 事 研 究 。1730 年 ， 他 发 表 了 他 最 重要 的 作品 《 算 
法 差异 论 》(Methodus Differentialis) ， 其 中 给 出 了 关于 无 穷 级 数 、 求 和 、 插 入 、 求 面积 等 运算 的 诸多 结 
果 。 对 于 nl! 的 渐进 公式 也 蕴含 其 中 。 除 此 之 外 ， 斯 特 林 也 从 事 万 有 引力 和 地 球形 态 的 研究 ， 它 曾 宣称 
地 球 是 扁 圆 的 但 并 未 证 明 。1735 年 ， 斯 特 林 回 到 苏格兰 并 被 任命 为 苏格兰 矿 务 公司 的 经 理 ， 他 在 该 职务 
上 的 工作 相当 出 色 ， 甚 至 发 表 过 有 关 矿 井 通 风 问 题 的 专业 论文 。 与 此 同时 ， 他 继续 其 数学 研究 不 过 放 慢 
了 步调 。 斯 特 林 试图 通过 建造 一 系列 船闸 使 得 克 莱 德 河 能 够 通航 而 进行 的 调查 同样 引 人 注 目 。 为 感谢 他 
为 此 所 做 的 工作 ， 格 拉 斯 哥 人 民 赠 给 他 一 个 银 质 水 壶 作为 奖励 。 
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类 似 地 ， 在 抽象 的 数学 里 ， 我 们 也 常 讨论 那些 只 在 实数 的 一 个 子 集 上 有 定义 的 函数 ， 如 1/z、 
Vz 和 arcsin(z) 。 还 有 ， 我 们 也 可 以 用 到 这 样 的 概念 ， 如 “幼子 ”函数 ， 这 对 于 没有 孩子 的 夫妇 
是 无 定义 的 ; 或 者 “日 出 时 间 ”， 这 对 于 位 于 北极 圈 的 地 方 在 某 些 日 期 是 无 定义 的 。 要 研究 这 种 
情形 ， 我 们 需要 用 到 部 分 函数 的 概念 。 

一 个 从 集合 A 到 集合 BB 的 部 分 函数 (partial function) 了 是 给 A 的 一 个 子 集 (成 为 
的 定义 域 (domain of definition) ) 中 的 每 个 元 素 a 指派 唯一 的 一 个 B 中 的 元 素 5。 集 合 A 和 B 
分 别称 为 三 的 域 和 陪 域 。 我 们 说 f 对 于 A 中 但 不 在 f 的 定义 域 中 的 元 素 无 定义 (undefined)。 
当 的 定义 域 等 于 A 时 ， 就 说 了 是 全 函数 (total function) 。 


评注 我 们 写 f: A 一 B 来 表示 了 是 一 个 从 A 到 忆 的 部 分 函数 。 注 意 这 个 和 函数 的 

记号 是 一 致 的 。 该 记号 的 上 下 文 可 以 用 来 判断 了 是 部 分 函数 还 是 全 函数 。 

例 32 函数 f:Z>R， 其 中 f(n) 二 Vn 是 一 个 从 Z 到 R 的 部 分 函数 ， 这 里 定义 域 是 非 负 
整数 的 集合 。 注 意 了 对 于 负 整 数 无 定义 。 


练习 
1. 为 什么 下 列 问 题 中 的 /不 是 从 R 到 R 的 函数 ? 


a) f(z)=1/z b) f(z)=Vz ce) FCz) 一 士 WC2z 于 1I) 
2. 判断 下 面 定 义 的 几 个 f 是 不 是 从 ZZ 到 R 的 函数 。 、 
a) f(n)= 土 n b) fn)= Vrntl ce) fln)=1/(n:—4) 


3. 判断 f 是 否 为 从 所 有 位 串 的 集合 到 整数 集合 的 函数 : 
a)f(S) 是 S 中 某 个 0 位 的 位 置 。 
b)f(S) 是 S 中 1 位 的 个 数 。 
c) A(S) 是 最 小 整数 i 使 S 中 的 第 i 位 为 1， 当 S 是 不 含 位 的 空 串 时 f(S) 二 0。 
4. 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 。( 注 意 在 每 种 情况 下 ， 为 了 求 函 数 定义 域 ， 只 需 确定 被 该 函数 指派 了 
值 的 元 素 集合 。) 
a) 函数 为 每 个 非 负 整数 指派 该 整数 的 最 后 一 位 数字 。 
b) 函数 为 每 个 正 整 数 指派 比 它 小 的 最 大 整数 。 
c) 函数 为 每 个 位 串 指派 串 中 1 的 位 数 。 
d) 函数 为 每 个 位 串 指派 串 的 位 数 。 
5. 求 下 列 函 数 的 定义 域 和 值 域 。( 注 意 在 每 种 情况 下 ， 为 了 求 函 数 定义 域 ， 只 需 确定 被 该 函数 指派 了 
值 的 元 素 集 合 。) 
a) 函数 为 每 个 位 串 指 派 串 中 1 的 位 数 与 0 的 位 数 之 差 。 
b) 函数 为 每 个 位 串 指派 串 中 0 的 位 数 的 2 倍 。 
c) 函数 为 每 个 位 串 指派 当 把 串 分 成 字 节 (8 位 为 1 个 字 节 ) 时 不 够 一 个 字 节 的 位 数 。 
d) 函数 为 每 个 正 整数 指派 不 超过 该 整数 的 最 大 完全 平方 数 。 
6. 求 下 列 函数 的 定义 域 和 值 域 。 
a) 函数 为 每 正 整数 序 偶 指派 序 偶 中 的 第 一 个 整数 。 
b) 函数 为 每 个 正 整数 指派 该 整数 中 最 大 的 十 进 数 字 。 
c) 函数 为 位 串 指派 串 中 1 的 位 数 与 0 的 位 数 之 差 。 
d) 函数 为 每 个 正 整数 指派 不 超过 该 整数 的 平方 根 的 最 大 整数 。 
e) 函 数 为 位 串 指派 串 中 最 长 的 1 的 子 串 。 
7. 求 下 列 函数 的 定义 域 和 值 域 。 
a) 函数 为 每 对 正 整数 序 偶 指 派 这 两 个 整数 中 的 最 大 数 。 
b) 函数 为 每 个 正 整数 指派 在 该 整数 中 未 出 现 的 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 数字 的 个 数 。 
ce) 函数 为 位 串 指派 串 中 块 11 出 现 的 次 数 。 
d) 函数 为 位 串 指派 串 中 第 一 个 1 的 位 置 值 ， 如 果 位 串 为 全 0 就 指派 0。 
8. 求 下 列 各 值 : 


基本 结构 : 集合 、 号 数 、 序 列 、 求 和 与 矩阵 129 


动 忆 了 二 寺 b) 站 .1 ec)| 一 0. ]| 
D0. 1 | ef 2. 99]] fD)[ 一 2. 99] 
8L 于 +[ 本 1 WT | 亏 +[ 启 什 去 1 
9 求 下 列 各 们 ， 
a)[3/4] b)| 7/8 | of—3/41 
d)|—7/8] ef 3 ]] D| 一 1 | 
aL 于 +[3/ 引 | mL 十 [5/2| ] 
10. 判断 下 列 从 {a，5，c，d} 到 它 自身 的 函数 是 否 是 一 对 一 的 。 
a) f(a)=b, f(D)=a, flo)=e, fld)=d DfCa)=6, f(D)=6b, fe)=d, f(d)=c 


c) f(a)=d, f(b)=6b, flc)=e, fl(d)=4d 
11. 练习 10 中 哪些 函数 是 映 上 的 ? 
12. 判断 下 列 过 到 Z 的 函数 是 否 是 一 对 一 的 。 
a) f(n)=n—1 b) fl(n)=n 二 1 
fm =n d) f(n)=[n/2| 
13. 练习 10 中 哪些 函数 是 映 上 的 ? 
14. 判断 在 下 列 情况 下 f : ZXZ>Z 是 否 是 映 上 的 ? 
a) fl(m, n)=2m—n b) fm, n=m—n 
fm, n)=m+t+ntl Dflm, n= |m|—|nl| 
e)f(m, n)=m’—4 
15. 判断 在 下 列 情况 下 函数 f: ZX2Z>Z 是 否 是 映 上 的 ? 
a) fm, n)=m+tn Dflm, n=m+n 
fm, n)=m d)flm, n)= |n| 
e)f(m, n)=m—n 
16. 考虑 离散 数学 班 上 学 生 集 合 上 的 函数 。 在 什么 条 件 下 函数 是 一 对 一 的 ， 如 果 给 学 生 指 派 他 的 
2) 移动 电话 号 码 b) 学 生 学 号 
c) 在 班 上 的 最 后 得 分 d) 家 乡 
17. 考虑 一 所 学 校 中 老师 集合 上 的 函数 。 在 什么 条 件 下 函数 是 一 对 一 的 ， 如 果 给 老师 指派 他 的 
a) 办 公 室 
b) 陪 伴 学 生 进 行 野外 实习 时 一 组 巴士 中 制定 的 巴士 
中 薪水 
d) 社 会 保险 号 
18. 为 练习 16 的 每 个 函数 指定 陪 域 。 在 什么 情况 下 这 些 你 指定 了 陪 域 的 函数 是 映 上 的 ? 
19. 为 练习 17 的 每 个 函数 指定 陪 域 。 人 
20. 给 出 从 N 到 N 的 函数 的 例子 ， 满 足 : 


a) 一 对 一 但 非 映 上 。 b) 映 上 但 不 一 对 一 。 

©) 既 映 上 又 一 对 一 (但 不 同 于 恒 等 函 数 )。 d) 既 非 映 上 又 非 一 对 一 。 
21. 给 出 从 整数 集合 到 正 整 数 集合 的 函数 的 显 式 公式 ， 满 足 : 

a) 一 对 一 但 非 映 上 。 b) 映 上 但 非 一 对 一 。 

c) 既 映 上 又 一 对 一 。 d) 既 不 映 上 又 不 一 对 一 。 
22. 判断 下 列 各 渔 数 是 否 是 从 R 到 R 的 双 射 函数 。 

a) f(x)=—3zx++4 b) FCz) 一 一 3z: 十 7 

c) fz)= (z+1)/(z++2) d) F(z) 一 z5 十 1 
23. 判断 下 列 各 函数 是 否 是 从 R 到 R 的 双 射 函数 。 

a) f(z)=2z++1 b) f(z)=z’+T1 

c) f(z)= 7 d) F(z) 一 (zz 十 1)/(Czz 十 2) 


24. 令 f: RR 上 且 对 所 有 zER 有 FCz) 二 0。 证 明 f(z) 是 严格 递增 的 当 且 仅 当 函数 g(x) 二 1/f(z) 是 严格 
递减 的 。 
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37. 
38. 
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40. 
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令 f:R>R 有 目 对 所 有 ZzER 有 f(z) 宝 0。 证 明 f(z) 是 严格 递减 的 当 且 仅 当 函数 g(x) 二 1/f(z) 是 严格 
递增 的 。 

a) 证 明 从 R 到 自身 的 严格 递增 函数 是 一 对 一 的 。 

b) 试 给 出 一 个 从 R 到 自身 的 不 是 一 对 一 递增 函数 的 实例 。 

a) 证 明 从 R 到 自身 的 严格 递减 函数 是 一 对 一 的 。 

b) 试 给 出 一 个 从 R 到 自身 的 不 是 一 对 一 的 递减 函数 实例 。 

证 明 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 jz) 一 e 不 是 可 逆 的 ， 但 如 果 将 其 陪 域 限 制 在 正 实 数 集 ， 则 所 得 函数 
是 可 逆 的 。 

证 明 从 实数 集 到 非 负 实数 集 的 函数 f(x) 三 | z | 不 是 可 逆 的 ， 但 如 果 将 其 定义 域 限 制 到 非 负 实数 集 ， 


则 函数 是 可 逆 的 。 

令 S={ 一 1]，0，2，4，7}。 求 f(S)， 如 果 

a)f(z)=1 b) F(z) 王 2z 十 1 

ec) F(Cz) 一 [z/5] d) F(Cz) 王 [|(zz 十 1)/3] 

令 f(z)==| z?/3]。 求 f(S)， 如 果 S 
a)S={—2, —1, 0, 1, 2, 3} DS=(0 Ts 2 ar 
WG=t11 $y 7 i} DS={2,.6, 10, 14} 

令 f(z) 二 2+， 其 中 定义 域 是 实数 集 。 求 

a) f(Z) b) f(N) c) FCR) 


假定 g 是 从 A 到 B 的 函数 ，f 是 从 B 到 C 的 函数 。 

a) 证 明 如 果 f 和 g 均 为 一 对 一 函数 ， 那 么 fog 也 是 一 对 一 函数 。 

b) 证 明 如 果 f 和 &g 均 为 到 映 上 函数 ， 那 么 fog 也 是 映 上 函数 。 

如 果 f 和 fog 都 是 一 对 一 的 ， 能 否 得 出 结论 g 也 是 一 对 一 的 ? 说 明理 由 。 

如 果 f 和 fog 都 是 映 上 的 ， 能 否 得 出 结论 g 也 是 映 上 的 ? 说 明理 由 。 

试 求 fog 和 gof， 其 中 f(x) 二 zx 十 1 和 g(x) 二 zx 十 2 都 是 从 R 到 R 的 函数 。 

试 求 {十 g 和 fg， 其 中 函数 f 和 g 同 练 习 36 一 样 。 

令 f(z)= 二 az 十 5b，，g(zx) 二 cr 十 d， 其 中 4a、5、c 和 4d 为 常数 。 试 确定 有 关 a、2、c 和 4 应 满足 的 充分 
必要 条 件 使 得 fog= 二 gof。 

证 明 从 R 到 R 的 函数 f(x) 二 az 十 6 是 可 道 的， 其 中 a 和 8 为 常数 且 a 天 0， 并 找 出 f 的 反 函 数 。 

令 f 是 一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 。 令 S 和 了 为 A 的 子 集 。 证 明 

a)f(SUT)= f(D) UFOD 

DASINIISEADNA TD 

a) 给 出 一 个 例子 说 明 练 习 40b 中 的 包含 可 能 是 真 包含 。 

b) 证 明 如 果 f 是 一 对 一 的 ， 则 练习 40b 中 的 包含 就 是 相等 。 

令 f 是 一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 。S 是 B 的 一 个 子 集 。 定 义 S 的 逆 像 (inverse image) 为 A 的 子 
其 元 素 恰好 是 S 所 有 元 素 的 原 像 。S 的 逆 像 记 作 f-'(S), 于 是 广 '(S)=={a€A | f(a)€S)。( 小 心 : 


记号 f-! 有 两 种 不 同 的 使 用 方式 。 不 要 将 这 里 引入 的 符号 与 可 逆 函 数 了 的 着 函数 在 > 处 的 值 的 记号 
f(y) 混 淆 。 还 要 注意 集合 S 的 逆 像 f+ '(S) 对 所 有 函数 f 都 有 意义 ， 而 不 仅仅 是 可 递 函 数 。) 


42. 


43. 


44. 


45. 
46. 


令 f 为 从 R 到 R 的 函数 f(x) 二 x*。 求 

7 b) 广 !({z| 0 天 z<1)) 
ec) 广 !(( 工 | zx>4)) 

令 g(Cz) 一 | x]」。 求 

a)g '({0}) be “Ct — 1 Vs. 1} 
og!({z|o0<z<1)}) 

令 f 为 从 A 到 B 的 函数 . 令 S 和 工 为 B 的 子 集 。 证 明 

a SD (VY KD 

DASND=A NA TD 

令 f 为 从 A 到 B 的 函数 。S 为 B 的 子 集 。 证明 广 :(S)= 广 :(S) 。 

证 明 |z 十 1/2?| 是 最 接近 z 的 整数 ， 除 非 z 恰 为 两 个 ( 相 邻 ) 整 数 的 中 间 数 ， 此 时 它 为 这 两 个 整数 中 较 


47. 


48. 
49. 
50. 
$51. 


52. 


53. 
54. 
55. 


56. 
57, 
58. 


59. 
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62. 
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67. 


68. 


69. 
70. 
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大 的 一 个 。 

证 明 |[z 一 1/2| 是 最 接近 zz 的 整数 ， 除 非 z 恰 为 两 个 ( 相 邻 ) 整 数 的 中 间 数 ， 此 时 它 为 这 两 个 整数 中 较 
小 的 一 个 。 

证 明 如 果 z 是 一 个 实数 ， 则 当 z 不 是 整数 时 有 [zx| 一 [zj=1; 当 z 为 整数 时 有 「z]-Lz|==0。 
证 明 如 果 z 是 一 个 实数 ， 则 有 z 一 1<[|z 上 kx<「[zx1] 天 z 十 1。 

证 明 如 果 z 为 实数 ,而 mm 为 整数 ， 则 |[z 十 mq =[ zx | 十 m。 

证 明 如 果 z 为 实数 ，7? 为 整数 ， 则 


a)zx<n 当 且 仅 当 | zx | 二 n。 b)z”<z 当 且 仅 当 「z]。 
证 明 如 果 z 为 实数 ，7z 为 整数 ， 则 
a)z<<n 当 且 仅 当 [| z |1 委 "。 bn 过 xz 当 且 仅 当 ” 生 Lz|。 


证 明 如 果 为 整数 ， 则 当 为 偶数 时 | n/2 二 n/2; 当 n 为 奇数 时 [| n/2]=(n 一 1)/2。 

证 明 如 果 z 为 实数 ， 则 | 一 z= 一 zl, [一 zl= 一 Lzj。 

有 些 计算 器 上 有 个 INT 函数 ， 当 z 为 非 负 实数 时 INT(z) 二 | x ]; 当 z 为 负 实数 时 INT(z)==[z1。 证 
明 这 一 函数 INT 满足 等 式 INT( 一 z) 王 一 INTCz) 。 

令 a 和 2 为 实数 ， 且 a<5。 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 表示 满足 a<n<b 的 整数 ”的 数目 。 

令 a 和 5b 的 实数 ， 且 a<5， 用 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 表示 满足 a<n<5b 的 整数 n 的 数目 。 

需要 用 多 少 字 节 来 编码 n 位 的 数据 ， 其 中 n 等 于 


a)4 b)10 c)500 d)3000 
需要 用 多 少 字 节 来 编码 n 位 的 数据 ， 其 中 等 于 
a)7 b)17 c)1001 d)28 800 


在 下 列传 输 率 的 连接 上 10 秒 内 能 传输 多 少 个 ATM 信 元 (参看 例 28)? 

a) 每 秒 128 千 位 (1 千 位 =1000 位 ) 

b) 每 秒 300 千 位 

c) 每 秒 1 兆 位 (1 兆 位 = 二 1000 000 位 ) 

数据 在 某 以 太 网 上 以 1500 个 8 位 (octet) 为 信息 块 传输 。 下 面 的 数据 量 在 这 个 以 太 网 上 传输 时 需要 多 
少 个 信息 块 ? (注意 一 字 节 就 是 8 位 的 同义词 ，1 千 字 节 就 是 1000 字 节 ，1 兆 字 节 就 是 1 000 000 


字 节 。) 
a)150 千 字 节 的 数据 。 b)384 千 字 节 的 数据 。 
c)1. 544 兆 字 节 的 数据 。 d)45. 3 兆 字 节 的 数据 。 


画 出 从 Z 到 Z 的 函数 f(n) 二 1 一 n? 的 图 。 
画 出 从 R 到 RR 的 函数 f(x)==| 2x | 的 图 。 
画 出 从 R 到 R 的 函数 f(x)==| xz/2 的 图 。 
画 出 从 R 到 RR 的 函数 f(x) 二 [| zj 十 | xz/2 | 的 图 。 
画 出 从 R 到 R 的 函数 fFCz)=「z]+L zx/2 | 的 图 。 


画 出 下 列 各 函数 的 图 。 

a) f(z)=|[z++1/2]| b) f(x) 一 [2z 十 ]| 

c) F(z) 王 [| z/3 1] d) F(z) 王 [1/z] 

e) f(z)=[z—2+| z+2 | f) f(z)=| 2z |[z/4 
8g) f(z)=[[z—1/2+1/2 | 

画 出 下 列 各 函数 的 图 。 

a) f(z)=[3z—2| b) fz) =[0. 2z] 

ce) flz)=| 一 1/zj d) f(z)=| zz | 

e) FCz) 一 [ zx/2 1 zx/2| f) jz) 一 |z/2|+[z/21 


g) FCz) 王 | 2[z/21 十 1/2 | 

求 f(z)==z 十 1 的 反 函 数 。 

假定 f 是 从 Y 到 Z 的 可 道 函数 ，g 是 从 和 到 了 的 可 逆 函 数 。 证 明 合成 函数 fog 的 反 函 数 可 由 下 式 给 
出 (fog) !'!=g lof”! 


71. 


[7 72. 


73, 


74. 


75, 


76. 


77, 


78. 


[5 79. 


x 80 


2. 
2. 


132 第 2 章 








令 S 为 全 集 U 的 子 集 。S 的 特征 函数 fs 是 从 U 到 集合 {0，1} 的 函数 ， 使 得 如 果 工 属于 S 则 
Fs(Cz) 一 1， 如 果 开 不 属于 S 则 fs (zx) 二 0。 令 A、B 为 集合 。 证 明 对 于 所 有 zEU 有 

a) fans (zx)= fa(z)* fp(z) 

b) faus (xz)= fa zr)it fa lz)— falrz)* fazx) 

ec) fxa(z)=1— falz) 

d) fa@®a (x)= fa(z)it fa (xz)—2fa (zr) fez) 

假定 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 ， 这 里 A 和 忆 为 有 限 集 且 141=1383|。 证 明了 是 一 对 一 的 当 且 仅 
当 它 是 映 上 的 。 

证 明 或 推翻 下 列 关 于 上 取 整 函数 和 下 取 整 函数 的 语句 。 

a) 对 任意 实数 zx, |Lzj|=Lz|， 

b) 只 要 z 是 实数 ,|L2z |=2|zj。 

c) 只 要 zx 和 y 是 实数 , [zl+iy| 一 [zx 十 y|=0 或 1。 

d) 对 任意 实数 zx 和 >，「 zy 1=[zl[yl。 


对 任意 实数 ,| 过 | 

证 明 或 推翻 下 列 关 于 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 的 语句 。 
a) 对 任意 实数 z， [zj|F=Tzl 

b) 对 任意 实数 x 和 2?，Lz 十 yj|=Lzj+Ly|。 

对 任意 实数 zx, | [z/22 片 [z/ 人 。 

d) 对 任意 实数 zx, | V[z|=LVz|， 

6) 对 任意 实数 z 和 y, [z+Lyj+lz+yj| 2z]+| 2y]。 

证 明 如 果 z 是 一 个 正 实数 ， 则 

DL VLz| LVz bw VTzT|=IVz] 


令 = 为 实数 证 明 3 上 La]H|z+ 计 z+ 子 | 





对 下 列 各 个 部 分 函数 求 它 的 域 、 陪 域 、 定 义 域 及 其 无 定义 的 值 的 集合 。 另 外 判断 它 是 否 为 全 函数 。 

a)f: Z>R, f(n)=1/n。 

DF: Z>Z, fn)=[n/2l, 

Ff: ZXZ>Q, fm, n)=m/n。 

d)f: ZXZ>Z, fm, n)=mn,。 

ef: ZXZ>Z， fm n) 二 m 一 n， 如 果 mm 二 n。 

2) 证明 从 A 到 B 的 一 个 部 分 函数 f 可 以 看 成 从 A 到 BU {wu} 的 函数 f" ， 其 中 4 不 是 B 的 元 素 ， 且 

fla) ”如果 a 属于 了 的 定义 域 

如 果 了 在 a 点 无 定义 

b) 使 用 a) 中 的 构造 法 ， 找 出 练习 77 中 各 部 分 函数 对 应 的 f* 。 

a) 证 明 如 果 S 是 基数 为 m 的 集合 ，m 为 正 整数 ， 则 在 集合 5 与 集合 {1，2，…，m} 之 间 存 在 一 个 一 
一 对 应 函数 。 

b) 证 明 如 果 S、 丁 均 为 基数 为 m 的 集合 ，m 为 正 整 数 ， 则 在 集合 S 与 集合 T 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 
函数 。 

. 证 明 S 为 无 穷 集合 当 且 仅 当 存在 S 的 一 个 真子 集 A 使 得 A 到 S 有 一 个 一 一 对 应 函数 。 


4 序列 与 求 和 


4.1 引言 
序列 是 元 素 的 有 序列 表 ， 在 离散 数学 中 有 许多 应 用 。 例 如 在 第 8 章 中 将 会 看 到 的 用 来 表示 


f* (a)= 


某 些 计数 问题 的 解 。 序 列 也 是 计算 机 科学 中 一 种 重要 的 数据 结构 。 我 们 在 离散 数学 的 学 习 中 经 
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常 要 处 理 序 列 项 的 求 和 问题 。 本 节 回 顾 求 和 记号 的 使 用 、 求 和 的 基本 性 质 以 及 某 些 特定 序列 的 
求 和 公式 。 

一 个 序列 中 的 项 可 以 通过 一 个 适用 于 序列 中 每 一 项 的 公式 来 描述 。 本 节 还 将 描述 另 一 种 方法 用 
递 推 关系 来 指定 一 个 序列 的 项 ， 即 将 每 一 项 表示 为 前 续 项 的 一 种 组 合 。 我 们 将 介绍 一 种 迭代 方法 用 
于 寻找 通过 递 推 关系 定义 的 序列 的 项 的 闭 公 式 。 给 定 前 面 若干 项 来 确定 一 个 序列 也 是 离散 数学 中 问 
题 求解 的 一 种 有 用 技能 。 为 此 我 们 会 给 出 一 些 技巧 ， 以 及 Web 上 的 一 些 有 用 的 工具 。 


2.4.2 序列 

序列 是 一 种 用 来 表示 有 序列 表 的 离散 结构 。 例 如 1，2，3，5，8 是 一 个 含有 五 项 的 序列 ， 
而 1，3，9，27，81，…，3"，… 是 一 个 无 穷 序 列 。 

序列 (sequence) 是 一 个 从 整数 集 的 一 个 子 集 (通常 是 集合 {0，1，2，…} 或 集合 {1， 
2，3，…)}) 到 一 个 集合 S 的 函数 。 用 记号 a, 表示 整数 n 的 像 。 称 a, 为 序列 的 一 个 项 (term) 。 

用 记号 {a,} 描 述 序列 。( 注 意 ao, 表示 序列 {a, }) 的 单项 。 还 要 注意 一 个 序列 记号 {a,)} 与 集合 
的 记号 有 冲突 。 但 使 用 这 个 记号 的 上 下 文 总 能 分 清 什么 时 候 在 讨论 集合 而 什么 时 候 在 讨论 序 
列 。 还 要 注意 尽管 一 个 序列 的 记号 中 用 了 字母 a， 也 可 以 用 其 他 字母 或 表达 式 ， 这 取决 于 所 考 
虑 的 序列 。 即 字母 a 的 选择 是 任意 的 。) 

我 们 通过 按照 下 标 升序 来 列举 序列 项 来 描述 序列 。 

例 1 考虑 序列 {a,}， 其 中 


从 ai 开始 的 这 个 序列 项 的 列表 ， 即 


CI CQ2 CQ3 9 Q4 9 9 


开头 是 : 
1»51/2,1/3,1/4,° 本 
几何 级 数 是 如 下 形式 的 序列 
Qsyar 3G1 yyQ1 se 


其 中 初始 项 a 和 公 比 r 都 是 实数 。 
评注 ”几何 级 数 是 指数 函数 f(x) 二 ar” 的 离散 的 对 应 体 。 


例 2 序列 {5,}， 其 中 6 二 (一 1)*"、{c,)}， 其 中 c= 二 2，5” 和 {qd,}， 其 中 4d, 二 6.，(1/3)" 都 
是 几何 级 数 。 如 果 我 们 以 n=0 开始 ， 则 其 起 初始 项 和 公 比 分 别 等 于 1 和 一 1，2 和 5 以 及 6 和 
1/3。6b,。，b;，6bs。，b;，b:，… 序 列 的 开头 是 : 
1, 一 1,1, 一 1,1,… 
Gs Gs ce， C3 0， "序列 的 开头 是 ;: 
2,10,50,250,1250,… 
do，di，d;，d;，d,，… 序 列 的 开头 是 : 
hs 4 
算术 级 数 是 如 下 形式 的 序列 
asa 十 dya 十 2d,**…* ,a 十 nd, 
其 中 初始 项 a 和 公差 d 都 是 实数 。 
评注 “算术 级 数 是 线性 函数 f(xX) 二 dx 十 a 的 离散 的 对 应 体 。 
例 3 序列 ，{s,} 其 中 $5, 二 一 1 十 4n 和 {i})， 4 二 7 一 3n 都 是 算术 级 数 ， 如 果 我 们 以 2 一 0 开 


始 ， 则 其 初始 项 和 公差 分 别 等 于 一 1 和 4 以 及 7 和 一 3。 S09 $19 S29 53. … 序 列 的 开头 是 : 
—133,7511 ,°° 


to», ti, ts， t， … 序 列 的 开头 是 : 


ws 
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7,4,1, 一 2,… 4 

在 计算 机 科学 中 经 常 使 用 形 如 wm ，a; ，…，a, 的 序列 。 这 些 有 穷 序 列 也 称 为 串 (string) 。 

这 个 串 也 可 以 记 作 wa…as。( 回 忆 一 下 在 1.1 节 介 绍 的 位 串 ， 它 就 是 位 的 有 限 序列 .) 串 的 长 
度 是 这 个 串 的 项 数 。 空 串 是 没有 任何 项 的 串 ， 记 作 和 。 空 串 的 长 度 为 0。 

例 4 串 apcd 是 长 度 为 4 的 串 。 本 


2.4.3 递 推 关 系 

在 例 1 一 3 中 ， 我 们 通过 为 项 提供 显 式 公 式 来 指定 序列 。 还 有 许多 其 他 方法 可 以 用 来 指定 
一 个 序列 。 例 如 ， 另 外 一 种 指定 序列 的 方法 是 提供 一 个 或 多 个 初始 项 以 及 一 种 从 前 面 的 项 确定 
后 续 项 的 规则 。 

关于 序列 {a,) 的 一 个 递 推 关系 (recurrence relation) 是 一 个 等 式 ， 对 所 有 满足 n 宇 n。 
的 n， 它 把 a， 用 序列 中 前 面 项 即 ao， Uy Qs-1 中 的 一 项 或 多 项 来 表示 ， 这 里 mo 是 一 个 非 负 
整数 。 如 果 一 个 序列 的 项 满足 递 推 关系 ， 则 该 序列 就 称 为 是 递 推 关 系 的 一 个 解 。( 一 个 递 推 关 
系 称 为 递归 地 定义 了 一 个 序列 。 我 们 将 在 第 5 章 解释 这 个 不 同 的 术语 ) 

例 5 令 {a,} 是 一 个 序列 ， 它 满足 递 推 关系 a, 二 a,_1 十 3，n 二 1，2，3，…， 并 假定 wm 王 2。 
a、a 和 aa 是 多 少 ? 

解 ” 从 递 推 关系 可 以 看 出 a 二 ao 十 3 二 2 十 3 二 5。 那 么 有 as = 二 5 十 3 二 8 和 as 一 8 十 3 一 11。 者 

例 6 令 {a,} 是 一 个 序列 ， 它 满足 递 推 关系 a, 二 a,_1 一 4a,-;:，7n 二 2，3，4，…， 并 假定 a 二 
3, a 二 5。as 和 a 是 多 少 ? 

解 ” 从 弟 推 关系 可 以 看 出 ，as 二 41 一 a 二 5 一 3 二 2 且 a 二 as 一 二 2 一 5 三 一 3。 我 们 可 以 用 
类 似 方法 找到 a,、a; ， 以 及 后 续 各 项 。 aq 

递归 定义 的 序列 的 初始 条 件 指 定 了 在 递 推 关 系 定义 的 首 项 前 的 那些 项 。 例 如 ， 例 5 中 的 
aa 王 2 和 例 6 中 的 ao 二 3 和 aw 三 5 是 初始 条 件 。 采 用 第 5 章 介绍 的 一 种 证 明 技术 ， 数 学 归纳 法 ， 
可 以 证 明 一 个 递 推 关 系 及 其 初始 条 件 可 以 唯一 地 确定 了 一 个 序列 。 

接 下 来 我 们 用 递 推 关 系 来 定义 一 个 非常 有 用 的 序列 ， 这 就 是 以 出 生 于 12 世纪 的 意大利 数 
学 家 斐 波 那 契 (参见 第 5 章 关 于 他 的 传记 ) 的 名 字 命 名 的 斐 波 那 契 数列 (Fibonacci sequence) 。 我 
们 会 在 第 5 章 和 第 8 章 深 入 研究 这 个 序列 ， 那 里 我 们 会 看 到 它 对 许多 应 用 非常 重要 ， 包 括 兔子 
繁殖 的 增长 模型 。 
斐 波 那 契 数列 六 ， 户 ， 万 ，…， 由 初始 条 件 fo 二 0， 所 二 1]， 和 下 列 递 推 关系 所 
害 注 








f= f+frs n=2,3,4,. 
例 7 找 出 斐 波 那 契 数 f,、fs、f,、f:; 和 fs。 
解 ” 斐 波 那 契 数列 的 递 推 关 系 告诉 我 们 ， 可 通过 把 前 面 两 项 相 加 来 得 出 后 续 的 项 。 因 为 初 
始 条 件 是 万 =0 和 所 二 1， 用 定义 中 的 递 推 关 系 可 得 
f=f+f=l+0=1 
f= 二 =1++1=2 
i= 及 十 有三 8 十 1 二 3 
f= 二 8+2=5 
二 3 二 = 4 
例 8 假设 {a,} 是 整数 序列 ， 定义 a, 二 nl! 在 整数 的 阶乘 函数 的 值 ，n 二 1，2，3，…。 因 
为 n! = 二 n(n 一 1)(n 一 2)…2。，1) 二 na,1， 所 以 可 以 看 出 阶乘 的 序列 满足 递 推 关系 a, 二 na,-,， 


以 及 初始 条 件 a 二 1。 4 
当 我 们 为 序列 的 项 找到 一 个 显 式 公式 ， 称 为 闭 公式 (closed formula) 时 ， 我们 就 说 解决 了 带 
有 初始 条 件 的 递 推 关系 。 


例 9 试 判定 序列 {a,}， 其 中 对 每 个 非 负 整数 n 有 a, 王 3n 是 否 是 递 推 关系 a, 二 24,-1 一 
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aa，7 一 2，3，4，… 的 解 。 当 ao,=2” 和 当 a,=5 时 回答 同样 的 问题 。 
解 ” 假 设 对 每 个 非 负 整 数 n 有 a, 二 3n。 则 对 n 宇 2， 可 以 看 出 2a,_1 一 a,_: 二 2(3(n 一 1)) 一 
3(n 一 2) 二 3n 二 a,。 所 以 ，{a,}， 其 中 a 二 3n， 是 递 推 关系 的 一 个 解 。 
假设 对 每 个 非 负 整 数 n 有 4a, 二 2"。 注 意 a 二 1, a 二 2, 而 as 二 4。 因为 24 一 wo 二 2* 2 一 
1 一 3 天 ac ， 所 以 {a,}， 其 中 a, 二 2",， 不 是 递 推 关系 的 解 。 
假设 对 每 个 非 负 整 数 n 有 a 二 5。 则 对 n 宇 2， 可 以 看 出 2a,_1 一 a,_: 二 2，5 一 5 二 5 二 a,。 所 
以 ，{a,}， 其 中 a, 二 5， 是 递 推 关 系 的 一 个 解 。 本 
已 有 很 多 方法 可 以 求解 递 推 关 系 。 这 里 我 们 用 几 个 例子 介绍 一 种 直观 的 迭代 法 。 在 第 8 章 
我 们 会 深入 研究 递 推 关系 。 那 里 我 们 将 证 明 递 推 关 系 如 何 用 于 求解 计数 问题 ， 并 且 将 介绍 几 种 
功能 强大 的 方法 用 于 求解 许多 不 同 的 递 推 关 系 。 
例 10 求解 例 5 中 带 有 初始 条 件 的 递 推 关 系 。 
解 ”连续 应 用 例 5 中 的 递 推 关系 ， 从 初始 条 件 wa = 二 2 开始 向 上 一 直到 a, 能 够 推断 出 序列 的 
闭 公 式 。 可 以 看 到 
Qs 二 2 十 3 
aa 一 (2 十 3) 十 3 一 2 十 3。2 
站 三 人 十 2 十 8 三 芭 十 33 


a 二 Qi 十 3 二 (2 十 3。(n 一 2)) 十 3 = 二 2 十 3(n 一 1) 
我 们 也 可 以 通过 连续 应 用 例 5 的 递 推 关系 ， 从 项 a, 开始 向 下 一 直到 初始 条 件 ai 二 2 能 够 得 
到 同样 的 公式 。 步 又 如 下 
a, 一 Ci 十 3 
一 (as 十 3) 十 3 一 ar 十 3。2 
一 (a-_: 十 3) 十 3。2 一 as 十 3。3 


一 Q 十 3(2 一 2) 一 (a 十 3) 十 3(2 一 2) = 二 2 十 3(n 一 1) 

在 递 推 关系 的 每 一 次 迭代 中 ， 我 们 通过 在 前 项 上 加 上 3 而 得 到 序列 的 下 一 项 。 经 过 递 推 关 
系 的 ”一 1 次 迭代 后 就 可 得 到 第 n 项。 故我 们 在 初始 项 a 二 2 上 加 了 3(n 一 1) 而 得 到 a,。 这 就 是 
闭 公式 a, 二 2 十 3(n 一 1)。 注 意 这 个 序列 是 一 个 算数 级 数 。 4 

例 10 中 使 用 的 技术 叫做 迭代 (iteration) 。 我 们 迭代 或 重复 利用 了 递 推 关 系 。 第 一 种 方法 称 
为 正 向 替换 一 一 我 们 从 初始 条 件 出 发 找到 连续 的 项 直到 a, 为 止 。 第 二 种 方法 称 为 反 向 替换 ， 
因为 我 们 从 a, 开始 和 迭代 时 将 其 表示 为 序列 中 前 面 的 项 直到 可 以 用 a, 来 表示 。 注 意 当 我 们 使 用 
迭代 时 ,我们 必须 猜测 序列 项 的 一 个 公式 。 要 证 明 我 们 的 猜测 是 正确 的 ,我们 需要 使 用 数学 归 
纳 法 一 项 将 在 第 5 章 中 讨论 的 技术 。 

第 8 章 我 们 将 证 明 北 推 关系 可 用 于 为 各 种 问题 建 模 。 这 里 我 们 仅 提 供 这 样 的 一 个 例子 ,证 
明 如 何 用 递 推 关系 来 计算 复合 利率 。 

例 11 复合 利率 (Compound Interest)。 假 设 一 个 人 在 银行 的 储蓄 账户 上 存 了 10 000 美元 ， 
年 利率 是 11% 按 年 计 复 利 。 那 么 在 30 年 后 该 账户 上 将 有 和 多少 钱 ? 

解 ” 为 求解 这 个 问题 ,， 今 P, 表示 n 年 后 账户 上 的 金额 。 因 为 n 年 后 账 上 的 金额 等 于 在 。 
?一 1 年 后 账户 上 的 金额 加 上 第 ”年 的 利息 ， 序 列 {P,} 满 足 递 推 关 系 

PP 11Ps = 人 ,14 有 5 





初始 条 件 是 P, 王 10 000。 
我 们 可 以 使 用 迭代 法 找到 P, 的 公式 。 注 意 
B= (1 11P, 
B= KP; = 10D"P 


Erire 
Emote 3 


到 


136 第 2 章 





P;= (1.11)P, = (1.11)’P, 


Ps MOP, = C1 Tl)np, 
当代 入 初始 条 件 P, = 二 10 000 时 ， 就 得 到 公式 P, = 二 (1. 11)"10 000。 
将 ?一 30 代入 公式 P,.=(1.11)"10 000， 即 可 得 在 30 年 后 账户 上 有 
Pi:。 一 (1. 11)”10 000 一 228 922. 97 美元 & 


2. 4.4 特殊 的 整数 序列 

离散 数学 中 的 一 类 共性 问题 是 为 了 构造 序列 的 项 而 寻找 闭 公 式 、 递 推 关 系 或 者 某 种 一 般 
规则 。 有 时 候 仅 知道 用 于 求解 问题 的 序列 中 的 一 部 分 项 ， 目 标 则 是 要 确定 序列 。 尽 管 序 列 的 
初始 项 不 能 确定 整个 序列 (毕竟 从 任何 初始 项 的 有 限 集合 开始 的 序列 有 无 限 多 个 ), 但 了 解 前 
几 项 仍 有 助 于 做 出 关于 序列 本 身 的 合理 猜想 。 一 旦 形成 猜想 ， 就 可 以 尝试 验证 你 找到 了 正确 
序列 。 

给 定 初始 项 ， 当 试图 推导 出 一 个 可 能 的 公式 、 递 推 关系 或 序列 项 的 某 种 一 般 规 则 时 ， 尝 试 
寻找 这 些 项 的 一 种 模式 。 再 观察 能 否 确定 一 项 是 如 何 可 以 从 它 前 面 的 项 产生 得 到 。 有 许多 问题 
可 以 问 , 但 比较 有 用 的 问题 是 : 

。 是 否 有 相同 值 连续 出 现 ? 即 相同 的 值 在 一 行 中 出 现 多 次 。 

。 是 否 给 前 项 加 上 某 个 常量 或 与 序列 中 项 的 位 置 有 关 的 量 后 就 得 出 后 项 ? 

。 是 否 给 前 项 乘 以 特定 量 就 得 出 后 项 ? 

。 是 否 按照 某 种 方式 组 合 前 面 若干 项 就 可 以 得 出 后 项 ? 

。 是 否 在 各 项 之 间 存 在 循环 ? 

例 12 求 具有 下 列 前 5 项 的 序列 公式 : (a)1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16; (b)1l, 3, 5, 7,9; 
(ls Sly Le dy ds 

解 (a) 可 以 看 出 分 母 都 是 2 的 才 次 。 对 2" 一 0，1，2，…， 满 足 a, 二 1/2” 的 序列 是 一 个 可 
能 的 解 。 这 个 候选 序列 是 一 个 几何 级 数 ， 满 足 a 二 1 和 一 1/2。 

(b) 注 意 每 一 项 可 通过 对 前 一 项 加 上 2 而 得 到 的 。 对 n 二 0，1，2，…， 满足 a 十 n 二 2n 十 1 
的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 这 个 候选 序列 是 算术 级 数 ， 满 足 a 二 1 和 d 二 2。 

(c) 各 项 轮流 取 值 1 和 一 1。 对 z 一 0，1，2，…， 满足 a, 二 (一 1)" 的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 
这 个 候选 序列 是 几何 级 数 ， 满足 4 二 1 和 一 一 1。 4 

例 13 一 15 解释 如 何 通 过 分 析 序 列 来 发 现 项 是 如 何 构 造 的 。 

例 13 如 果 一 个 序列 的 前 10 项 是 1， 2， 2， 3，3，3，4，4，4，4， 则 如 何 来 产生 序列 
的 项 ? 

解 ”在 这 个 序列 中 ， 注 意 整 数 1 出 现 1 次 ,整数 2 出 现 2 次 ， 整数 3 出 现 3 次， 整数 4 出 
现 4 次 。 一 个 合理 的 序列 生成 规则 是 整数 nn 恰好 出 现 n 次， 所 以 序列 的 下 5 项 可 能 都 是 5， 随 


后 6 项 可 能 都 是 6， 等 等 。 这 种 方式 产生 的 序列 是 一 个 可 能 的 解 。 4 
例 14 如果 一 个 序列 的 前 10 项 是 5，11，17，23，29，35，41，47，53，59， 则 如 何 来 产 
生 序列 的 项 ? 


解 ”注意 这 个 序列 的 前 10 项 中 第 一 项 之 后 每 项 都 是 通过 在 前 项 加 上 6 而 得 到 的 (从 相 邻 项 
之 差 为 6 就 看 出 这 一 点 ) 。 因 此 从 5 开始 总 共 加 (n 一 1) 次 6 就 产生 第 nn 项 ， 即 一 个 合理 的 猜测 


是 第 nn 项 为 5 十 6(n 一 1) 二 6n 一 1。( 这 是 一 个 算术 级 数 ， 满 足 a 二 5 和 4d 一 6.。) 本 
例 15 ”如果 一 个 序列 的 前 10 项 是 1，3，4，7，11，18，29，47，76，123， 则 如 何 来 产生 
序列 的 项 ? 


解 ” 观 察 序 列 从 第 三 项 起 每 项 都 是 前 两 项 之 和 。 即 4 一 3 十 1，7 王 4 十 3，11 王 7 十 4， 等 等 。 
因此 ， 如 果 工 , 是 这 个 序列 的 第 n 项 ,我 们 猜测 序列 可 由 下 列 递 推 关 系 确定 工 , 王 工 -: 十 工 -:， 
其 初始 条 件 为 Li = 二 1 和 开 :一 3( 与 斐 波 那 契 数列 具有 相同 的 递 推 关系 ， 但 是 初始 条 件 不 同 ) 。 这 
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个 序列 称 为 是 Lucas 序列 ， 以 法 国 数学 家 Francois Edouard Lucas 的 名 字 命 名 。 Ed 
纪 研 究 这 个 序列 和 斐 波 那 契 数列 。 

另 一 种 求 序列 项 生成 规则 的 有 用 技术 是 对 比 所 求 的 序列 项 与 熟知 的 整数 序列 项 ， 
术 级 数 的 项 、 几 何 级 数 的 项 、 完 全 平方 数 、 完 全 立方 数 等 。 表 1 给 出 了 一 些 应 当 记 住 的 序列 
的 前 10 项 。 


表 1 一 些 有 用 序列 


1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, » 

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000, … 

1, 16, 81, 256, 625, 1296, 2401, 4096, 6561, 10 000, 
2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, * 

3, 9, 27, 81, 243, 729, 2187, 6561, 19 683, 59 049，… 

1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40 320，362 880，3 628 800，… 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, »* 





例 16 ”如 果 序 列 {a,} 的 前 10 项 为 1，7，25，79，241，727，2185，6559，19 681，59 047， 
试 猜想 a, 的 简单 公式 。 

解 ” 要 解决 这 个 问题 ， 先 查看 相 邻 项 的 差 ， 但 没有 看 出 模式 。 当 计算 相 邻 项 的 比 来 查看 每 项 是 
否 为 前 项 的 倍数 时 ， 发 现 这 个 比 虽 然 不 是 常数 却 接近 于 3。 所 以 有 理由 怀疑 这 个 序列 的 各 项 是 由 一 
个 与 3" 有 关 的 公式 产生 的 。 比 较 这 些 项 与 序列 {3"} 的 对 应 项 ， 注 意 第 nn 项 比 对 应 的 3 的 寡 次 小 2。 
我 们 看 到 对 于 1n<10 来 说 a 二 3" 一 2 成 立 ， 因 而 猜想 对 所 有 ”来 说 ， 这 个 公式 成 立 。 本 

贯穿 本 书 可 以 看 到 整数 序列 在 离散 数学 的 各 类 应 用 中 广泛 出 现 。 我 们 已 经 看 到 或 将 会 看 到 
的 序列 包括 : 素数 序列 (第 4 章 )、 将 nn 个 离散 对 象 进行 排序 的 方法 数 (第 6 章 ) 、 解 决 著名 的 
碟 汉 诺 塔 谜 题 所 需要 的 步 数 (第 7 章 ) 以 及 在 一 个 岛 上 nn 个 月 后 的 兔子 数 (第 8 章 )。 

整数 序列 还 出 现在 离散 数学 以 外 的 相当 广泛 的 领域 中 ， 包括 生物 学 、 工 程 、 化 学 、 物 理 ,ww 阁 ) 
学 ,以 及 在 谜 题 中 。 在 《在 线 整 数 序列 大 百科 》(Online Encyclopedia of Integer Sequences， 
OEIS) 维 护 的 一 个 有 趣 的 数据 库 中 可 以 找到 超过 200 000 个 不 同 的 整数 序列 。 这 个 数据 库 起 初 
由 内 尔 。 斯 朗 在 20 世纪 60 年 代 创 建 的 。 这 个 数据 库 最 新 的 印刷 版 是 1995 年 出 版 的 
([LSIPI95]); 当前 的 大 百科 中 的 序列 比 1995 年 版 书 中 的 750 卷 还 多 ， 且 每 年 会 提交 超过 10 000 
新 的 序列 。 还 有 一 个 可 以 通过 Web 访问 的 程序 使 得 你 能 用 来 从 大 百科 中 找到 与 给 定 初 始 项 匹 
配 的 序列 。 


2.4.5 求 和 
接 下 来 我 们 考虑 序列 项 的 累加 问题 。 为 此 先 引 入 求 和 记号 (summation natation) 。 首 先 描述 
用 来 表达 序列 {a,} 中 项 


之 和 的 记号 。 我 们 用 记号 


2 ?ai 或 ai 
( 读 做 w 从 j= 二 m 到 j= 二 nn 的 和 ) 来 表示 
a tan tt 
此 处 变量 j 称 为 求 和 下 标 ， 而 字母 j 作为 变量 可 以 是 任意 的 ， 即 可 以 使 用 任何 其 他 字母 ， 比 如 
i 或 &。 或 者 用 记号 表示 就 是 
Sh 一 Da. Da, 


j=m 


此 处 求 和 下 标 依 次 遍历 从 下 限 m 开始 到 上 限 n 为 止 的 所 有 整数 。 用 大 写 希 腊 字 和 母 西格玛 》) 表 


Peare 
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示 求 和 。 
通常 的 算术 定律 也 适用 于 求 和 式 。 例如， 当 a 和 4 均 为 实数 时 ， 有 》 (ari 十 by,) 一 


ay Xi +1627», 这 里 zz ，zx;，…， zu RY Vas Yn 均 为 实数 (此 处 我 们 没有 给 出 该 恒 等 


jl 


式 的 正式 证 明 。 这 样 的 证 明 可 以 用 第 5 章 介 绍 的 数学 归纳 法 来 加 以 构建 。 证 明 同 时 会 用 到 加 法 
的 交换 律 与 结合 律 以 及 乘法 对 加 法 的 分 配 律 ) 。 

下 面 给 出 求 和 记号 的 多 个 例子 。 

例 17 用 求 和 记号 表示 序列 {a,} 前 100 项 之 和 ， 这 里 a, 二 1/n, n=1,， 2,，3,… 

解 求 和 下 标 下 限 为 1， 上 限 为 100。 这 个 和 可 以 写成 


100 1 
2 本 


例 18 2 的 值 是 多 少 ? 
解 我 们 有 
= 总 圩 促 十 村 十 溉 
一 1 十 4 十 9 十 16 十 25 
一 55 4 


例 19 2》) (一 1)* 的 值 是 多 少 ? 


k=4 


解 我们 有 
8 
1 


k=4 


= 1 
有 时 候 对 求 和 式 中 的 求 和 下 标 做 平移 会 很 有 好 处 。 当 两 个 求 和 式 需 要 相 加 而 求 和 下 标 却 不 
一 致 时 通常 可 以 这 样 做 。 当 平移 求 和 下 标 时 ， 对 应 求 和 项 做 适当 修改 也 是 很 重要 的 。 如 例 20 


um 


内 尔 ， 斯 朗 (Neil Sloane， 生 于 1939 年 ) 依靠 澳大利亚 国家 电话 公司 的 助学金 在 
墨尔本 大 学 学 习 数 学 和 电气 工程 。 他 在 暑期 工作 中 掌握 了 许多 与 电话 有 关 的 工作 ， 比 
如 架设 电线 杆 。 毕 业 后 ， 他 设计 了 澳大利亚 最 便宜 的 电话 网 。1962 年 他 到 美国 康 奈 尔 
1 大 学 学 习 电 气 工 程 。 他 的 博士 论文 是 关于 现在 所 谓 的 神经 网 络 。1969 年 开始 他 在 贝尔 
| 实验 室 任职 ， 从 事 过 许多 领域 的 工作 ， 包括: 网 络 设计 、 编 码 理论 以 及 球体 填充 等 。 
自 1996 年 AT&T 实 验 室 从 贝尔 实验 室 分 离 出 来 至 今 ， 他 一 直 在 AT&T 实验 室 工作 。 
他 最 喜欢 的 一 个 问题 是 相 切 问题 (kissing problem， 他 创造 的 名 字 )， 在 nn 维 空间 可 以 
排列 多 少 个 球 ， 使 之 都 与 同样 大 小 的 中 央 球 相 切 。( 在 2 维 空间 答案 是 6， 因 为 可 放置 6 个 便士 使 之 与 中 
央 便 士 相 切 。 在 3 维 空间 ， 可 放置 12 个 台球 使 之 与 中 央 台 球 相 切 。 两 个 恰好 在 一 点 接触 的 台球 称 为 “ 相 
切 ”， 这 引出 了 术语 “ 相 切 问题 ”和 “ 相 切 数 ”)。 斯 朗 与 Andrew Odlyzko 证 明了 在 8 维和 24 维 空间 中 最 优 
相 切 数 分 别 为 240 和 196 560。 在 1、2、3、8 和 24 维 空间 中 的 相 切 数 是 已 知 的 ， 而 在 任何 其 他 维 空间 中 
都 还 是 未 知 的 。 斯 朗 的 著作 包括 : 与 John Conway 合 写 的 《球体 填充 、 格 与 群 )(Sphere Packing，Lattices 
and Groups) 第 3 版 ， 与 Jessie Mac Williams 合 写 的 《 纠 错 码 的 理论 》(The Theory of Error-Correcting 
Codes)， 与 Simon Plouffe 合 写 的 《整数 序列 百科 》(The Encyclopedia of Integer Sequences) 以 及 与 Paul 
Nick 合 写 的 4 新泽西 峭壁 攀岩 指南 》(The Rock-Climbing Guide to New Jersey Crags)。 最 后 这 本 书 体现 了 
他 对 攀岩 的 兴趣 ， 其 中 介绍 了 新 泽 西 州 的 50 多 个 攀岩 场地 。 
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所 解释 。 
例 20 假定 有 求 和 式 


DF 
但 是 希望 求 和 下 标的 取 值 是 在 0 和 4 之 间 而 不 是 在 1 和 5 之 间 。 为 此 ， 令 & 一 1) 一 1。 于 是 新 的 mn: 放 3 
求 和 下 标 就 是 从 0( 因 为 当 j==1 时 &=1 一 1==0) 到 4( 因 为 当 j=5 时 k=5 一 1=4) 了 ， 而 项 产 变 
成 了 (k 十 1)*。 因 此 
D3 一 Pt 

容易 验证 两 个 和 都 是 1 十 4 十 9 十 16 十 25 二 55。 六 

几何 级 数 项 的 求 和 经 常 出 现 ( 这 种 求 和 也 称 为 几何 数列 )。 定 理 1 给 出 几何 级 数 的 项 求 和 
公式 。 

如 果 a 和 rr 都 是 实数 且 r 隆 0， 则 
a Fs 1 





ar’ 一 r—1] 


2 (2 十 1)a 7 一 1 
证 令 
SS, = Dear 
要 计算 S， 先 给 等 式 两 边 同 乘 上 +， 然后 对 得 出 的 和 式 进行 如 下 变换 : 
rS,. = A 用 求 和 公式 代替 S 
= Dam 分 配 律 
= 平移 求 和 下 标 , 令 & 二 j 十 1 
= 去 除 & 王 ?十 1 的 项 ,添加 &= 王 0 的 项 
= S, 十 (ar 一 0) 用 S 代替 求 和 公式 
从 这 些 等 式 可 以 看 出 





如 果 r1, 则 S, 一 Dar’ = Dla= Co 二 Da， 和 


例 21 很 多 情况 下 要 求 双 重 求 和 (比如 在 计算 机 程序 中 柑 套 循环 的 分 析 中 )。 一 个 双重 求 
和 的 例子 是 


>)>) 广 一 >1G 十 2 十 3 


i=1 j=1 i=1 
4 

一 > 61 
i=1 


二 6 十 12 十 18 十 24 = 60 | 
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我 们 还 可 以 用 求 和 记号 将 一 个 函数 的 所 有 值 相 加 ， 或 把 针对 一 个 下 标 集 的 项 都 加 起 来 ， 其 
中 求 和 下 标 遍 历 一 个 集合 中 的 所 有 值 。 即 可 以 写 


> Cs) 
来 表示 对 S 中 所 有 元 素 * 求 值 f(s) 的 和 。 
例 22 >， ;的 值 是 多 少 ? 


s€E {0,2,4} 


解 由 于 >y， ;表示 对 集合 {0，2，4} 中 所 有 元 素 * 的 值 求 和 ， 因 此 有 


sE10,2,4} 


>) 5 一 0 十 2 十 4 一 6 扣 


某 些 求 和 问题 会 在 离散 数学 中 反复 出 现 。 掌 握 一 组 这 种 求 和 公式 会 有 好 处 ， 表 2 给 出 了 一 
些 常见 求 和 式 的 公式 表 。 

我 们 在 定理 1 中 推导 了 表 中 的 第 一 个 公式 。 接 下 来 的 三 个 公式 给 出 了 前 ”个 正 整数 的 求 
和 、 它 们 的 平方 和 以 及 它们 的 立方 和 。 可 以 用 许多 不 同方 式 来 推导 这 三 个 公式 (例如 ， 参 见 练 
习 37 和 38)。 还 要 注意 这 里 每 一 个 公式 ,一旦 得 到 了 ， 就 可 以 轻而易举 地 用 数学 归纳 法 (5. 1 
节 的 主题 ) 加 以 证 明 。 表 中 最 后 两 个 公式 与 无 穷 级 数 有 关 ， 接 下 来 就 会 讨论 。 

例 23 解释 了 表 2 中 的 公式 是 如 何 使 用 的 。 


表 2 多 个 有 用 的 求 和 公式 






> arkt( 广 天 0) 


k=0 







Dk nnt+ DD ,|z|<1 
k=1 2 





Rr 





n(n 十 1)(2n 十 1) 
6 


Dw 
k=1 


100 


例 23 求 Dk。 


k=50 


解 首先 注意 由 于 六 好 二 》)” 有 妈 十 kr， 所 以 有 


100 100 


49 
Sp Sp Pk 
k=1 k=1 


k=50 


利用 表 2 的 公式 > 已 二 n(n 十 1)(2n 十 1)/6 (证 明 见 练习 38)， 可 以 看 出 
Ns 100°101.201 49.50.99 


2 6 6 
一 些 无 穷 级 数 ”尽管 本 书 中 大 多 数 求 和 都 是 有 限 求 和 ， 但 在 离散 数学 的 某 些 部 分 中 无 穷 级 
数 却 也 是 重要 的 。 通 常 在 微 积分 课程 中 研究 无 穷 级 数 ， 甚 至 这 些 级 数 的 定义 也 需要 用 到 微 积 
分 ， 但 有 时 它们 也 会 出 现在 离散 数学 中 ， 因 为 离散 数学 需要 处 理 离散 对 象 无 穷 集 。 尤 其 是 将 来 


在 离散 数学 的 研究 中 ， 我 们 将 会 发 现 例 24 和 25 中 无 穷 级 数 的 闭 公式 是 非常 有 用 的 。 
例 24 (需要 微 积 分 知识 ) 令 zz 是 满足 | xz | 二 1 的 实数 。 求 Dx . 


= 338 350— 40 425 = 297 925 本 


zt 一 1 








解 ”根据 定理 1， 令 一 1 和 7 一 zx， 就 可 以 看 出 21z 一 一 一 J--。 由 于 |z|<1,， 所 以 当 
k 趋 于 无 穷 时 ，z**!' 趋 于 0。 所 以 
i +l—1] 0—1 1 
之 4 
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通过 对 已 有 公式 进行 微分 或 积分 就 可 以 产生 新 的 求 和 公式 。 
例 25 (需要 微 积分 知识 ) 对 下 列 方程 两 边 微 分 


| 
之 ” 工 一 六 





根据 例 24 可 得 


S 1 
kx”! FN ~ Nee, 
和 2 (1— xz) 


(根据 有 关 无 穷 级 数 的 定理 ， 当 | z | <1 时 这 个 微分 有 效 。) 


练习 


1. 


求 序列 {a,} 的 下 列 各 项 ， 其 中 a, 二 2，( 一 3)" 十 5"。 


a)ao bai Cas d)as 


.如 果 序 列 {a,} 的 a 等 于 下 列 各 值 ， 则 as 项 是 多 少 ? 


a 2 b)7 
人 人 一 《一 22” 

， 序列 {a, } 的 项 ao ， a，az 和 as 是 什么 ? 其 中 Qn 等 于 
322 二 了 b) Cn 1)*+! 
ce)Ln/2] d)ln/2|+[n/2] 

.序列 {a,} 的 项 ce ，al! ，a 和 as 是 什么 ? 其 中 a, 等 于 
a)(—2)” b)3 
cG)7 十 各 2 


. 列 出 下 列 各 序列 的 前 10 项 。 


a) 序 列 从 2 开始 ， 后 面 每 项 都 比 前 项 多 3。 

b) 序 列 按 升 序 把 每 个 正 整数 列 出 3 次。 

ce) 序列 按 升序 把 每 个 正 奇数 列 出 2 次 。 

d) 序 列 的 第 ”项 是 z! 一 2”。 

e) 序 列 从 3 开始 ， 后 面 每 项 都 是 前 项 的 2 倍 。 

f) 序 列 的 第 一 项 是 2， 第 二 项 是 4， 后 面 每 项 都 是 前 两 项 之 和 。 
g) 序 列 的 第 n 项 是 数 n 的 二 进 制 展 开 式 的 比特 数 ( 在 4.2 节 有 定义 ) 。 
由 ) 序 列 的 第 nn 项 是 下 标 n 的 英文 单词 中 包含 的 字母 数 。 


. 列 出 下 列 各 序列 的 前 10 项 。 


a) 序 列 从 10 开始 ， 后 面 每 项 都 是 从 前 项 减 去 3 所 得 。 
b) 序 列 的 第 ”项 是 前 ”个 正 整 数 之 和 。 

ec) 序列 的 第 ”项 是 3" 一 2" 。 

gd) 序列 的 第 nn 项 是 [Vnj。 

e) 序 列 的 前 两 项 是 1 和 5， 后 面 每 项 都 是 前 两 项 之 和 。 
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人 ) 序 列 的 第 nn 项 是 具有 n 位 的 二 进 制 展开 式 (在 .4. 2 节 有 定义 ) 的 最 大 整数 (用 十 进 制 数 写 出 答案 )。 
g) 序 列 的 各 项 以 下 列 方式 按 序 构造 ， 从 1 开始 ， 然 后 加 1， 然 后 乘 1， 然 后 加 2， 然 后 乘 2， 等 等 。 


h) 序 列 的 第 ”项 是 满足 &! 和 的 最 大 整数 &。 


. 至 少 找 出 3 个 不 同 的 序列 ， 其 初始 项 都 是 1、2、4， 并 可 用 简单 的 公式 或 规则 产生 各 项 。 
. 至 少 找 出 3 个 不 同 的 序列 ， 其 初始 项 都 是 3、5、7， 并 可 用 简单 的 公式 或 规则 产生 各 项 。 


9. 找 出 有 下 列 递 推 关系 和 初始 条 件 所 定义 的 序列 的 前 五 项 。 


a)a, 一 6a, -1，ao 一 2 

b)a,=a:_1, a1=2 

c)a 一 a -1 十 3a -2 ，ao 一 1，ai 一 2 
d)a, 一 za li 十 za，ao 一 1，ai 一 1 


e)a, 一 do_1 十 aa，ao 一 1，a 一 2，az 一 0 


10. 找 出 有 下 列 递 推 关系 和 初始 条 件 所 定义 的 序列 的 前 六 项 。 
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a)a, 王 一 2a, 1 ，ao 王 一 1 

b)a, 王 ao-i 一 ao-2z，ao 一 2，ai 一 一 1 
c)a 一 3a2_ 1 ，ao 一 1 

二 ce 一 Ai 十 本 而 一 一 1 m=0 

e)a, 一 al 一 az 十 ao as，ao 一 1，a 一 1，az 一 2 


11. 令 a, 一 2* 十 5。3"，7 一 0，1，2，…。 
8a) 找 出 ae，ai，az，as 和 at。 
b) 证 明 a: 王 5ai 一 6co ，as 一 5a: 一 6a: 和 ww 一 5as 一 6a; 。 
c) 证 明 对 于 所 有 整数 2，7x 之 2， 有 a, 二 5a,-1 一 6a,-2。 
12. 证 明 序 列 {a,} 是 递 推 关系 三 一 3a,-: 十 4a -的 解 ， 如 果 


a)a, 一 0 b)a, 一 1 Cas =(—4)" d)a, 一 2( 一 4)" 十 3 
13. 序列 {a,} 是 递 推 关 系 a, 二 8a,-1 一 16a。，: 的 解 吗 ， 如 果 
a)a, 一 0 b)a, =1 C)a, = 2” d)a, =4” 
e)a =n4” fa,=2°* 4 二 3n4” g)a,=(—4)" h)a, 一 ?2 4” 
14. 对 于 下 列 每 个 序列 ， 寻 找 满足 该 序列 的 递 推 关 系 。 (答案 并 不 唯一 ， 因 为 存在 无 穷 多 个 满足 任 一 序列 
的 递 推 关系 。) 
Wa =3 b)a,=2n c)a, 一 272 十 3 d)a, 一 5" 
e)an 一 7 fa, 一 ?2 十 刀 g)a, =n 二 (—1)" h)a, =n! 
15. 证 明 序 列 {a,) 是 递 推 关系 a, 二 a,-i 十 2a,-z 十 2n 一 9 的 解 ， 如 果 
a)a 一 一 ?2 十 2 ba =8(—1 =xwT2 
Ca,=3( 一 1)" 十 2" 一 n 十 2 d)a, 一 7。2" 一 2 十 2 
16. 找 出 下 面 每 个 带 有 初始 条 件 的 递 推 关 系 的 解 。 采 用 例 10 中 所 用 的 迭代 方法 求解 。 
a)0, 一 一 2-1，Q0 一 5 ba 一 ac :十 3，ao 王 1 
C)a,=a,_1—n, ao=4 d)a, =2a,_1—3, ao = 一 1 
e)a,= (nl)a,_1,， ao=2 fa,=2na,_1, ao=3 


g)a, 王 一 an-i1 十 2 一 1，ao 一 7 
17. 找 出 下 面 每 个 带 有 初始 条 件 的 递 推 关 系 的 解 。 采 用 例 10 中 所 用 的 迭代 方法 求解 。 


a)a, 一 3a 1，ao 一 2 b)a, 一 al 十 2，ao 王 3 
c)a 一 Qi 1 十 2，ao 一 1 da, 一 ai: 十 2z 十 3，ao 一 4 
e)a 一 2a。， 1 一 1，ao 王 1 fa, 一 3a, :十 1，ao 王 1 
g)a, 一 ?71Qn-1，ao 一 5 h)a, 王 2za, li ，ao 一 1 


18. 一 个 人 在 一 个 账户 中 存 人 1000 美元 ，9% 的 年 利率 按 年 计 复 利 。 
a) 为 该 账户 在 ”年 年 底 的 金额 建立 一 个 递 推 关系 。 
b) 为 该 账户 在 ”年 年 底 的 金额 找 出 一 个 显 式 公式 。 
c) 该 账户 在 100 年 后 会 有 多 少 钱 ? 
19. 假设 一 个 菌落 中 的 细菌 数量 每 小 时 按 3 倍增 长 。 
a) 为 经 过 对 小 时 后 的 细菌 数量 建立 一 个 递 推 关系 。 
b) 如 果 开 始 时 菌落 中 有 100 个 细菌 ， 那 么 10 小 时 后 菌落 中 有 多 少 细 菌 ? “ 
20. 假设 2010 年 世界 人 口 是 69 亿 ， 而 年 增长 率 为 1.1%% 。 
疝 a) 为 2010 年 之 后 ”年 的 世界 人 口 建 立 一 个 递 推 关系 。 
b) 为 2010 年 之 后 nn 年 的 世界 人 口 找 出 一 个 显 式 公 式 。 
c)2030 年 世界 人 口 会 是 多 少 ? 
21. 一 家 工厂 以 一 个 递增 速率 为 客户 定制 运动 汽车 。 第 一 个 月 仅 生产 一 辆 车 ,第 二 个 月 生产 两 辆 车 ， 等 
等 ,第 n 个 月 生产 了 nn 辆 车 。 
a) 为 该 厂家 前 n 个 月 生产 的 汽车 数量 建立 一 个 递 推 关系 。 
b) 第 一 年 生产 了 多 少 辆 车 ? 
©) 为 该 厂家 前 nn 个 月 生产 的 汽车 数量 找 出 一 个 显 式 公式 。 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


x*¥ 27, 


* 28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


一 个 雇员 在 2009 年 加 入 一 家 公司 起 薪 为 50 000 美元 。 每 年 该 雇员 会 提升 1000 美元 外 加 上 一 年 薪水 
的 5%。 

a) 为 2009 年 之 后 的 n 年 后 该 雇员 的 薪水 建立 一 个 递 推 关系 。 

b) 该 雇员 在 2017 年 的 薪水 是 多 少 ? 

ce) 为 2009 年 之 后 的 ?年 后 该 雇员 的 薪水 找 出 一 个 显 式 公 式 。 

一 笔 5000 美元 的 贷款 ， 年 利率 7% 按 月 计 复 利 。 如 果 每 月 还 款 100 美元 ,请 找 出 个 月 后 欠 款 账户 
余额 B(k) 的 递 推 关 系 。[ 提 示 : 用 BC 一 1) 来 表示 B(k); 月 利率 是 (0.07/12)B(k 一 1)。] 

a) 如 果 每 月 还 贷 P， 贷 款 利率 为 +-， 找 出 个 月 后 欠 款 账户 余额 BCE) 的 递 推 关系 。[ 提 示 : 用 BC(k 一 1) 


站 来 表示 BCk)， 并 注意 月 利率 是 >/12。] 


b) 确 定 每 月 还 款 P 应 该 是 多 少 才 能 使 得 贷款 在 了 个 月 后 还 清 。 

对 于 下 列 每 个 整数 列表 ， 给 出 简单 的 公式 或 规则 ， 以 产生 从 给 定 列表 开始 的 整数 序列 项 。 假 定 你 给 
出 的 公式 或 规则 是 正确 的 ， 写 出 相应 序列 的 后 续 三 项 。 

a Ov Ts Ly Os Gs, Ly 1, 130% Dy Da A es 

bl 2 2 .3% dy ds Bs 5, G5 Tr 8, By 

©)1, 0, 2, 0, 4, 0, 8, 0, 16, 0, 

d)3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, » 

el BB 1 = 3. =20. = 

f)3, 5, 8, 12, 17, 23, 30, 38, 47, ~ 

g)2, 16, 54, 128, 250, 432,686, …- 

h)2, 3, 7, 25, 121, 721, 5041; 40 321, “ 

对 于 下 列 每 个 整数 列表 ， 给 出 简单 的 公式 或 规则 ， 以 产生 从 给 定 列表 开始 的 整数 序列 项 。 假 定 你 给 
出 的 公式 或 规则 是 正确 的 ， 写 出 相应 序列 的 后 续 三 项 。 
a)3，6，1l1，18，27，38，51，66，83，102，… 

bD7，l1，15，19，23，27，31，35，39，43，… 
c)1，10，11，100，101，110，111，1000，1001，1010，1011，… 

Dl 2 By Br BB By By Bs Sh dr BE 

e)0, 2, 8, 26, 80, 242, 728, 2186, 6560, 19 682, 

f)1, 3, 15, 105, 945, 10 395, 135 135, 2 027 025, 34 459 425, 

D1, 0, 0, 1, 1; 1, 0; 0; 0, 0; 13 ls 1s 1 1, %% 

h)2, 4, 16, 256, 65 536, 4 294 967 296 ，… 

证 明 : 如 果 a, 表示 不 是 完全 平方 数 的 第 n 个 正 整 数 ， 则 a, 二 n 十 {Vn }， 其 中 {xz} 表示 最 接近 于 实数 z 


的 整数 。 
设 a， 表示 序列 1, 加 25 3， 35 3， 4， 4， 4， 4， Ds 35 5， 5， 5， 6，6， 6， 6， 65 65 … 的 第 n 项 ， 


构造 这 个 序列 的 方法 是 包含 整数 恰好 次。 证 明 : 一 | V 玉 十 去 |。 


下 列 各 求 和 式 的 值 是 多 少 ? 
5 站 10 8 
a > 十 1 芒 2 (一 2 c) D3 qd) > (2 一 21) 
k=1 j=1 i=1 j=0 
下 列 各 求 和 式 的 值 是 多 少 ? 其 中 S={1,，3,，5, 7}。 
a) Di b) > 77 © > (1/7 d) >)1 
jES JES JES JES 
下 列 几 何 级 数 的 项 之 和 是 多 少 ? 
8 8 8 8 
a) >)3 .2; b) >)2; ec) > (一 3)， dd) >)2。( 一 3); 
j=0 j=1 j=2 j=0 
求 下 列 各 和 式 的 值 。 
8 8 
a) >) (1 十 (一 1)7) b) >)(3; 一 217) 
9 
cj > (2.3 十 3。27) d) >) (2 — 2’) 


33. 


34. 


35. 


36. 


37, 


* 38. 


计算 下 列 各 双重 求 和 式 。 

a) >， >)(i 十 力 b) 2) > (2i 十 37 
i=] j=1 i=0 j=0 
3 2 2 3 

0 2 Di 四 2) Di 

计算 下 列 各 双重 求 和 式 。 

a) >) 2) Ci—D)) b) >) >)(3i 十 27) 
i=1 j=! i=0 j=0 
3 2 2 3 

ec) 2) 27i ® 2) 8 


证 明 D(a 一 a4) = a, 一 go， 其 中 ao， a1，…， a 是 实数 序列 。 这 种 类 型 的 求 和 式 称 为 
法 进 (telsscapingy。 

利用 恒等式 1/C&(GE 十 1)) 王 1 人 一 1/(E 十 1) 和 练习 35 来 计算 IC 上 DID) 

对 恒等式 妈 一 (一 1)2 一 2 一 1] 两 边 从 有 & 一 1 到 = 二 n 求 和 ， 并 且 利用 练习 35 找 出 

(2 一 1) 的 公式 (前 ， 个 奇 自然 数 之 和 ) 。 


1 


a) 
点 


b) 》\ 的 公式 。 


k=1 


利用 练习 35 中 技巧 以 及 练习 37b 的 结果 ， 推 到 表 2 中 了 1k 的 公式 。 [提示 : 在 练习 35 的 跌 进 求 和 
中 取 a =k? 。] 
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39. 利用 表 2 求 >)&。 
40. 利用 表 2 求 2 。 
* 41. 当 mm 是 正 整 数 时 ， 求 > | VE 的 公式 。 
* 42. 当 m 是 正 整 数 时 , 求 》) | 尖 | 的 公式 。 
对 于 乘积 也 有 一 个 特殊 记号 。a ，an+i，…，@an 的 乘积 可 表示 为 [[a;， 读 作 a; 从 j 一 mw 到 j 二 n 的 
乘积 。 
43. 下 列 乘积 的 值 是 多 少 ? 
a) TT， b) [i © [~ DY d) [I2 
回顾 阶乘 函数 在 正 整 数 n 上 的 值 ， 记 作 n1， 是 从 1 到 ”的 正 整数 的 乘积 。 另 外 规定 0! 一 1。 
44. 用 乘积 记号 来 表示 zl 。 
45. 求 2)j1。 
46. 求 1[j! 。 
2.5 集合 的 基数 
2.5.1 引言 


2.1 节 的 定义 4 把 有 一 个 有 限 集合 的 基数 定义 成 该 集合 中 的 元 素 个 数 。 有 限 集合 的 基数 告 
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诉 我 们 什么 时 候 两 个 有 限 集合 大 小 相同 ， 什 么 时 候 一 个 比 另 一 个 大 。 本 节 我 们 将 这 个 概念 扩展 
到 无 限 集合 。 即 如 果 能 有 一 种 方法 来 衡量 无 限 集 的 相对 大 小 ， 我 们 就 能 定义 什么 是 两 个 无 限 集 
合 有 相同 的 基数 了 。 

我 们 最 有 兴趣 的 是 可 数 无 限 集 ， 就 是 和 正 整 数 集 合 具 有 相同 基数 的 集合 。 我 们 会 证 明 一 个 
令 人 惊奇 的 结论 ， 即 有 理 数 集合 是 可 数 无 限 的 。 我 们 还 会 给 出 一 个 不 可 数 集合 的 例子 ， 并 证 明 
实数 集 是 不 可 数 的 。 

本 节 讨 论 的 概念 在 计算 机 科学 中 有 非常 重要 的 应 用 。 一 个 函数 是 不 可 计算 的 ， 如 果 没 有 计 
算 机 程序 能 够 计算 它 的 所 有 值 ， 即 使 给 它 无 限 的 时 间 和 内 存 空间 。 我 们 将 用 本 节 的 概念 来 解释 
为 什么 不 可 计算 函数 是 存在 的 。 

我 们 现在 要 定义 什么 是 两 个 集合 具有 相同 的 大 小 ， 或 基数 。2. 1 节 讨 论 了 有 限 集 的 基数 ， 
并 定义 了 这 样 的 集合 的 大 小 或 基数 。2. 3 节 的 练习 79 我 们 证 明了 : 任何 两 个 元 素 个 数 相 同 的 
有 限 集 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 。 我 们 可 用 这 一 观察 将 基数 的 概念 推广 到 所 有 人 集合， 包括 有 限 集 
和 无 限 集 。 

ER 集合 A 和 集合 B 有 相同 的 基数 (cardinality)， 当 且 仅 当 存 在 从 A 到 B 的 一 个 一 一 
对 应 。 当 A 和 BB 有 相同 的 基数 时 ， 就 写成 |A|= 二 1B|. 

对 于 无 限 集 ， 基 数 的 定义 提供 了 一 个 衡量 两 个 集合 相对 大 小 的 方法 ， 而 不 是 衡量 一 个 集合 
大 小 的 方法 。 我 们 还 可 以 定义 什么 叫做 一 个 集合 的 基数 小 于 另 一 个 集合 的 基数 。 

EEBER 国 如 果 存 在 一 个 从 A 到 B 的 一 对 一 函数 ， 则 A 的 基数 小 于 或 等 于 B 的 基数 ， 并 写 
成 1A 三 1B|。 再 者 , 当 |A| 三 1B| 并 且 A 和 BR 有 不 同 的 基数 时 ， 我们 说 A 的 基数 小 
于 B 的 基数 ， 并 写成 |A| 二 1B|。 


2.5.2 可 数 集 
现在 把 无 限 集 分 为 两 组 ， 一 组 是 与 自然 数 集 合 有 相同 的 基数 ， 另 一 组 是 具有 不 同 的 基数 。 
ES 图 一 个 集合 或 者 是 有 限 集 或 者 与 自然 数 集 具 有 相同 的 基数 ， 这 个 集合 就 称 为 可 数 的 
(countable) 。 一 个 集合 不 是 可 数 的 ， 就 称 为 不 可 数 的 (uncountable) 。 如 果 一 个 无 限 集 S 是 可 数 
的 ， 我 们 用 符号 失 。 来 表示 集合 3 的 基数 (这 里 只 是 阿里 夫 ， 和 希 伯 来 语 字母 表 的 第 一 个 字母 ) 。 
写作 | S | 三 只 。， 并 说 S 有 基数 “阿里 夫 零 ”。 
下 一 个 例子 解释 了 如 何 证 明 一 个 集合 是 可 数 的 。 
例 1 证 明正 奇数 集合 是 可 数 集 。 
解 ”要 证 明正 奇数 集合 是 可 数 的 ， 就 要 给 出 这 个 集合 与 正 整数 集合 之 间 的 一 个 一 一 对 应 。 
考虑 从 Z' 到 正 奇数 集合 的 函数 
fn) = 2n—1 
通过 证 明 f 既是 一 对 一 的 又 是 映 上 的 来 证 明 f 是 一 一 对 应 的 。 要 想 知道 f 是 一 对 一 的 ,假定 
f(n)==f(m)。 于 是 2n 一 1 二 2m 一 1， 所 以 n= 二 mm。 要 想 知道 f 是 映 上 的 ， 假定 + 是 正 奇数 。 于 是 
t 比 一 个 偶数 2& 少 1， 其 中 是 自然 数 。 因 此 t=2k 一 1=f(k)。 图 1 显示 了 这 个 一 一 对 应 。 本 
1 2 3 4 5 6 及 8 9 二 
人 
图 1 在 Z+ 和 正 奇数 集合 之 间 的 一 一 对 应 


无 限 集 是 可 数 的 当 且 仅 当 可 以 把 集合 中 的 元 素 排 列 成 序列 (下 标 是 正 整 数 )。 这 是 因为 从 正 
整数 集合 到 集合 S 的 一 一 对 应 关系 f 可 以 用 序列 ai， az，*"…，aa，*"… 表 示 ， 其 中 a=f(1), 
= mo fn 

希 尔 伯 特 大 饭店 我 们 现在 来 讲 一 个 悖 论 ， 它 证 明了 茶 些 对 有 限 集 不 可 能 的 事情 对 无 限 集 


= 二 -二 和 尘 9 玫 - 


ws 加 变 得 可 能 了 。 著 名 数学 家 大 卫 “， 和 希 尔 伯 特 发 明了 大 饭店 的 概念 ， 它 有 可 数 无 限 多 个 房间 ， 每 个 
房间 都 有 客人 。 当 一 个 客人 来 到 一 家 只 有 有 限 个 房间 的 饭店 ， 而 且 房间 已 经 都 有 客人 时 ， 不 赶 
走 一 位 客人 是 容纳 不 下 新 来 的 客人 的 。 可 是 ， 在 大 饭店 我 们 总 是 能 够 容纳 一 位 新 客人 的 ， 即 使 
所 有 房间 已 都 住 了 客人 ， 证明 如 例 2 所 示 。 练 习 5 和 8 分 别 要 求 你 证 明 在 大 饭店 住 满 的 情况 
下 ， 依 然 能 容纳 下 有 限 位 新 客人 和 可 数位 新 客人 。 

例 2 在 大 饭店 客 满 且 不 允许 赶 走 住 客 的 情况 下 ， 我 们 如 何 能 容纳 一 位 新 来 的 客人 ? 

解 ” 因 为 大 饭店 的 房间 是 可 数 的 ， 我 们 可 以 把 它们 排列 成 1 号 房间 、2 号 房间 、3 号 房间 
等 。 当 一 位 新 客人 到 来 时 ,我 们 把 1 号 房间 的 客人 安排 到 2 号 房间 ， 把 2 号 房间 的 客人 安排 到 
3 号 房间 ， 更 一 般 地 ， 对 于 所 有 整数 n， 把 n 号 房间 的 客人 安排 到 nn 十 1 号 房间 。 这 样 就 把 1 号 
房间 腾 出 来 了 ， 把 这 个 房间 分 配给 新 来 的 客人 ， 并 且 所 有 原先 的 客人 也 都 有 房间 。 这 种 场景 的 
解释 如 图 2 所 示 。 4 






住 ] 号 房间 ， 其 \ 人 
”他 客人 往 后 退 , 
、 一 个 房间 。 A 


经 理 新 客人 
图 2 一 位 新 客人 到 达 希 尔 伯 特大 饭店 


当 一 家 饭店 只 有 有 限 多 个 房间 时 ， 所 有 房间 客 满 的 概念 等 价 于 不 能 再 容纳 新 客人 的 概念 。 
可 是 ， 注 意 当 有 无 限 多 个 房间 时 这 种 等 价 关 系 就 不 再 成 立 了 ， 这 也 可 以 用 来 解释 希 尔 伯 特 大 人 饭 
店 的 悖 论 了 。 

可 数 和 不 可 数 集合 的 例子 ”我们 现在 证 明 某 些 数 的 集合 是 可 数 的 。 以 所 有 整数 的 集合 开 
始 。 注 意 我 们 可 以 通过 列举 其 元 素来 证 明 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 

例 3 证 明 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 

解 ” 我 们 可 用 序列 来 列 出 所 有 整数 ， 从 0 开头 ,交替 列举 正 、 负 整数 : 0，1， 一 1，2， 
一 2,…。 或 者 ， 我 们 也 可 以 在 正 整 数 集 与 整数 集 之 间 找 一 个 一 一 对 应 函数 。 函 数 jz) 当 ?为 


us 


大 卫 ， 希 尔 伯 特 (David Hilbert，1862 一 1943) 希 尔 伯 特 出 生 于 以 七 座 桥 享 誉 数 
ER 学 界 的 哥 尼 斯 堡 市 ， 是 法 官 的 儿子 。1892 一 1930 年 在 哥 廷 根 大 学 任职 期 间 ， 他 在 广泛 
的 数学 领域 做 出 了 奠基 性 的 贡献 。 他 总 是 在 数学 的 某 个 课题 上 工作 ,做 出 重要 的 页 
对 献 ， 然 后 换 一 个 新 的 数学 课题 研究 。 希 尔 伯 特 研究 过 的 领域 包括 变 分 法 、 几 何 、 代 
数 、 数 论 、 人 逻辑 以 及 数理 物理 学 。 除 了 许多 杰出 的 原创 性 贡献 外 ， 希 尔 伯 特 还 以 著名 
的 23 个 难题 而 闻名 。 他 在 1900 年 国际 数学 家 大 会 上 提出 了 这 些 难 题 ， 作 为 20 世纪 
诞生 时 给 数学 家 的 挑战 。 从 那 时 起 ， 这 些 问 题 推 动 了 大 量 的 研究 活动 。 尽 管 其 中 许多 
问题 已 被 解决 ， 但 有 些 问 题 依 然 悬 而 未 决 ， 其 中 包括 黎 曼 假设 ， 这 是 希 尔 伯 特 列表 中 第 8 个 问题 的 一 部 


分 。 希 尔 伯 特 也 是 数论 和 几何 学 几 本 重要 的 教科 书 的 作者 。 
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偶数 时 取 值 z/2 而 当 ?为 奇数 时 取 值 一 (一 1)/2 就 是 这 样 的 一 个 函数 ， 证 明 留 给 读者 完成 。 因 
此 ， 所 有 整数 的 集合 是 可 数 的 。 本 

奇数 集 与 整数 集 均 为 可 数 集合 并 不 奇怪 (如 例 1 和 例 3 所 示 )。 但 许多 人 对 于 有 理 数 集 也 是 
可 数 集合 的 结果 颅 为 惊讶 ， 如 例 4 所 示 。 

例 4 证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 。 

解 ” 正 有 理 数 集合 是 可 数 的 ， 这 似乎 令 人 惊讶 ， 但 下 面 将 证 明 如 何 把 正 有 理 数 排列 成 序列 
my 7 7 首先 ,注意 每 个 正 有 理 数 都 是 两 个 正 整 数 之 比 p/q。 可 以 这 样 来 排列 正 有 
理 数 : 在 第 1 行列 出 分 母 g 王 1 的 有 理 数 ， 在 第 2 行列 出 分 母 g= 二 2 的 有 理 数 ， 等 等 ， 如 图 3 
所 示 。 

把 有 理 数 排列 成 序列 的 关键 是 : 沿 着 图 3 
所 示 的 路 线 ， 先 列 出 满足 p 十 g==2 的 正 有 理 数 
p/q， 再 列 出 满足 p 十 q 二 3 的 正 有 理 数 ， 然 后 
列 出 满足 p 十 gq 二 4 的 正 有 理 数 ， 等 等 。 每 当 遇 
到 已 经 列 出 过 的 数 p/q 时 ， 就 不 再 次 列 出 了 。 
例如 ， 当 遇 到 2/2==1 时 就 不 列 出 了 ， 因 为 已 
经 列 出 过 1/1 王 1。 这 样 构造 的 正 有 理 数 序列 
的 初始 项 是 1，1/2，2，3，1/3，1/4，2/3， 
3/2，4，5， 等 等 。 这 些 数 在 图 3 中 都 加 了 圆 
圈 ， 序 列 中 没有 圆圈 的 数 是 那些 被 剔除 的 ， 
因为 它们 已 经 在 序列 中 了 。 由 于 所 有 有 理 数 
都 只 列 出 一 次 ， 读 者 可 以 验证 它 ， 所 以 我 们 
证 明了 正 有 理 数 集合 是 可 数 的 。 二 图 3 正 有 理 数 是 可 数 的 


2.5.3 不 可 数 集合 

我 们 已 经 看 到 有 理 数 集 也 是 可 数 集合 。 那 么 是 否 有 可 能 的 不 可 数 集合 呢 ? 首先 考虑 的 集合 
是 实数 集 。 在 例 5 中 我 们 使 用 一 种 很 重要 的 由 乔治 ， 康 托 于 1879 年 引入 的 证 明 方法 ， 即 所 谓 
的 康 托 尔 对 角 线 法 ， 来 证 明 实 数 集合 是 不 可 数 的 。 在 数理 逻辑 和 计算 理论 中 大 量 地 使 用 这 个 证 
明 方 法 。 : 

例 5 证 明 实数 集合 是 不 可 数 集合 。 

解 ” 要 证 明 实数 集合 是 不 可 数 的 ， 我 们 假定 实数 集合 是 可 数 的 ， 然 后 试图 导出 一 个 矛盾 。 
于 是 ， 所 有 落 在 0 和 1 之 间 的 实数 所 构成 的 子 集 也 是 可 数 的 (因为 可 数 集合 的 任意 子 集合 都 是 
可 数 的 ， 参 见 练习 16) 。 在 此 假设 下 , 在 0 和 1 之 间 的 实数 可 以 按照 某 种 顺序 列 出 ， 比 如 说 ， 
mm，7m，…。 设 这 些 实数 的 十 进 制 表示 为 

ni= 0. dadizdisdi… 
rz = 0. dz dz doado *** 
rs = 0. dadszdss da""* 
rs = 0. dud ddu'** 





其 中 4d;E{0,， 1，2，3，4，5，6，7，8，9}。( 例 如 ， 如 果 7 二 0.237 941 02…， 就 有 da 一 2， 
dis=3, dis=7,， 等 等 ,) 于 是 ， 构造 新 的 实数 具有 十 进 制 展 开 式 7 一 0. did;d;d,*…， 其 中 十 进 制 
数字 由 下 列 规则 确定 : 

4 如 果 d; 关 4 

5 如 果 d; 一 4 

(例如 ， 假 定 ni 二 0. 237 941 02…，r; 二 0.445 901 38:…, r; 二 0.091 187 64:…, rx, 二 0.805 539 00 
…， 等 等 。 于 是 ， 就 有 r= 二 0.did,d;d,… 二 0.4544…， 其 中 因为 di1 关 4， 所 以 di = 二 4; 因为 


di = 


us 


Dars 
Ex zm 


.| 
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dz 二 4， 所 以 4d; 二 5; 因为 dos 天 4， 所 以 ds 二 4; 因为 dw 了 关 4， 所 以 d, 二 4; 等 等 。) 

每 个 实数 都 有 唯一 的 十 进 制 展开 式 (排除 结尾 全 部 由 数字 9 组 成 的 展开 式 的 可 能 性 )。 所 
以 ,实数 7 不 等 于 r,;，rs，… 中 的 任何 一 个 ， 因 为 对 于 每 个 i, 7 的 十 进 制 展开 式 与 的 十 进 制 
展开 式 在 小 数 点 右边 第 i 位 是 不 同 的 。 

由 于 存在 不 在 列表 中 的 0 和 1 之 间 的 实数 r+， 所 以 假设 可 以 列 出 在 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 
就 必定 为 假 。 所 以 , 在 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 不 能 一 一 列 出 ， 因 此 在 0 和 1 之 间 的 实数 集合 是 
不 可 数 的 。 任 何 含有 不 可 数 子 集合 的 集合 都 是 不 可 数 的 (参见 练习 15)。 因 此 ， 实 数 集合 是 不 
可 数 的 。 4 

有 关 基 数 的 结果 ”我们 现在 讨论 一 些 有 关 和 集合 基数 的 结果 。 首 先 ， 证 明 两 个 可 数 集合 的 并 
依然 是 可 数 集合 。 

如 果 和 AA 和 B 是 可 数 集合 ， 则 AUB 也 是 可 数 集合 。 

证 明 假定 A 和 B 是 可 数 集合 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 A 和 B 是 不 相交 的 。( 如 果 它 
们 不 是 不 相交 的 ， 就 可 以 用 B 一 A 来 代替 已 ， 因 为 AP 门 (CB 一 A) 王 和 并 且 AU(CB 一 4A) 一 AUB。) 
再 者 ， 不 失 一 般 性 ， 如 果 两 个 集合 之 一 是 可 数 无 限 的 而 另 一 个 是 有 限 的 ， 则 我 们 可 以 假设 如 是 
那个 有 限 集合 。 

有 三 种 情形 需要 考虑 : (DA 和 B 均 为 有 限 的 ; (说 A 是 无 限 的 而 B 是 有 限 的 ; (iii)A 和 B 
均 为 可 数 无 限 的 。 

情形 (i): 注意 当 A 和 B 均 为 有 限 的 时 ，AUB 也 是 有 限 的 ， 因 此 是 可 数 的 。 

情形 (ii : 因为 A 是 可 数 无 限 的 ， 所 以 它 的 元 素 就 可 以 排列 成 一 个 无 限 序 列 CQz，03， ”9 


a,，*"“ 同 时 因为 B 是 有 限 的 ， 所 以 其 元 素 可 以 排列 成 6，5,，5;，…，b，m 是 某 个 正 整 数 。 
我 们 可 以 把 AUB 的 元 素 排列 成 61 ,5s, bs ,bn Ql Az Qs “%*, dn, *"*o 这 意味 着 AU 
B 是 可 数 无 限 的 。 

情形 (ii) : 因为 A 和 B 均 为 可 数 无 限 的 ， 可 以 分 别 把 它们 的 元 素 排 列 成 &1，as，as3，…， 
a 和 bb 通过 交替 这 两 个 序列 的 项 ， 我 们 就 可 以 把 AUB 的 元 素 排 列 
成 无 限 序 列 a, Bb， az, bs, as, bss *%*, ans brs "°°o 这 意味 着 AUB 是 可 数 无 限 的 。 

至 此 完成 了 证 明 ， 因 为 已 经 证 明 在 所 有 三 种 情形 下 AU B 都 是 可 数 的 。 4 


鉴于 其 重要 性 ， 我 们 现在 给 出 基数 研究 中 的 一 个 关键 定理 。 

SCHRODER-BERNSTEIN 定理 如 果 A 和 B 是 集合 且 |A| 达 1B| 和 |B| 达 
1A|1，, 则 |A1| 三 | B|。 换 言 之 ， 如 果 存 在 一 对 一 函数 f 从 A 到 B 和 g 从 B 到 A， 则 存在 
A 和 已 之 间 的 一 一 对 应 函数 。 

因为 定理 2 看 起 来 相当 地 简单 明了 ， 所 以 我 们 可 能 会 期 望 它 有 一 个 简单 的 证 明 。 可 是 ， 
即使 可 以 不 用 高 等 数学 来 证 明 它 ， 但 已 知 的 证 明 都 不 是 很 容易 解释 清楚 。 因 此 ， 这 里 省 略 了 
证 明 。 对 证 明 感 兴趣 的 读者 可 以 参见 [LAiZiHo09] 和 [Ve06]。 这 个 结论 称 为 Schr6der-Bernstein 
定理 ， 因 为 Ernst Schr6der 在 1898 年 发 表 了 一 个 有 缺陷 的 证 明 ， 而 康 托 的 学 生 Felix Bernstein 
在 1897 年 给 出 了 一 个 证 明 。 可 是 ， 在 Richard Dedekind 的 1887 年 的 笔记 中 也 发 现 了 该 定理 的 
一 个 证 明 。Dedekind 是 一 位 德国 数学 家 ， 他 在 数学 基础 、 抽 象 代数 和 数论 方面 做 出 了 重要 
贡献 。 

下 面 用 一 个 例子 来 解释 定理 2 的 应 用 。 

例 6 证 明 | (C0, 1)|==|1 (C0, 1]1。 

解 ” 如 何 寻 找 一 个 (0，1) 和 (0，1]j 之 间 的 一 一 对 应 来 证 明 | (0, 1) | = | (0，1] | 完全 不 
是 显而易见 的 事 。 幸 运 的 是 ， 可 以 采用 Schr6der-Bernstein 定理 。 寻 找 一 个 (0，1) 到 (0，1] 的 
一 对 一 函数 是 很 简单 的 。 因 为 (0，1)CC0，1]， 所 以 f(z) 二 zx 就 是 一 个 (0，1) 到 (0，1] 的 一 对 
一 函数 。 录 找 一 个 (0，1] 到 (0，1) 的 一 对 一 函数 也 不 难 。 函 数 g(x) 二 xz/2 显然 是 一 对 一 的 且 将 
(0，1] 映 射 到 (0 1/2]C(0，1)。 由 于 找到 了 从 (0，1) 到 (0，1j 和 从 (0，1j] 到 (0，1) 的 一 对 一 
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函数 ， 所 以 Schr6der-Bernstein 定理 告诉 我 们 | (0，1) | = | (0，1] | 。 | 

不 可 计算 函数 ”我们 现在 来 描述 本 节 中 的 概念 在 计算 机 科学 中 的 一 个 重要 应 用 。 特 别 是 ， 
我 们 将 证 明 存 在 这 样 的 函数 ， 其 值 不 能 由 任何 计算 机 程序 计算 出 来 。 

一 个 函数 称 为 是 可 计算 的 (computable) ， 如 果 存 在 某 种 编程 语言 写 的 计算 机 程序 
能 计算 该 函数 的 值 。 如 果 一 个 函数 不 是 可 计算 的 ， 就 说 是 不 可 计算 的 (umcomputable) 。 

要 证 明 存 在 不 可 计算 函数 ， 我 们 需要 建立 两 个 结果 。 首 先 要 证 明 用 任何 编程 语言 写 的 计算 
机 程序 的 集合 是 可 数 的 。 注 意 用 一 种 语言 写 的 一 个 计算 机 程序 可 以 看 做 是 由 有 限 的 字母 表 构 造 
的 字符 串 就 可 以 证 明 该 结论 (参见 练习 37) 。 接 下 来 ， 我 们 证 明 存 在 不 可 数 无 限 多 个 不 同 的 从 
一 个 特定 的 可 数 无 限 集 到 自身 的 函数 。 特 别 是 ， 练 习 38 证 明了 从 正 整数 到 自身 的 函数 集合 是 
不 可 数 的 。 这 是 0 一 1 之 间 实 数 集 的 不 可 数 性 (参见 例 5) 的 一 个 推论 。 结 合 这 两 个 结果 (参见 练 
习 39) 可 以 证 明 存 在 不 可 计算 函数 。 

连续 统 假设 ”我 们 简单 讨论 有 关 基 数 的 一 个 著名 的 开放 问题 作为 本 节 的 结束 。 可 以 证 明 Z 
的 寡 集 和 实数 集 R 具有 相同 的 基数 (参见 练习 38) 。 换 言 之 ， 我 们 知道 | P(Z) | = | R| 王 c， 
这 里 c 表示 实数 集 的 基数 。 

康 托 的 一 个 重要 定理 (参见 练习 40) 表 明 一 个 集合 的 基数 总 是 小 于 其 寡 集 的 基数 。 故 有 
[| 玉 | 妆 |1P(C) | 。 我 们 将 这 个 结论 重 写 为 只 到 2 ， | 表示 集合 S 的 寡 集 
的 基数 。 还 有 ， 注 意 关系 | P(Z+ ) | = | R | 可 以 表示 为 2* 一 

这 就 导致 了 著名 的 连续 统 假设 (contimuun hypothesis) ， Py 和 cc 之 间 
的 基数 X。 换 言 之 ,连续 统 假设 说 明了 不 存在 集合 A 使 得 正 整 数 集合 的 基数 兴 , 小 于 | A | ， 
而 | A | 又 小 于 实数 集 的 基数 c<。 可 以 证 明 最 小 的 无 限 基 数 形成 一 个 无 限 序列 兴 , 二 1 二 ;过 
…。 如 果 我 们 假定 连续 统 假设 为 真 ， 就 可 以 得 出 结论 c= 二 污 ,， 故 有 2 二 1。 

连续 统 假设 是 由 康 托 在 1877 年 提出 的 。 他 努力 尝试 证 明之 而 未 果 ， 因 而 变 得 非常 肖 丧 。 
到 了 1900 年 ， 解 决 连续 统 假设 被 认为 是 数学 中 最 重要 的 悬而未决 的 问题 。 这 是 被 大 卫 。 和希 尔 
伯 特 (David Hilbert) 列 入 他 著名 的 1900 年 数学 开放 问题 的 第 一 个 问题 。 

连续 统 假 设 依然 是 一 个 开放 问题 ， 还 是 一 个 活跃 的 研究 领域 。 可 是 , 已 经 证 明了 在 现代 数 
学 的 标准 集合 论 公 理 ( 即 Zermelo-Fraenkel 公理 ) 下， 该 假设 既 不 能 被 证 明 也 不 能 被 推翻 。 
Zermelo-Fraenkel 公理 的 制定 是 为 了 避免 朴素 集合 论 的 悖 论 ， 如 罗素 悖 论 ， 但 是 是 否 应 该 用 其 
他 的 一 组 集合 论 公理 来 蔡 代 还 是 有 很 大 争议 。 


练习 
1. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 有 限 的 、 可 数 无 限 的 或 不 可 数 的。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 
该 集合 之 间 的 一 一 对 应 。 
a) 负 整数 
b) 偶 数 
c) 小 于 100 的 整数 
d)0 和 1/2 之 间 的 实数 
e) 小 于 1 000 000 000 的 正 整 数 
f)7 的 整 倍数 
2. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 有 限 的 、 可 数 无 限 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 
该 集合 之 间 的 一 一 对 应 。 
a) 大 于 10 的 整数 
b) 奇 负 整 数 
c) 绝 对 值 小 于 1 000 000 的 整数 
d)0 和 2 之 间 的 实数 
e) 集 合 AXZ+ 这 里 A 王 (2，3} 
f)10 的 整 倍数 
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.确定 下 列 各 集合 是 否 是 可 数 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 该 集合 之 间 的 


一 一 对 应 。 

a) 不 包含 位 0 的 全 部 位 串 

b) 不 能 写成 分 母 不 小 于 4 的 全 部 正 有 理 数 
c) 十 进 制 表示 中 不 包含 0 的 实数 

d) 十 进 制 表示 中 仅 包 含有 限 个 1 的 实数 


. 确定 下 列 各 集合 是 否 是 可 数 的 或 不 可 数 的 。 对 那些 可 数 无 限 集合 ， 给 出 在 自然 数 集合 和 该 集合 之 间 的 


一 一 对 应 。 

a) 不 能 被 3 整除 的 整数 

b) 能 被 5 整除 但 不 能 被 7 整除 的 整数 
c) 十 进 制 表示 是 全 1 的 实数 

d) 十 进 制 表示 是 全 1 或 全 9 的 实数 


- 证 明 一 一 群 有 限 的 客人 到 达 客 满 的 着 尔 伯 特大 饭店 时 依然 可 以 在 不 赶 走 客人 的 情况 下 得 到 房间 
. 假设 硕 尔 伯 特 大 饭店 已 客 满 ， 但 是 饭店 要 关闭 所 有 偶数 编号 的 房间 进行 维修 。 证 明 所 有 客人 依然 可 以 


住 在 饭店 里 。 


. 假设 希 伯 尔 特 大 饭店 在 某 一 天 客 满 了 ， 饭 店 准备 扩展 到 同样 具有 可 数 无 限 个 房间 的 第 二 幢 楼 。 证 明 现 


有 的 客人 可 以 散 开 填充 满 饭 店 两 幢 楼 的 每 个 房间 。 


8. 证 明 可 数 无 限 个 客人 到 达 客 满 的 希 尔 伯 特大 饭店 时 依然 可 以 在 不 赶 走 客 人 的 情况 下 得 到 房间 。 


10. 


11. 


12. 
13. 
14. 
[5 15. 
[Ls 16. 
17, 
18. 
19. 
20. 
21. 
22, 
23. 
24. 
25. 


26. 


* 27。 


28. 
* 29。 


. 假设 有 可 数 无 限 辆 巴士 ， 每 辆 载 有 可 数 无 限 多 位 客人 到 达 客 满 的 希 尔 伯 特 大 饭店 。 证 明 在 不 赶 走 客人 


的 情况 下 所 有 达到 的 客人 都 可 以 住 进 希 尔 伯 特大 饭店 。 

给 出 两 个 不 可 数 集合 A 和 B 的 例子 使 得 A 一 B 是 
a) 有 限 的 。 

b) 可 数 无 限 的 。 

c) 不 可 数 的 。 

给 出 两 个 不 可 数 集合 A 和 B 的 例子 使 得 A 门 B 是 

a) 有 限 的 。 

b) 可 数 无 限 的 。 

c) 不 可 数 的 。 

证 明 如 果 A 和 器 是 集合 且 ACB, 则 14A1 科 13B31|。 
试 解释 为 什么 集合 A 是 可 数 的 当 且 仅 当 |A| 科 1Z |。 
证 明 如 果 A 和 B 是 集合 并 具有 相同 的 基数 , 则 141| 委 |1 引 | 并且 1BI 和 |141|。 


证 明 如 果 A 和 B 是 集合 ，A 是 不 可 数 的 ， 并且 ASB， 则 B 是 不 可 数 的 。 

证 明 可 数 集 的 子 集 也 是 可 数 的 。 

如 果 A 是 不 可 数 集合 而 B 是 可 数 集合 ， 那 么 A 一 B 一 定 是 不 可 数 的 吗 ? 

证 明 如 果 A 和 了 是 集合 且 |A1=18|1, 则 |1PGA)1=1PCB) |。 

证 明 如 果 A、B、C 和 是 集合 且 141=1B81 和 IlClI=|DI,， 则 |4xCl=|BxDl。 


证 明 如 果 |41=1381 且 1BI=|1Cl, 则 |I4AI=1CIl。 

证 明 如 果 A、B 和 C 是 集合 使 得 1A1 和 181 和 |1B1I 和 |1Cl， 则 |41 科 |C|。 

假设 A 是 可 数 集合 。 证 明 如 果 存 在 一 个 从 A 到 B 的 映 上 函数 f， 则 B 也 是 可 数 的 。 

证 明 如 果 A 是 一 个 无 限 集合 ， 则 它 包含 可 数 无 限 子 集 。 

证 明 不 存在 无 限 集合 A 使 得 141| 雪 12Z ”| 一 No。 

证 明 如 果 有 可 能 用 (具有 有 限 个 字符 的 ?键盘 字符 的 有 限 串 来 标记 一 个 无 限 集 S 的 每 个 元 素 ， 且 S 中 
没有 两 个 元 素 具有 相同 的 标记 ， 则 S 是 可 数 无 限 集 。 

利用 练习 25 给 出 一 个 不 同 于 书 上 的 方法 来 证 明 有 理 数 集 是 可 数 的 。[ 提 示 : 证 明 你 能 将 一 个 有 理 数 
表示 为 一 串 带 有 和 斜 杠 的 数字 外 加 可 能 的 减 号 。] 

证 明 可 数 多 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 的 。 

证 明 集合 Z* XZ 是 可 数 的 。 

证 明 所 有 有 限 位 串 的 集合 是 可 数 的 。 
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* 30. 证 明 二 次 方程 az’ 十 bz 十 c= 二 0 的 实数 解 的 集合 是 可 数 的 ， 其 中 a、b 和 c 都 是 整数 。 
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. 通过 证 明 多 项 式 函 数 :ZXZ+ 一 Z7，flm, 0) 二 (m 十 n 一 2)(m 十 n 一 1)/2 十 m 是 一 对 一 和 映 上 的 


来 证 明 Z* XZ* 是 可 数 集 。 

证 明 当 用 (3n 十 1)? 来 替换 练习 31 的 函数 f(m，n) 右 边 表 达 式 的 每 个 nn 的 出 现时 ， 用 (3m 十 1)? 来 蔡 
换 每 个 m 的 出 现时 ， 你 会 得 到 一 个 一 对 一 的 多 项 式 函 数 ZXZ 一 Z。 是 否 存在 一 个 一 对 一 的 多 项 式 函 
数 QXQ>Q 是 一 个 开放 问题 。 

利用 Schr6der-Bernstein 定理 证 明 (0，1) 和 [0，1] 具 有 相同 的 基数 。 

证 明 (0，1) 和 R 具有 相同 的 基数 。[ 提 示 : 利用 Schr6der-Bernstein 定理 。] 

证 明 不 存在 从 正 整 数 集合 到 正 整 数 集合 的 寡 集 的 一 一 对 应 。[ 提 示 : 假设 存在 这 样 的 一 一 对 应 。 将 正 
整数 集 的 一 个 子 集 表示 为 一 个 无 限 位 串 ， 其 中 第 i 位 为 1 如 果 i 属于 该 子 集 ， 否 则 为 0。 假设 你 能 将 
这 些 无 限 位 捉 排 成 正 整数 下 标的 序列 。 构 造 一 个 新 的 位 串 ， 其 第 i 位 等 于 序列 中 第 i 个 位 串 的 第 i 位 
的 补 。 证 明 这 个 新 位 串 不 可 能 出 现在 该 序列 中 。] 

证 明 从 正 整 数 子 集 的 集合 到 0 和 1 之 间 实 数 的 集合 存在 一 个 一 一 对 应 。 利 用 这 个 结果 以 及 练习 34 和 
35 推出 结论 只,o< | PC(Z1) | = | R | 。 [提示 : 看 看 练习 35 提示 的 第 一 部 分 。] 

证 明 用 特定 编程 语言 编写 的 所 有 计算 机 程序 的 集合 是 可 数 的 。[ 提 示 : 可 以 认为 用 编程 语言 编写 的 一 
个 计算 机 程序 是 有 限 字 母 表 上 的 一 个 符号 串 。] 

证 明 从 正 整数 到 集合 {0，1，2，3，4，5，6，7，8，9} 的 函数 集合 是 不 可 数 的 。[ 提 示 : 首先 在 0 到 
1 之 间 实 数 集 与 这 些 函 数 的 子 集 之 间 建 立 一 一 对 应 。 为 此 ， 让 实数 0. did,…d,… 对 应 于 函数 f 使 
得 f (nn) 二 d,。] 

一 个 函数 是 可 计算 的 (computable) 如 果 存 在 一 个 计算 机 程序 能 够 计算 函数 的 值 。 用 练习 27 和 38 证 明 
存在 不 可 计算 的 函数 。 

证 明 如 果 S 是 一 个 集合 ， 则 不 存在 从 S 到 PC(S)(S 的 备 集 ) 的 映 上 函数 f/。 从 而 得 出 结论 | S | 二 
| P(S) | 。 这 个 结论 称 为 是 康 托 定理 。[ 提 示 : 假定 这 样 的 函数 f 存在 。 令 T={sE€S | s&f(s)}， 
然后 证 明 不 存在 元 素 ;使 得 f(s) 二 TT。] 


6 和 矩阵 


6. 1 引言 
离散 数学 中 用 和 矩阵 表示 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 在 随后 的 章节 中 ， 和 矩阵 将 用 于 各 种 不 同 的 


建 模 中 。 例 如 ， 和 矩阵 可 以 用 在 通信 网 络 和 交通 运输 系统 的 模型 中 。 许 多 算法 都 是 用 矩阵 模型 开 


发 


同 


的 。 本 节 回 顾 这 些 算法 中 会 用 到 的 矩阵 算术 运算 。 
给 阵 (matrix) 是 矩形 状 的 数组 。m 行 获 列 的 矩阵 称 为 思 义 导 矩阵 。 行 数 和 列 数 相 
的 矩阵 称 为 方 阵 (square) 。 如 果 两 个 矩阵 有 同样 数量 的 行 和 列 且 每 个 位 置 上 的 对 应 项 都 相 


等 ， 则 这 两 个 矩阵 是 相等 的 。 


下 “到 
例 1 | 和 是- 个 3xz 昌 队 本 
3 
现在 介绍 一 些 矩 阵 术 语 。 黑 斜体 大 写字 母 用 来 表示 矩阵 。 
加 令 加 和 7 是 正 整 数 ， 并 令 





QI Qa12 Uln 
lz1 Ad22 U2n 

A= X 
ml Cm "” lym 


入 的 第 i 行 是 1Xn 短 阵 [aa，az，*…，anj。 入 的 第 j 列 是 ?X1 纸 阵 


my 
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A 的 第 (i， 站) 元 素 (element) 或 项 (entry) 是 元 素 a3， 即 和 A 的 第 i 行 第 j 列 位 置 上 的 数 。 表 示 
矩阵 A 的 一 个 方便 的 简写 符号 是 写成 和 A 二 [ay ]， 表 示 入 是 其 第 (i， 站 元 素 为 由 的 矩阵 。 


2.6.2 和 矩阵 算术 

现在 介绍 矩阵 算术 的 基本 运算 ， 首 先是 矩阵 加 法 的 定义 。 

令 A=[ay] 和 B==[b;] 为 mXn 矩 阵 。 A 和 BB 的 和 ， 记 作 有 A 十 B， 是 其 第 (i， 门 元 
素 为 ij 十 檀 的 矩阵 。 换 言 之 ，4 十 2 一 [ay 十 bo] 。 

相同 大 小 的 两 个 矩阵 的 和 是 将 它们 对 应 位 置 上 的 元 素 相 加 得 到 的 。 不 同 大 小 的 矩阵 不 能 相 
加 ， 因 为 两 个 矩阵 的 和 只 对 行 数 和 列 数 都 一 样 的 两 个 矩阵 才 有 定义 。 


例 2 我 们 有 
| 3 a 和 ”二 次 
|。 2 -| |- | | - 4 
4 0 1 “六 冯 5 


现在 讨论 矩阵 乘积 。 两 个 矩阵 的 乘积 只 有 在 第 一 个 矩阵 的 列 数 和 第 二 个 矩阵 的 行 数 相等 时 
才 有 定义 。 

四 今 4 为 mXk 给 阵 ，B 为 kXn 给 阵 。 A 和 B 的 乘积 记 作 AB， 是 一 个 mXn 和 佐 
阵 ， 其 第 (i， 力 元素 等 于 A 的 第 i 行 与 B 的 第 j 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 。 换 言 之 ， 如 果 4 有 一 
[Lea]; 则 

cf = aabyjT azbz tT anby 

在 图 1 中 ，A 的 灰色 行 和 B 的 灰色 列 用 于 计算 4B 的 元 素 cy 。 两 个 矩阵 的 乘积 当 第 一 个 甜 

阵 的 列 数 和 第 二 个 矩阵 的 行 数 不 相等 时 无 定义 。 


Qll Qi “” a 
Q21 Q22 ”a bu bz 》 so bn Cl C2 "Cn 
bs bo bon 二 C21 C22 C2 
a bi se Di ml Cm ”Cmn 
m Um “ Umk 
图 1 A=[a;] 和 B=[Lb; ] 之 乘积 
现在 举 几 个 矩阵 乘积 的 例子 。 
例 3 令 
0 4 
人 小 和 
A= B= |1 1 
3 入 滑 
0 
儿 设 


0 
如 果 有 定义 ， 求 4B。 

解 ”因为 4 是 4X3 和 抢 阵 而 也 是 3X2 矩 阵 ， 所 以 4A 和 如 的 乘积 有 定义 且 是 4X2 矩阵 。 要 
计算 4B 的 元 素 ， 首 先 把 4 的 行 和 B 的 列 的 对 应 元 素 相 乘 ， 然 后 再 把 这 些 乘 积 加 起 来 。 例 如 ， 
AB 的 (3，1) 位 置 的 元 素 是 4 的 第 三 行 和 B 的 第 一 列 对 应 元 素 的 乘积 之 和 ， 即 3， 2 十 1 1 十 
0。3 王 7。 计 算出 4B 的 所 有 元 素 后 ， 得 到 

14 


8 9 

4B = 
7 13 本 
8 2 


矩阵 乘法 不 是 可 交换 的 。 也 就 是 说 ， 如 果 A4 和 B 为 矩阵 ，AB 和 BA 不 一 定 相 同 。 事 实 上 
可 能 这 两 个 乘积 中 只 有 一 个 有 定义 。 例 如 如 果 A 是 2X3 和 矩阵 ，B 是 3X4 和 矩阵 ， 那么 AB 有 定 
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义 且 是 2X4 和 矩阵 ;BA 没有 定义 ， 因 为 3X4 和 矩阵 和 2X3 和 抢 阵 无 法 相 乘 。 

一 般 来 说 ,假定 和 4 是 mXn 和 矩阵 ，B 是 r+Xs 和 矩阵 。 则 只 有 当 n= 二 r 时 AB 才 有 定义 ， 当 :二 
m 时 BA 才 有 定义 。 不 仅 如 此 ， 即 使 AB 和 BA 均 有 定义 ， 也 不 一 定 具 有 同样 大 小 除非 m 二 二 
7 三 s。 因 此， 如 果 4B 和 BA 均 有 定义 且 有 相同 大 小 ， 则 4 和 B 必定 是 方 阵 且 具有 同样 大 小 。 
再 者 ， 即 使 A 和 B 均 为 nXn 和 矩阵 ，AB 和 BA 也 不 一 定 会 相等 ， 如 例 4 所 示 。 


例 4 令 
4=[， 1 jnB= [1 " 
是 否 有 AB 二 BA? 
解 ” 经 计算 得 
wm-[s str m= [ 2] 
所 以 ，AB 坟 BA。 4 


2.6.3 和 矩阵 的 转 置 和 堆 

现在 引入 一 个 元 素 为 0 和 1 的 重要 矩阵 。 

九 阶 单位 给 阵 (identity matrix of order 2) 是 允 X 允 矩阵 了 一 [6 ]， 其 中 6; 二 1 如 果 
i 三 j，6Gy 二 0 如 果 1i 关 171。 因此 


0 0 wo. 1 
一 个 抢 阵 乘 以 一 个 合适 的 单位 阵 不 会 改变 该 矩阵 。 换 言 之 ， 当 4 是 一 个 mXn 和 矩阵 时 ， 有 
4T, 一 工 4 一 4 

可 以 定义 方 阵 的 寡 次 。 当 4 是 一 个 nXn 和 矩阵 时 ， 则 有 

A, 一 工 ， 4 一 444…A4 

rm 

在 许多 场合 中 需要 有 交换 一 个 方 阵 的 行 和 列 的 运算 。 

令 A 二 [a; ] 为 mXn 给 阵 。A 的 转 置 (transpose)， 记 作 A'， 是 通过 交换 有 的 行 和 
列 所 得 到 的 站 X 加 和 矩阵。 换言之 ， 如 果 A = 二 [6b;]， 则 b; 二 ai， ii 一 1，2，…，7，7 一 1， 


7 


1 -全 8 


例 5 逢 阵 [，。 56 


由 洲 
| 的 转 置 是 矩阵 : ; 4 
3 6 
有 一 类 很 重要 矩阵 在 行 、 列 交换 之 后 仍 保持 不 变 。 
方 阵 A 称 为 对 称 的 (symmetric) 如果 A 二 A "。 因 此 A= pe 
[4a] 为 对 称 的 如 果 对 所 有 i 和 j，1<i<n 和 1<j<n， 有 aj 一 a;。 pe 
注意 一 个 矩阵 是 对 称 的 当 且 仅 当 它 是 方 阵 且 相对 于 主 对 角 线 (对 所 7 
有 i， 由 第 i 行 第 i 列 的 元 素 组 成 ) 是 对 称 的 。 这 一 对 称 性 如 图 2 所 示 。 
a 
例 6 矩阵 | 0 :| 是 对 称 的 。 4 
你 el 疹 


2 ”对称 矩阵 


2.6.4 0-1 乞 阵 
所 有 元 素 非 0 即 1 的 矩阵 称 为 0-1 矩阵 。0-1 矩阵 经 常用 来 表示 各 种 离散 结构 ， 在 第 9 章 
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和 第 10 章 将 会 看 到 。 使 用 这 些 结构 的 算法 是 基于 0- 1 矩阵 的 布尔 算术 运算 。 该 算术 运算 基于 
布尔 运算 入 和 V ， 它 作用 在 成 对 的 位 上 ， 定 义 如 下 : 


/1 如 果 bh 二 b= 二 1 
4A5= | 0 

/1 如果 后 二 1 或 者 刀 二 1 
ava= | 0 


人 今 A=[a;] 和 B=[b;] 为 mXn 阶 0-1 给 阵 。 A 和 BB 的 并 是 0-1 和 矩阵， 其 (i， 门 元 
素 为 a; Vbs。A 和 B 的 并 记 作 AVB。A 和 BB 的 交 是 0-1 给 阵 ， 其 (i,， 门 元 素 是 a; 人 b;。A 和 B 
的 交 记 作 A 人 B。 

例 7 求 0-1 和 矩阵 的 并 和 交 。 


和 0 1 0 
了 
0 1 0 1 1 0 





解 A 和 B 的 并 是 
[ew wr al 
A 0A1 1Ao] ro 0 0 
| 4 





(Boolean product)， 记 作 AE、B， 是 mXn 适 阵 [c; ]， 其 中 
cy = Cas MN bs) V Caz MN bs) VV (as NM bs) 
注意 A 和 B 的 布尔 积 的 计算 方法 类 似 于 这 两 个 矩阵 的 普通 乘积 ,但 要 用 运算 V 代替 加 法 ， 
用 运算 人 代替 乘法 。 下 面 给 出 一 个 矩阵 布尔 乘法 的 例子 。 
例 8 求 A4 和 B 的 布尔 积 ， 其 中 
1 0 
1 1 0 
a 。 | B=)y 1 | 
1 
解 A 和 B 的 布尔 积 A4©B 由 下 式 给 出 : 
[IIADVCOAO QADVOAD @AoyaAn 
AOBS= | NM DVEIEANON AADVAADY AYVLA YD 
Le A 1 VO NOY AI VN AO VN DN 
rvo 1VvVo ovo0 
=|I0V0 OV1 OV 1 
livo 1V0 0Vo0 
i Wi, 
三 |0 ,1 1 a 
轩 和 
我 们 还 可 以 定义 0-1 方 阵 的 布尔 宕 。 这 些 寡 将 用 于 以 后 研究 图 论 中 的 路 径 ， 它 通常 用 来 为 
诸如 计算 机 网 络 中 通信 路 径 建 立 模型 。 
令 人 4 为 0-1 方 阵 ，7 为 正 整 数 。A 的 r 次 布尔 办 是 rr 个 A 的 布尔 积 。A 和 A 的 7 次 布 
尔 宗 记 作 4 中 。 因 此 





A = A©OAOAO:…©A 
A 


(r 个 A) 
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(这 是 良 定义 的 ， 因 为 矩阵 的 布尔 积 是 可 结合 的 。) 另 外 我 们 定义 4 中 为 天 。 





i: 
例 9 el 0 | 。 对 所 有 正 整 数 n 求 4"™"。 
0 
解 ”计算 可 得 
i 
45 =A©OA= |0 0 :| 
"i 
还 可 以 计算 得 出 


LO EL 
45 = A'"1©A = L 1 | 0a 0 | 
下 1 


1 
er 
ee- | 
| 


读者 现在 可 以 看 出 对 所 有 正 整 数 ，z* 之 5， 有 4 一 4 。 
练习 


中 , 工 总 
1. 令 A=|2 0 4 6|。 
下 二 


a)4 的 大 小 是 什么 ? 
b)4 的 第 3 列 是 什么 ? 
c)4 的 第 2 行 是 什么 ? 
d)4 在 (3，2) 位 置 上 的 元 素 是 什么 ? 
e)A" 是 什么 ? 
2. 求 4 十 B， 其 中 


进一步 的 计算 表明 





= 0 5 6 = 9 3 4 
wa=[ ea | 
= 0 一 2 一 于 这 


二 
汪 ， 一 如 
一 外 J 
c)4 一 9 B=| | 
由 ”二 22 0 = :六 二 名 
EL 5 
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7. 
8. 
9. 


10. 


11. 
12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


8 2 人 本 
和 1 | 入 


0 ‘入 
-et 0 
A= 2 ，B= 。 
= 3 本 工 


4 3 


1 4 4 2 


. 求 矩阵 4 使 得 | + 4- 4 [提示 : 求解 4 需要 解 线性 方程 组 .] 


o° 





i 一 1 一 3 7 
令 A 为 mXn 和 矩阵 ，0 为 元 素 全 为 0 的 mXn 和 矩阵 。 证 明 4=0 十 4 一 4 十 0。 
证 明和 矩阵 加 法 是 可 交换 的 ， 即 证 明 如 果 A 和 B 均 为 mXn 和 矩阵 ， 则 A 十 B= 二 B 十 4。 
证 明和 矩阵 加 法 是 可 结合 的 ， 即 证 明 如 果 A、B 和 C 均 为 mXn 和 矩阵 ， 则 4 十 (B 十 C) 一 (4 十 B) 十 C。 
令 4 为 3X4 和 矩阵 ,如 为 4X5 和 拢 阵 ，C 是 4X4 和 矩阵 。 判 断 下 列 哪 些 乘 积 有 定义 并 求 出 有 定义 的 那些 


和 矩阵 的 大 小 。 
a)AB b)BA AC 
dCA e) BC DCB 


如 果 乘 积 4B 和 BA 均 有 定义 ， 对 和 矩阵 4 和 B 的 大 小 能 知道 些 什 么 ? 

本 题 要 证 明和 矩阵 乘法 对 矩阵 加 法 的 分 配 律 。 

a) 假 定 4、 下 均 为 罗 XR& 和 矩阵 ，C 为 kXn 和 矩阵。 证 明 (4 十 B)C 一 4AC 十 BC。 

b) 假 定 C 是 m Xk 和 矩阵 ，A 和 B 为 &Xn 和 矩阵。 证明 C(4 十 B) 一 C4 十 CB。 

本 题 要 证 明和 矩阵 乘法 的 结合 律 。 假定 4 是 mXp 和 矩阵 ，B 是 pXk 和 矩阵 ，C 是 kXn 和 矩 阵 。 证 明 
A(BO)= (AB)C. 

nXn 和 矩阵 和 A 二 Las ] 称 为 对 角 和 矩阵 ， 如 果 对 所 有 i 了 7 有 a5 二 0。 证 明 两 个 nXn 对 角 和 矩阵 的 乘积 仍 是 对 
角 和 矩阵 。 给 出 计算 这 一 乘积 的 一 个 简单 规则 。 


站 讨 
今 站 一 3 
时 


找 出 计算 4" 的 公式 ， 其 中 ”为 正 整数 。 

证 明 (47)7 一 4。 

令 4 和 了 召 为 两 个 zXz 和 矩阵。 证 明 

a)(4 十 B)TI 一 4I 十 了 T 

b)(4B)T 一 BITATI 

如 果 A 和 B 是 nXn 和 矩阵 且 AB= 二 BA 二 I,， 则 B 称 为 是 A 的 逆 ( 这 一 术语 是 合适 的 ， 因 为 这 样 的 B 是 


唯一 的 ) 而 4 称 为 是 可 逆 的 。 记 号 B 二 4“ 表示 B 是 A 的 逆 。 


18. 


19. 


20. 


2 汪 = 5 
| 1 2 | 5 -om 
Er 久 | 1 

b 
令 4 为 2X2 短 阵 , A 一 | 。 a 


d -» 
证 明 如 果 ad 一 bc 了 关 0， 则 A!= ew | 
一 


dbe' ud™—be 
二 二 省 
今 4 一 
[ 1 可 


a) 求 4 [提示 : 利用 练习 19 的 结果 ] 。 
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21. 
22. 
23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


b) 求 A;。 
©) 求 (A 1);。 
qd) 用 b) 和 c) 的 答案 证 明 (A4 :) ”是 A 的 道 。 
令 4 为 可 逆 矩 阵 。 证 明 当 ?是 正 整数 时 就 有 (4") 二 (A ')"。 
令 A 为 和 矩阵。 证明 AA” 是 对 称 的 。[ 提 示 : 借助 于 练习 17b 来 证 明 这 一 矩阵 等 于 其 转 置 。j] 
假设 A 是 nxXn 和 矩阵 ， 其 中 是 正 整 数 。 证明 4 十 47 是 对 称 的 。 
2) 证 明 以 zx ，z ，…，zn 为 变量 的 线性 方程 组 
aiZI 十 aizZz 十 … 十 az 一刀 


az2lZli 十 azzZz 十 … 十 aznTZn 二 bs 


CEZi 十 anzz2 十 "十 Qmzi 一 多 
可 以 表示 为 AX=B， 其 中 A 二 [a; ],， XX 是 nX1 和 矩阵 且 xz; 就 是 其 第 i 行 ，B 是 nX1 和 矩阵 且 6b; 是 其 
第 i 行 。 
b) 证 明 如 果 和 矩阵 4 王 [as ] 是 可 逆 的 (在 练习 18 前 面 定 义 了 可 逆 )， 则 a) 中 方程 组 的 解 可 以 用 等 式 站 = 
A 'B 得 出 。 
用 练习 18 和 24 解 方程 组 


7zi 一 8zz 十 5za 一 5 
| 42i 十 5xzz — 3x 三 一 3 


TI 十 zs 一 0 


1 一 入 
a :和 sa- | 
求 
a)4V 了 B b)A 人 也 AOB 
0 1 We 
本 站 1 入 
求 
aDAVB bAAB AOB 
求 A4 和 B 的 布尔 积 ， 其 中 
0 0 1 0 
“| 0 a- a 
| i 
bw 
Cs 
wk 0 | 
WE, 
求 
a) Ar’] b)Ar] Cc) AV Ar V Ar] 
令 A 为 0-1 和 矩阵 。 证 明 
“a)AVA=A b)AAA=A 
本 题 证 明 交 和 并 运算 是 可 交换 的 。 令 A 和 B 为 mXn 阶 0-1 和 矩阵 。 证明 
a)AVB=BVA DBAA=AAB 


本 题 证 明 交 和 并 运算 是 可 结合 的 。 令 A4、B 和 C 为 mXn 阶 0-1 和 矩阵 。 证明 
a)(AVB)VC=AV (BVO) 
b)(AAB)AC=AAN (BAC) 
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33,. 本 题 建 立交 对 并 运算 的 分 配 律 。 令 A、B 和 C 为 mXn 阶 0-1 和 矩阵 。 证明 
a)4V (BAO=(AVB)A(AVO) 
DAA(C(BVO=(AANB)V (AAO) 

34. 邻 A 为 xnXn 阶 0-1 和 矩 阵 ， 令 I 为 nXn 单 位 和 矩阵。 证明 A©I=I©A4==A。 

35. 本 题 证 明 0-1 矩阵 的 布尔 积 是 可 结合 的 。 假 定 4 是 办 X 丸 阶 0-1 和 矩阵 ， 吾 是 如 XR 阶 0-1 矩 阵 ，C 是 
kXn 阶 0-1 矩阵 。 证 明 4O(CBOC)=(4OB)OC。 


关键 术语 和 结论 

术语 

集合 (set) : 一 组 不 同 对 象 的 聚集 。 

公理 (axiom) : 一 个 理论 的 基本 假设 。 

悖 论 (paradox) : 逻辑 上 不 一 致 性 。 

集合 的 元 素 、 成 员 (element，member of a set): 集合 中 的 一 个 对 象 。 

花 名 册 方 法 (roster method): 通过 列 出 元 素来 描述 一 个 集合 的 方法 。 

集合 构造 器 记号 (set builder notation) : 通过 叙述 一 个 元 素 要 成 为 成 员 必 须 满 足 的 性 质 来 描述 一 
个 集合 的 记号 。 

名 ( 空 集 ，empty set，null set): 没有 成 员 的 集合 。 

全 集 (universal set) : 包含 当前 考虑 的 所 有 对 象 的 集合 。 

文 民 图 (Venn diagram) : 一 个 或 多 个 集合 的 一 种 图 形 表示 。 

S 一 了 (集合 相等 ，set equality): S 和 了 工 有 相同 的 元 素 。 

SCT(CS 是 工 的 子 集 ，S is a subset of T): S 的 每 个 元 素 也 是 T 的 元 素 。 

SCT(S 是 工 的 真子 集 ，S is a proper subset of T): S 是 TT 的 子 集 , 日 S 关 T。 

有 限 集 (finite set) : 含 n 个 元 素 的 集合 ， 其 中 是 非 负 整数 。 

无 限 集 (infinite set) : 不 是 有 限 集 的 集合 。 

| S|1(S 的 基数 ，the cardinality of S): S 中 元 素 的 个 数 。 

P(S)(S 的 需 集 ，the power set of S): S 的 所 有 子 集 的 集合 。 

AUB(A 和 B 的 并 集 ，the union of A and B): 包含 那些 至 少 属于 A 和 B 之 一 的 元 素 的 集合 。 

A 站 mB(A 和 B 的 交集 ，the intersection of A and B): 包含 那些 既 属 于 A 又 属于 B 的 元 素 的 
集合 。 

A 一 B(A 和 B 的 差 集 ，the difference of A and B): 包含 那些 属于 A 而 不 属于 B 的 元 素 的 
集合 。 

A(A 的 补 集 ，the complement of A) : 全 集中 但 不 属于 A 的 元 素 的 集合 。 

AB(A 和 B 的 对 称 差 ，the symmetric difference of A and B): 包含 恰 属 于 A 和 B 之 一 的 那些 
元 素 的 集合 。 

成 员 表 (membership table) : 显示 集合 中 元 素 的 成 员 关系 的 表格 。 

从 A 到 B 的 函数 (function from A to B): 为 A 中 每 个 元 素 指 派 恰 好 一 个 B 中 的 元 素 。 

的 定义 域 (domain of f): 集合 A， 这 里 了 是 从 A 到 B 的 函数 。 

的 陪 域 (codomain of f): 集合 B， 这 里 f 是 从 A 到 B 的 函数 。 

6b 是 ff 之 下 a 的 像 (b is the image of a under f): b 二 f(a)。 

a 是 ff 之 下 6b 的 原 像 (a is a pre-image of b under 有 ): Ca) 一 0。 

的 值 域 (range of f): 了 的 像 的 集合 。 

映 上 函数 ， 满 射 (onto function，surjection): 从 A 到 B 的 函数 使 得 B 的 每 个 元 素 都 是 A 中 某 元 
素 的 像 。 

一 对 一 函数 ， 内 射 (one-to-one function，injection) : 定义 域 中 每 个 元 素 的 像 都 不 相同 的 函数 。 
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一 一 对 应 ， 双 射 (one-to-one correspondence，bijection) : 既是 一 对 一 又 是 映 上 的 函数 。 

的 送 (inverse of 有 ):( 当 ff 是 双 身 时) 颠倒 f 给 出 的 对 应 关系 所 得 的 函数 。 

fog(f 和 g 的 组 合 ，composition of f and g): 为 工 指派 FCg(Cz)) 的 函数 。 

[zj( 下 取 整 函数 ，floor function) : 不 超过 z 的 最 大 整数 。 

[zxz1( 上 取 整 函数 ，ceiling function) : 大 于 或 等 于 z 的 最 小 整数 。 

部 分 函数 (partial function) :为 定义 域 的 一 个 子 集 的 每 个 元 素 指派 唯一 一 个 陪 域 中 的 元 素 。 

序列 (sequence) : 以 整数 集 的 子 集 为 定义 域 的 函数 。 

几何 级 数 (geometric progression) : 形 如 a，ar，arr，… 的 序列 ， 其 中 4 和 > 都 是 实数 。 

算术 级 数 (arithmetic progression) : 形 如 a，a 十 4，a 十 24，… 的 序列 ， 其 中 4 和 4 都 是 实数 。 

串 (string): 有 限 序列 。 

空 串 (empty string) : 长 度 为 0 的 串 。 

递 推 关系 (recurrence relation) : 对 于 所 有 大 于 某 个 整数 的 nw， 用 序列 中 先前 的 一 项 或 多 项 来 表 
示 序 列 中 的 第 nn 项 a, 的 一 个 等 式 。 


Dai : 求 和 式 wm 十 as 十 … 十 av。 


TT : 乘积 式 ww…av。 


i=1 


基数 (cardinality) : 两 个 集合 A 和 B 具有 相同 的 基数 ， 如果 有 一 个 从 A 到 B 的 一 一 对 应 。 

可 数 集 (countable set) : 有 限 集 或 与 正 整数 集 存在 一 一 对 应 的 集合 。 

不 可 数 集 (uncountable set) : 不 是 可 数 的 集合 。 

只 ,( 阿 里 夫 零 ，aleph null)): 可 数 集 的 基数 。 

c: 实数 集 的 基数 。 

康 托 对 角 线 法 (Cantor diagonalization argument) : 用 来 证 明 实 数 集 是 不 可 数 的 一 种 证 明 技 术 。 

可 计算 函数 (computable function) : 存在 用 某 种 编程 语言 写 的 计算 机 程序 可 以 计算 其 值 的 函数 。 

不 可 计算 函数 (uncomputable function) : 不 存在 用 某 种 编程 语言 写 的 计算 机 程序 可 以 计算 其 值 
的 函数 。 

连续 统 假 设 (continuum hypothesis) : 一 个 命题 叙述 不 存在 集合 A 使 得 党 ,< | A | 二 ce。 

矩阵 (matrix) : 矩形 数组 。 

矩阵 加 法 (matrix addition) ; 参见 2. 6. 2 节 定 义 3。 

短 阵 乘法 (matrix multiplication) : 参见 2. 6. 2 节 定 义 4。 

工 (7 阶 单位 矩阵 ，identity matrix of order n) :对 角 线 元 素 为 1、 其 他 元 素 为 0 的 2zX7z 阶 和 矩阵。 

4T(A4 的 转 置 ，transpose of A) : 交换 A 的 行 和 列 得 到 的 矩阵 。 

对 称 和 矩阵 (symmetric matrix) ， 一 个 矩阵 是 对 称 的 ， 如 果 它 与 其 转 置 相等 。 

0-1 和 矩阵 (zero-one matrix) : 矩阵 的 元 素 非 0 即 1。 

AVB(A 和 B 的 并 ，the join of A and B): 参见 2.6.4 节 定义 8。 

AAB(A 和 B 的 交 ，the meet of A and B): 参见 2.6.4 节 定义 8。 

AOB(A 和 B 的 布尔 积 ，the Boolean product of A and B): 参见 2.6.4 节 定义 9。 


结论 

2. 2 节 表 1 给 出 的 集合 恒等式 。 
2.4 节 表 2 给 出 的 求 和 公式 。 
有 理 数 集 是 可 数 的 。 
实数 集 是 不 可 数 的 。 
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复习 题 


1. 
2. 
3。 


10. 


11. 


12, 
13., 
14. 
15, 
16. 
17, 
18. 


试 解释 一 个 集合 是 另 一 个 集合 子 集 的 含义 。 如 何 证 明 一 个 集合 是 另 一 个 集合 的 子 集 ? 
什么 是 空 集 ? 证 明 空 集 是 任何 集合 的 子 集 。 

a) 试 定义 | S | (集合 S 的 基数 ) 。 

b) 试 给 出 计算 | AUB | 的 公式 ， 其 中 A、B 均 为 集合 。 


. a) 试 定义 集合 S 的 寡 集 。 


b) 什 么 时 候 空 集 在 集合 S 的 震 集 中 ? 
中 具有 个 元 素 的 集合 S 的 寡 集 含有 多 少 个 元 素 ? 


， a) 试 定义 两 个 集合 的 并 集 、 交 集 、 差 集 以 及 对 称 差 。 


b) 正 整数 集 与 奇数 集 的 并 集 、 交 集 、 差 集 及 对 称 差 分 别 是 什么 ? 


. a) 试 解释 两 集合 相等 的 含义 。 


b) 尽 可 能 多 地 描述 证 明 两 个 集合 相等 的 方法 。 
c) 用 至 少 两 种 不 同 的 方法 证 明 A 一 (B 门 0) 与 (A 一 B)U (A 一 C0) 是 相等 的 。 


. 试 解释 逻辑 等 价 式 与 集合 恒等式 之 间 的 关系 。 
. a) 试 定义 一 个 函数 的 定义 域 、 陪 域 及 值 域 。 


b) 令 jz) 为 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 使 得 f(n) 二 nn? 十 1。 该 函数 的 定义 域 、 陪 域 、 值 域 分 别 是 什么 ? 


. a) 试 解释 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 函数 是 一 对 一 的 含义 。 


b) 试 解释 从 正 整数 集 到 正 整 数 集 的 函数 是 映 上 的 含义 。 

c) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 既 一 对 一 又 映 上 的 函数 的 例子 。 

d) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 一 对 一 而 非 映 上 的 函数 的 例子 。 

e) 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整 数 集 的 非 一 对 一 但 映 上 的 函数 的 例子 。 

人 给 出 一 个 从 正 整 数 集 到 正 整数 集 的 既 非 一 对 一 又 非 映 上 的 函数 的 例子 。 

a) 试 定义 一 个 函数 的 逆 。 

b) 什 么 时 候 一 个 函数 存在 逆 ? 

ce) 从 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f(n) 二 10 一 n 是 否 有 逆 ? 如 果 有 ， 其 逆 函 数 是 什么 ? 
a) 试 定义 从 实数 集 到 整数 集 的 下 取 整 函数 和 上 取 整 函数 。 

b) 对 于 哪些 实数 z 而 言 [ zj|=「z] 为 真 ? 

为 以 8，14，32，86，248 开头 的 序列 推测 一 个 项 的 表达 式 ， 并 找 求 出 该 序列 后 续 三 项 。 
假设 w 王 ai 一 5，z 一 1，2…。 为 a 找 出 一 个 公式 。 

当 r 尖 1 时， 几何 级 数 的 各 项 之 和 aa 十 ar 十 … 十 am” 是 多 少 ? 

证 明 奇 数 集合 是 可 数 的 。 

给 出 一 个 不 可 数 集合 的 例子 。 

试 定 义 两 个 矩阵 4 和 B 的 乘积 。 这 一 乘积 何 时 有 定义 ? 

证 明和 矩阵 乘积 是 不 可 交换 的 。 


补充 练习 


1 


令 A 为 包含 字母 z 的 英文 单词 集合 ，B 为 包含 字母 g 的 英文 单词 集合 。 试 用 A、 的 组 合 来 表示 下 列 
集合 : 

a) 不 包含 字母 z 的 英文 单词 集合 。 

b) 包 含 字母 zx 和 9 的 英文 单词 集合 。 

c) 包 含 字母 z 而 不 包含 字母 9 的 英文 单词 集合 。 

d) 不 包含 字母 z 或 g 的 英文 单词 集合 。 

e) 包 含 工 或 9 但 不 同时 包含 二 者 的 英文 单词 集合 。 


. 证 明 如 果 A 是 B 的 子 集 ， 则 A 的 寡 集 是 如 的 寡 集 的 子 集 。 
. 假定 A 和 B 为 集合 使 得 A 的 寡 集 是 忆 的 寡 集 的 子 集 。 是 否 一 定 有 A 是 召 的 子 集 ? 
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A 


. 令 了 表示 偶 整 数 集合 ，O 表示 奇 整数 集合 。 令 Z 表示 整数 集合 。 确 定 下 列 每 个 集合 。 


a)EUO DENMNO OZ—E d)Z 一 O 


. 证 明 如 果 A 和 了 为 集合 ， 则 4A 一 (4A 一 B)=A4 门 B。 

. 令 A 和 B 为 集合 。 证 明 ASB 当 且 仅 当 A 站 B=A。 

. 令 A、B、 和 CC 为 集合 。 证 明 (A 一 B) 一 C 不 一 定 等 于 A 一 (B 一 0)。 
. 假定 A、B、 和 C 为 集合 。 证 明 或 推翻 (A 一 B) 一 C=(A 一 0) 一 B。 





9. 假定 A、B、C 和 DD 为 集合 。 证 明 或 推翻 (A 一 B) 一 (C 一 D)==(A 一 0) 一 (B 一 DD)。 


10 
11 


12. 
13, 


14. 


15。 


17. 


18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 


* 27. 


. 证 明 如 果 A 和 B 为 有 限 集合 , 则 | ANB | 二 | AUB | 。 判 断 什么 时 候 等 号 成 立 。 
. 令 A 和 B 为 有 限 全 集 UU 的 两 个 子 集 。 按 照 递增 顺序 列 出 下 列 各 项 : 


|All | AUB|Is LANBIs. |UIy, bi| 

b)|A—B|, |A®BB|, |A|I+|B|, |AUB|, |&2| 

令 A 和 B 为 有 限 全 集 U 的 两 个 子 集 . 证 明 |ANB|=IU| 一 |A| 一 1|B| 十 1ANB|. 
令 ff 和 g 分别 为 从 人，2，3，4} 到 {a，6， c,d} 和 从 {a,，656，c，d} 到 {1，2，3，4} 的 两 个 函数 ， 且 
f(D)=4d, f(2)=¢c, f(3)=a, f(4)=6b, 以 及 g(a)=2, g(b)=1, g(c)=3, g(d)=2,。 

a)f 是 否 是 一 对 一 的 ? g 是 否 是 一 对 一 的 ? 

b)f 是 否 是 映 上 的 ? g 是 否 是 映 上 的 ? 

©)f 或 g 是 否 有 逆 ? 如 果 有 ， 求 出 其 逆 函 数 。 

假设 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 ,其 中 A 和 B 为 有 限 集 。 试 解释 为 什么 对 于 A 的 所 有 子 集 均 
有 | S| 过 | S51 

假设 f 是 一 个 从 A 到 BB 的 函数 ,其 中 A 和 B 为 有 限 集 。 试 解释 为 什么 对 于 A 的 所 有 子 集 | f(S) | = 
| S | 成 立 当 且 仅 当 f 是 一 对 一 的 。 

假定 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 。 我 们 按照 如 下 规则 定义 从 P(A) 到 P(B) 的 函数 Sr : 对 于 A 的 每 个 子 集 X 
有 Si(X) 二 f(X)。 类 似 地 ， 我 们 定义 从 PC(B) 到 P (A) 的 函数 S/-! : 对 于 B 的 每 个 子 集 Y 有 Sr (Y)= 
广 '(Y)。 这 里 我 们 用 到 了 2. 3 节 的 定义 4 以 及 练习 42 前 言 中 对 一 个 集合 的 逆 像 的 定义 。 


. 假设 f 是 一 个 从 A 到 B 的 函数 。 证 明 


a) 如 果 f 是 一 对 一 函数 ， 则 Sj 是 从 P(A) 到 PC(B) 的 一 对 一 函数 。 
b) 如 果 f 是 映 上 函数 ， 则 S 是 从 P(A) 到 PC(B) 的 映 上 函数 。 
c) 如 果 了 是 映 上 函数 ， 则 Sy-! 是 从 P(B) 到 P(A) 的 一 对 一 函数 。 
d) 如 果 f 是 一 对 一 函数 ， 则 Sy-! 是 从 P(B) 到 P(A) 的 映 上 函数 。 
e) 如 果 f 是 一 个 一 一 对 应 ， 则 Sy 是 从 P(A) 到 PC(B) 的 一 一 对 应 并 且 Sj-!1 是 从 PP(B) 到 P(A) 的 一 一 对 
应 。[ 提 示 : 利用 a) 一 d)。] 
证 明 如 果 了 和 gg 均 为 从 A 到 B 的 函数 并 且 Sj 二 Ss (使 用 练习 16 前 言 中 的 定义 )， 则 对 于 所 有 XEA 必 
有 f(z)=g(zx)。 
证 明 如 果 nn 是 一 个 整数 ， 则 n= [x/21 十 Ln/2]。 
对 于 哪些 实数 zx，> 有 | zx 十 y= 二 Lz 十 | yj 为 真 ? 
对 于 哪些 实数 z，y 有 [zf 十 y| 二 [zx 1 十 [ y | 为 真 ? 
对 于 哪些 实数 z，y 有 | zx 十 y1 二 [zx 1 十 Lyj」 为 真 ? 
证 明 对 于 所 有 整数 n 有 |n/2| fn/21= Ln:/4|。 
证 明 如 果 m 是 整数 ， 则 有 | 工 | 十 |m 一 x| = 二 m 一 1 除非 z 是 整数 ; 当 工 为 整数 时 表达 式 等 于 m。 
证 明 如 果 z 是 实数 ， 则 有 | Lz/2」/2 |=Lz/4]。 
证 明 如 果 是 奇数 ， 则 有 [nn:/4 | 二 Cn 十 3)/4。 
证 明 如 果 m，n 均 为 正 整 数 ， 而 z 为 实数 ， 则 有 
| 二 |-| 二 ?| 
m m 
证 明 如 果 m 是 正 整数 ， 而 xz 是 实数 ， 则 有 
mz 一 Lzj+|z+ 去 |+|z+ 吉 |+…+|z+ 加 | 
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x* 28. 我 们 定义 乌拉 姆 数 (Ulam number) : 设 芭 = 二 1 和 w= 二 2。 再 者 ， 在 判断 小 于 的 整数 是 否 是 乌拉 姆 数 
之 后 ， 如 果 nn 可 以 被 唯一 地 写成 两 个 不 同 的 乌拉 姆 数 之 和 ， 则 设 ”为 下 一 个 乌拉 姆 数 。 注 意 邮 一 3， 
zz 一 4， 1 一 0， zu 一 8。 
a) 求 前 20 个 乌拉 姆 数 。 
b) 证 明 存 在 无 穷 多 个 乌拉 姆 数 。 
29. 求 [和 的 值 (此 处 所 使 用 的 乘积 符号 在 2. 4 节 练习 43 前 言 有 定义 )。 
* 30. 试 给 出 一 个 规则 以 产生 以 1，3，4，8，15，27，50，92，… 开 头 的 序列 项 ， 并 求 出 该 序列 的 后 续 
四 项 。 
* 31, 试 给 出 一 个 规则 以 产生 以 2，3，3，5，10，13，39，43，172，177，885，891，… 开 头 的 序列 项 ， 
并 求 出 该 序列 的 后 续 四 项 。 
32. 证 明 无 理 数 集 是 不 可 数 集 。 
33. 证 明 集合 S 是 可 数 集 ， 如 果 存 在 一 个 从 S 到 正 整 数 集 的 函数 使 得 只 要 当 ) 是 一 个 正 整数 时 f7'()) 是 
可 数 的 。 
34. 证 明正 整数 集合 的 所 有 有 限 子 集 的 集合 是 一 个 可 数 集 。 
xx 35. 证 明 | RXR| 王 |RI。[ 提 示 :, 利用 Schr6der-Bernstein 定理 证 明 | (0，1)X(0，1) | 三 |(0，1) | 。 
构造 一 个 从 (0，1)X (0，1) 到 (0，1) 的 单 射 函 数 ， 假 设 (z，y)E (0，1)X(0，1)。 将 (tz，) 映 射 到 这 样 
一 个 数 ， 其 十 进 制 展 开 式 交替 取 自 zx 和 y 的 十 进 制 展开 式 中 的 数字 ,这 里 的 数 均 不 以 9 的 无 限 循 环 
结尾 。] 
xx 36. 证 明 复数 集合 C 具有 和 实数 集合 R 同样 的 基数 。 
、 (0 
37. 计算 hn， 如 果 4 是 | 1 wh 
38. 证 明 如 果 A 二 cd， 这 里 c 是 一 个 实数 而 I 是 nXn 单位 和 矩阵， 则 当 B 是 一 个 nXn 和 矩阵 时 有 AB= 二 BA.。 
39. 证 明 如 果 4 一 个 2X2 和 矩 阵 使 得 当 B 是 一 个 2X2 矩阵 时 有 4B 二 BA， 则 有 A 二 cd， 这 里 c 是 一 个 实数 
而 I 是 2X2 单位 矩阵 。 
40. 证 明 如 果 4 和 B 是 可 逆 的 矩阵 且 4B 存在 ， 则 (4B) 一 B 4。 
41. 令 A 是 一 个 nXn 和 矩阵 , 令 0 是 一 个 所 有 元 素 都 是 0 的 nXn 和 矩阵 。 证 明 下 列 式 子 为 真 。 
a)AO0=0©0A=0 
b)AV0=0VA=A 
ANA0=0AA=0 
计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 
2. 


Amn2w 


给 定 含 有 nn 个 元 素 集合 的 两 个 子 集 A 和 B， 利 用 位 串 求 出 A、AUB、ANB、A 一 B、A@B.。 
给 定 来 自 同 一 全 集 的 两 个 多 重 集合 A 和 B, 试 求 AUB、AN 丫 B、A 一 B 以 及 A 十 B( 参 见 2.2 节 练 习 61 


的 前 言 )。 


. 给 定 模 糊 集合 A 和 B， 试 求 A、AUB 以 及 A 门 B( 参 见 2. 2 节 练 习 63 的 前 言 ) 。 
. 给 定 一 个 从 {1，2，…，n} 到 整数 集合 的 函数 f， 判 断 f 是 否 是 一 对 一 函数 。 
. 给 定 一 个 从 {1，2，…， 刀 到 其 自身 的 函数 ff， 判 断 f 是 否 是 映 上 函数 。 


给 定 一 个 从 {1，2，…，n} 到 其 自身 的 双 射 函数 f, 求 广 :。 


. 给 定 一 个 mXk 和 矩阵 A 和 一 个 kXn 和 矩阵 B， 求 4B。 
. 给 定 一 个 方 阵 4 和 一 个 正 整数 n， 求 A"。 


9. 给 定 一 个 方 阵 ， 判 断 其 是 否 对 称 。 


10. 
11. 
12. 


给 定 两 个 mXn 布尔 矩阵 ， 求 其 交 和 并 。 
给 定 一 个 mX&k 布尔 和 矩阵 A 和 一 个 Xn 布尔 矩阵 B， 求 A 和 B 的 布尔 积 。 
给 定 一 个 布尔 方 阵 4 和 一 个 正 整数 n， 求 45 。 
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计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 


1. 
2. 
3. 


#5, 


给 定 两 个 有 限 集 ， 试 列 出 这 两 个 集合 笛 卡 儿 积 中 的 所 有 元 素 。 

给 定 一 个 有 限 集 ， 试 列 出 其 和 集中 的 所 有 元 素 。 

计算 从 集合 S 到 集合 了 的 一 对 一 函数 的 数量 ， 其 中 S 和 了 均 为 任意 大 小 的 有 限 集 。 你 能 否 确定 一 个 
这 样 的 函数 数量 的 公式 ?我 们 将 在 第 6 章 寻 找 这 样 的 公式 。) 


. 计算 从 集合 S 到 集合 T 的 映 上 函数 的 数量 ,其 中 S 和 TT 均 为 任意 大 小 的 有 限 集 。 你 能 否 确 定 一 个 这 


样 的 函数 数量 的 公式 ? (我 们 将 在 第 8 章 寻 找 这 样 的 公式 .) 
设计 一 组 用 于 生成 序列 项 的 不 同 规则 ， 并 开发 一 程序 能 随机 选取 一 个 规则 ， 以 及 由 这 些 该 规则 产生 的 
特定 序列 。 将 程序 设计 成 交互 方式 ， 通 过 提示 该 序列 的 后 续 项 ， 并 判断 解答 是 否 是 预期 的 后 续 项 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


1. 
2. 
3. 


讨论 开发 公理 化 集合 论 来 避免 罗素 悖 论 ( 参 见 2. 1 节 练 习 46) 。 

研究 函数 概念 最 早出 现在 什么 场合 ， 试 描述 当时 这 个 概念 是 如 何 被 运用 的 。 

试 从 几 个 不 同方 面 来 解释 《整数 序列 大 百科 》(Encyclopededia of Integer Sequences) 的 巨大 作用 。 并 描述 
该 大 百科 中 一 些 非 比 寻常 的 序列 以 及 它们 是 如 何 出 现 的 。 


. 定义 最 新 提出 的 EKG 序列 并 描述 它 的 某 些 性 质 以 及 有 关 它 的 一 些 未 解 问题 。 
. 查阅 超越 数 的 定义 。 解 释 如 何 证 明 这 样 的 数 存在 以 及 这 些 数 是 如 何 被 构造 出 来 的 。 哪 些 著名 的 数 可 以 


被 证 明 是 超越 数 ， 而 哪些 著名 的 数 仍然 未 知 是 否 是 超越 数 ? 


. 扩展 讨论 书本 中 的 连续 统 假设 。 
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算 法 


许多 问题 都 可 以 作为 一 般 性 问题 的 特例 来 解决 。 例 如 ， 和 寻找 序列 101，12，144，212，98 
中 最 大 整数 的 问题 。 这 是 寻找 整数 序列 中 最 大 整数 问题 的 一 个 特例 。 为 解决 这 个 一 般 性 问题 ， 
我 们 必须 给 出 一 个 算法 ， 它 指定 了 一 系列 步骤 来 解决 这 个 一 般 性 问题 。 本 书 我 们 将 研究 解决 许 
多 不 同类 型 问题 的 算法 。 例 如 ， 本 章 将 介绍 计算 机 科学 中 最 重要 的 两 个 算法 : 在 一 个 列表 中 搜 
索 一 个 元 素 ; 将 一 个 列表 进行 分 类 使 得 其 元 素 按 某 种 规定 的 顺序 (如 升序 、 降 序 或 字母 序 ) 排 
序 。 后 续 章 节 将 介绍 更 多 算法 来 求解 两 个 整数 的 最 大 公约 数 、 产 生 一 个 有 限 集 的 所 有 排序 、 寻 
找 网 络 中 两 个 节点 间 的 最 短路 径 ， 以 及 其 他 许多 问题 。 

我 们 将 介绍 算法 范例 的 概念 ， 它 为 设计 算法 提供 了 通用 方法 。 特 别 是 我 们 会 讨论 蛮 力 算 
法 ， 它 不 用 任何 智慧 而 直接 用 最 简单 的 方法 来 寻求 答案 。 我 们 还 将 讨论 贪 焚 算 法 ， 这 是 一 类 用 
于 求解 最 优化 问题 的 算法 。 证 明 在 算法 研究 中 也 很 重要 。 在 本 章 中 我 们 通过 证 明 一 个 特定 的 贪 
禁 算 法 总 能 找到 最 优 解 来 进行 解释 。 

对 于 一 个 算法 ,需要 重点 考虑 的 是 其 计算 复杂 度 ， 它 用 来 衡量 该 算法 在 解决 一 定 规模 问题 
时 所 需要 的 处 理 时 间 和 计算 机 存储 空间 。 为 了 度量 算法 的 复杂 度 ， 我们 使 用 大 O 和 大 @ 记号 ， 
本 章 将 介绍 这 些 记 号 。 在 本 章 中 我 们 将 解释 算法 复杂 度 的 分 析 ， 侧 重 于 算法 求解 问题 时 所 需要 
的 时 间 。 男 外 还 将 讨论 就 实践 和 理论 而 言 算法 的 时 间 复 杂 度 意味 着 什么 。 


3.1 算法 


3. 1.1 引言 

离散 数学 中 有 多 种 一 般 性 问题 。 例 如 ， 已 知 一 串 整数 ， 求 最 大 的 一 个 ; 已 知 一 个 集合 ， 列 
出 其 所 有 子 集 ; 给 定 一 个 整数 集合 ， 把 这 些 整数 从 小 到 大 排序 ; 已 知 一 个 网 络 ， 找 出 两 个 顶点 
之 间 的 最 短路 径 等 。 遇 到 这 样 的 问题 时 ， 首 先 要 做 的 就 是 构造 一 个 模型 把 问题 转换 为 数学 问 
题 。 在 这 种 模型 中 用 到 的 离散 结构 包括 第 2 章 中 讨论 过 的 集合 、 序 列 和 函数 ， 以 及 后 续 章 节 将 
要 讨论 的 置换 、 关 系 、 图 、 树 、 网 络 和 有 限 状态 机 等 概念 。 

建立 合适 的 数学 模型 只 是 解 题 的 第 一 步 。 完 整 的 解 题 还 需要 利用 这 一 模型 解决 一 般 性 问题 
的 方法 。 理 想 的 情况 是 需要 一 个 过 程 ， 它 能 够 遵循 一 系列 步骤 导致 找到 所 求 的 管 案 。 这 一 系列 
步骤 就 称 为 一 个 算法 (algorithm) 。 

算法 是 进行 一 项 计算 或 解决 一 个 问题 的 准确 指令 的 有 限 序 列 。 

术语 算法 (algorithm) 一 词 是 对 9 世纪 的 一 位 数学 家 花 拉 子 密 (al-khowarizmi) 的 名 字 的 论 


阿布 ， 贾 法 尔 ， 穆罕默德 * 伊 本 . 穆 萨 . 花 刺 子 密 (Abu Ja'far Mohammed ibn Musa al- 
khowarizmi， 大 约 公元 780 一 850) ” 花 刺 子 密 是 天 文学 家 和 数学 家 ， 是 巴格达 一 个 科学 家 组 
织 “ 智 慧 之 家 ”的 成 员 。 花 刺 子 密 这 一 名 字 的 含义 是 “来 自 花 刺 子 模 (Kowarzizm) 镇 ”>， 当 时 是 
波斯 的 一 部 分 ; 现 称 为 卡 瓦 (Khiva) ， 是 乌兹别克 斯 坦 的 一 部 分 。 花 刺 子 密 著 有 关于 数学 、 
天 文学 和 几何 学 的 书 。 西 欧 人 最 初 从 他 的 著作 中 了 解 代 数 。 代 数 (algebra) 一 词 源 自 al-jabr， 
这 是 他 的 书 (Kitab al-jabr w'al muquabala) 标 题 的 一 部 分 。 这 本 书 曾 被 译 为 拉丁 文 并 广泛 用 
做 课本 。 他 关于 印度 数字 的 书 描述 了 使 用 这 些 数 字 作 算术 运算 的 过 程 。 欧 洲 的 作者 使 用 了 

他 的 名 字 的 一 个 拉丁 论 音 来 表示 用 印度 数字 做 算术 的 内 容 ， 后 来 演变 为 algorithm( 算 法 ) 一 词 。 
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用 ， 他 论述 印度 数字 ”的 书 是 现代 十 进 制 记号 的 基础 。 起 初 algorism 一 词 用 于 表示 使 用 十 进 制 
记号 做 算术 运算 的 规则 。 到 18 世纪 时 algorism 演变 成 algorithm。 随 着 人 们 对 计算 机 器 的 兴趣 
日 益 增 长 ， 算 法 的 概念 被 赋予 更 通用 的 含义 ， 不 仅 包 含 做 算术 的 过 程 ， 而 且 包含 所 有 用 于 解 题 
的 确定 性 的 过 程 。( 在 第 4 章 将 讨论 做 整数 算术 的 算法 。) 

本 书 将 讨论 解决 各 种 问题 的 算法 。 本 节 我 们 将 利用 有 限 整数 序列 中 寻找 最 大 整数 这 一 问题 
来 解释 算法 的 概念 和 算法 具有 的 性 质 。 此 外 ， 还 会 描述 在 有 限 集合 中 寻找 一 个 特定 元 素 的 算 
法 。 以 后 各 节 将 讨论 求 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 过 程 ， 求 网 络 上 两 点 之 间 的 最 短路 径 的 过 程 ， 
矩阵 相 乘 的 过 程 等 。 

例 1 描述 在 一 个 有 限 整数 序列 中 寻找 最 大 值 的 算法 。 

尽管 在 一 个 有 限 序列 中 寻找 最 大 元 素 的 问题 相对 简单 ， 但 它 能 很 好 地 解释 算法 的 概念 。 另 
外 ， 在 很 多 实例 中 需要 用 到 有 限 整数 序列 中 的 最 大 整数 。 例 如 ， 大 学 可 能 要 找 出 几 千 名 学 生 参 
加 竞赛 的 最 高 分 。 或 者 一 个 体育 组 织 可 能 需要 确定 每 个 月 成 绩 最 好 的 成 员 。 我 们 要 开发 这 样 一 
个 算法 ， 每 当 需 要 在 有 限 整 数 序列 中 寻找 最 大 元 素 的 问题 时 就 可 以 使 用 该 算法 。 

可 以 用 几 种 不 同 的 方式 给 出 解决 这 一 问题 的 过 程 。 一 种 方法 是 直接 用 中 文 描述 需要 用 到 一 
系列 步骤 。 下 面 给 出 这 样 一 个 解 。 

解 ”执行 下 面 的 步骤 。 

1) 设 临时 最 大 值 等 于 序列 中 第 一 个 整数 。 (整个 过 程 的 每 一 阶段 ， 临 时 最 大 值 都 等 于 已 检 


查 过 的 最 大 整数 。) 

2) 将 序列 中 的 下 一 个 整数 与 临时 最 大 值 比 较 ， 如 果 这 个 数 大 于 临时 最 大 值 ， 置 临时 最 大 
值 为 这 个 整数 。 

3) 如 果 序 列 中 还 有 其 他 整数 ， 重 复 前 一 个 步骤 。 

4) 当 序列 中 不 再 有 其 他 整数 时 停止 。 此 刻 的 临时 最 大 值 就 是 序列 中 的 最 大 整数 。 a 


一 个 算法 也 可 以 用 一 种 计算 机 语言 来 描述 。 但 是 当 这 样 做 时 ， 只 能 使 用 这 种 语言 所 允许 的 
指令 。 这 样 做 常常 导致 算法 的 描述 既 复 杂 而 又 难以 理解 。 另 外 ， 许 多 程序 设计 语言 都 是 常用 
的 ， 从 中 选用 特定 的 某 种 语言 是 不 可 取 的 。 因 此 本 书 中 不 采用 任何 一 种 特定 的 计算 机 语言 描述 
算法 ， 而 是 使 用 在 附录 3 中 描述 的 伪 代 码 (pseudocode) 的 形式 。( 我 们 还 会 用 中 文 来 描述 算法 。) 
伪 代 码 提供 的 是 在 算法 的 中 文 描述 及 该 算法 的 一 种 编程 语言 实现 之 间 的 中 间 一 步 。 算 法 步 又 用 
模仿 程序 设计 语言 指令 的 伪 指 令 来 描述 。 不 过 在 伪 代 码 中 使 用 的 指令 可 以 包括 任何 良 定义 的 运 
算 或 语句 。 以 伪 代 码 描述 为 起 点 ， 可 以 生成 用 任何 一 种 计算 机 语言 描述 的 计算 机 程序 。 

本 书 使 用 的 伪 代 码 的 设计 是 易于 理解 的 。 在 用 各 种 不 同 编程 语言 之 一 来 构造 实现 算法 的 程 
序 时 ， 可 以 用 它 作为 一 种 中 间 步 又 。 尽 管 该 伪 代 码 并 不 遵循 Java、C、C 十 十 或 其 他 编程 语言 
的 语法 ， 但 熟悉 一 种 编程 语言 的 学 生 会 发 现 它 容 易 理 解 。 该 伪 代 码 与 编程 语言 代码 的 一 个 主要 
差别 是 我 们 可 以 使 用 任何 良 定义 的 指令 ， 即 使 可 能 需要 用 许多 行 代码 来 实现 该 指令 。 附 录 3 给 
出 了 本 书 使 用 的 伪 代 码 的 细节 。 需 要 时 读者 应 参考 该 附录 。 

下 面 是 求 有 限 序 列 中 的 最 大 元 素 算 法 的 伪 代 码 描述 。 





算法 1 求 有 限 序 列 中 的 最 大 元 素 
procedure max(al ，a ，…，qa: 整数 ) 
max :一 Q1 
fori:=2ton 

if max~a; then max :=a.; 


return max{max 是 最 大 元 素 } 




















加 ”现在 通常 叫做 阿拉 伯 数 字 。 一 一 译 者 注 
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该 算法 首先 把 序列 的 首 项 a 赋 给 变量 max。“for” 循 环 用 于 逐个 检查 序列 的 项 。 如 果 某 一 
项 大 于 max 的 当前 值 ， 就 将 其 赋 给 max 成 为 新 值 。 

算法 的 性 质 ”算法 一 般 都 共有 一 些 性 质 。 当 描述 算法 时 牢记 这 些 性 质 是 有 益 的 。 这 些 性 质 是 : 

。 输入 算法 从 一 个 指定 的 集合 得 到 输入 值 。 

。 输出 “对 每 个 输入 值 集合 ， 算 法 都 要 从 一 个 指定 的 集合 中 产生 输出 值 。 输 出 值 就 是 问 

题 的 解 。 

。 确定 性 算法 的 步 又 必须 是 准确 定义 的 。 

。 正确 性 对 每 一 组 输入 值 ， 算 法 都 应 产生 正确 的 输出 值 。 

。 有 限 性 对 任何 输入 算法 都 应 在 有 限 ( 可 能 很 多 ) 步 之 后 产生 期 望 的 输出 。 
算法 的 每 一 步 都 应 能 够 准确 地 在 有 限时 间 内 完成 。 

。 通用 性 算法 过 程 应 该 可 以 应 用 于 期 望 形式 的 所 有 问题 ， 而 不 只 是 用 于 一 组 特定 的 输 

入 值 。 

例 2 证 明 求 有 限 整 数 序列 最 大 元 素 的 算法 1 具有 上 面 列 出 的 所 有 性 质 。 

解 算法 1 的 输入 是 一 个 整数 序列 。 输 出 是 该 序列 的 最 大 整数 。 算 法 的 每 一 步 都 是 准确 定 
义 的 ， 因 为 只 出 现 了 赋值 、 有 限 循环 和 条 件 语 句 。 为 了 证 明 算 法 是 正确 的 ， 必 须 证 明 当 算法 终 
止 时 ， 变 量 max 的 值 等 于 序列 的 最 大 项 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 max 的 初 值 是 序列 的 第 一 
项 。 随 着 不 断 检 查 序 列 中 的 各 项 ， 如 果 有 一 项 超过 已 检查 项 的 最 大 值 ， 就 把 max 更 新 为 该 项 
的 值 。 这 个 ( 非 形式 化 的 ) 论 证 证 明了 当 检 查 完 所 有 的 项 时 ，max 就 等 于 最 大 项 的 值 。( 这 个 事 
实 的 严格 证 明 需 要 用 到 5. 1 节 介 绍 的 技术 。) 该 算法 只 使 用 了 有 限 的 步骤 数 ， 因 为 在 检查 了 该 序 
列 中 所 有 整数 以 后 算法 就 终止 。 算 法 可 以 在 有 限时 间 内 完成 ， 因 为 每 一 步 要 么 是 比较 ,要么 是 
赋值 ， 而 且 只 有 有 限 这 样 的 步 又 ， 所 以 这 两 个 操作 都 能 在 有 限时 间 内 完成 。 最 后 ， 算 法 1 是 通 
用 的 ， 因 为 该 算法 可 用 于 求 任何 有 限 整 数 序列 的 最 大 元 素 。 4 


3. 1.2 ”搜索 算法 

在 有 序 表 中 定位 一 个 元 素 的 问题 经 常会 出 现在 各 种 应 用 场景 。 例 如 检查 单词 拼写 的 程序 要 
在 字典 中 搜索 ， 而 字典 其 实 就 是 单词 的 有 序 表 。 这 一 类 问题 称 为 搜索 问题 。 本 节 将 讨论 几 个 搜 
索 算法 。3. 3 节 将 介绍 这 些 算法 各 自 所 需 的 步骤 数 。 

一 般 性 的 搜索 问题 可 以 描述 如 下 : 在 不 同 元 素 wm ，a,，*…，a, 的 表 中 定位 元 素 x， 或 判定 
Zz 不 在 该 表 中 。 这 一 搜索 问题 的 解 就 是 表 中 等 于 xz 的 那 一 项 的 位 置 ( 即 如 果 zx 二 a;， 那 么 i 就 是 
解 )， 而 当 工 不 在 表 中 时 工 为 0。 

线性 搜索 将 介绍 的 第 一 个 算法 称 为 线性 搜索 或 顺序 搜索 算法 。 线 性 搜索 算法 从 比较 zx 和 
al 开始 。 如 果 zx 二 al， 那么 解 就 是 Qi 的 位 置 ， 即 1。 当 Xa 时 ， 比 较 zx 和 as。 如 果 z= 二 a;， 
解 就 是 w 的 位 置 ， 即 2。 当 zx 关 as 时 ， 比 较 xz 与 a;。 继 续 这 一 过 程 ， 逐 一 比较 x 和 表 中 的 每 一 
项 直到 找到 匹配 为 止 ， 这 里 解 就 是 该 项 的 位 置 除非 没有 匹配 。 如 果 已 搜索 了 整个 表 却 不 能 定位 
zx， 那么 解 是 0。 该 线性 搜索 算法 的 伪 代 码 如 算法 2 所 示 。 


过 
内 
语 











算法 2 线性 搜索 算法 
procedure linear search(z， 整 数 ，al ，a ，…，w: 不 同 整数 ) 
i i=1 
while(i 委 2 和 工 关 a;) 
i :二 i 十 1 
if i<n then location :=i 
else location :=0 


return location{location 是 等 于 z 的 项 的 下 标 ， 或 者 是 0 如 果 找 不 到 xz} 





| 
二 分 搜索 现在 考虑 另 一 个 搜索 算法 。 当 表 中 各 项 以 升序 出 现时 可 以 用 这 一 算法 (例如 ， 如 
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果 项 为 数值 ， 则 按 从 最 小 到 最 大 顺序 排列 ; 如 果 是 单词 ， 则 可 以 按 字典 序 或 字母 序 排列 )。 这 wm 六 
个 算法 称 为 二 分 搜索 算法 。 它 是 通过 比较 要 搜索 的 元 素 与 表 的 中 间 项 进行 的 。 然 后 此 表 就 分 成 
两 个 较 小 的 长 度 相 等 的 子 表 ， 或 其 中 较 短 的 列表 比 另 一 个 少 一 项 。 根 据 与 中 间 项 的 比较 结果 ， 
可 以 将 搜索 局 限于 一 个 合适 的 子 表 继 续 进 行 。3. 3 节 将 证 明 二 分 搜索 算法 比 线性 搜索 算法 的 效 
率 高 很 多 。 例 3 说 明 二 分 搜索 是 如 何 工 作 的 。 

例 3 在 列表 中 搜索 19 

1,2,3,5,6,7,8,10,12,13,15,16,18,19,20,22 
第 一 步 把 有 16 个 项 的 这 个 表 分 成 各 含 8 项 的 两 个 较 小 的 表 ， 即 
1,2,3,5,6,7,8,10 12,13,15,16,18,19,20,22 
然后 比较 19 和 第 一 个 表 的 最 大 项 。 因 为 10<19， 所 以 对 19 的 搜索 可 以 局 限于 包含 原 表 第 9 一 
16 项 的 表 中 。 下 一 步 把 含 8 项 的 这 个 表 分 成 两 个 含 4 项 的 小 表 ， 即 
12,13,15,16 18,19,20,22 
因为 16 二 19( 将 19 与 第 一 个 表 的 最 大 项 比较 )， 所 以 搜索 可 局 限于 这 两 个 表 中 的 第 二 个 ， 它 包 
含 原 表 的 第 13 一 16 项 。 表 18，19，20，22 再 分 成 两 个 ， 即 
18,19 20,22 

因为 19 不 大 于 两 个 表 中 第 一 个 的 最 大 项 ， 这 最 大 项 也 是 19， 搜 索 可 局 限于 第 一 个 表 : 18 和 
19， 它 包含 原 表 的 第 13、14 项 。 下 一 步 ， 这 个 含 两 项 的 表 被 分 成 各 含 一 项 的 两 个 表 18 和 19。 
因为 18 二 19， 搜 索 可 局 限于 第 二 个 表 : 该 表 只 含 原 表 第 14 项 ， 即 19。 现 在 搜索 已 经 被 局 限 了 
到 一 项 上 ， 经 过 一 次 比较 ，19 定位 为 原 表 的 第 14 项 。 本 

现在 给 出 二 分 搜索 算法 的 步 又。 要 在 表 w，w，…，w 中 搜索 整数 zx， 其 中 ww 去 汉 志 二 ws， 
从 比较 z 和 列表 的 中 间 项 w 开始 ， 其 中 w==L(n 十 1)/2]。( 回 忆 一 下 , Lz 是 不 超过 z 的 最 大 整数 。) 
如 果 z>>an， 搜索 可 以 限定 在 列表 的 后 半 段 ， 即 co，antz，…，w。 如 果 Z 不 大 于 wm， 搜索 可 限 
定 在 列表 的 前 半 段 ， 即 wm ，w ，…，can。 

现在 搜索 的 范围 限于 一 个 不 超过 [ n/2 | 个 元 素 的 列表 。 (回忆 一 下 ,| z |] 是 大 于 等 于 z 的 最 
小 整数 。) 用 同样 的 过 程 ， 比 较 x 和 这 个 限定 表 的 中 间 项 。 然 后 把 搜索 限于 该 限定 表 的 前 半 段 或 
后 半 段 。 这 样 重复 直到 得 到 只 含 一 项 的 列表 。 然 后 判断 这 项 是 否 就 是 zx。 二 分 搜索 算法 的 伪 代 
码 如 算法 3 所 示 。 





算法 3 二 分 搜索 算法 
procedure binary search(zx: 整数 ，al ，a ，…，a,: 递增 整数 ) 
i :二 1{i 是 搜索 区 间 的 左 端点 } 
7 :二 n{j 是 搜索 区 间 的 右 端点 } 
while i1<j 
m :一 [Ci 十 7)/2] 
if zx>a,, then i :一 7 十 1 
else 7 :=m 
if z=a; then location :=i 
else location :=0 


return location{location 是 等 于 之 的 项 a; 的 下 标 i， 或 是 0 如 果 找 不 到 z} 








算法 3 是 通过 不 断 缩小 被 搜索 的 序列 而 进行 的 。 在 任何 阶段 都 只 有 从 a; 到 ww 的 这 些 项 需 
要 考虑 。 换 言 之 ,i 和 j 分 别 是 剩余 项 的 最 小 和 最 大 下 标 。 算 法 3 不 断 缩小 需 搜索 的 序列 ， 直 
到 序列 中 只 剩 下 一 项 为 止 。 此 时 ， 需 要 一 次 比较 来 看 这 一 项 是 否 等 于 z。 


3.1.3 排序 
对 一 个 表 中 的 元 素 排 序 是 一 个 常见 问题 。 例 如 ， 为 了 制作 电话 秒 ， 就 要 按 字母 顺序 排列 用 


= 


no 区 】 户 姓名 。 类 似 地 ， 可 供 下 载 的 歌曲 目录 需要 将 其 曲目 名 称 按 字母 顺序 排列 。 电 子 邮 件 列表 中 的 
地 址 按 序 排列 有 助 于 确定 是 否 有 重复 地 址 。 创 建 一 个 有 用 的 字典 需要 把 单词 按 字 母 顺 序 排列 。 
同样 ， 生 成 一 份 配件 表 也 需要 将 配件 按 配件 号 升序 排列 。 

假定 有 一 个 集合 元 素 的 列表 。 再 假设 有 一 种 方式 可 以 给 集合 的 元 素 排 序 。( 给 集合 元 素 排 
序 的 概念 将 在 9. 6 节 详 细 讨论 。) 排 序 (sorting) 就 是 把 这 些 元 素 排 成 一 个 列表 ， 其 中 元 素 按 照 升 
序 排 列 。 例 如 ， 对 列表 7，2，1，4，5，9 的 排序 就 产生 列表 1，2，4，5，7，9。 对 列表 d， 
A，c，2%， 上 的 排序 (利用 字母 序 ) 就 产生 列表 ae，c，qd， 太 六 。 

计算 资源 中 有 相当 大 的 比例 是 关注 对 各 种 事物 进行 排序 。 因 此 ， 人 们 致力 于 开发 排序 算 
法 。 采 用 不 同 策略 设计 的 排序 算法 数量 多 得 惊人 ， 而 且 经 常 有 新 的 算法 产生 。 高 德 纳 。 克 努 
特 (Donald Knuth) 在 其 奠基 性 的 著作 《计算 机 程序 设计 艺术 》(The Art of Computer Programming) 中 
用 了 近 400 页 篇 幅 叙 述 排 序 ， 详细 讨论 了 大 约 15 种 不 同 的 排序 算法 ! 已 经 有 100 多 种 排 
序 算法 ,并且 令 人 惊奇 的 是 不 久 还 会 有 新 的 排序 算法 出 现 。 在 最 新 的 排序 算法 中 最 吸引 人 
的 是 2006 年 发 明 的 图 书馆 排序 ， 也 称 为 是 空隙 插 和 人 排序 。 计 算 机 科学 家 和 数学 家 对 排序 
算法 感 兴趣 有 很 多 的 原因 。 其 中 包括 : 有 些 算法 更 容易 实现 ， 有 些 算 法 更 有 效 ( 在 一 般 情 
况 下 ， 或 当 已 知 输 入 带 有 某 种 特征 (比如 稍 有 错位 的 表 ) 时 )， 有 些 算法 利用 特殊 的 计算 机 
体系 结构 ， 有 些 算法 特别 智能 等 。 本 节 介 绍 两 种 排序 算法 : 冒 泡 排序 和 插入 排序 。 本 节 的 
练习 中 会 介绍 另外 两 种 排序 算法 : 选择 排序 和 二 分 插 人 排序， 而 在 补充 练习 中 会 介绍 剃刀 
(shaker) 排 序 。5. 4 节 将 讨论 归并 排序 并 在 该 节 的 练习 中 介绍 快速 排序 ; 11.2 节 的 练习 中 
介绍 竞赛 排序 。 我们 之 所 以 讨论 排序 算法 是 因为 : 排序 是 一 个 重要 课题 这 些 算法 可 作为 
许多 重要 概念 的 例子 。 

ue 冒 泡 排 序 ” 冒 泡 排 序 (bubble sort) 是 最 简单 的 ， 但 不 是 最 有 效 的 排序 算法 之 一 。 冒 泡 排序 
通过 连续 比较 相 邻 的 元 素 ， 如 果 相 邻 元 素 顺 序 不 对 就 交换 相 邻 元 素 ， 从 而 把 一 个 表 排 列 成 升 
序 。 为 了 实现 冒 泡 排 序 ， 我 们 执行 基本 操作 ， 即 交换 一 个 较 大 元 素 与 紧 跟 其 后 的 较 小 元 素 ， 从 
表 头 开始 完整 地 执行 一 遍 。 和 迭代 这 个 过 程 直到 排序 完成 。 算 法 4 给 出 冒 泡 排序 的 伪 代 码 。 可 以 
想象 把 表 中 的 元 素 排 成 一 列 。 在 冒 泡 排 序 中 ， 较 小 的 元 素 随 着 与 较 大 的 元 素 交 换 而 “ 冒 泡 ”到 顶 
端 。 较 大 的 元 素 则 “下 沉 ” 到 底部 。 该 过 程 如 例 4 所 示 。 

例 4 用 冒 泡 排 序 把 3，2，4，1，5 排列 成 升序 。 
图 1 冒 泡 排序 的 步骤 。 


一 道 产 3 2 2 2 一 2 2 2 
《> C3 3 3 WO 3 1 

4 4 4 1 1 1 3 

1 C4 4 4 a” 

5 5 s (ss [G5] 
Eo 2 1 第 四 遍 71 
ee C2 (2 《: 交 搞 

3 3 3 

《 : 顺序 正确 的 一 对 

5 5 5 

方 框 中 的 数字 保证 顺序 正确 


1 冒 泡 排序 的 步骤 


解 ”这 个 算法 的 步骤 如 图 1 所 示 。 首 先 比较 前 两 个 元 素 3 和 2。 因 为 3 这 2， 交换 3 与 2， 
产生 2，3，4，1，5。 因 为 3 二 4， 继 续 比 较 4 和 1。 因 为 4 二 1， 交换 4 与 1， 产生 2，3,，1, 4， 
5。 因 为 4 二 5， 第 一 遍 就 完成 了 。 第 一 遍 保 证 了 最 大 元 素 5 在 正确 位 置 上 。 

第 二 遍 首先 比较 2 和 3。 因 为 这 两 个 数 顺序 正确 ， 就 比较 3 和 1。 因为 3 之 1， 交 换 这 两 个 
数 ， 产 生 2，1，3，4，5。 因 为 3 二 4， 这 两 个 数 顺序 正确 。 这 一 遍 不 必 进 一 步 比 较 了 ， 因 为 5 
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已 经 在 正确 位 置 上 。 第 二 遍 保证 两 个 最 大 元 素 4 和 5 都 在 正确 位 置 上 。 

第 三 遍 首先 比较 2 和 1。 因为 2 之 1， 交 换 这 两 个 数 ， 产 生 1，2，3，4，5。 因 为 2 二 3， 所 
以 这 两 个 数 顺序 正确 。 这 一 遍 不 必 进 一 步 比较 了 ， 因 为 4 和 5 都 已 经 在 正确 位 置 上 。 第 三 遍 保 
证 三 个 最 大 元 素 3、4 和 5 都 在 正确 位 置 上 。 

第 四 遍 包 括 一 次 比较 ， 即 1 和 2 的 比较 。 因 为 1 二 2， 所 以 这 两 个 数 顺 序 正确 。 这 样 就 完成 
了 冒 泡 排序 。 4 


算法 4 冒 泡 排序 
procedure bubblesort(ai ，…，a : 实数 ，n 宇 2) 
for i :=1 to n—1 


forj; :一 ] ton—i 
if aj; >ajr1 then 交换 aji 与 Qj+l 
{ai i 按 升序 排列 } 





插入 排序 ”插入 排序 (insert sort) 是 一 种 简单 的 排序 算法 ， 但 通常 不 是 最 有 效 的 。 为 了 给 > 
个 元 素 的 表 排 序 ， 插 入 排序 从 第 二 个 元 素 开始 。 插 入 排序 将 这 第 二 个 元 素 与 第 一 个 元 素 比 较 : 
如 果 它 不 大 于 第 一 个 元 素 ， 就 把 它 插入 到 第 一 个 元 素 前 面 ; 如 果 它 大 于 第 一 个 元 素 ， 就 把 它 插 
人 到 第 一 个 元 素 后面 。 此 时 前 两 个 元 素 顺序 正确 。 然 后 第 三 个 元 素 与 第 一 个 元 素 比 较 ， 如 果 它 
大 于 第 一 个 元 素 ， 再 与 第 二 个 元 素 比较 ; 它 将 插入 到 前 三 个 元 素 中 的 正确 位 置 上 。 

一 般 来 说 ， 在 插入 排序 第 7 步 上 ， 表 的 第 7 个 元 素 插 入 到 已 经 排序 的 ;一 1 个 元 素 的 表 的 正 
确 位 置 上 。 为 了 在 表 中 插入 第 j 个 元 素 ， 使 用 线性 搜索 技术 (参见 练习 43) 。 从 表 头 开始 ， 第 7 
个 元 素 依次 与 已 经 排序 的 7 一 1 个 元 素 比 较 ， 直 到 发 现 第 一 个 不 小 于 这 个 元 素 的 元 素 为 止 ， 或 
者 直到 这 个 元 素 已 经 与 所 有 7 一 1 个 元 素 都 比较 过 为 止 。 第 7 个 元 素 就 被 插入 到 正确 位 置 上 使 
得 前 7 个 元 素 排 好 顺序 。 继 续 该 算法 直到 最 后 一 个 元 素 被 放置 到 相对 于 前 ”一 1 个 元 素 已 经 排 
序 的 表 中 的 正确 位 置 上 。 插 入 排序 的 伪 代 码 描述 如 算法 5 所 示 。 

例 5 用 插入 排序 把 表 3，2，4，1，5 排列 成 升序 。 

解 插入 排序 首先 比较 2 和 3。 因 为 3 二 2,， 把 2 插入 前 一 个 位 置 ， 产生 表 2, 3, 4, 1, 5 
(列表 中 已 排序 部 分 用 黑体 表示 )。 此 时 ，2 和 3 的 顺序 正确 。 通过 比较 4 之 2 和 4 二 3 把 第 三 个 
元 素 4 插 和 人 表 的 已 排序 部 分 。 因 为 4 之 3， 把 4 保留 在 第 三 个 位 置 上 。 此 时 表 是 2，3，4，1，5， 
并 且 我 们 知道 前 三 个 元 素 的 顺序 是 正确 的 。 接 下 来 我 们 要 为 第 四 个 元 素 1 寻找 在 已 排序 元 素 2， 
3，4 中 的 正确 位 置 。 因 为 1<2， 得 到 表 1，2，3，4，5。 最 后 依次 比较 5 与 1，2， 3 和 4， 把 
5 插入 正确 位 置 。 因 为 5 之 4， 所 以 5 就 留 在 表 的 尾部 ， 产 生 整 个 表 的 正确 顺序 。 4 


算法 5 插入 排序 


procedure insertion sort(al ，az ，…，a; 实数 ，n 宇 2) 
for 7 :=2 ton 
1: 二] 
while wj 之 ai 
1 :一 1 二 1 
Wm =U 


for k :=0 to j—i—1 





dk := 
Qi 一 7 


{a，a ，…，an 已 排序 } 





ua 有 


-加 -有 和 


3. 1.4 贪 禁 算法 
本 书 中 要 学 习 的 许多 算法 都 用 于 解决 最 优化 问题 (optimization problem) 。 这 种 问题 的 目标 
是 寻找 给 定 问题 满足 某 个 参数 值 最 小 化 或 最 大 化 的 解 。 本 书后 续 要 研究 的 最 优化 问题 包括 : 寻 
找 两 个 城市 之 间 总 里 程 最 短 的 路 线 ; 确定 一 种 用 尽 可 能 少 的 位 数 进行 消息 编码 的 方式 ;以 及 寻 
找 一 组 在 网 络 节 点 之 间 使 用 最 少量 光纤 的 光纤 连接 。 
ue 令 人 惊奇 的 是 ， 一 种 最 简单 的 方法 常常 能 导致 最 优化 问题 的 一 个 解 。 这 种 方法 在 每 一 步 
都 选择 最 好 的 选项 ， 而 不 是 通盘 考虑 可 能 导 臻 最 优 解 的 全 部 步骤 序列 。 在 每 一 步 都 选择 看 起 
来 “最 好 的 ?选项 的 算法 称 为 贪 禁 算 法 (greedy algorithm) 。 一 旦 贪 焚 算法 求 出 了 一 个 可 行 解 ， 
就 要 确定 它 是 否 找到 了 一 个 最 优 解 。 为 此 ， 要 么 证 明 这 个 解 是 最 优 的 ， 要 么 证 明 该 算法 产生 
了 一 个 非 最 优 解 的 反例 。 为 了 更 具体 地 说 明 这 些 概念 ， 下 面 考 虑 一 个 实现 硬币 找 零 钱 的 
算法 。 
例 6 考虑 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 n 美 分 零钱 的 问题 ,使 硬币 总 数 尽 
可 能 少 。 可 以 通过 在 每 一 步 都 做 局 部 最 优 的 选择 来 设计 一 个 找寻 美 分 零钱 的 贪 焚 算 法 ， 即 在 每 
一 步 选 择 可 能 的 最 大 面值 硬币 使 得 加 入 到 零钱 后 其 总 额 不 超过 n 美 分 。 例如， 要 找 67 美 分 零 
钱 ， 首 先 选择 一 个 25 美 分 ( 剩 下 42 美 分 )。 接 着 选择 第 二 个 25 美 分 ( 剩 下 17 美 分 )， 随 后 选择 
一 个 10 美 分 ( 剩 下 7 美 分 )， 随 后 选择 一 个 5 美 分 ( 剩 下 2 美 分 )， 随 后 选择 一 个 1 美 分 ( 剩 下 1 
美 分 ) ， 最 后 选择 一 个 1 美 分 。 本 
je) 用 任何 一 组 不 同 面值 的 硬币 找 n 美 分 零钱 的 一 个 贪 禁 算法 如 算法 6 所 示 。 





算法 6 找 零钱 的 仿 柳 算法 9 
procedure change(cl ，c: ，…，cr: 硬币 的 面值 ， 其 中 c cs 二 …>cr; n: 正 整 数 ) 
for i: =1 tor i 

d; :二 0{d; 统计 使 用 面值 为 c; 的 硬币 数 } 

while n>c; 


d; :三 d; 十 1{ 增 加 一 个 面值 ci 的 硬币 ) 


hn 


{d; 是 零钱 中 面值 为 c; 的 硬币 的 数量 ,i 二 1，2,，…, 7} 








我 们 描述 了 一 个 用 任意 一 组 有 限 的 面值 为 c ，c;，…，c, 的 硬币 找 零 钱 的 贪 禁 算 法 。 在 有 
四 种 面值 为 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 的 特例 中 ,我们 有 c= 二 25,， cs 二 10， cs 二 5 
和 c= 二 1。 对 于 这 种 情形 ,我们 证 明 这 个 算法 在 使 用 尽 可 能 少 硬币 的 意义 下 能 求 出 最 优 解 。 在 
开始 证 明之 前 ， 我 们 证 明 存 在 一 组 硬币 使 得 贪 禁 算法 (算法 6) 不 一 定 得 出 使 用 尽 可 能 少 的 硬币 
找 零 方案 。 例 如 ， 如 果 只 有 25 美 分 、10 美 分 和 1 美 分 硬币 (而 无 5 美 分 硬币 ) 可 用 ， 则 此 贪 禁 
算法 会 用 6 枚 硬币 找 30 美 分 零钱 (1 个 25 美 分 和 5 个 1 美 分 硬币 )， 而 本 来 可 以 只 用 3 个 硬币 ， 
即 3 个 10 美 分 硬币 的 。 

如 果 寻 是正 整数 ， 则 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 ， 并 用 尽 可 能 少 的 硬 
币 找 n 美 分 零钱 中 ， 至 多 有 2 个 10 美 分 、 至 多 有 1 个 5 美 分 、 至 多 有 4 个 1 美 分 硬币 ,并 且 不 
可 能 同时 有 2 个 10 美 分 和 1 个 5 美 分 硬币 。 用 10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 的 零钱 总 额 不 
会 超过 24 美 分 。 

证 ”用 反 证 法 证 明 。 我 们 要 证 明 如 果 用 到 了 超过 指定 数目 的 各 种 类 型 的 硬币 ， 就 可 以 用 等 
值 的 数目 更 少 的 硬币 来 替换 。 注 意 如 果 有 3 个 10 美 分 硬币 ， 就 可 以 换 成 1 个 25 美 分 和 1 个 5 
美 分 硬币 ; 如果 有 2 个 5 美 分 硬币 ， 就 可 以 换 成 1 个 10 美 分 硬币 ; 如 果 有 5 个 1 美 分 硬币 ， 就 
可 以 换 成 1 个 5 美 分 硬币 ; 如果 有 2 个 10 美 分 和 1 个 5 美 分 硬币 ， 就 可 以 换 成 1 个 25 美 分 硬 
币 。 因 为 至 多 可 以 有 2 个 10 美 分 、1 个 5 美 分 和 4 个 1 美 分 硬币 ， 而 不 能 同时 有 2 个 10 美 分 
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和 1 个 5 美 分 硬币 ， 所 以 当 用 尽 可 能 少 的 硬币 找 n 美 分 零钱 时 ， Se 
分 和 1 美 分 硬币 能 找 的 最 多 的 钱 。 

五 开 贪 鼎 算法 (算法 6) 产生 使 用 尽 可 能 少 硬币 的 找 零 方 案 。 

证 用 反 证 法 证 明 。 假 设 存在 正 整 数 nx， 使 得 有 办 法 将 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 
硬币 用 少 于 贪 禁 算法 所 求 出 的 硬币 去 找 n 美 分 零钱 。 首先 注意 ， 在 这 种 找 n 美 分 零钱 的 最 优 方 
式 中 使 用 25 美 分 硬币 的 个 数 gq ， 一 定 等 于 贪 焚 算 法 所 用 25 美 分 硬币 的 个 数 g。 为 说 明 这 一 点 ， 
注意 贪 禁 算法 使 用 尽 可 能 多 的 25 美 分 硬币 ， 所 以 g'<<gq。 但 是 gq' 也 不 能 小 于 g。 假 如 g' 小 于 gq， 
需要 在 这 种 最 优 方式 中 用 10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 至 少 找 出 25 美 分 零钱 。 而 根据 引 理 1， 
这 是 不 可 能 的 。 

由 于 在 找 零钱 的 这 两 种 方式 中 一 定 有 同样 多 的 25 美 分 硬币 ， 所 以 在 这 两 种 方式 中 10 美 分 、 
5 美 分 和 1 美 分 硬币 的 总 值 一 定 相等 ， 并 且 这 些 硬币 的 总 值 不 超过 24 美 分 。10 美 分 硬币 的 个 数 
一 定 相等 ， 因 为 贪 禁 算 法 使 用 尽 可 能 多 的 10 美 分 硬币 。 而 根据 引 理 1， 当 使 用 尽 可 能 少 的 硬币 
找 零钱 时 ， 至 多 使 用 1 个 5 分 硬币 和 4 个 1 分 硬币 ， 所 以 在 找 零钱 的 最 优 方 式 中 也 使 用 尽 可 能 多 
的 10 美 分 硬币 。 类 似 地 ，5 美 分 硬币 的 个 数 相等 ; 最 终 ，1 美 分 的 个 数 相等 。 4 

贪 禁 算法 根据 某 一 条 件 在 每 一 步 都 做 出 最 佳 选择 。 下 面 的 例子 表明 在 多 个 条 件 中 选择 哪 一 
个 也 可 能 是 难以 确定 的 。 

例 7 假设 我 们 有 一 组 讲座 ， 并 预 设 了 开始 和 结束 时 间 。 假 设 讲座 一 旦 开始 就 会 持续 到 结 
束 为 止 、 两 个 讲座 不 能 同时 进行 、 一 个 讲座 可 以 在 另 一 个 讲座 结束 时 开始 ， 请 设计 一 个 贪 梦 算 
法 能 够 在 一 个 演讲 厅 里 安排 尽 可 能 多 的 讲座 。 假 设 讲 座 j 的 开始 时 间 为 ;; (这 里 ;是 指 开 始 )， 
结束 时 间 为 e; (这 里 。 是 指 结 束 )。 

解 ” 要 采用 贪 禁 算法 来 安排 最 多 的 讲座 ， 即 一 个 最 优 调度 ， 我 们 需要 确定 在 每 一 步 如 何 选 
择 增 加 哪个 讲座 。 有 很 多 准则 可 以 用 来 在 每 一 步 选 择 一 个 讲座 ， 这 里 我 们 选择 那些 与 已 选 讲座 
没有 重 琶 的 讲座 。 比 如 ， 我 们 可 以 以 最 早 开 始 时 间 为 序 来 增加 讲座 ， 也 可 以 以 最 短 讲座 时 间 为 
序 来 增加 讲座 ， 也 可 以 以 最 早 结束 时 间 为 序 来 增加 讲座 ,或 者 可 以 用 其 他 的 准则 。 

我 们 选择 来 考虑 这 些 可 能 的 准则 。 假 设 我 们 增加 那个 与 已 选 讲座 相 容 的 讲座 中 开始 时 间 最 
早 的 讲座 。 我 们 可 以 构造 一 个 反例 来 证 明 这 样 的 算法 并 非 总 是 产生 最 优 调度 。 例 如 ， 假 定 有 三 
个 讲座 : 第 一 个 讲座 上 午 8 点 开始 中 午 12 点 结束 ， 第 二 个 讲座 上 午 9 点 开始 上 午 10 点 结束 ， 
而 第 三 个 讲座 上 午 11 点 开始 中 午 12 点 结束 。 我 们 首先 选择 第 一 个 讲座 ， 因 为 它 开 始 得 最 早 。 
但 是 一 旦 我 们 选择 了 第 一 个 讲座 ， 就 不 能 选 第 二 个 或 第 三 个 讲座 了 ， 因 为 它们 和 第 一 个 讲座 有 
重 释 。 故 该 贪 禁 算 法 只 选 了 一 个 讲座 。 这 不 是 最 优 的 ， 因 为 我 们 可 以 安排 第 二 个 和 第 三 个 讲 
座 ， 这 两 个 没有 重 释 。 

现在 假设 我 们 增加 那个 与 已 选 讲座 相 容 的 讲座 中 持续 时 间 最 短 的 讲座 。 我 们 依然 可 以 找到 一 个 
反例 来 证 明 这 样 的 算法 并 非 总 是 产生 最 优 调度 。 为 此 ， 假 定 有 三 个 讲座 : 第 一 个 讲座 上 午 8 点 开始 
上 午 9 点 15 分 结束 ， 第 二 个 讲座 上 午 9 点 开始 上 午 10 点 结束 ， 而 第 三 个 讲座 上 午 9 点 45 分 开始 上 
午 11 点 结束 。 我 们 选择 第 二 个 讲座 ， 因 为 它 是 最 短 的 只 需要 一 小 时 。 一 旦 我 们 选择 了 第 二 个 讲座 ， 
就 不 能 选 第 一 个 或 第 三 个 讲座 了 ， 因 为 没有 一 个 和 第 二 个 讲座 是 不 重 又 的 。 故 该 贪 禁 算法 只 选 了 一 
个 讲座 。 可 是 有 可 能 选择 两 个 讲座 的 ， 第 一 个 和 第 三 个 讲座 ， 这 两 个 没有 重 番 。 

然后 ， 可 以 证 明 如 果 我 们 在 每 一 步 选择 那个 与 已 选 讲座 相 容 的 讲座 中 结束 时 间 最 早 的 讲 
座 ， 我 们 就 能 安排 最 多 的 讲座 。 我 们 将 在 第 5 章 用 数学 归纳 法 来 证 明 它 。 我 们 要 做 的 第 一 步 是 
根据 结束 时 间 的 升序 来 对 讲座 进行 排序 。 排 序 后 对 讲座 重新 编号 使 得 e1 过 e; 三 … 壹 e,。 这 样 的 
贪 禁 算法 如 算法 7 所 示 。 二 





算法 7 
procedure schedule(s1 过 ,三 … 过 5,: 讲座 的 开始 时 间 ，e 委 e 科 … 委 e : 讲座 的 结束 时 间 ) 
根据 结束 时 间 对 讲座 排序 ， 重 新 编号 使 得 e 委 e 委 … 委 e， 





Ls 说 


他 


172 第 3 章 





S :一 他 
for 7 :一 ] ton 


并 讲座 /1 与 S 相 容 then 


S :一 S U {讲座 由 
return S{S 是 已 安排 讲座 的 集合 } 





3.1.5 停机 问题 

现在 我 们 来 描述 计算 机 科学 中 非常 有 名 的 一 个 定理 的 证 明 。 我 们 将 要 证 明 存 在 这 样 一 个 问 
题 ， 它 不 能 用 任何 过 程 求解 。 即 我 们 要 证 明 存 在 不 可 解 问题 。 我 们 要 研究 的 问题 是 停机 问题 
(halting problem) 。 它 询问 是 否 存在 一 个 过 程 C(procedure) 能 做 这 件 事 : 该 过 程 以 一 个 计算 机 程 
序 以 及 该 程序 的 一 个 输入 作为 输入 ， 并 判断 该 程序 在 给 定 输 入 运行 时 是 否 最 终 能 停止 。 显 然 ， 
如 果真 的 存在 ， 有 这 样 一 个 过 程 是 非常 方便 的 。 在 编写 或 者 调试 程序 的 时 候 ， 能 够 判断 一 个 程 
序 是 否 进 入 无 限 循环 是 非常 有 帮助 的 。 然 而 ，1936 年 图 灵 证 明 这 样 的 过 程 是 不 存在 的 (参见 
13.4 节 他 的 传记 ) 。 

在 给 出 停机 问题 是 不 可 解 的 证 明之 前 ， 首 先 要 知道 我 们 不 能 简单 地 运行 一 个 程序 并 观察 它 
在 做 什么 来 确定 是 否 能 够 结束 。 如 果 程 序 结束 ， 就 有 了 解 ; 但 是 如 果 过 了 任意 某 个 固定 长 度 的 
时 间 段 后 程序 还 在 运行 ， 我 们 就 不 知道 是 否 它 永 不 停机 ， 或 者 仅仅 是 我 们 等 待 它 停 止 的 时 间 不 
够 长 。 毕 竟 ， 设 计 一 个 仅 在 10 亿 年 后 才 会 终止 的 程序 并 不 难 。 

我 们 将 描述 图 灵 停 机 问题 是 不 可 解 的 证 明 ， 这 是 一 个 采用 反 证 法 的 证 明 。( 读 者 应 该 注意 
到 我 们 的 证 明 并 不 是 完全 严格 的 ， 因 为 我 们 还 没有 明确 地 定义 什么 是 一 个 过 程 。 因 此 ， 需 要 图 
灵机 的 概念 作为 补充 。 图 灵机 的 概念 会 在 13. 5 节 引 入 。) 

证 假设 停机 问题 有 一 个 解 ， 一 个 称 为 H(P， 了 的 过 程 。 过 程 H(P， 了 有 两 个 输入 项 ， 
一 个 是 程序 P， 另 一 个 是 程序 P 的 一 个 输入 I。 如 果 玉 判定 P 在 给 定 输入 TI 时 能 终止 ， 则 
有 H(P， 了) 将 产生 字符 串 “ 停 机 ”作为 输出 。 反 之 ， 有 H(P，) 将 产生 字符 串 “ 无 限 循 环 ” 作 为 输出 。 
现在 我 们 将 导出 一 个 矛盾 。 

当 编 写 一 个 过 程 的 时 候 ， 它 本 身 就 表达 为 一 个 由 字符 构成 的 串 ， 该 串 可 以 解释 为 一 个 位 序 
列 。 这 意味 着 一 个 程序 本 身 就 可 以 当做 数据 使 用 。 因 此 ， 一 个 程序 可 以 作为 另 一 个 程序 ， 甚 至 
是 自身 的 输入 。 这 样 ， 互 可 以 将 一 个 程序 P 作为 它 的 两 个 输入 ， 即 一 个 程序 和 该 程序 的 输入 。 
五 应 该 可 以 判断 当 尸 给 定 其 自身 的 副本 作为 输入 时 ， 己 是 否 会 停机 。 

为 了 证 明 不 存在 过 程 五 能 够 求解 停机 问题 ， 我 们 构造 一 个 简单 过 程 KC(P)， 它 的 工作 
原理 如 下 ， 并 利用 互 C(P，P) 的 输出 。 如 果 互 (P，P) 的 输出 是 “无 限 循 环 ”， 即 己 在 自身 作 
为 输入 时 会 无 限 循环 ， 那 么 让 K(P) 售 机。 如果 互 (P，P) 的 输出 是 “停机 ”， 即 已 在 自身 
作为 输入 时 会 停机 ， 那 么 让 K(P) 无 限 循 环 。 即 ，K(P) 做 出 和 互 (P，P) 的 输出 相反 结果 
(如 图 2 所 示 ) 。 


如 果 太 (P,P) 的 输出 是 
P 作 为 程序 “停机 ”"， 那 么 K(P) 死 循环 






P 作 为 输入 如 果 态 (P,P) 的 输出 是 
“ 死 循 环 "， 那 么 K(P) 停 机 


2 证 明 停 机 问题 不 可 解 


现在 假设 把 K 作为 K 的 输入 。 需 要 注意 ， 如 果 及 (K，K) 的 输出 是 “无 限 循环 *"， 那 么 根据 
K 的 定义 可 以 得 出 KCK) 停 机 。 否 则 ， 如 果 互 (K，K) 的 输出 是 “停机 ”， 那 么 根据 KK 的 定义 
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K(K) 会 无 限 循环 ， 而 这 与 态 给 出 的 结果 是 相 违 背 的 。 在 这 两 种 情况 下 ， 都 会 产生 矛盾 。 
这 样 ， 互 并 不 总 能 给 出 正确 的 答案 。 因 此 ， 没 有 这 样 的 过 程 能 解决 停机 问题 。 4 


练习 
1. 列 出 算法 1 在 表 1，8，12，9，11，2，14，5，10，4 中 找 最 大 值 的 所 有 步 又 。 
2. 判断 下 列 过 程 具有 和 缺乏 在 正文 中 (算法 1 之 后 ) 所 描述 的 哪些 算法 特征 。 
a)procedure double(n: 正 整 数 ) 
while n>0 
n :一 27 
b)procedure divide(n: 正 整 数 ) 
while 2 之 0 
m:=1/n 
n*=n—1 
c)procedure sum(n: 正 整 数 ) 
sum :一 0 
while 一 10 
sum :一 Sum 十 i 
d)procedure choose(a，b5: 整数 ) 
Zi 一 4 或 0 
3. 设计 一 个 求 表 中 所 有 整数 之 和 的 算法 。 
4. 描述 一 个 算法 ， 以 n 个 整数 的 表 作 为 输入 ， 求 出 表 中 相 邻 整数 后 一 个 数 减 去 前 一 个 数 的 最 大 差 值 作为 
输出 。 
5. 描述 一 个 算法 ， 以 n 个 按 非 递 减 序 排列 的 整数 的 表 作 为 输入 ， 求 出 所 有 出 现 两 次 以 上 的 值 的 表 。( 一 
列 整数 是 非 递 减 序 的 ， 如 果 表 中 的 每 个 整数 至 少 和 列表 中 前 一 项 一 样 大 ) 
6. 描述 一 个 算法 ， 以 二 个 整数 的 表 作 为 输入 ， 求 出 表 中 负 整 数 的 个 数 。 
7. 描述 一 个 算法 ， 以 二 个 整数 的 表 作为 输入 ， 求 出 表 中 最 后 一 个 偶数 的 位 置 ， 或 者 如 果 表 中 没有 偶数 就 
返回 0。 
8. 描述 一 个 算法 ， 以 半 个 不 同 整数 的 表 作 为 输入 ， 求 出 表 中 最 大 偶数 的 位 置 ， 或 者 如 果 表 中 没有 偶数 就 
返回 0。 
9. 回 文 (palindrome) 是 从 前 向 后 读 和 从 后 向 前 读 都 一 样 的 串 。 描 述 一 个 判定 对 个 字符 的 串 是 否 为 回 文 的 
算法 。 
10. 设计 计算 zx" 的 算法 ， 其 中 工 是 实数 ，n 是 整数 。[ 提 示 : 首先 给 出 一 个 n 为 非 负 整数 时 从 1 开始 不 断 
乘 以 开 来 计算 z* 的 过 程 。 然 后 扩展 这 一 过 程 利用 zx “=1/z" 的 事实 来 计算 当 为 负数 时 的 z"。] 
11. 描述 一 个 交换 变量 x 和 y 值 的 算法 ， 只 许 使 用 赋值 。 至 少 需要 多 少 个 赋值 语句 才能 完成 交换 ? 
12. 描述 一 个 只 使 用 赋值 语句 实现 用 三 元 组 (y，z，z) 来 代替 (zx，y，z) 的 算法 。 最 少 需 要 多 少 个 赋值 语句 ? 
13. 列 出 在 序列 1，3，4，5，6，8，9，11 中 搜索 9 的 所 有 步骤 ， 使 用 的 算法 是 : 


a) 线 性 搜索 b) 二 分 搜索 
14. 给 定 练习 13 给 出 的 序列 ， 列 出 采用 线性 搜索 和 二 分 搜索 时 搜索 7 使 用 的 所 有 步骤 。 
15. 描述 一 个 算法 ， 把 整数 xz 插入 到 按 递 增 序 排列 的 整数 表 a1，as，…，a, 中 合适 的 位 置 。 


16. 描述 一 个 求 自 然 数 的 有 限 序 列 中 最 小 整数 的 算法 。 

17. 描述 一 个 算法 ， 求 整数 的 有 限 列表 中 最 大 元 素 首次 出 现 的 位 置 ， 其 中 列表 中 的 整数 不 一 定 互 不 
相同 。 

18. 描述 一 个 算法 ， 求 整数 的 有 限 列表 中 最 小 元 素 最 后 出 现 的 位 置 ， 其 中 列表 中 的 整数 不 一 定 互 不 
相同 。 

19. 描述 一 个 算法 ， 计 算 由 三 个 整数 构成 的 集合 的 最 大 值 、 中 间 值 、 平 均值 和 最 小 值 。( 整 数 集合 的 中 间 
值 是 把 这 些 整数 按 增 序 排列 时 中 间 元 素 的 值 。 整 数 集合 的 平均 值 是 这 些 整数 之 和 除 以 整数 个 数 。) 

20. 描述 一 个 求 整数 的 有 限 序 列 中 最 大 和 最 小 整数 的 算法 。 

21. 描述 一 个 算法 ， 把 任意 长 度 整数 序列 的 头 三 项 排 成 递增 序 。 
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. 描述 一 个 算法 ， 求 英文 句子 中 最 长 的 单词 (这 里 句子 是 指 符号 的 序列 ， 符 号 可 以 是 一 个 字母 或 者 一 个 


空格 ， 句 子 可 以 被 分 隔 成 交替 的 单词 和 空格 ) 。 


.描述 一 个 算法 ， 判 断 从 一 个 整数 的 有 限 集合 到 另 一 个 整数 的 有 限 集合 的 一 个 函数 是 否 是 映 上 的 。 

. 描述 一 个 算法 ,判断 从 一 个 有 限 集合 到 另 一 个 有 限 集合 的 一 个 函数 是 否 是 一 对 一 的 。 

.描述 一 个 算法 ， 逐 一 检查 位 串 中 每 位 是 否 为 1， 数 一 数 其 中 为 1 的 位 的 个 数 。 

. 改动 算法 3 使 得 二 分 搜索 过 程 在 算法 的 每 一 阶段 都 比较 和 a,,， 并 且 如 果 一 an 则 算法 终止 。 算 法 


的 这 个 版 本 有 何 优越 之 处 ? 


. 三 分 搜索 算法 是 在 递增 序 整 数 表 中 通过 连续 地 把 表 分 成 大 小 相等 (或 尽 可 能 接近 相等 ) 的 三 个 子 表 ， 


并 将 搜索 限制 在 一 个 合适 的 子 表 中 的 方法 来 定位 一 个 元 素 。 描 述 这 一 算法 的 步 又。 


. 描述 在 递增 序 整数 表 中 通过 连续 地 把 表 分 成 大 小 相等 (或 尽 可 能 接近 相等 ) 的 四 个 子 表 ， 并 将 搜索 限 


制 在 一 个 合适 的 子 表 中 的 方法 来 定位 一 个 元 素 的 算法 步骤 。 
在 一 个 元 素 列表 中 ， 同 一 个 元 素 可 能 出 现 多 次 。 这 样 一 个 列表 的 众 数 (mode) 是 一 个 其 出 现 次 数 不 少 
于 其 他 元 素 的 元 素 。 当 有 多 个 元 素 都 出 现 最 大 次 数 时 ， 一 个 列表 就 有 多 个 众 数 。 


. 设计 一 个 算法 ， 求 非 递 减 序 整数 表 的 一 个 众 数 。( 一 列 整 数 是 非 递 减 序 的 ， 如 果 列 表 中 的 每 个 整数 至 


少 和 列表 中 前 一 项 一 样 大 。) 


. 设计 一 个 算法 ， 求 非 递 减 序 整数 表 的 所 有 众 数 (一 列 整数 是 非 递 减 序 的 ， 如 果 列 表 中 的 每 个 整数 至 少 


和 列表 中 前 一 项 一 样 大 ) 。 


. 设计 一 个 算法 ， 求 整数 序列 中 第 一 个 与 序列 中 排 在 它 前 面 的 某 项 相等 的 项 。 

. 设计 一 个 算法 ， 找 出 整数 有 限 序 列 中 所 有 那些 大 于 它 前 面 各 项 之 和 的 项 。 

. 设计 一 个 算法 ， 求 正 整 数 序列 中 第 一 个 小 于 其 紧 挨 着 前 项 的 项 。 

. 用 冒 泡 排序 来 排序 6，2，3，1，5，4， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

.。 用 冒 泡 排序 来 排序 3，1，5，7，4， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

. 用 冒 泡 排序 来 排序 4，f/，k，m，a，6b， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

. 改编 冒 泡 排序 算法 使 得 当 不 再 需要 交换 时 算法 停止 。 用 伪 代 码 描述 这 个 更 有 效 的 算法 版 本 。 
. 用 插入 排序 来 排序 练习 34 中 的 表 ， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

. 用 插入 排序 来 排序 练习 35 中 的 表 ， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 

. 用 插入 排序 来 排序 练习 36 中 的 表 ， 说 明 在 每 一 步 所 获得 的 表 。 


选择 排序 (selection sort) 首 先 找 出 表 中 的 最 小 元 素 。 把 这 个 元 素 移 到 前 面 。 然 后 找 出 剩余 元 素 里 的 最 


小 元 素 并 且 把 它 放 到 第 二 个 位 置 。 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 整个 表 都 已 经 排 好 序 为 止 。 


41. 


42. 
[5 43. 
44. 
45. 
46. 


用 选择 排序 来 排列 下 面 的 表 。 

a)3, 5, 4, 1, 2 b)5, 4, 3, 2, 1 

©l, 2, 3, 4, 5 

用 伪 代 码 写 出 选择 排序 算法 。 

描述 一 个 基于 线性 搜索 的 算法 ， 确 定 在 已 经 排序 的 表 中 插入 一 个 新 元 素 的 正确 位 置 。 

描述 一 个 基于 二 分 搜索 的 算法 ， 确 定 在 已 经 排序 的 表 中 插入 一 个 新 元 素 的 正确 位 置 。 

用 插入 排序 对 表 1，2，…，n 排序 需要 多 少 次 比较 ? 

用 插入 排序 对 表 n,n 一 1，…，2，1 排序 需要 多 少 次 比较 ? 

二 分 插入 排序 是 插入 排序 的 一 个 变 体 ， 使 用 二 分 搜索 技术 (参见 练习 44) 而 非 线 性 搜索 技术 ， 把 第 i 


个 元 素 插入 到 已 经 排序 的 元 素 中 的 正确 位 置 。 


47. 
48. 
* 49. 
5S0. 


列 出 二 分 插入 排序 对 表 3，2，4，5，1，6 进行 排序 时 使 用 的 所 有 步骤 。 

比较 插入 排 序 和 二 分 插 人 排序 对 表 7，4，3，8，1，5，4，2 进行 排序 时 所 用 的 比较 次 数 。 

用 伪 代 码 写 出 二 分 插入 排序 算法 。 

2a) 设计 插入 排序 的 一 个 变 体 ， 用 线性 搜索 技术 把 第 j 个 元 素 插入 正确 位 置 ， 即 首先 将 它 与 第 j 一 1 个 
元 素 比 较 ， 然 后 如 有 必要 再 与 第 j 一 2 个 元 素 比较 ， 依 次 进行 下 去 。 

b) 用 你 的 算法 来 排序 3，2，4，5，1，6。 

c) 用 这 个 算法 求解 练习 45。 
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d) 用 这 个 算法 求解 练习 46 。 
当 一 个 元 素 列 表 接 近 于 正确 顺序 时 ， 采 用 插入 排序 或 者 练习 50 描述 的 变 体 ， 哪 一 种 更 好 ? 
采用 贪 焚 算 法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 出 下 列 零 钱 ， 


a)87 美 分 b)49 美 分 
c)99 美 分 d)33 美 分 
采用 贪 楚 算法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 出 下 列 零 钱 : 
a)51 美 分 ， b)69 美 分 
c)76 美 分 d)60 美 分 


采用 贪 禁 算 法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 和 1 美 分 (但 是 无 5 美 分 ) 硬 币 找 出 练习 52 中 的 各 种 零钱 。 对 于 

哪些 零钱 数 ， 贪 禁 算 法 使 用 尽 可 能 少 的 这 些 面值 的 硬币 ? 

采用 贪 禁 算 法 ， 用 25 美 分 、10 美 分 和 1 美 分 (但 是 无 5 美 分 ) 硬 币 找 出 练习 53 中 的 各 种 零钱 。 对 于 

哪些 零钱 数 ， 贪 禁 算 法 使 用 尽 可 能 少 的 这 些 面值 的 硬币 ? 

证 明 如 果 有 面值 12 美 分 的 硬币 ， 则 用 25 美 分 、12 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 的 贪 焚 算 法 ， 

不 一 定 总 是 用 最 少 的 硬币 数 找 零钱 。 

用 算法 7 从 一 组 候选 演讲 中 选择 以 便 在 报告 厅 安 排 尽 可 能 多 的 演讲 。 假 设 这 些 演讲 的 开始 和 结束 时 

间 ( 均 为 上 午 ) 是 : 9:00 和 9:45; 9:30 和 10:00; 9:50 和 10:15; 10:00 和 10:30; 10:10 和 10:25; 

10:30 和 10:55; 10:15 和 10:45; 10:30 和 11:00; 10:45 和 11:30; 10:55 和 11:25; 11:00 和 11:15。 

证 明 在 解决 报告 厅 安排 一 组 演讲 (如 例 7 所 示 ) 的 贪 禁 算法 中 ， 如 果 在 每 一 步 都 选择 一 个 与 其 他 演讲 

冲突 最 少 的 演讲 ， 则 不 一 定 产 生 最 优 解 。 

a) 设 计 一 个 贪 禁 算法 ， 给 定 每 个 讲座 的 开始 时 间 和 结束 时 间 ， 确 定 容纳 n 个 讲座 所 需要 的 最 少 的 报 
告 厅 数 目 。 

b) 证 明 你 的 算法 是 最 优 的 。 

假设 有 * 位 男士 ma ，ms，…，ms 和 s 位 女士 w1，w;，…，w,。 我 们 希望 为 每 人 匹配 一 位 异性 。 再 

， 假 设 每 人 按 自己 的 偏爱 程度 对 异性 进行 排序 ， 不 允许 并 列 。 我 们 称 将 一 组 异性 结 为 夫妇 的 一 个 匹配 


是 稳定 的 (stable) ， 如 果 不 能 找到 这 样 一 对 没有 匹配 的 男士 m 和 女士 史 ， 使 得 m 喜欢 w 胜 过 喜欢 他 被 指 
派 的 伴侣 ， 同 时 w 喜欢 m 胜 过 喜欢 她 被 指派 的 伴侣 。 
60. 假设 有 三 位 男士 mw 、ms 和 ?as ， 三 位 女士 ww 、ws 和 ws。 再 者 ， 假 设 男 士 对 三 位 女士 的 喜欢 程度 由 


配 


高 到 低 的 排序 是 : zz : zs 、m 、rsi M2 :mi、 ra、rsi ma: ws;、w3、w1; 而 女士 对 三 位 男士 的 
喜欢 程度 由 高 到 低 的 排序 是 :mw : ma 、zzs 、zaa ji wo :mz、M1、Mh3; us : Mi 、70a 、70 。 对 于 构成 
三 对 夫妇 的 所 有 六 种 可 能 的 每 一 种 情况 ， 判 断 该 匹配 是 否 是 稳定 的 。 

延迟 接受 算法 (deferred acceptance algorithm) 也 称 为 Gale-Shapley 算法 ， 可 以 用 来 构造 稳定 的 男女 匹 


。 在 这 个 算法 中 ， 一 种 性 别 的 人 是 求婚 者 ， 另 一 种 性 别 的 人 是 被 求婚 者 。 该 算法 使 用 了 一 系列 回合 ， 


在 每 个 回合 ， 前 一 轮 的 求婚 中 被 拒绝 的 求婚 者 向 他 (她 ) 最 喜欢 的 、 还 没有 拒绝 过 他 (她 ) 的 被 求婚 者 求婚 。 
被 求婚 者 会 拒绝 所 有 的 求婚 ， 除 了 在 这 轮 或 之 前 回合 中 来 求婚 的 所 有 求婚 者 中 排名 最 靠 前 的 那 位 之 外 。 
这 位 排名 最 前 的 求婚 者 的 求婚 维持 待定 ， 并 且 会 在 以 后 的 某 个 回合 中 被 拒绝 ， 如 果 在 那个 回合 中 有 一 位 
更 有 魅力 的 求婚 者 来 求婚 。 当 每 个 求婚 者 都 恰 有 一 个 待定 的 求婚 时 一 系列 回合 结束 ， 此 时 所 有 待定 的 求 
婚 都 被 接受 。 


61. 
62. 
* 63. 
64. 
65. 


66., 


用 伪 代 码 写 出 延迟 接受 算法 。 

证 明 延 迟 接受 算法 可 终止 。 

证 明 延 迟 接受 算法 终止 时 总 可 以 产生 一 个 稳定 的 匹配 。 

证 明 判断 一 个 程序 在 给 定 一 个 输入 时 总 会 输出 数字 “1 这 个 问题 是 不 可 解 的 。 

证 明 如 下 问题 是 可 解 的 。 给 定 两 个 程序 以 及 它们 的 输入 ， 并 且 已 知 其 中 恰 有 一 个 会 终止 ， 判 断 哪 一 
个 程序 会 终止 。 

证 明 判 定 一 个 特定 程序 给 定 特 定 输入 时 是 否 会 停机 的 问题 是 可 解 的 。 
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3.2 函数 的 增长 


3.2.1 引言 

3. 1 节 我 们 讨论 了 算法 的 概念 。 介 绍 了 解决 各 种 问题 的 算法 ， 包 括 在 列表 中 搜索 元 素 和 
对 列表 进行 排序 。 在 3. 3 节 我 们 将 研究 这 些 算 法 使 用 的 操作 步 数 。 特 别 是 ， 我 们 要 估计 线性 
搜索 和 二 分 搜索 算法 在 nn 个 元 素 的 序列 中 搜索 元 素 时 所 要 用 的 比较 次 数 。 还 要 估计 冒 泡 排序 
和 插入 排序 对 个 元 素 的 列表 进行 排序 时 所 要 用 的 比较 次 数 。 解 决 一 个 问题 所 需 的 时 间 不 仅 
仅 取 决 于 所 用 的 操作 步 数 。 这 个 时 间 还 取决 于 用 于 运行 实现 一 个 算法 的 程序 的 硬件 和 软件 。 
但 是 ， 当 我 们 更 改 用 于 实现 算法 的 硬件 和 软件 时 ， 可 以 通过 给 先前 估计 所 需 时 间 乘 以 一 个 常 
数 来 精确 地 估算 求解 规模 为 n 的 问题 所 需 的 时 间 。 例 如 ， 在 一 台 超 级 计算 机 上 求解 规模 为 
的 问题 可 能 比 在 一 台 个 人 计算 机 上 快 100 万 倍 。 而 这 100 万 的 因子 并 不 取决 于 n( 也 许 会 有 一 
点 点 的 依赖 关系 ) 。 使 用 本 节 介 绍 的 大 O 记 号 (big-O natation) 有 一 个 好 处 ， 就 是 可 以 估计 一 个 
函数 的 增长 而 不 用 担心 常数 因子 或 低 阶 项 。 这 意味 着 使 用 大 O 记 号 不 用 担心 实现 算法 所 用 的 
硬件 和 软件 。 另 外 ， 使 用 大 O 记号 时 我 们 可 以 假设 算法 中 使 用 的 不 同 操作 都 花费 相等 的 时 
间 ， 这 大 大 简化 了 分 析 。 

大 O 记 号 广泛 用 于 估计 当 输 入 增长 时 一 个 算法 所 用 的 操作 的 数量 。 借 助 于 这 个 记号 ， 就 能 
够 判定 当 输 入 规模 增 大 时 用 一 个 特定 算法 来 求解 该 问题 是 否 实际 可 行 。 另 外 ,使 用 大 O 记号 ， 
可 以 比较 两 个 算法 以 判断 当 输 入 规模 增 大 时 哪个 算法 更 有 效 。 例 如 ， 如 果 求 解 一 个 问题 我 们 有 
两 个 法 ， 一 个 使 用 100zw 十 17n 十 4 步 运 算 ， 另 一 个 使 用 mw 步 运 算 ， 那么 大 O 记 号 可 以 帮助 我 
们 了 解 到 当 很 大 时 第 一 个 算法 所 使 用 的 运算 会 少 得 多 ， 即 使 对 于 小 的 n 值 ， 比 如 n= 二 10， 第 
一 个 算法 使 用 的 运算 会 比较 多 。 

本 节 介 绍 大 O 记 号 以 及 相关 的 大 2 和 大 98 记号 。 我 们 将 解释 如 何 进 行 大 OO、 大 Q 和 大 9 
佑 算 ， 并 给 出 在 算法 分 析 中 用 到 的 一 些 重要 函数 的 估算 。 


3:2.2 大 OO 记号 
函数 的 增长 通常 可 以 用 一 种 专门 的 记号 来 描述 。 定 义 1 描述 了 这 样 一 种 记号 。 
EE 令 广 和 sg 为 从 整数 集 或 实数 集 到 实数 集 的 函数 。 如 果 存 在 常数 C 和 下 使 得 只 要 当 
Xk 时 就 有 
[f(z)|< Clglz)| 
我 们 就 说 f(zx) 是 Ol(g(x)) 的 。[ 这 个 可 以 读 作 “f(zX) 是 大 Og(x) 的 ”。] 


评注 ”直觉 上 ，f(z) 是 OCLg(Xx)) 的 定义 是 说 当 工 无 限 增长 时 f(x) 的 增长 慢 于 g(x) 的 
菜 个 固定 的 倍数 。 


大 O 记 号 定义 中 的 常数 C 和 & 称 为 f(x) 是 O(g(x)) 的 关系 的 凭证 (witness)。 为 了 建立 

中 f(z) 是 Ol(g(x))， 我 们 只 需要 这 一 关系 的 一 对 凭证 。 即 要 证 明 f(z) 是 Ol(g(x)) 的 ， 我 们 需要 
YW 找 出 一 对 常数 C 和， 即 任 证， 使 得 只 要 当 zx>k 时 就 有 |f(z)|<<Clg(z)|。 

注意 当 有 f(z) 是 OCg(z)) 的 关系 的 一 对 凭证 时 ， 就 会 有 无 限 多 对 和 凭证。 要 明白 这 一 点 ， 

注意 如 果 C 和 大 是 一 对 和 凭证， 那么 任意 一 对 C' 和 (其 中 C<C 和 &R<R) 也 是 一 对 和 凭证， 因为 

wu 全 只 要 当 zx 之 已 >> 时 就 有 |FCz)| 委 Clg(Cz)| 委 Cg(Cz) |。 

大 O 记 号 的 历史 ”大 O 记 号 在 数学 中 已 经 使 用 了 一 个 多 世纪 了 。 在 计算 机 科学 中 则 广泛 用 于 

算法 分 析 ， 如 3. 3 节 将 会 看 到 的 。1892 年 德国 数学 家 保罗 。 巴 赫 曼 (Paul Bachmann) 在 一 本 重要 的 数 

论 书 中 首次 引入 大 O 记号 。 大 0 符号 有 时 候 也 称 为 兰 道 符号 ， 因为 德国 数学 家 埃 德 蒙 兰 道 

(Edmund Landau) 在 他 的 著作 中 始终 使 用 这 个 记号 。 大 O 记 号 在 计算 机 科学 界 的 普遍 使 用 则 归功 
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于 高 德 纳 (Donald Knuth)， 他 还 引入 了 本 节 稍 后 要 定义 的 大 0Q 和 大 @ 记号 。 

利用 大 O 记号 的 定义 求 一 对 凭证 的 一 种 有 用 方法 是 先 选择 & 的 值 使 得 当 z 盖 & 时 容易 估 
计 |f(z) | 的 大 小 ， 再 看 看 能 否 用 这 个 估计 找 出 C 的 值 使 得 对 于 z> 之 & 时 有 |FCz)|<Clg(z) |。 
这 个 方法 如 例 1 所 示 。 

例 1 证 明 f(z)==xz 十 2z 十 1 是 Ol(z’) 的 。 

解 ” 观 察 到 当 z>1 时 可 以 容易 估计 f(x) 的 大 小 ， 因 为 当 z 二 1 时 z<z 且 1<x?。 所 以 当 pws 这 
ZX 之 1 时 就 有 

0 过 x 十 2X 十 1 声 x 十 27T: 十 xz? = 二 47 

如 图 1 所 示 。 因 此 ， 可 以 取 C=4 和 & 一 1 作为 凭证 以 证 明 f(x) 是 OC(x)。 即 只 要 当 x 之 1 时 就 有 
AZz) 一己 十 2z 十 1<4z 。( 注 意 这 里 不 必用 绝对 值 ， 因 为 当 z 为 正 数 时 等 式 中 所 有 函数 都 是 正 的 。) 


虚线 表示 f(x) =x?+2x+1 
满足 f(x) < 4x? 的 那 部 分 图 形 


1 x2+2x+1<4x2,x>1 





1 2 
图 1 函数 工 十 2x 十 1 是 O(zx?) 





保罗 古 斯 塔 夫 . 海 因 里 斯 .巴赫 曼 (Paul Gustav Heinrich Bachmann，1837 一 1920) 
是 路 德 教 牧师 的 儿子 ， 继 承 了 他 父亲 虚 诚 的 生活 方式 和 对 音乐 的 热爱 .尽管 巴 赫 曼 早 
期 的 数学 学 习 并 不 顺利 ， 但 他 的 一 位 老师 还 是 发 现 了 他 的 数学 才能 。 在 瑞士 从 肺结核 的 
病痛 中 康复 以 后 ， 巴 赫 曼 开始 研究 数学 ， 首 先 在 柏林 大 学 ， 随 后 又 到 哥 廷 根 大 学 ， 那 里 
他 听 了 著名 数论 家 狄 利克 雷 (Dirichlet) 的 课程 。1862 年 在 德国 数论 家 库 默 尔 (Kummer) 指 
导 下 他 获得 博士 学 位 ， 他 的 论文 是 关于 群 论 的 。 巴 赫 曼 先后 担任 布 来 斯 劳 (Breslau) 大 学 
和 明 斯 特 (Miinster) 大 学 的 教授 。 从 教授 位 置 退休 后 ， 他 继续 数学 写作 、 弹 钢琴 并 且 为 
报纸 撰写 音乐 评论 。 巴 赫 曼 的 数学 论著 包括 五 卷 本 的 数论 结论 与 方法 综述 、 两 卷 本 的 初等 数论 、 一 本 关于 
无 理 数 的 书 和 一 本 关于 费 马 最 后 定理 的 著名 猜想 的 书 。 他 在 1892 年 的 书 《 解 析 数 论 》(Analytische 
Zahlentheorie) 中 引入 了 大 O 〇 记号 。 

埃 德 蒙 ， 兰 道 (Edmund Landau，1877 一 1938) 是 一 位 柏林 妇科 医生 的 儿子 , 在 
柏林 完成 高 中 和 大 学 教育 。1899 年 在 Frobenius 的 指导 下 他 获得 博士 学 位 。 兰 道 首先 
在 柏林 大 学 任教 ， 后 搬 到 哥 廷 根 大 学 ， 那 里 任 全 职 教授 直到 纳粹 迫使 他 停止 教学 。 兰 
道 对 数学 的 贡献 主要 在 解析 数论 领域 。 特 别 是 他 建立 了 关于 素数 分 布 的 一 些 重要 结 
论 。 他 撰写 了 三 卷 本 的 数论 评注 ， 以 及 关于 数论 和 数学 分 析 的 一 些 书籍 。 
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换 一 种 方式 ， 当 x 二 2 时 我 们 可 以 估计 f(z) 的 大 小 。 当 z>>2 时 2z 委 衬 且 1 之 x*。 于 是 ， 

如 果 zx 二 2， 就 有 
0 z+2rzt1 才 十 2 十 x = 二 37’ 

所 以 C==3 和 二 2 也 是 f(x) 是 OC(z?) 关 系 的 凭证 。 

观察 在 “f(z) 是 O(z*)” 关 系 中 ，z? 可 以 被 函数 值 大 于 之 的 任何 函数 替代 。 例 如 ，f(z) 是 
OC(x)，f(z) 是 OCz? 十 2x 十 7)， 等 等 。 

另外 x 是 OCz 十 2z 十 1) 也 成 立 ， 因 为 只 要 当 z>1 时 就 有 兆 二 x 十 2z 十 1。 这 意味 着 C=1 
和 k=1 是 x 是 OCx 十 2x 十 1) 关 系 的 凭证 。 本 

注意 在 例 1 中 我 们 有 两 个 函数 ，7Cz) 王 了 好 十 2z 十 1 和 g(x) 二 x*， 使 得 FCz) 是 OCg(Cz)) 而 
且 g(z) 是 OCFCz)) 一 一 后 一 事实 可 以 从 不 等 式 zx’? 二 x 十 2zx 十 1 得 到 ， 这 个 不 等 式 对 所 有 非 负 
实数 z 都 成 立 。 我 们 把 满足 上 述 这 两 个 大 O 关系 的 两 个 函数 f(z) 和 g(x) 称 为 同 阶 的 (same 
order) 。 本 节 后 面 还 要 讨论 这 个 概念 。 

评注 f(z) 是 Olg(x)) 的 事实 有 时 写作 f(x) 二 Ol(g(x))。 不 过 这 一 写法 中 的 等 号 并 

不 代表 真正 的 相等 ， 而 是 告诉 我 们 对 于 这 些 函 数 定 义 域 中 足够 大 的 数 而 言 ， 函 数 f 和 

8 的 值 之 间 有 不 等 式 成 立 。 然 而 ，F(z)EO(Cs(Cz)) 这 样 的 写法 也 是 可 接受 的 ， 因 为 

OCg(z)) 可 以 表示 那些 是 DCg(z)) 函 数 的 集合 。 
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高 德 纳 E. 克 努 特 (Donald E. Knuth，1938 年 生 ) 在 密尔沃基 (Mikwaukee) 长 大 。 
他 父亲 在 那里 的 路 德 高 中 教授 夭 记 ， 并 拥有 一 家 小 型 的 印刷 厂 。 高 德 纳 是 个 优秀 的 学 
生 ， 多 次 获得 学 业 成 就 奖 。 他 以 非 传 统 的 方式 运用 其 才智 ， 在 八 年 级 时 参加 拼 字 比赛 
只 用 “Ziegler's Giant Bar” 中 的 字母 组 合 拼 出 4500 个 单词 而 赢得 比赛 。 这 为 他 的 母校 赢 
得 一 台电 视 机 ， 并 为 班 上 每 位 同学 赢得 一 根 棒 棒 糖 。 

高 德 纳 在 Case Institute of Technology( 开 思 理 工学 院 ) 选 择 专业 时 做 出 了 艰难 的 热 
择 : 放弃 音乐 而 主 修 物理 。 然 后 他 又 从 物理 转 为 数学 ， 并 在 1960 年 获 学 士 学 位 ， 同 
时 由 于 教师 们 认可 他 的 杰出 成 果 ， 以 特别 奖 的 形式 授予 他 硕士 学 位 。 在 开 思 ， 他 管理 篮球 队 ， 并 用 他 的 
才能 发 明了 一 个 估价 每 位 球员 价值 的 公式 。 这 一 新 奇 的 方法 被 (新 闻 周 刊 》(Newsweek) 和 CBS 电视 网 的 
Walter Cronkite 报道 。 从 1960 年 开始 ， 高 德 纳 在 加 州 理工 学 院 做 研究 生 ， 并 于 1963 年 获 博士 学 位 。 在 
这 期 间 他 还 担任 顾问 ， 为 不 同 的 计算 机 写 编 译 程序 。 

1963 年 高 德 纳 加 入 了 加 州 理 工学 院 的 教师 队伍 ， 一 直到 1968 年 他 担任 斯 坦 福 大 学 全 职 教授 。 他 在 
1992 年 作为 荣誉 教授 退休 以 便 集 中 精力 写作 。 他 特别 感 兴 趣 的 是 为 他 的 《计算 机 程序 设计 艺术 》(The Art 
of Computer Programming) 丛 书 更 新 旧 卷 并 完成 新 卷 撰写 ， 该 丛书 是 1962 年 他 还 是 研究 生 时 关注 编译 程 
序 而 开始 写作 的 ， 至 今 已 对 计算 机 科学 的 发 展 产 生 了 意义 深远 的 影响 。 在 行 话 中 ,“ 高 德 纳 ” 就 是 指 《 计 算 
机 程序 设计 艺术 》， 也 就 意味 着 诸如 数据 结构 和 算法 这 一 类 问题 的 参考 答案 。 

高 德 纳 是 现代 计算 复杂 度 研究 的 奠基 人 。 他 对 编译 程序 做 出 了 葛 基 性 的 贡献 。 对 数学 印刷 的 不 满 激 
发 他 发 明了 现在 广泛 使 用 的 TeX 和 Metafont 系统 。TeX 已 经 成 为 计算 机 排 印 的 一 个 标准 语言 。 高 德 纳 的 
众多 奖项 中 的 两 项 是 1974 年 的 图 灵 奖 和 卡特 总 统 授 给 他 的 1979 年 国家 技术 奖 。 

高 德 纳 为 计算 机 科学 和 数学 领域 的 众多 专业 期 刊 撰写 文章 。 不 过 他 的 头 一 篇 作品 是 1957 年 还 是 一 年 
级 新 生 时 写 的 ,“ 度 量 衡 的 Potrzebie 系统 ”(The Potrzebie Systems ofWeights and Measures) ， 是 一 个 对 计 
量 系统 的 模仿 小 品 。 该 文 发 表 在 (MAD 杂志 》， 并 多 次 重印 。 他 与 父亲 一 样 是 一 位 教堂 管风琴 手 。 他 还 为 
管风琴 作曲 。 高 德 纳 相信 编写 计算 机 程序 也 可 以 有 审美 体验 ， 就 像 写 诗 或 作曲 一 样 。 

对 第 一 个 发 现 他 书 中 的 每 一 处 错误 的 人 ， 高 德 纳 会 支付 2. 56 美元 ， 对 每 个 有 意义 的 建议 ， 他 会 支付 0. 32 
美元 。 如 果 你 寄 给 他 一 封 信 指 出 一 个 错误 (你 只 能 寄 普 通信 件 ， 因 为 他 已 放弃 阅读 电子 邮件 )， 他 最 终 会 通知 
你 ， 你 是 否 是 第 一 个 告诉 他 这 一 错误 的 人 。 需 要 长 入 的 耐心 等 待 ， 因 为 他 收 到 的 邮件 太 多 。 (作者 寄 给 高 德 纳 
一 封 报告 错误 的 信 ， 几 年 以 后 才 收 到 回信 告知 我 的 报告 比 首先 报告 这 一 错误 的 信 晚 到 了 好 几 个 月 。) 

Potrzebie 一 词 是 波兰 语意 为 “需要 ”。 这 里 高 德 纳 将 MAD 杂志 第 26 卷 的 厚度 定义 为 一 个 Potrzebie 基本 单 
位 ， 它 等 于 2. 263 348 517 438 173 216 473 毫米 ， 并 以 此 开发 一 套 度量 衡 系统 。 一 一 译 者 注 








当 f(z) 是 OL(g(zx)) 的 ， 并 且 对 于 足够 大 的 x 有 函数 h(x) 的 绝对 值 大 于 gCz)， 则 有 f(x) 
是 OC(h(z)) 的 。 换 言 之 , 在 f(x) 是 O(g(x)) 的 这 一 关系 中 的 函数 gCz) 可 以 替换 为 具有 更 大 绝 
对 值 的 函数 。 要 看 清 这 一 点 ， 注 意 如 果 l 
|flz)| 过 Clg(zx)| 如 果 工 二 下 
并 且 如 果 对 所 有 zx 二 有 |h(z) | 二 |g(z)|， 那 么 
|flz)| 过 Clh(z)| 如果 工 二 有 
” 故 ，F(z) 是 OCACz)) 的 。 
当 使 用 大 O 记 号 时 ， 在 F(z) 是 O(g(zx)) 这 一 关系 中 函数 g 的 选择 应 该 尽 可 能 的 小 。( 有 时 
可 以 从 一 个 参考 函数 集合 中 选取 ， 例 如 形 为 x" 的 函数 集 ， 其 中 为 正 整数 。) 
在 随后 的 讨论 中 ， 我 们 几乎 总 是 涉及 只 有 正 值 的 函数 。 在 用 大 O 对 这 样 的 函数 做 估算 时 可 
以 不 必 涉 及 绝对 值 。 图 2 说 明 f(z) 是 OCg(Cz)) 的 关系 。 
Ce(x) 
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虚线 表示 f(x) 满足 
g(x) Go < Cg(x) 的 那 部 分 图 像 


f(x) < Cg(x), x>k 


图 2 函数 f(x) 是 OC(g(zx)) 


例 2 说 明 如 何 用 大 O 记 号 来 估计 函数 的 增长 。 

例 2 证 明 7zx? 是 OCz’) 的 。 

解 ” 注 意 当 zx>>7 时 ， 有 7x: 二 x’。( 可 以 在 zx 二 7 两 边 乘 以 x? 得 出 这 个 不 等 式 。) 因 此 ， 可 
以 取 C=1 和 & 一 7 做 凭证 以 证 明 7zx* 是 O(z’) 这 一 关系 。 也 可 以 换 一 种 方法 ， 当 zx 二 1 时 ， 有 
7z 过 7x?， 于 是 C=7 和 ==1 也 可 以 作为 7x? 是 OCzx') 这 一 关系 的 凭证 . S| 

例 3 说 明 如 何 证 明 大 O 关 系 并 不 成 立 。 

例 3 证 明 xm 不 是 O(n) 的。 

解 ” 要 证 明 n? 不 是 O(n) 的 ， 必 须 证 明 并 不 存在 凭证 C 和 & 使 得 当 n 二 k8 时 有 nn 三 Cn。 我 
们 用 矛盾 证 明 法 来 证 明之 。 

假设 存在 常数 C 和 使 得 当 n 二 k 时 有 x: 二 Cn。 观察 当 n 二 0 时 ， 可 以 在 不 等 式 w 三 Cn 两 
边 同 时 除 以 x 而 得 到 新 的 不 等 式 n 三 C。 可 是 ， 无论 C 和 取 何 值 ， 不等式 nC 并 不 能 对 所 有 
n 之 k 的 n 痢 成立。 特别 是 ， 一旦 设 定 值 后 ， 可 以 得 出 即使 在 n 二 kk 时， 当 n 大 于 k 和 C 的 最 
大 值 时 ，n 二 C 不 能 成 立 。 这 个 矛盾 证 明了 wi 不 是 OC) 的 。 S| 

例 4 例 2 证 明了 7zx? 是 OCz3) 的 。z? 也 是 O(7z2) 的 吗 ? 

解 ” 要 判定 x* 是 否 是 O(7z?) 的 ， 需要 判断 是 否 存 在 凭证 C 和 上 ， 使 得 当 x 二 k 时 有 
ZX’ 过 C(7zx*)。 我 们 用 矛盾 证 明 法 来 证 明 不 存在 这 样 的 凭证 。 

如 果 C 和 有 是 凭证 ， 则 不 等 式 x 过 C(7zx?) 对 于 所 有 zx 二 k 成 立 。 观 察 不 等 式 x 二 C(7z?) 等 价 
于 不 等 式 zx 入 7C， 这 由 两 边 除 以 一 个 正 的 数量 x 而 得 到 的 。 可 是 ， 无论 C 怎么 取 值 ， 无 论 & 是 
什么 ，z 秋 7C 不 会 对 所 有 z>& 都 成 立 ， 因 为 工 可 以 任意 大 。 于 是 zx 不 是 OC(7xz ) 的 。 S| 


3.2.3 一 些 重要 函数 的 大 O 估算 
通常 用 多 项 式 来 估计 函数 的 增长 。 与 其 每 当 多 项 式 出 现时 都 要 分 析 其 增长 ， 不 如 找 一 个 总 


0 


是 可 以 估计 多 项 式 增 长 的 结论 。 定 理 1 就 给 出 这 种 结论 。 它 通过 断言 n 次 及 低 次 多 项 式 是 
Olz") 的 ， 从 而 证 明 多 项 式 的 首 项 支配 着 其 增长 。 
令 f(5) 二 a.x" 十 a_i 十 … 十 QiZ 十 Qo， 其 市 ay ac ia 为 实 教 。 那 
么 f(xX) 是 Ol(x") 的 。 
证 用 三 角 不 等 式 ( 参 见 1. 8 节 练 习 7)， 如 果 z>1， 就 有 
|f(z)|= |az" 十 az 十 … 十 az 十 ao| 
< EE | aa 人 5 | a | 二 | ao。 | 
= xz"(|a,l|+ |ani|/z+ 二 + |a|/z™ + |a |/z") 
Rw (| 二 Ja 二 二 | 二 | 二 el》 
这 说 明 只 要 当 xz 二 1 时 就 有 
| 过 人 
其 中 C=|a, | 十 |asi | 十 … 十 |a|。 故 ， 和 凭证 C= |a | 十 |awi | 十 … 十 |a | 和 ==1 可 以 证 明 
f(z) 是 OC(z") 的 。 4 
现在 举 几 个 与 定义 域 为 正 整 数 集 的 函数 有 关 的 例子 。 
例 5 怎样 用 大 OO 记号 估计 前 个 正 整 数 之 和 ? 
解 ” 由 于 前 nr 个 正 整数 之 和 中 的 每 个 整数 都 不 超过 n， 所 以 
1 十 2 十 … 十 n 声 nn 十 nn 十 十 n= 二 ww 
由 此 不 等 式 可 知 1 二 2 十 3 十 … 十 ?是 O(o)， 取 C 二 1 和 二 1 作为 凭证 即 可 。( 本 例 中 大 O 关 系 


中 的 函数 定义 域 为 正 整数 集合 。) 4 
在 例 6 中 用 大 O 估 计 阶 乘 函 数 及 其 对 数 函 数 。 这 些 估计 对 分 析 排 序 过 程 中 使 用 的 步 数 有 重 
要 作用 。 \ 


例 6 给 出 阶乘 函数 和 阶乘 函数 的 对 数 函 数 的 大 O 估计 ， 其 中 阶乘 函数 f(n) 二 n! 的 定义 
为 : 只 要 当 n 是正 整 数 时 ， 
1 一 1。2。… oNn 
而 0! 二 1。 例 如 ， 
li=1, 2l=1.2=2, 8S]=1.2.63=6, 4!=12.63.4= 24 
注意 函数 n! 增长 非常 迅速 。 例 如 
201 = 2 432 902 008 176 640 000 
解 ”注意 乘积 中 的 每 一 项 都 不 超过 ”就 能 得 到 z1! 的 大 O 估 计 。 故 ， 
1 一 1。2。3。…。7 
nenene en 
一 n” 
这 一 不 等 式 说 明 n! 是 OClm") 的 ， 取 C=1 和 k==1 作为 凭证 即 可 。 对 用 于 估计 n! 的 不 等 式 两 边 
同时 取 对 数 ， 可 得 
log 21 委 log 和 六 一 ?log7。 
这 蕴涵 着 log n! 是 Olnlog n) 的 ， 同样 取 C=1 和 & 一 1 作为 凭证 即 可 。 4 
例 7 在 4.1 节 我 们 要 证 明 对 于 任 一 正 整数 x 有 mn 二 2”"。 试 证 明 该 不 等 式 蕴 涵 n 是 O(2") 
的 ， 并 且 用 这 个 不 等 式 来 证 明 log n 是 O(n) 的 。 
解 ”利用 不 等 式 wz<2"， 可 以 取 & 一 C=1 作为 凭证 ， 很 容易 得 出 nn 是 O(2") 的 结论 。 注 意 
对 数 函 数 是 递增 函数 ， 只 要 在 这 一 不 等 式 两 边 取 (以 2 为 底 ) 对 数 ， 可 得 
logn=n 
于 是 可 得 
logn 是 O(n) 的 
( 仍 取 有 =C=1 作为 凭证 。) 
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如 果 取 以 5 为 底 取 对 数 ， 这 里 5 不 等 于 2， 我们 同样 有 logsn 是 Oln) 的 ， 因 为 
logn nn 

logb logb 

只 要 nn 是 一 个 正 整 数 。 可 以 取 C= 二 1/log b 和 = 二 1 作为 凭证 。( 这 里 用 了 附录 二 定理 3 的 结论 
logsn=log n/log 0。) 


正如 前 面 提 到 的 ， 大 O 符 号 可 以 用 来 估计 用 一 个 特定 的 计算 机 过 程 或 算法 解 题 时 所 需要 的 
操作 步 数 。 用 于 估计 的 常用 函数 包括 : 


logsn = 


l,log n,n,nlog n,n ,2”,n! 
用 微 积分 可 以 证 明 列 表 中 的 每 个 函数 都 小 于 随后 的 函数 ， 这 里 小 于 的 含义 是 指 一 个 函数 与 随后 
的 函数 的 比值 在 n 无 限 增长 时 趋向 于 0。 图 3 展示 了 这 些 函 数 的 图 像 ， 图 中 函数 值 的 每 个 刻度 
都 是 前 面 刻度 的 两 倍 。 即 这 个 图 中 的 纵 坐 标 是 对 数 坐 标 。 


nl! 


4096 

2048 

1024 

512 六 

256 

128 
64 二 
32 
16 nlogn 
8 n 
4 p72 logn 
2 
, 1 

2 3 4 5 6 1 8 


图 3 大 OO 估计 中 常用 函数 的 增长 图 


涉及 对 数 、 罕 、 指 数 函 数 的 大 O 估计 我 们 现在 给 出 一 些 有 用 的 事实 ， 当 函数 是 对 数 函 数 
的 震 、 寡 函数 或 形 如 "(这 里 5 汪 1) 的 指数 函数 时 ， 可 以 帮助 我 们 判定 这 样 一 对 函数 之 间 的 大 O 
关系 是 否 成 立 。 其 证 明 留 作 练 习 57 一 60 由 具有 微 积 分 知识 的 读者 来 完成 。 

定理 1 证 明了 如 果 f(n) 是 d 次 多 项 式 ， 则 f(n) 是 O(n*) 的 。 应 用 这 个 定理 ， 我们 可 以 看 
到 如 果 d 二 c 二 1， 则 nt 是 OCn*) 的 。 我 们 留 给 读者 来 证 明 其 逆 关 系 不 成 立 。 把 这 些 事实 合 在 一 
起 ,我 们 可 以 看 到 如 果 d>c>1， 则 

n 是 Olns) 的 ， 但 是 mn 不 是 Oln') 的 
在 例 7 中 我 们 证 明了 当 b>1 时 logsn 是 O(n) 的 。 更 一 般 性 地 ， 当 51 且 c 和 4 为 正 数 时 ,我 
们 有 

(logsn) 是 OCln") 的 ， 但 是 mn 不 是 Ol((logsn)“) 的 
这 告诉 我 们 当 5 记 1 时 以 5 为 底 n 的 对 数 的 正 数 寡 次 是 大 O(Cm 的 正 数 寡 次 )， 但 反之 则 一 定 不 
成 立 。 
例 7 中 我 们 还 证 明了 nn 是 OC(2") 的 。 更 一 般 性 地 ， 当 4 是 正 数 且 2 之 1 时 我 们 有 
n 是 Ol(5") 的 ， 但 是 "不 是 OClm) 的 


这 告诉 我 们 n 的 每 个 符 次 是 大 OO 底数 大 于 1 的 n 次 指数 函数 ,反之 则 不 然 。 再 者 ， 当 c 二 5b 这 1 
时 我 们 有 
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b"” 是 O(c") 的 ， 但 是 c" 不 是 OCB") 的 
这 告诉 我 们 如 果 两 个 指数 函数 的 不 同 底数 均 大 于 1， 则 一 个 函数 是 大 O 另 一 个 函数 当 且 仅 当 它 
的 底数 小 于 等 于 另 一 个 函数 的 底数 。 


3.2.4 函数 组 合 的 增长 

许多 算法 都 由 两 个 或 多 个 独立 的 子 过 程 组 成 。 计 算 机 使 用 这 样 的 算法 来 求解 一 定 输入 规模 
的 问题 时 所 需要 的 步 数 是 这 些 过 程 所 使 用 的 步 数 之 和 。 要 用 大 O 估计 所 需要 的 步 数 ， 就 需要 找 
出 每 个 子 过 程 所 用 步 数 的 大 O 估计 ， 然 后 再 把 这 些 估 计 组 合 起 来 。 

只 要 在 组 合 不 同 的 大 O 估计 时 细心 一 点 ， 就 能 给 出 函数 组 合 的 大 O 估计 。 特 别 是 ,通常 
需要 估计 两 个 函数 之 和 与 之 积 的 增长 。 如 果 已 知 两 个 函数 各 自 的 大 O 估计， 那么 能 得 到 什么 结 
论 呢 ? 假定 有 (xz) 是 OCsg:(Cz)) 的 而 f(z) 是 Ol(g; (zx)) 的 ,我们 来 看 看 两 个 函数 之 和 与 之 积 会 
有 什么 样 的 估计 。 

由 大 O 记 号 的 定义 可 知 ， 存 在 常数 CC 、C;、k 和 忆 使 得 当 zx 放 k& 时 有 

|fiC(z)|< Oo |gi(z) | 
而 当 z 之 已 时 有 
|fi C2) | CG | gz) | 
要 估计 f(x) 与 f(x) 之 和 ， 请 注意 
[fit+ fa) (z= | f(z) + f(z)| 
委 |ACz)| 十 | .PCz)| 利用 三 角 不 等 式 |a 十 b| 志 |a| 十 16| 
当 工 同时 大 于 kk， 和 &。 时 ， 从 |fi(z) | 和 | fi(z) | 的 不 等 式 可 得 : 
| fi(z) I | f(z) [Go | gi Cz) | 二 Gi; | gz (zx) | 
COC |g(z)|+C |g(Cz) | 
= (Ci 十 C) |g(z)| 
= Clg(z)| 
其 中 C=C 十 C, 是 g(xz)= 一 max(|gy(zx)|，|gs(x) |)。[ 这 里 maxCa，5) 表 示 a 和 6 的 最 大 值 ， 
即 c 和 2 较 大 的 一 个 。] 

这 一 不 等 式 表明 | (fi 十 f2) (zx) 三 Clg(z) | 在 zx>>k 时 成 立 ， 其 中 二 max(k,，ks)。 我 们 把 
这 一 有 用 的 结果 表述 为 定理 2。 

假定 户 (z) 是 OC8i(Cz)) 的 ， 户 (Cz) 是 O(C8gs(Cz)) 的 ， 那 么 (万 十 户 )(Zz) 是 

OCmax(|g(Cz)|,|g(Cz)|)) 的 。 
我 们 经 常会 用 同一 个 函数 g 来 给 出 方 和 万 的 大 OO 估计。 在 此 情况 下 ， 因 为 max(gi (zx)， 
gs(ZX)) 二 g(x)， 利 用 定理 2 可 证 明 ( 广 十 户 )(z) 也 是 Ol(g(x)) 的 。 这 一 结论 可 表述 为 推论 1 。 
假定 f(z) 和 f(z) 都 是 Ol(g(X)) 的 ， 那 么 (所 十 f2)(X) 也 是 Ol(g(X)) 的 。 

用 类 似 的 方法 可 以 推导 出 有 和 fs 屠 积 的 大 O 〇 估计。 当 工 大 于 max(k，k) 时 ， 可 得 出 

| Cfifa) C7)|= | f(z)| | fz)| 
委 CQ | gi Cz) | C | gz (z) | 
OC |(gg) (7) | 
< trp | 
其 中 C= CC;。 从 这 一 不 等 式 可 知 有 (zx)fi(zx) 是 O(gig:) 的 ， 因 为 存在 常数 C 和 k， 即 
C= 二 CC, 和 二 max(k，ks)， 所 以 只 要 当 zx>>k 时 就 有 | (所 fi)(z) | 三 Clg1(z)g; (xz) |。 这 一 结 
果 可 表述 为 定理 3。 

三 假定 f(x) 是 Ol(g1(7z)) 的 ，f, (ZX) 是 Ol(gs(X)) 的 。 那 么 (所 ff)(X) 是 Ol(gi (ZX) 
gz(Cz)) 的 。 

用 大 O 记 号 来 估计 函数 的 目的 是 选 一 个 相对 增长 较 慢 且 尽 可 能 简单 的 函数 g(x)， 使 得 
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f(z) 是 Olg(z)) 的 。 例 8 和 例 9 说 明了 怎样 利用 定理 2 和 定理 3 来 实现 这 一 目标 。 这 些 例子 中 
的 这 类 分 析 常 用 于 分 析 用 计算 机 程序 解 题 时 所 需 的 时 间 。 

例 8 试 给 出 Fa) 王 32 log《n1) 十 (x¥ 十 3)log n 的 大 O 估计 ， 其 中 对 是 一 个 正 整数 。 

解 首先 估计 乘积 3n log(z!1) 。 从 例 6 知道 log(n!) 是 O(n log nn) 的 。 由 这 一 估计 及 3n 是 
O(n) 的 事实 ， 定 理 3 给 出 的 估计 为 3nlog(n!1) 是 O(n:log nn) 的 。 

下 一 步 估 计 乘 积 (下 十 3)log n。 因 为 当 n>2 时 (ww 十 3) 二 2 成 立 ， 则 肛 十 3 是 OC) 的 。 
因此 ， 由 定理 3 可 知 (xw 十 3)log n 是 O(nlog n) 的 。 用 定理 2 把 两 个 乘积 的 大 O 估计 组 合 起 来 
得 f(n)= 二 3n log(n1) 十 (x 十 3)log n 是 Olrlog nn) 的 。 | 

例 9 试 给 出 f(zx)==(z 十 1)log(x’ 十 1) 十 3x? 的 大 OO 估计。 

解 ”首先 找 (zx 十 1)log (十 1) 的 大 OO 估计 。 注意 (zx 十 1) 是 OC(z)。 另 外 当 xz 二 1 时 
好 十 1] 委 2z: 。 于 是 ， 如 果 z>2， 有 

log(z 十 1) < log(2z) = log 2+ log zx’ = log2+ 2log x < 3log x 
这 说 明了 log(z: 十 1) 是 O(log xz) 的 。 

从 定理 3 可知 (z 十 1)log(x* 十 1) 是 Ol(z log z) 的 。 由 于 3z 是 O(z) 的 ， 所 以 定理 2 说 明 

f(z) 是 Ol(max(x log x， x:)) 的 。 当 zx 这 1 时， 由 于 x log x 二 x*?， 所 以 有 f(z) 是 O(z:) 的 。 本 


3.2.5 大 与 大 O 记号 
大 O 记 号 广泛 用 于 描述 函数 的 增长 ,但 它 也 有 局 限 性 。 特 别 是 ， 当 f(z) 是 Ol(g(zx)) 时 ， 
我 们 只 有 用 g(x) 来 估计 对 于 大 zz 值 的 f(z) 大 小 的 一 个 上 限 。 可 是 ， 大 O 记 号 不 能 提供 对 大 工 
值 的 f(z) 之 大 小 的 一 个 下 限 。 为 此 ， 我 们 使 用 大 2 记号 。 当 希望 给 出 函数 f(x) 的 相对 于 参照 
函数 g(z) 的 上 限 和 下 限时 ， 我 们 使 用 大 @ 符号 。 大 Q 和 大 @ 符号 都 是 由 高 德 纳 在 1970 年 引入 
的 。 他 引入 这 两 个 符号 的 动机 是 纠正 人 们 需要 用 到 函数 的 上 限 和 下 限时 对 大 O 符 号 的 误 用 。 
现在 定义 大 符号 并 解释 其 用 法 ， 然后 ， 再 定义 大 9 并 解释 其 用 法 。 





IFC2) | .Clatz)| 
我 们 说 f(zX) 是 Q2(g(x)) 的 [这 个 读 作 “f(z) 是 大 Qg(zx) 的 ”。] 

在 大 O 和 大 0Q 记号 之 间 有 很 强 的 关联 。 特别 是 fF(Cz) 是 2(s(Cz)) 的 当 且 仅 当 g(x) 是 
OC(f(z)) 的 。 这 一 事实 的 证 明 作为 练习 留 给 读者 。 

例 10 函数 f(zx)==8z’ 十 5x: 十 7 是 QCg(x)) 的 ， 其 中 g(z) 是 函数 g(x)==x?。 由 于 f(z)= 
8 也 十 5z2 十 7 过 8zxs 对 所 有 正 实数 都 成 立 ， 所 以 上 述说 法 容易 证 明 。 这 等 价 于 g(z) 王 是 
O(8z’ 十 5z 十 7) 的 ， 而 这 只 需 把 不 等 式 颠 倒 过 来 写 就 可 以 直接 得 到 这 一 结论 。 | 

通常 ， 重 要 的 是 需要 知道 用 诸如 zx"( 其 中 是 正 整 数 ) 或 (其 中 c 二 1) 这 样 一 个 相对 简单 的 
参照 函数 来 描述 一 个 函数 增长 的 阶 。 要 想 知道 函数 增长 的 阶 ， 就 需要 了 解 该 函数 大 小 的 上 界 和 
下 界 。 即 给 定 一 个 函数 f(x)， 我 们 需要 一 个 参照 函数 g(xz) 使 得 f(x) 是 O(g(x)) 的 且 f(z) 是 
Qlg(z)) 的 。 下面 定义 的 大 8 记号 就 是 用 来 表达 这 两 个 关系 ， 提 供 函 数 大 小 的 一 个 上 界 和 一 
下 界 。 

所 国 令 广 和 8 为 从 整数 集合 或 实数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 如 果 jCz) 是 Bl(g(X)) 的 
且 F(z) 是 QCgCz)) 的 ， 我 们 就 说 f(z) 是 DCg(Cz)) 的 。 当 f(x) 是 B(g(X)) 时 就 说 f(ZX) 是 大 西 
塔 g(Cz) 的 ， 即 f(xX) 是 g(X) 阶 的 ， 或 f(X) 和 g(x) 是 同 阶 的 。 

当 f(z) 是 Bl(g(z)) 的 ， 同样 会 有 g(z) 也 是 8(f(z)) 的 。 注 意 F(Cz) 是 BCs(Cz)) 当 上 且 仅 当 
f(z) 是 Olg(z)) 的 ，g(z) 是 OC(f(z)) 的 ( 见 练习 31) 。 再 者 ， 注 意 f(x) 是 BC(g(x)) 的 当 且 仅 当 
存在 实数 C 和 Cs: 以 及 一 个 正 实 数 & 使 得 当 z 之 & 时 有 

Clglz)|< |f(z)|< GC |g(z)| 
常量 C, 、C, 及 的 存在 分 别 告诉 我 们 f(z) 是 QCg(z)) 的 和 f(z) 是 OClg(z)) 的 。 
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通常 ， 当 采用 大 @ 记 号 时 ，@(Csg(Cz)) 中 的 函数 g(x) 是 一 个 相对 简单 的 参照 函数 ， 诸 如 zx”、 
c”、log 工 等 ， 而 f(z) 则 相对 复杂 。 
例 11 (在 例 5 中 ) 已 证 明 前 个 正 整数 的 和 式 是 OC(r)。 试 问 这 个 和 式 是 x 阶 的 吗 ? 
ee 节 解 令 Fo) 王 1 十 2 十 3 十 … 十 2。 由 于 已 知 Fo 是 OCx? ) 的 ,为 证 明 fm) 是 ww 阶 的 ， 只 需 
找到 正 整 数 C 使 得 对 足够 大 的 有 (2 二 CC 。 为 获得 这 一 和 式 的 下 界 ， 可 以 忽略 这 些 项 中 的 
前 一 半 。 只 把 大 于 [ n/2 | 的 项 加 起 来 ， 得 
1 十 2 十 … 十 wn 宇 [n/2 1 十 nn/2 1 十 1) 十 … 十 n 
宇 Tn/2 1 十 [rn/2 1 十 … 十 [n/21 
= (n—[n/2 | 1) Tn/21] 
宇 (n/2)(n/2) 


= nn/4。 
这 说 明 f( 攻 是 QCx ) 的 。 我 们 得 出 结论 所 是 到 阶 的 ， 或 用 符号 来 写 就 是 fl 是 8m ) 的 。 
本 
例 12 证 明 3z 十 8zlogz 是 9( 巡 )。 
au 四 解 ” 因为 0 过 8zlogr 过 8z*?， 所 以 对 z>1 有 3 习 十 8zlogz 委 llz。 因 此 ，3 之 十 8zlogz 是 
O(z) 的 。 显 然 ，z 是 OC(3x: 十 8xlogzx) 的 。 因 此 ，3x’: 十 8zxlogz 是 B(xz’) 的 。 本 


一 个 有 用 的 事实 是 多 项 式 的 首 项 决定 其 阶 。 例 如 ， 如 果 f(z) 二 3z 十 xz’ 十 17z 十 2， 那 么 
f(z) 是 zz 阶 的 。 这 一 事实 表述 为 定理 4， 其 证 明 留 作 练 习 50。 

令 FFCZ) 王 az 十 aiz 十 十 az 十 co， 其 中 a，a，…，ar 为 实数 且 aw, 天 0。 
则 f(z) 是 x" 阶 的 。 

例 13 ”多项式 3 妈 十 10 之 十 221 妇 十 1444，z 一 18z 一 10 112 和 一 zx” 十 40 001z8 十 100 003z 
分 别 是 xz*、zx” 和 zx” 阶 的 。 a 

不 幸 的 是 ， 正 如 高 德 纳 观 察 到 的 那样 ， 大 O 记 号 常 被 粗心 的 作者 和 演讲 者 误 以 为 其 含义 与 
大 @ 相同 。 当 你 见 到 使 用 大 O 记 号 时 就 要 保持 警惕 。 近 来 的 趋势 是 当 需 要 一 个 函数 大 小 的 上 
界 和 下 界 时 就 采用 大 9 记号 。 


练习 
在 练习 1~14 中 ， 要 建立 大 O 关系 ， 找 出 凭证 C 和 A 使 得 当 z 之 & 时 有 | jz)| 和 Clsg(z) | 。 
1. 判断 下 列 各 函数 是 否 为 O(z) 的 。 


a) f(z)=10 b) FCz) 王 3z 十 7 
ec) F(z) 一 2 十 Z 十 1 d) f(z)=5 log zx 
e) f(z)=| zx] f) f(zx)=[ xz/2 | 
2. 判断 下 列 各 函数 是 否 为 OC(zx?) 的 。 
a) f(z)=17zx++11 b) f(z)=zx’ 二 +1000 
c) fz)=z logz d) f(z)=2x:/2 
e) f(x)=27 Df(z)=[ zj*Tz] 
3. 用 “f(z) 是 Ol(g(z)) 的 ”定义 证 明 x 十 9z’ 十 4z 十 7 是 OC(z') 的 。 
4. 用 “f(z) 是 OC(g(z)) 的 ”定义 证 明 2 十 17 是 0(37) 的 。 
5. 证 明 (x? 十 1)/(z 十 1) 是 OCz) 的 。 
6. 证 明 (zs 十 2z)/(2z 十 1) 是 O(Cz2 ) 。 
7. 对 下 列 每 个 函数 求 最 小 的 整数 nn 使 得 f(z) 是 OC(x") 的 。 
a) Fz) 一 2z3 十 zz log z b) F(z) 一 3z 十 (log z)’ 


OfCz)= (x 二 D/O + d) f(z)= (zx 二 5 log z)/(Cz 十 1) 
8. 对 下 列 每 个 函数 求 最 小 的 整数 nn 使 得 A(z) 是 Ol(zx") 的 。 

a) F(z) 一 2z2 十 za log zx 

b)f(z)=3z’ 二 (log Z) 


9. 


10. 
11. 
12, 
13. 
14. 


15, 
16. 
17. 


18. 


19. 
20. 


21. 


22. 
23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
29. 
30. 


31. 
32. 


33. 


34. 
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c) fz)= (zz 二 1)/(zxt 十 1) 

d)f(z)= (zx 二 5 log z)/(Cz 十 1) 

证 明 z2 十 4z 十 17 是 OCz’) 的 , 但 x 不 是 OC(z 十 47X 十 17) 的 。 
证 明 xz? 是 OCz*) 的 , 但 x 不 是 OCz’) 的 。 
证 明 3x' 十 1 是 OC(x*/2) 的 ， 而且 x*/2 也 是 OC(3zx* 十 1) 的 。 


证 明 工 logz 是 Ol(z) 的 , 但 x? 不 是 Olz log xz) 的 。 

证 明 2" 是 OC3") 的 , 但 3" 不 是 OC(2") 的 。 

对 于 下 列 每 个 函数 g(xz)， 判断 xz? 是 否 是 Ol(g(zx)) 的 。 
a)g(z)=x’ b)g(z)= xz 
Cg(z)=z zi d)g(zr)=zx’++z’ 
€)g(z) = 3” fg(zx)=zx’/2 


试 解释 一 个 函数 是 O(1) 的 含义 。 

证 明 如 果 f(z) 是 OC(z) 的 ， 那么 f(z) 是 Ol(z?) 的 。 

假定 f(x)、g(z) 和 有 h(x) 为 函数 ,使 得 f(z) 是 OC(g(z)) 的 ，g (x) 是 OC(h(z)) 的 。 证 明 f(z) 是 
O(CACz)) 的 。 

令 太 为 正 整数 。 证 明 蕊 十 2 十 … 十 他 是 OCm11) 的 。 

判断 函数 2 和 2 是 否 是 DO(2") 的 。 

判断 函数 log(n 十 1) 和 log 十 1) 是 否 是 O(log nn) 的 。 

将 函数 /n、1000log n、n log n、2n!、2”、3” 和 台 /1 000 000 排 成 一 列 使 得 每 个 函数 是 大 O 后 面 的 函数 。 

将 函数 (1. 5)"、m”、(log n)?、Yn log n、10" 、(n1)* 各 十 mw” 排 成 一 列 使 得 每 个 函数 是 大 O 后 面 的 函数 。 
假设 你 有 解决 同一 个 问题 的 两 个 不 同 的 算法 。 要 解决 大 小 为 的 问题 ， 第 一 个 算法 恰好 使 用 了 n(log n) 
步 运算 ， 而 第 二 个 算法 恰好 使 用 了 mw “ 步 运 算 。 随 着 的 增长 ， 哪 个 算法 使 用 较 少 步 运 算 ? 

假设 你 有 解决 同一 个 问题 的 两 个 不 同 的 算法 。 要 解决 大 小 为 n 的 问题 ,第 一 个 算法 恰好 使 用 了 n?2” 
步 运算 ， 而 第 二 个 算法 恰好 使 用 了 n! 步 运 算 。 随 着 ”的 增长 ， 哪 个 算法 使 用 较 少 步 运算 ? 

对 下 列 各 函数 给 出 一 个 尽 可 能 好 的 大 O 估计 。 

a) (n: 十 8)(n 二 1) b) (n log n+n: ) (m2) 

c) (za! 十 2")(23 十 log(22 十 1)) 

给 出 下 列 各 函数 的 大 O 估计 。 在 你 估计 f(x) 是 OCg(Cz)) 的 时 候 使 用 一 个 阶 最 小 的 简单 函数 g。 
a)(73 十 22 log n) (lognt1)+ (17 log 2 十 19)(z 十 2) 

b) (2" 二 nw ) (rm 十 3") 

Cr tn2r +S") 二 58 


给 下 列 各 函数 一 个 大 O 估计 ， 在 你 估计 f(z) 是 OC(g(zx)) 的 时 候 使 用 一 个 阶 最 小 的 简单 函数 g。 
a)n log(722 十 1) 十 ?22 logn b)(z log 2 十 1)2 十 (log 2 十 1)(z2 十 1) 

On 十 7 

对 练习 1 中 的 各 函数 ， 判 断 它 是 否 为 2(z) 的 和 @Cz) 的 。 

对 练习 2 中 的 各 函数 ， 判 断 它 是 否 为 Q(z) 的 和 BC) 的 。 

证 明 下 列 函 数 对 具有 相同 的 阶 。 

3wd47， 运 的 222 十 去 一 7 2 

zt+1/2], zx d)log(z’++1), logsz 


e)logio 工 ，logz 工 

证 明 f(z) 是 Bl(g(z)) 的 当 且 仅 当 f(z) 是 OC(g(z)) 的 且 g(z) 是 OCf(z)) 的 。 

证 明 如 果 f(z) 和 g(z) 是 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 ， 则 f(z) 是 Ol(g (zx)) 的 当 且 仅 当 g(x) 是 
QC(f(z)) 的 。 

证 明 如 果 f(z) 和 g(x) 是 从 实数 集 到 实数 集 的 函数 ， 则 f(z) 是 Bl(g(zx)) 的 当 且 仅 当 存 在 正常 数 &、C 
和 Cs 使 得 当 xz>>k 时 有 Ci|g(z)| 志 | f(x) | 过 Cz |g(Cz) | 。 ; 

a) 找 出 练习 33 中 要 求 的 &、C! 和 Cs 来 直接 证 明 3z* 十 x 十 1 是 (3z’) 的 。 

b) 用 图 形 表 示 (a) 中 的 关系 ， 展 示 函 数 3z? 十 x 十 1，C1，3zx? 和 C;。 3x? 的 图 像 ， 并 在 工 轴 上 标 出 &， 


35- 


36. 
37. 
38. 
39. 


40. 
41. 
42. 
43. 


44. 


知 


时 


61. 


62. 
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其 中 &，C:，C* 是 (a) 中 你 用 来 证 明 3z* 十 x 十 1 是 6(3z?) 的 时 找到 的 常数 。 


用 图 形 表示 f(z) 是 @(g(z)) 的 这 一 关系 。 画 出 f(z)、Ci | g(x) | 、C: | g(z) | 的 图 形 ， 并 在 工 轴 上 标 
出 常数 R。 

解释 函数 为 2(1) 的 含义 。 

解释 函数 为 96(1) 的 含义 。 

给 出 前 nn 个 奇 正 整数 之 乘积 的 一 个 大 OO 估计 。 


证 明 如 果 f 和 gg 为 实数 值 防 数 使 得 f(z) 是 OC(g(z)) 的 ， 则 对 每 个 正 整 数 n 有 f"(z) 是 Ol(g”"(z)) 的 。 
[注意 产 (z) 一 (FCz))"。] 

证 明 对 于 所 有 实数 a 和 2 且 a>>1 及 0>>1， 如 果 f(z) 是 O(logsz) 的 ， 则 f(z) 是 O(logszx) 的 。 

假设 f(z) 是 Ol(g(z)) 的 ， 其 中 f 和 g 是 无 限 增长 函数 。 证 明 log| f(z) | 是 O(log|g(z) |) 的 。 

假定 f(z) 是 O(g(z)) 的 。 能 否 推 断 出 2 ?是 OC(25) 的 ? 

令 及 (z) 和 fz(z) 为 从 实数 集合 到 正 实数 集合 的 函数 。 证 明 如 果 及 (zr) 和 fs(z) 均 为 @(g(z)) 的 ,其 
中 g(z) 是 从 实数 集 到 正 实数 集 的 一 个 函数 ， 则 户 (z) 十 户 (z) 是 BCg(z)) 的 。 如 果 hi(z) 和 f(z) 能 
取 负 值 ， 这 一 结论 还 成 立 吗 ? 

假定 f(z)、g (xz) 和 h(xz) 是 函数 使 得 f(z) 是 B(g(zx)) 的 ，g(z) 是 8(h(x)) 的 。 证 明 f(z) 是 
BCh(z)) 的 。 


.如果 有 (zx)、 玫 (zx) 为 从 正 整 数 集合 到 正 实数 集合 的 函数 ， 有 日 hh (zx) 和 f(z) 都 是 BCg(z)) 的 ，( 有 i 一 所 )(z) 


是 否 也 是 @(g(z)) 的 ? 或 证 明 它 成 立 或 给 出 一 个 反例 。 


. 证明 如 果 及 (zx) 和 f(x) 为 从 正 整 数 集合 到 实数 集合 的 函数 ， 且 及 (zx) 是 B(g1(z)) 的 ，fs (xz) 是 


B(gs(z)) 的 ， 则 (所 fi)(z) 是 B((gig2)(7z)) 的 。 


. 找 出 从 正 整 数 集合 到 实数 集合 的 函数 f 和 gg 使 得 f(n) 不 是 Ol(g(n)) 的 ， 且 gln) 也 不 是 O(f(n)) 的 。 
. 用 图 形 表示 f(z) 是 Q(g(z)) 的 关系 。 画 出 函数 f(x) 和 Cg(z) 的 图 ， 并 在 工 轴 上 标 出 常数 k。 
. 证 明 如 果 fi(z) 是 B(g1(z)) 的 ，fz(z) 是 B(gs(z)) 的 ， 且 对 所 有 实数 xz 这 >0，fi (ZX) 关 0，pgz (ZX) 去 0， 


则 (有 /fz)(z) 是 B((g1/g2)(z)) 的 。 

证 明 如 果 f(x) 二 aszx" 十 as_i17x”! 十 … 十 a1z 十 ao， 其 中 ao，al1，*…，a,-1 为 实数 ， 目 a, 关 0， 则 f(z) 
是 B(z") 的 。 

大 OO、 大 8 和 大 Q 记号 可 以 推广 到 多 元 函数 。 例 如 ， 语 句 /(zx，y) 是 Ol(g(z，y)) 的 含义 是 存在 常数 


、ki 和 已 ， 使 得 当 zx>>h 和 y>k; 时 有 |flzr, yw)| 才 Clg(z, y)|。 
. 试 定义 语句 f(z，y) 是 Bl(g(z，y)) 的 。 


。 试 定义 语句 f(x， yy) 是 Q(g(z，y)) 的 。 


. 证 明 (z? 十 ZXy 十 x log y)3 是 Ol(z'y’) 的 。 
。 证明 xz;y: 十 zy 十 zy 是 (zy’)。 


. 证明 | zy | 是 O(zxy)。 
. 证 明 | zy | 是 Q(zry)。 
. (需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 c 二 d 宝 0， 则 是 Oln') 的 , 但 x 不 是 Ol(n") 的 。 
. (需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 b>1 且 c 和 4d 是 正 的 ， 则 (logsn)* 是 OCn*) 的 , 但 nr? 不 是 O((logsn)') 的 。 
. (需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 4d 是 正 的 且 651, 则 mn 是 OC(5") 的 , 但 如 不 是 OC(n?) 的 。 
. (需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 c 二 6 二 1， 则 如 是 OCle") 的 , 但 c* 不 是 OC") 的 。 
以 下 的 问题 涉及 另 一 类 渐 近 记号 ， 称 为 小 o 记号。 由 于 小 o 记 号 以 极限 概念 为 基础 的 ， 所 以 微 积 分 


识 是 必要 的 。 当 
lim (2 0 
r=” Bg(X) 
， 我 们 说 f(z) 是 oCg(Cz)) 的 [ 读 作 f(z) 是 “小 o”g(z) 的 ]。 
(需要 微 积 分 知识 ) 证 明 : 
a)zx 是 ol(z’) 的 。 bl)zlogzr 是 o(zs) 的 。 
c)zz 是 ol(27) 的 。 zr 十 zx 十 1 不 是 olz) 的 。 


(需要 微 积 分 知识 ) 


63. 


64. 


* 65, 


* 66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


dy i 
[5 72. 
* 3, 
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a) 证 明 如 果 函 数 f(x) 和 g(x) 使 得 f(x) 是 ol(g(z)) 的 ， 且 6c 为 常数 ， 则 cf(z) 是 olg(xz)) 的 ， 其 中 
(cf) (x)=cf (zr)。 

b) 证 明 如 果 及 (zx)、fs (zx) 和 g(x) 是 函数 使 得 f(z) 是 olg(z)) 的 ，f。 (zx) 是 olg(z)) 的 ， 则 
(所 十 fe)(z) 是 olg(zx)) 的 ， 其 中 (fi 十 f2) (xz) 二 f(x) 十 f(z)。 

(需要 微 积 分 知识 ) 通 过 画 出 xz log z、z 及 zx log z/zz 的 图 来 表示 zx log zx 是 ol(zx?) 的 。 试 解释 该 图 是 

如 何 证 明 xz log 工 是 o(Cz2) 的 。 

(需要 微 积 分 知识 1) 用 图 来 表示 f(x) 是 oCg(z)) 的 关系 。 画 出 f(x)、g(z) 和 f(z)/g(x) 的 图 。 

(需要 微 积 分 知识 ) 假 定 f(x) 是 oCg(Cz)) 的 。 能 否 由 此 推出 2 是 ol2s 中 ) 的 ? 

(需要 微 积分 知识 ) 假 定 f(z) 是 og(zx)) 的 。 能 否 由 此 推出 log | f(z) | 是 ollog|g(z) |) 的 ? 

(需要 微 积分 知识 ) 本 练习 中 的 两 部 分 描述 了 小 o。 和 大 O 记号 之 间 的 关系 。 

a) 证 明 如 果 函 数 f(x) 和 g(x) 使 得 f(z) 是 olg(x)) 的 ， 则 f(z) 是 Ol(g(zx)) 的 。 

b) 证 明 如 果 函 数 f(x) 和 g(z) 使 得 f(x) 是 Ol(g(z))， 那 么 不 一 定 能 推出 FCz) 是 oCg(Cz)) 的 。 

(需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 f(z) 是 n 阶 多 项 式 , 而 g (xz) 是 m 阶 多 项 式 , 且 mzn， 则 f(z) 是 

oCgCz)) 的 。 

(需要 微 积 分 知识 ) 证 明 如 果 户 (z) 是 OCg(Cz)) 的 ， 户 (z) 是 oCg(Cz)) 的 ,那么 请 Cz) 十 户 (Cz) 是 

OCg(Cz)) 的 。 

(需要 微 积 分 知识 ) 令 正 , 为 第 nn 项 调和 数 


ee 
且 一 1 十 去 寺村 十 们 十 二 


证 明 五 , 是 O(log nn) 的 。[ 提 示 : 首先 通过 证 明 对 7 二 2，3，…，n， 以 j 一 1 到 j 为 底 ， 以 1/i 为 高 的 
所 有 这 些 长 方形 的 面积 之 和 小 于 曲线 y= 王 1/z 下 面 从 2 到 的 这 一 面积 来 建立 不 等 式 
二 | 
和 < 去 dz 
证 明 n logn 是 O(log n1) 的 。 
判断 log n! 是 否 是 8(n log 7 的。 给 出 理由 。 
证 明 : 对 所 有 nn 二 4 的 数 ， 有 log n! 大 于 (n log n)/4。[ 提 示 : 从 不 等 式 nl 二 2 一 1) (2 一 2)…| n/2 |] 
开始 。] 
令 f(z) 和 g(xz) 为 从 实数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 如 果 lim, (f(z)/g(z) 二 1， 我 们 说 f(x) 和 g(xz) 
是 渐 近 的 ， 并 写 做 fFCz) 一 SCz)。 
(需要 微 积分 知识 ) 对 下 列 每 对 函数 ， 判 断 f 和 g 是否 渐 近 的 。 
a) jz) 一 Z2 十 3z 十 7，&g(Cz) 一 z2 十 10 
b) f(x)=z’ log zx, g(x)=x’ 
c) fz)=7z+log(3zs+7), g(rz)=(z 二 17z+3)’ 
Cz) 十 1 
(需要 微 积 分 知识 ) 对 下 列 每 对 函数 ， 判 断 f 和 g 是 否 渐 近 的 。 
a) f(z)=log(zx’+1), g(x)=log Zz 
b) f(z)=2°+3, g(r)=27+" 
fz)=2* , g(x)=2" 
FC = ts 2 + 


3 算法 的 复杂 度 


3.1 引言 
什么 情况 下 算法 能 给 一 个 问题 提供 令 人 满意 的 解 ? 首先 ， 算 法 必须 总 是 能 给 出 正确 的 答案 。 
5 章 将 讨论 如 何 说 明 算 法 的 正确 性 。 其 次 ， 算 法 必须 是 有 效率 的 。 本 节 讨 论 算法 的 效率 。 
算法 的 效率 如 何 分 析 呢 ? 一 种 度量 方式 是 当 输 入 值 具有 一 定 规模 时 ， 计 算 机 按 此 算法 解 题 


所 花 的 时 间 。 第 二 种 度量 方式 是 输入 值 具 有 一 定 规模 时 ， 实 现 这 一 算法 计算 机 需要 多 大 内 存 。 


这 些 问题 都 涉及 算法 的 计算 复杂 度 (computational complexity) 。 解 决 特定 规模 的 问题 所 需 
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时 间 的 分 析 就 是 算法 的 时 间 复 杂 度 。 所 需 计 算 机 内 存 的 分 析 就 是 算法 的 空间 复杂 度 。 在 实现 算 
法 时 ， 时 间 和 空间 复杂 度 的 考虑 都 是 最 本 质 的 。 显 然 ， 了 解 算法 是 否 能 在 1 微 秒 、1 分 钟 、 还 
是 10 亿 年 给 出 答案 是 很 重要 的 。 类 似 地 ， 必 须 能 提供 所 需 的 内 存 才 能 解决 问题 ， 所 以 空间 复 
杂 度 也 必须 加 以 考虑 。 

空间 复杂 度 的 考虑 与 实现 算法 时 使 用 的 特定 数据 结构 紧密 相关 。 由 于 本 书 对 数据 结构 不 做 
详细 讨论 ， 所 以 不 考虑 空间 复杂 度 。 我 们 将 注意 力 集中 在 时 间 复 杂 度 上 。 


3.3.2 时 间 复 杂 度 

在 输入 具有 一 定 规模 时 ， 算 法 的 时 间 复 杂 度 可 以 用 算法 所 需 的 运算 次 数 来 表示 。 用 于 度量 
时 间 复 杂 度 的 运算 可 以 是 整数 比较 、 整 数 加 法 、 整 数 乘法 、 整 数 除法 或 任何 其 他 基本 运算 。 

时 间 复 杂 度 用 所 需 运 算 次 数 而 不 是 用 计算 机 实际 使 用 的 时 间 来 表示 ， 因 为 在 执行 基本 运算 
时 不 同 的 计算 机 需要 的 时 间 不 同 。 再 者 ， 把 所 有 运算 分 解 成 计算 机 使 用 的 基本 位 运算 是 相当 复 
杂 的 。 而 且 ， 现 存 最 快 的 计算 机 执行 基本 的 位 运算 (例如 两 位 的 加 、 乘 、 比 较 或 交换 ) 的 时 间 是 
10“ 秒 (10 皮 秒 ),， 但 个 人 计算 机 可 能 需要 10“ 秒 (10 纳 秒 )， 做 同样 的 运算 时 间 相 差 1000 倍 。 

我 们 用 3. 1 节 求 整数 有 限 集合 中 最 大 值 的 算法 1 来 说 明 怎 样 分 析 一 个 算法 的 时 间 复 杂 度 。 

例 1 描述 3.1 节 求 整数 有 限 集合 中 最 大 元 素 的 算法 1 的 时 间 复 杂 度 。 

解 ” 由 于 比较 是 该 算法 使 用 的 基本 运算 ， 所 以 以 比较 的 次 数 作 为 其 时 间 复 杂 度 的 度量 。 

mol 要 在 以 任意 顺序 列 出 的 ”个 元 素 的 集合 中 寻找 最 大 元 素 ， 首 先 设置 临时 最 大 值 等 于 列表 中 
的 起 始 项 。 然 后 在 一 次 比较 i<n 后 判断 还 未 到 达 列 表 的 结尾 ， 临 时 最 大 值 与 第 二 项 比较 ， 如 
果 第 二 项 大 ， 就 用 第 二 项 的 值 更 新 临时 最 大 值 。 这 一 过 程 继续 下 去 ， 对 表 中 的 每 一 项 都 进行 两 
次 比较 : 一 次 i<n 判断 是 否 未 到 达 列 表 结 尾 ， 另 一 次 max<ai 判断 是 否 需 要 更 新 临时 最 大 值 。 
由 于 对 从 第 二 个 到 第 个 元 素 的 每 一 个 都 用 两 次 比较 ， 再 加 上 一 次 在 i 二 nn 十 1 时 退出 循环 的 比 
较 ， 所 以 当 使 用 该 算法 时 恰好 需要 2(n 一 1) 十 1 二 2n 一 1 次 比较 。 因 此 ， 在 一 个 nn 元 素 的 集合 中 
寻找 最 大 值 算法 的 时 间 复 杂 度 用 算法 使 用 的 比较 次 数 来 度量 时 为 6(n)。 注 意 对 该 算法 而 言 比 
较 的 次 数 和 特定 的 个 输入 无 关 。 4 

下 面 我 们 分 析 搜 索 算法 的 时 间 复 杂 度 。 

例 2 描述 线性 搜索 算法 (3. 1 节 算 法 2 所 描述 ) 的 时 间 复 杂 度 。 

解 ”3.1 节 算 法 2 所 使 用 的 比较 次 数 将 用 来 度量 时 间 复 杂 度 。 该 算法 中 循环 的 每 一 步 都 要 做 
两 次 比较 一 一 一 次 i<n 判 断 是 否 已 到 达 列 表 的 结尾 ,一 次 zx 委 a 比较 元 素 zx 和 列表 中 的 一 项 。 
最 后 ， 还 要 在 循环 外 再 做 一 次 i<n 比较 。 因 此 ， 如 果 zx 二 a;， 则 最 多 需要 做 2i 十 1 次 比较 。 当 元 
素 不 在 列表 中 时 ， 最 多 需要 2n 二 2 次 比较 。 在 这 种 情况 下 ，2n 次 比较 用 来 判定 z 不 是 w，;i 一 1， 
2，…，n， 下 加 上 一 次 比较 用 于 退出 循环 和 一 次 循环 外 的 比较 。 所 以 当 工 不 在 列表 中 时 ， 共 需 用 
2n 十 2 次 比较 。 从 而 ， 在 最 坏 情 况 下 线性 搜索 需要 8B(w) 次 比较 ， 因 为 2n 十 2 是 8@(n) 的 。 4 

最 坏 情 形 复杂 度 例 2 中 做 的 这 类 复杂 度 分 析 是 最 坏 情形 分 析 。 所 谓 一 个 算法 的 最 坏 情 形 
性 能 ， 指 的 是 该 算法 用 于 具有 一 定 输入 规模 的 问题 时 所 需要 的 最 多 的 运算 次 数 。 最 坏 情 形 分 析 
告诉 我 们 一 个 算法 需要 多 少 次 运算 就 能 保证 给 出 问题 的 解答 。 

例 3 以 所 需 的 比较 次 数 来 描述 二 分 搜索 算法 (3. 1 节 算 法 3 所 描述 ) 的 时 间 复 杂 度 (忽略 算 
法 循环 中 每 次 迭代 计算 m==[(i 十 站 /2 所 需 的 时 间 )。 

解 ”为 简化 描述 ， 假 定 列表 a;，a;，…，a, 中 有 n= 二 2* 个 元 素 ， 其 中 & 是非 负 整数 。 注 意 
& 一 log n。( 如 果 列 表 中 元 素 个 数 ”不 是 2 的 宕 次 ， 那 么 该 列表 可 以 看 做 是 一 个 有 2 个 元 素 的 
大 列表 的 一 部 分 ， 其 中 2 二 n=2”!。 这 里 2 是 大 于 nn 的 2 的 最 小 宕 次 。) 

在 算法 的 每 一 阶段 ， 都 要 比较 i 和 j( 分 别 是 当前 待 搜索 列表 的 第 一 项 和 最 后 项 的 位 置 ) 来 
判断 待 搜索 列表 是 否 包 含 一 个 以 上 的 元 素 。 如 果 ;7J， 则 要 做 一 次 比较 来 判断 工 是 否 大 于 待 搜 
索 列表 的 中 间 元 素 。 

在 第 一 阶段 搜索 限于 含 2”' 个 元 素 的 列表 。 至 此 已 使 用 了 两 次 比较 。 这 一 过 程 继续 下 去 ， 
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每 一 阶段 都 用 两 次 比较 把 搜索 限制 在 长 度 减 半 的 列表 中 。 换 言 之 ， 在 算法 的 第 一 阶段 当 列表 中 
含 2 个 元 素 时 使 用 两 次 ， 当 搜索 限于 含有 2 个 元 素 的 列表 时 再 用 两 次 比较 ， 当 搜索 限于 含 
有 2 “个 元 素 的 列表 时 再 用 两 次 比较 ， 等 等 ， 直 到 搜索 局 限于 含有 2' ==2 个 元 素 的 列表 时 使 用 
两 次 比较 。 最 后 ， 当 列表 中 只 剩 一 个 元 素 时 ,一 次 比较 告诉 我 们 列表 中 没有 其 他 元 素 ， 再 一 次 
比较 用 于 判断 这 一 项 是 否 为 x。 

因此 ， 当 待 搜索 列表 中 有 2* 个 元 素 时 ， 执行 一 次 二 分 搜索 最 多 需要 2& 十 2 一 2 log n 十 2 次 
比较 。( 如 果 不是 2 的 客 次 ， 原 始 的 列表 可 以 扩展 为 含 2""' 个 项 的 列表 ， 其 中 =| log 2 ， 而 
搜索 最 多 需要 最 多 2Llog n 十 2 次 比较 。) 因 此 可 以 得 出 在 最 坏 情 形 下 二 分 搜索 需要 O(log n) 次 
比较 。 注 意 在 最 坏 情形 下 二 分 搜索 需要 用 到 2log n 十 2 次 比较 。 故 二 分 搜索 在 最 坏 情形 下 需要 
O(log n) 次 比较 ， 因 为 2log n 十 2 一 B(log n)。 由 此 分 析 可 知 在 最 坏 的 情况 下 ， 二 分 搜索 算法 比 
线性 搜索 效率 高 ， 因 为 由 例 2 我 们 知道 线性 搜索 算法 最 坏 情形 的 时 间 复 杂 度 是 8(n)。 < 

平均 情形 复杂 度 ” 除 最 坏 情形 分 析 以 外 ， 还 有 另 一 类 重要 的 复杂 度 分 析 称 为 平均 情形 分 
析 。 在 这 类 分 析 中 就 是 要 找 出 求解 针对 一 定 规模 的 问题 的 所 有 可 能 的 输入 所 用 到 的 运算 的 平均 
数 。 平 均 情形 时 间 复 杂 度 分 析 一 般 比 最 坏 情形 分 析 复 杂 得 多 。 不 过 ， 线 性 搜索 算法 的 平均 情形 
分 析 不 难 完成 ， 如 例 4 所 示 。 

例 4 以 用 到 的 平均 比较 次 数 来 描述 线性 搜索 算法 的 平均 情形 执行 性 能 ， 假 定 元 素 z 在 列 
表 中 并 且 z 出 现在 任何 位 置 的 可 能 性 相等 。 

解 由 假设 整数 xz 是 列表 中 的 整数 a1,a;， ”Qnr 之 一 。 如 果 z 是 列表 的 第 一 项 a， 需要 3 
次 比较 : 一 次 i<n 判断 是 否 已 到 达 列 表 结 尾 ， 一 次 zx 关 a; 比较 xz 和 第 一 项 ， 再 一 次 在 循环 外 的 
比较 i<n。 如 果 xz 是 列表 的 第 二 项 a,， 再 需要 2 次 比较 ， 所 以 总 共 要 5 次 比较 。 一 般 来 说 ， 如 
果 工 是 列表 的 第 ;项 ai， 第 ii 次 循环 的 每 一 次 都 要 做 2 次 比较 ， 外 加 循环 外 一 次 ， 所 以 共 需 要 
2i 十 1 次 比较 。 故 ， 用 到 的 平均 比较 次 数 等 于 : ; 

3 


用 2.4 节 表 2 中 第 二 行 的 公式 (参见 2.4 节 练 习 37b) ， 
1 十 2 十 3 十 … 十 n= 二 


所 以 ， 线 性 搜索 算法 使 用 的 平均 比较 次 数 ( 当 已 知 z 在 列表 中 时 ) 是 
2LKz 十 2 1 一 下 


(2 十 1) 
2 


即 @(n)。 本 


评注 例 4 的 分 析 假定 工 在 被 搜索 的 列表 中 。 当 工 可 能 不 在 列表 中 时 ， 也 可 以 对 该 算 
法 做 平均 情形 分 析 ( 参 见 练 习 23) 。 


评注 尽管 我 们 把 判断 是 否 到 达 循 环 结尾 所 需 的 比较 也 计算 进来 ， 但 通常 这 些 比较 是 
可 以 不 算 的 。 从 现在 起 我 们 将 忽略 这 些 比较 。 


两 个 排序 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 ” 例 5 和 例 6 分 析 冒 泡 排序 和 插入 排序 的 最 坏 情形 复杂 度 。 

例 5 用 所 需 比 较 次 数 来 衡量 冒 泡 排序 的 最 坏 情形 复杂 度 是 多 少 ? 

解 ” 之 前 在 3. 1 节 例 4 中 描述 的 冒 泡 排序 通过 一 遍 遍 处 理 列表 对 该 列表 进行 排序 。 在 每 一 
遍 冒 泡 排序 都 连续 比较 相 邻 元 素 ， 必 要 时 交换 相 邻 元 素 。 当 第 i 遍 开始 时 ，i 一 1 个 最 大 的 元 素 
保证 在 正确 位 置 上 。 在 这 一 遍 ， 使 用 了 "一 ;次 比较 。 因 此 ， 利 用 2.4 节 表 2 第 二 行 的 求 和 公式 
可 得 ， 冒 泡 排序 对 ”个 元 素 的 列表 进行 排序 时 所 需 使 用 的 总 的 比较 次 数 是 


一 D) 十 (一 2 十 …… 十 2 十 1 一 到 二 2 


注意 冒 泡 排序 总 是 使 用 这 么 多 次 的 比较 ， 因 为 即使 在 某 个 中 间 步 骤 列 表 已 经 完全 排 好 了 ， 冒 泡 
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排序 仍 会 继续 进行 。 因此， 用 比较 次 数 来 衡量 时 ， 冒 泡 排 序 使 用 nCn 一 1)/2 次 比较 ， 所 以 它 的 
最 坏 情形 复杂 度 是 @(x)。 q 

例 6 用 比较 次 数 来 衡量 插入 排序 的 最 坏 情 形 复杂 度 是 多 少 ? 

解 ”插入 排序 (其 描述 在 3.1 节 ) 把 第 7 个 元 素 插 人 到 前 7 一 1 个 已 排 好 顺序 的 元 素 中 的 正确 
位 置 上 。 插 入 排序 用 线性 搜索 技术 来 做 到 这 一 点 ， 依 次 比较 第 j 个 元 素 与 后 续 各 项 ， 直 到 找到 
大 于 或 等 于 这 个 元 素 的 一 项 或 者 比较 a 与 它 自身 为 止 ， 因 为 w 不 小 于 它 自 身 。 于 是 ， 在 最 坏 
情形 下 ， 把 第 7 个 元 素 插入 正确 位 置 需要 7 次 比较 。 所 以 ， 用 插入 排序 对 x 个 元 素 的 列表 排序 
时 所 使 用 总 的 比较 次 数 是 


2+3 二 十 n 一 人 2 一 1 


以 上 利用 了 2.4 节 表 2 第 二 行 的 连续 整数 之 和 的 求 和 公式 (参见 2.4 节 练 习 37b)， 并 且 注 意 这 
个 和 式 中 缺少 第 一 项 1。 注 意 ， 如 果 较 小 的 元 素 起 初 是 在 列表 的 尾部 ， 则 插入 排序 可 能 使 用 相 
当 少 的 比较 次 数 。 结 论 是 插入 排序 的 最 坏 情 形 复杂 度 是 8(C ) 。 本 

在 例 5 和 例 6 中 我 们 证 明了 冒 泡 排 序 和 插入 排序 的 最 坏 情形 复杂 度 均 为 86(x)。 可 是 ， 最 
有 效 的 排序 算法 能 在 OC(n log nw) 时 间 内 对 个 元 素 进 行 排序 ， 我们 将 用 在 8. 3 节 和 11. 1 节 中 学 
到 的 技术 来 证 明之 。 从 现在 起 我 们 假设 对 个 元 素 进行 排序 可 以 在 Oln log 站 时 间 内 完成 。 


3. 3.3 ”和 矩阵 乘法 的 复杂 度 
两 个 矩阵 乘积 的 定义 可 以 表达 为 计算 两 个 矩阵 乘积 的 算法 。 假 定 mXn 和 矩阵 C=[cy] 是 mXk 
和 矩阵 4 三 [ay] 和 kXn 和 矩阵 B 二 [by ] 的 乘积 。 算法 1 是 用 伪 代 码 表示 的 基于 矩阵 乘积 定义 的 算法 。 


算法 1 矩阵 乘法 


procedure matrix multiplication( 和 4，B: 矩阵 ) 
fori :一 1 tom 
for ;} :=1 ton 
ci =O 
forg :一 1 tok 
G :=cy anby 


return C{C 二 [cj ] 是 A 和 B 的 乘积 } 
he 














我 们 可 以 用 算法 中 使 用 的 加 法 和 乘法 的 次 数 来 确定 这 一 算法 的 复杂 度 。 

例 7 用 算法 1 计算 两 个 nXn 整数 矩阵 的 乘积 需要 用 到 多 少 次 整数 加 法 和 整数 乘法 ? 

解 在 4 和 了 的 乘积 中 有 7 个 元 素 。 计 算 每 个 元 素 要 做 nn 次 乘法 和 nn 一 1 次 加 法 。 所 以 ， 
一 共 需 要 ni 次 乘法 和 ww (n 一 1) 次 加 法 。 4 

令 人 吃惊 的 是 ， 有 上 比 算法 1 效率 高 的 矩阵 乘法 算法 。 例 7 说 明 直 接 根据 定义 计算 两 个 nXn 
和 矩阵 的 乘积 需要 OC ) 次 乘法 和 加 法 。 而 用 其 他 算法 计算 两 个 nXn 和 矩阵 的 乘积 只 需 OCn”) 次 
乘法 和 加 法 。( 在 LCoLeRiSt09] 中 可 找到 这 种 算法 的 细节 。) 

我 们 也 可 以 分 析 第 2 章 描述 的 计算 两 个 矩阵 布尔 积 的 算法 复杂 度 ， 如 算法 2 所 示 。 





算法 2 0-1 矩阵 的 布尔 积 
procedure Boolean product of Zero-One Matrices(A，B : 0-1 和 矩阵 ) 


fori :一 1] tom 


for 7 :一 1 ton 
:一 0 
forg :一 ] tok 
ci :=cjy V (aw Mbs) 
return C{C 二 [ci ] 是 A 和 B 的 布尔 积 } 
| 
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很 容易 确定 计算 两 个 nXn 和 矩阵 的 布尔 积 所 需要 的 比特 运算 次 数 。 

例 8 计算 4@B 需要 做 多 少 次 位 运算 ， 其 中 和 A 和 BB 为 nXn 阶 0-1 和 矩阵 ? 

解 4@OB 中 有 mn’ 个 元 素 。 用 算法 2， 需 要 nn 次 V 和 nn 次 人 来 计算 A4©B 的 一 个 元 素 。 因 
此 ， 每 求 一 个 元 素 需 要 2n 次 位 运算 。 所 以 ， 用 算法 2 计算 A4©B 需要 2n 次 位 运算 。 4 

矩阵 链 乘 法 ”涉及 矩阵 乘法 复杂 度 的 还 有 另 一 个 重要 问题 。 怎 样 用 最 少 的 整数 乘法 来 计算 we 王 
和 矩阵 链 AlA,.…A,，, 其 中 Al， A,,，…，A, 分 别 为 miXm, m2 Xm ms, Mma X mnt 阶 的 整数 矩 
阵 。( 因 为 矩阵 乘法 是 可 结合 的 ， 如 2. 6 节 练 习 13 所 示 ， 所 以 计算 乘法 的 次 序 不 影响 乘积 。) 注 
意 用 算法 1 把 一 个 m Xm 和 矩阵 和 一 个 ms Xms 矩阵 相 乘 时 需要 做 mmsms 次 整数 乘法 。 例 9 解 
释 该 问题 。 

例 9 4 、4, 和 A 分 别 是 30X20、20X40 及 40X10 的 整数 矩阵 ， 应 该 用 什么 次 序 计 算 
A! 、4, 和 A; 的 乘积 使 得 所 用 的 整数 乘法 次 数 最 少 ? 

解 ” 有 两 种 方法 计算 4,4;4:, 的 次 序 ， 即 4, (4:4: ) 和 (4;4,)4: 。 

如 果 4。 和 A; 首先 相 乘 ， 需 做 20* 40。10 二 8000 次 整数 乘法 来 计算 20X10 矩阵 4:4, 。 然 
后 ， 计 算 4, 和 4:4: 的 乘积 需要 30。20。10 王 6000 次 乘法 。 因 此 ， 总 共 需 要 使 用 

8000 十 6000 = 二 14 000 
次 乘法 。 另 一 方面 ， 如 果 4, 和 4, 首先 相 乘 ， 需 做 30 X20X40 二 24 000 次 乘法 来 计算 30X 40 
矩阵 4,4, 。 然 后 ， 计 算 A14, 和 A 的 乘积 需要 30X40X10=12 000 次 乘法 。 因 此 ， 总 共 需 要 
使 用 
24 000 十 12 000 = 36 000 

次 乘法 。 

显然 ， 第 一 种 计算 顺序 更 有 效 。 本 

我 们 将 在 8. 1 节 练 习 57 再 回 到 这 个 问题 。[CoLeRiSt09] 中 讨论 了 确定 计算 矩阵 链 相 乘 最 
有 效 方式 的 算法 。 


3. 3.4 算法 范 型 

3. 1 节 介 绍 了 算法 的 基本 概念 。 我 们 给 出 了 许多 不 同 算法 的 例子 ， 包 括 搜索 和 排序 算法 。 
我 们 也 介绍 了 贪 焚 算 法 的 概念 ， 给 出 了 可 以 用 贪 禁 算 法 求解 的 一 些 例子 。 贪 禁 算 法 就 是 一 种 算 
法 范 型 algorithmic paradigm) 的 示例 ， 所 谓 算法 范 型 就 是 基于 一 种 特定 概念 的 通用 方法 ， 可 以 
用 来 构造 求解 一 类 广泛 问题 的 算法 。 

本 书 中 我 们 会 基于 不 同 的 算法 范 型 一 一 包括 最 常用 的 算法 范 型 来 构造 求解 许多 不 同 问题 的 
算法 。 可 以 将 这 些 范 型 作为 基础 用 来 构造 解决 一 类 广泛 问题 的 有 效 算法 。 

我 们 已 经 学 过 的 一 些 算 法 就 是 基于 一 种 本 小 节 要 描述 的 称 为 蛮 力 的 算法 范 型 。 本 书后 续 要 
学 习 的 算法 范 型 包括 第 8 章 的 分 而 治之 算法 和 动态 规划 、 第 10 章 的 回 湖 ， 以 及 第 7 章 的 随机 
算法 。 除 了 本 书 描述 的 以 外 还 有 许多 重要 的 算法 范 型 。 想 了 解 更 多 请 参考 算法 设计 书籍 ， 如 
[KITa06 ] 。 

谈 力 算法 “ 蛮 力 是 一 个 基本 的 但 又 重要 的 算法 范 型 。 在 蛮 力 算法 (brute-force algorithm) 
中 ， 问 题 是 通过 基于 对 问题 的 描述 和 术语 的 定义 以 最 直接 的 方式 解决 的 。 设 计 蛮 力 算法 来 解决 
那些 不 太 在 意 所 需 计 算 资 源 的 问题 。 例 如 ， 在 某 些 蛮 力 算法 中 ， 一 个 问题 的 求解 是 通过 检查 每 
一 种 可 能 的 解 ， 然 后 找 出 最 可 能 的 解 。 一 般 情况 下 ， 蛮 力 算法 是 朴素 的 问题 求解 方法 ， 而 不 需 
要 利用 问题 的 任何 特殊 结构 或 聪明 的 点 子 。 

注意 3. 1 节 寻 找 一 个 序列 中 的 最 大 元 素 的 算法 1 就 是 一 个 蛮 力 算法 ， 因 为 它 检查 序列 的 
个 元 素 的 每 一 个 以 找到 最 大 项 。 通 过 每 次 加 一 个 数 来 寻找 n 个 数 之 和 的 算法 也 是 蛮 力 算法 ， 还 
有 基于 定义 的 矩阵 乘法 算法 (算法 1 )。 冒 泡 排 序 、 插 入 排序 、 选 择 排序 (分 别 在 3. 1 节 算 法 4 和 
算法 5 以 及 练习 42 中 描述 的 ) 也 可 以 认为 是 蛮 力 算法 ， 所 有 这 三 个 排序 算法 都 是 最 直接 的 方 
法 ， 其 效率 也 远 比 第 5 章 和 第 8 章 要 讨论 的 合并 排序 和 快速 排序 这 类 排序 算法 低 。 


192 第 3 章 





虽然 蛮 力 算法 通常 比较 低 效 , 但 通常 却 非 常 有 用 。 蛮 力 算法 是 能 够 解决 实际 问题 的 ， 特 别 
是 当 输入 规模 不 是 很 大 时 ， 即 使 对 于 大 规模 的 输入 会 变 得 不 切实 际 。 再 者 ， 当 设计 新 算法 来 解 
决 一 个 问题 时 ， 目 标 通 常 是 寻找 一 个 比 蛮 力 算法 更 有 效 的 算法 。 这 类 问题 的 一 个 实例 如 例 10 
所 示 。 

例 10 构造 一 个 蛮 力 算法 ， 寻找 平面 上 nn 个 点 的 集合 中 的 最 近 点 对 (closest pair of points) ， 
并 给 出 最 坏 情 形 下 算法 用 到 的 位 运算 次 数 的 大 O 估计 。 

解 假设 给 定 输入 点 (zi， 1 和 (zi， yj) 之 间 的 距离 
是 Vz 一 z;)? 十 (yy, 一 y:)*”。 寻 找 这 些 点 的 最 近 点 对 的 蛮 力 算法 可 以 通过 计算 wn 个 点 的 所 有 点 
对 的 距离 然后 确定 最 小 距离 来 实现 。( 我 们 可 以 做 一 个 简化 使 得 计算 变 得 更 容易 一 些 ， 我 们 计 
算 点 对 之 间距 离 的 平方 而 非 距离 来 寻找 最 近 的 点 对 。 之 所 以 可 以 这 样 做 是 因为 点 对 之 间 的 距离 
最 小 时 该 点 对 之 间距 离 的 平方 也 是 最 小 的 .) 








算法 3 寻找 最 近 点 对 的 蛮 力 算法 
procedure closest-pair((zl ， )，(z，y%)，…，(z，y): 实数 对 ) 
min 一 co 
for i :一 2 ton 
forj :=1'to i—1 
if(z;—Zzi)’ (yj;—y)’:<min then 
min := (zj;—Zz:)’: 二 +(y;—y)’ 
closest pair :=((Zzi, yi), (x;, y;)) 


return closest pair 


要 估计 算法 用 到 的 操作 步 数 ， 首 先 注意 循环 要 经 过 nn 一 1)/2 个 点 对 ((z;， yi)，(Zz，»)) 
(读者 可 以 自行 验证 )。 对 于 每 个 这 样 的 点 对 ,计算 (zj 一 Zz) 十 (yy 一 y;)*， 与 min 的 当前 值 比较 ， 
如 果 它 小 于 min 就 用 这 个 新 值 替换 min 的 当前 值 。 按 算术 运算 和 比较 的 次 数 来 衡量 ， 可 以 得 出 该 
算法 使 用 Bx) 次 操作 。 

第 8 章 将 推导 一 个 确定 最 近 点 对 的 算法 ， 在 给 定 平 面 中 个 点 作为 输入 时 ， 其 最 坏 情 形 复 
杂 度 为 O(n log n) 。 最 初 发 现 这 样 一 个 效率 远 高 于 蛮 力 方法 的 算法 被 认为 是 相当 称奇 的 。 中 


3. 3.5 理解 算法 的 复杂 度 

表 1 中 给 出 了 描述 算法 时 间 复 杂 度 的 几 个 常用 术语 。 例如， 一 个 求 n 个 元 素 列 表 前 100 项 
中 最 大 项 的 算法 可 以 通过 对 前 100 项 的 序列 应 用 算法 1 得 到 ， 其 中 n 是 满足 nn 宇 100 的 整数 ， 
具有 常量 复杂 度 (constant complexity) ， 因 为 无 论 n 是 什么 值 ， 这 个 算法 都 使 用 99 次 比较 (读者 
可 以 验证 )。 线 性 搜索 算法 具有 线性 (linear) (最 坏 情形 或 平均 情形 ) 复 杂 度 ， 而 二 分 搜索 算法 具 
有 对 数 (logarithmic) (最 坏 情形 ) 复 杂 度 。 许 多 重要 的 算法 都 具有 n log nn 或 者 线性 对 数 
(linearithmic) (最 坏 情形 ) 复 杂 度 ,例如 将 在 第 4 章 学 习 的 归并 排序 。( 线 性 对 数 (linearithmic) 
是 词语 线性 (linear) 和 对 数 (logarithmic) 的 复合 词 。) 








表 1 算法 复杂 度 常 用 术语 









常量 复杂 度 @(ns) 多 项 式 复 杂 度 
对 数 复杂 度 @(6b"), b>1 指数 复杂 度 
线性 复杂 度 Qn!) 阶乘 复杂 度 
线性 对 数 复杂 度 


9(1) 





O(log n) 






Qn) 








Qn log n) 
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一 个 算法 具有 多 项 式 复杂 度 (polynomial complexity) 如 果 它 的 复杂 度 是 8(n)， 其 中 5b 是 满 
足 5 宇 1 的 整数 。 例 如 ， 冒 泡 排 序 算 法 是 多 项 式 时 间 算 法 ， 因 为 它 在 最 坏 情 形 下 使 用 Bx) 次 比 
较 。 一 个 算法 有 指数 复杂 度 (exponential complexity) 如 果 它 的 时 间 复 杂 度 为 6(")， 其 中 b>1。 
通过 检查 变量 的 所 有 可 能 的 真 值 赋值 来 判定 n 个 变量 的 复合 命题 是 否 是 可 满足 的 算法 是 一 个 指 
数 复杂 度 算法 ， 因 为 它 用 98(2") 次 运算 。 最 后 ， 一 个 算法 具有 阶乘 复杂 度 (factorial complexity) 
如 果 它 的 时 间 复 杂 度 是 86("!) 。 寻 找 一 个 推销 员 可 以 用 来 访问 :个 城市 的 所 有 顺序 的 算法 具有 
阶乘 复杂 度 ， 我 们 将 在 第 9 章 讨 论 这 个 算法 。 

易 解 性 (tractability) ”一 个 能 用 多 项 式 最 坏 情 形 复杂 度 的 算法 求解 的 问题 称 为 易 解 的 
(tractable) ， 因 为 针对 问题 在 合理 规模 的 输入 下 ， 可 期 望 算法 在 相对 短 的 时 间 内 给 出 解答 。 不 
过 ， 如 果 在 大 @ 估计 中 的 多 项 式 次 数 过 高 (如 100 次 ) 或 者 如 果 多 项 式 的 系数 非常 大 ， 则 算法 都 
可 能 会 花 特别 长 的 时 间 来 解 题 。 所 以 ， 一 个 能 用 多 项 式 最 坏 情 形 复杂 度 的 算法 来 解决 的 问题 也 
不 能 保证 能 在 合理 时 间 内 得 到 解答 ， 即 使 是 对 于 相对 较 小 的 输入 值 。 幸 运 的 是 ， 实 践 中 这 种 估 
计 中 用 到 的 多 项 式 的 次 数 和 系数 都 不 大 。 

对 于 那些 不 能 用 最 坏 情 形 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 算法 解决 的 问题 情况 要 糟 得 多 。 这 种 问题 
称 为 难 解 的 (intractable) 。 虽 然 并 不 总 是 ， 但 通常 即使 对 于 小 规模 的 输入 在 最 坏 情 形 下 也 需要 
特别 大 量 的 时 间 来 解决 问题 。 不 过 ， 实 践 中 会 有 这 样 的 情形 ， 具 有 某 种 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 
的 算法 在 大 多 数 情 况 下 都 能 够 比 在 最 坏 情形 下 更 快 地 解决 问题 。 如 果 允 许 少量 情况 下 问题 不 
能 在 合理 的 时 间 内 得 到 解答 ， 那 么 平均 情形 时 间 复 杂 度 就 是 对 算法 解 题 所 需 时 间 的 一 个 更 好 
的 度量 方式 。 业 界 许多 重要 的 问题 都 被 认为 是 难 解 的 ， 但 在 实践 中 对 于 日 常生 活 中 出 现 的 所 
有 输入 基本 上 都 能 得 到 解决 。 另 一 种 处 理 实 践 中 出 现 的 难 解 问题 的 方法 是 寻求 问题 的 近似 解 
而 非 精 确 解 。 也 许 存 在 求 近 似 解 的 快速 算法 ， 甚 至 还 能 保证 这 些 近 似 解 和 精确 解 相 差 不 
二 大: 

甚至 存在 这 样 一 些 问题 ， 可 以 被 证 明 是 没有 算法 能 够 求解 它们 的 。 这 种 问题 称 为 不 可 解 的 
(unsolvable) (相对 于 可 以 用 一 个 算法 求解 的 可 解 的 (solvable) 问 题 而 言 ) 。 第 一 个 证 明 存 在 不 可 
解 问题 的 是 伟大 的 英国 数学 家 和 计算 机 科学 家 阿兰 .图 灵 (Alan Turing) ， 当 时 他 证 明了 停机 问 
题 是 不 可 解 的 。 我 们 在 3. 1 节 证 明了 停机 问题 是 不 可 解 的 。( 在 第 13 章 有 图 灵 小 传 以 及 对 他 在 
某 些 其 他 方面 的 工作 介绍 。) 

P 与 NP 算法 复杂 度 的 研究 远 超出 这 里 所 能 介绍 的 。 可是， 注意 人 们 相信 许多 可 解 的 
问题 具有 这 样 的 性 质 ， 即 没有 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 算法 能 求解 ,但 是 一 旦 有 了 一 
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斯 蒂 芬 。 库 克 (Stephen Cook， 生 于 1939 年) 库 克 出 生 在 布 法 罗 ， 他 的 父亲 是 一 
名 工业 化 学 家 并 教授 大 学 课程 。 他 的 母亲 在 一 所 社区 学 院 教 授 英 语 课程 。 在 高 中 时 他 
通过 和 当地 一 位 著名 的 发 明了 第 一 个 植 人 式 心 脏 起 搏 器 发 明 家 的 一 起 工作 ， 库 克 对 电 
子 产品 产生 了 极 大 兴趣 。 

库 克 在 密歇根 大 学 主 修 数 学 专业 ，1961 年 毕业 。 他 在 哈佛 大 学 读 研 究 生 ， 并 在 
1962 年 获得 硕士 学 位 ，1966 年 获得 博士 学 位 。1966 年 库 克 被 任命 为 伯克利 加 州 大 学 
数学 系 的 助理 教授 。 他 没有 被 聘 为 终身 教 职 可 能 是 因为 数学 系 教员 对 他 的 工作 没有 太 
大 的 兴趣 ， 而 他 的 工作 现在 被 认为 是 理论 计算 机 科学 的 最 重要 领域 之 一 。1970 年 他 加 入 了 多 伦 多 大 学 ， 
任 计算 机 科学 系 和 数学 系 的 助理 教授 。 他 一 直 在 多 伦 多 大 学 ，1985 年 他 被 任命 为 大 学 教授 。 

库 克 被 认为 是 计算 复杂 度 理论 的 创始 人 之 一 。1971 年 他 的 论文 “定理 证 明 过 程 的 复杂 度 ”(The 
Complexity of Theorem Proving Procedures) 形 式 化 了 NP 完全 和 多 项 式 时 间 简 化 的 概念 ， 通 过 证 明 可 满足 
性 问题 就 是 这 样 一 个 NP 完全 问题 从 而 证 明了 NP 完全 问题 的 存在 性 ， 并 引入 臭名 昭著 的 P 与 NP 问题 。 

库 克 获得 过 许多 奖项 ， 包 括 1982 年 的 图 灵 奖 。 他 已 婚 并 有 两 个 儿子 。 他 的 业余 爱好 包括 演奏 小 提琴 
和 参加 帆船 比赛 。 





| 
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个 解答 ， 却 可 以 用 多 项 式 时 间 内 来 验证 。 能 以 多 项 式 时 间 内 验证 解 的 问题 称 为 属于 NP 类 
( 易 解 的 问题 属于 P 了 类 )。 缩写 NP 是 指 非 确定 性 多 项 式 (nondeterministic polynomial) 时 间 。 
3.1 节 讨论 的 可 满足 性 问题 就 是 一 个 NP 问题 的 例子 可 以 快速 地 验证 复合 命题 的 一 组 
变量 的 真 值 赋值 让 这 个 命题 成 真 ， 但 是 至 今 没 有 发 现 找 出 这 种 真 值 赋值 的 多 项 式 时 间 算 
法 。( 例 如 ， 穷 举 搜 索 所 有 可 能 的 真 值 赋 值 需要 QC(2") 次 位 运算 ， 其 中 是 复合 命题 的 变 
量 数 .) 

还 有 一 类 重要 的 问题 ， 称 为 NP 完全 问题 (NP-complete problem)， 具 有 这 样 的 性 质 即 只 要 
其 中 任何 一 个 问题 能 用 一 个 多 项 式 时 间 最 坏 情形 算法 来 求解 ， 那 么 NP 类 的 所 有 问题 都 能 用 多 
项 式 时 间 最 坏 情 形 算法 来 求解 。 可 满足 性 问题 也 是 NP 完全 问题 的 一 个 例子 。 它 是 一 个 NP 问 
题 ， 并 且 如 果 知 道 了 一 个 求解 它 的 多 项 式 时 间 算 法 ， 那么 所 有 已 知 在 该 问题 类 中 的 所 有 问题 就 
都 有 多 项 式 时 间 算 法 (在 这 个 类 中 有 许多 重要 问题 ) 。 最 后 这 个 叙述 基于 这 样 一 个 事实 ， 即 NP 
中 的 每 个 问题 可 在 多 项 式 时 间 内 归 约 为 可 满足 性 问题 。 尽 管 已 经 发 现 有 3000 多 个 NP 完全 问 
题 了 ， 但 可 满足 性 问题 是 第 一 个 被 证 明 是 NP 完全 的 问题 。Stephen Cook 和 Leonid Levin 在 20 
世纪 70 年 代 独 立 证 明了 该 结论 ， 因 而 阐述 该 结论 的 定理 称 为 是 Cook-Levin 定理 。 

P 与 NP 问题 (P versus NP problem) 是 问 NP( 有 可 能 在 多 项 式 时 间 内 检验 其 解 的 一 类 问题 ) 
是 否 等 于 P( 一 类 易 解 的 问题 )。 如 果 P 关 NP， 则 存在 这 样 一 些 不 能 在 多 项 式 时 间 内 求解 但 其 解 
可 以 在 多 项 式 时 间 内 验证 的 问题 。NP 完全 性 的 概念 有 助 于 研究 解决 P 与 NP 问题， 因为 NP 完 
全 问题 是 那些 在 NP 类 中 被 认为 最 不 可 能 是 P 类 中 的 问题 ， 由 于 NP 中 的 每 个 问题 可 以 在 多 项 
式 时 间 内 归 约 为 一 个 NP 完全 问题 。 绝 大 多 数理 论 计算 机 科学 家 相信 P 关 NP， 这 意味 着 没有 
NP 完全 问题 能 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 该 信念 的 一 个 理由 是 尽管 做 了 广泛 的 研究 ， 但 没有 人 成 
功 地 证 明 P 二 NP。 特 别 是 ， 没有 人 找到 一 个 最 坏 情形 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 算法 能 够 解决 任何 
NP 完全 问题 。P 与 NP 问题 是 数学 科学 (包括 理论 计算 机 科学 ) 中 最 著名 的 悬而未决 的 问题 之 
一 。 它 是 7 个 著名 的 千 禧 年 大 奖 问题 之 一 ， 其 中 6 个 依然 未 解 。 克 雷 数学 研究 所 提供 100 万 美 
元 奖金 悬赏 求解 该 问题 。 

要 更 多 了 解 算法 复杂 度 的 信息 ， 参 阅 本 书 最 后 为 本 节 列 出 的 文献 ， 包 括 [CoLeRiSt09] 。 
(另外 ， 关 于 以 图 灵机 来 定义 的 计算 复杂 度 的 正式 讨论 可 参见 13. 5 节 。) 

实际 的 考虑 ”注意 一 个 算法 时 间 复 杂 度 的 大 @ 估 计 表 达 了 解 题 所 需要 的 时 间 如 何 随 输入 
规模 的 增长 而 增长 。 在 实践 中 使 用 被 证 明 是 最 好 的 估计 ( 即 参照 函数 最 小 ) 。 不 过 ， 时 间 复 杂 
度 的 大 @ 估计 不 能 直接 翻译 成 计算 机 实际 使 用 的 时 间 量 。 一 个 原因 是 大 8 估计 jz) 是 
Bl(g(n)) 的 ， 这 里 f() 是 算法 的 时 间 复 杂 度 而 g() 是 参照 函数 ， 意 味 着 存在 常数 Cl 、Cz 和 
使 得 当 xz& 时 有 Cig(W) 志 f(n) 三 Cg(n)。 所 以 在 不 知道 不 等 式 中 的 常数 CC 、C; 和 时， 就 
不 能 用 这 一 估计 来 判定 最 坏 情形 下 所 使 用 的 运算 次 数 的 上 界 和 下 界 。 正 如 前 文 说 过 ,一 次 运 
算 所 需要 的 时 间 还 取决 于 运算 类 型 和 使 用 的 计算 机 。 通 常 ， 算 法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 只 采 
用 大 OO 估计， 而 不 是 大 @ 人 估计。 注意 算法 时 间 复 杂 度 的 大 O 估 计 只 能 对 算法 在 最 坏 情形 所 需 
时 间 以 输入 值 规模 的 函数 的 形式 提供 上 界 ， 而 不 提供 下 界 。 尽 管 如 此 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 
在 讨论 算法 时 间 复 杂 度 时 经 常会 用 大 O 估计 ， 同 时 要 懂得 大 @ 估计 能 提供 更 多 的 信息 。 

表 2 给 出 用 算法 求解 各 种 输入 规模 问题 所 需 的 时 间 ， 这 里 用 位 运算 的 位 数 nn 表示， 并 假定 
每 次 位 运算 需要 的 时 间 是 10 " 秒 ， 这 是 以 今天 最 快 的 计算 机 做 位 运算 所 需 时 间 的 一 种 合理 估 
计 。 需 要 的 时 间 超 过 10'” 年 的 在 表 中 用 星 号 表示 。 将 来 ， 这 些 时 间 会 随 着 更 快 的 计算 机 的 开发 
而 减少 。 我 们 可 以 用 表 2 所 列 时 间 来 看 看 当 我 们 在 现代 计算 机 上 运行 一 个 已 知 最 坏 情形 时 间 复 
杂 度 的 算法 时 ， 是 否 可 以 期 望 得 到 针对 给 定 输入 规模 问题 的 一 个 解 。 注 意 我 们 不 能 确定 一 台 计 
算 机 解决 一 个 特定 输入 规模 问题 所 需 的 确切 时 间 ， 因 为 这 涉及 计算 机 硬件 和 实现 算法 的 特定 软 
件 的 许多 方面 的 问题 。 
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表 2 算法 所 用 的 计算 机 时 间 


使 用 的 位 运算 
nlogn 














2 nl! 
3X10-1lls 10-ss kh Dk 
7X10-l1s 10-*s 7X10=2s LO~Ys 4X101Hyr 兴 
10X10-108 10=®s 1X10-7s I 3 罗 
LL3X10 Vs l0™’s 1X10-5s 10-3s 关 
1.7 汉 10r-10s TO= 4 2X10-5s 0. 1s 基 
2XT0205 x 


n? 














对 于 一 台 计 算 机 求解 一 个 问题 需要 多 长 时 间 有 一 个 的 合理 估计 是 很 重要 。 例 如 ， 如 果 一 个 
算法 大 约 需要 10 小 时 ， 也 许 值得 花费 这 些 机 时 (和 人 金钱) 求解 该 问题 。 但 是 ， 如 果 算 法 需要 数 
百 亿 年 来 求解 一 个 问题 ， 就 没有 理由 消耗 资源 来 实现 这 一 算法 。 现 代 技术 最 有 趣 的 现象 之 一 是 
计算 机 在 速度 和 内 存 空间 的 迅速 增长 。 减 少 计算 机 解 题 时 间 的 男 一 重要 因素 是 并 行 处 理 ， 这 是 
一 种 同时 执行 多 个 运算 序列 的 技术 。 

有 效 算法 ， 包 括 大 多 数 多 项 式 时 间 复 杂 度 的 算法 ， 都 能 从 重大 技术 进步 中 得 到 最 大 的 好 
处 。 可 是 ， 这 些 技术 进步 对 于 克服 指数 或 阶乘 时 间 复 杂 度 算法 的 复杂 度 方 面 似乎 没有 什么 帮 
助 。 由 于 计算 速度 的 增加 ， 计 算 机 内 存 的 增加 ， 再 加 上 采用 得 益 于 并 行 处 理 的 算法 ， 五 年 前 被 
认为 是 不 可 解 的 问题 现在 可 以 当做 例 行 事务 求解 了 ， 而 且 可 以 肯定 这 名 话 在 五 年 以 后 仍然 成 
立 。 当 采用 的 算法 是 难 解 的 时 候 更 是 如 此 。 


练习 
1. 试 给 出 下 面 算法 片断 用 到 的 运算 次 数 的 大 O 估计 (这 里 运算 是 指 加 法 或 乘法 )。 
t :=0 
fori:=1 to 3 
for ; :一 1 to 4 
t :一 上 十 订 
2. 试 给 出 下 面 算 法 片断 用 到 的 加 法 次 数 的 大 O 估计 。 


13 一 0 


for ;z :一 1 to 7 
for 7 :一 1 ton 
t :一 1 十 1 十 7 
3. 试 给 出 下 面 算法 片断 用 到 的 运算 次 数 的 大 O 估计 ， 这 里 运算 是 指 比较 或 乘法 (忽略 在 for 循环 中 测试 条 
件 所 需 的 比较 ， 其 中 wm ，a ，…，ow， 是 正 实数 ) 。 
7 :一 0 
for zi :一 1 ton 


for 7 :一 z 十 1 to 7 
m:=max(aia;, m) 
4. 试 给 出 下 面 算法 片断 用 到 的 运算 次 数 的 大 O 估计， 这 里 运算 是 指 加 法 或 乘法 (忽略 在 while 循环 中 测试 
条 件 所 需 的 比较 ) 。 
1 一] 
夺 :一 0 
while i<n 
t :=t 二 i 
i :=21i 
5. 3. 1 节 练 习 16 给 出 的 在 个 自然 数 的 序列 中 寻找 最 小 自然 数 的 算法 需要 使 用 多 少 次 比较 ? 
6. a) 用 伪 代 码 写 一 个 算法 ,使 用 插入 排序 将 任意 长 度 的 实数 列表 中 前 4 项 排列 成 递增 序 。 
b) 证 明 以 比较 次 数 度量 算法 的 时 间 复 杂 度 是 O(1)。 
7. 假定 已 知 一 个 元 素 是 一 个 有 32 个 元 素 的 列表 的 前 4 个 元 素 中 。 线 性 搜索 或 二 分 搜索 哪个 会 更 快 地 定 
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位 到 该 元 素 ? 


. 给 定 实数 x 和 正 整 数 &， 试 给 出 计算 zx” 使 用 的 乘法 次 数 ， 计 算 方 法 是 从 z 开始 连续 取 平方 ( 求 z*、x 


等 )。 这 样 是 否 比 通过 在 z+ 乘 上 适当 次 数 的 自身 来 计算 x” 更 高 效 ? 


, 给 出 下 述 算法 所 使 用 的 比较 次 数 的 大 O 估计 ， 通 过 检查 串 的 每 位 是 否 为 1 来 计算 位 串 中 1 的 个 数 ( 参 


见 3.1 节 练习 25) 。 

a) 证 明 下 面 的 算法 给 出 的 是 位 串 S 中 1 的 个 数 。 
procedure bit count(S: 位 串 ) 
count :一 0 
while S 和 天 0 

court :一 count 十 1 

Ss+=SAKS—1) 
return count{count 是 S 中 1 的 个 数 } 
其 中 S 一 1 是 把 S 中 最 右边 的 位 1 改 为 位 0， 同 时 把 这 一 位 右边 的 所 有 位 0 均 改 为 位 1 得 到 的 位 串 。 
[SA(S 一 1) 是 S 和 S 一 1 的 按 位 合 取 运算 。] 

b) 用 za) 中 的 算法 计算 位 串 S 中 1 的 个 数 需要 做 多 少 次 按 位 合 取 运 算 ? 

a) 假 设 有 集合 {1，2，…，n} 的 nn 个 子 集 S1，S;，…，S,。 试 写 出 一 个 蛮 力 算法 来 判定 是 否 有 一 对 子 
集 是 不 相交 的 。[ 提 示 : 算法 应 该 针对 子 集 进行 循环 ;， 对 于 每 个 子 集 S;， 需 要 对 所 有 其 他 子 集 进行 
循环 ; 而 对 其 他 子 集中 的 每 个 S;， 需 要 针对 Si 中 所 有 元 素 & 做 循环 以 判定 & 是 否 也 属于 S;。] 

b) 试 给 出 算法 用 于 判定 一 个 整数 是 否 在 其 中 一 个 子 集中 的 次 数 的 大 O 估计。 

考虑 下 面 的 算法 ， 以 二 个 整数 al ，a ，…，aw 的 序列 作为 输入 ， 生 成 一 个 矩阵 M 二 {ms } 作 为 输出 ， 


其 中 对 于 j 宇 i 时 mi; 是 整数 序列 a;， al，…，owai 中 的 最 小 项 ， 否则 mw 二 0。 
初始 化 M 使 得 当 j 宇 i 时 mi 二 ai 否则 my 一 0 
fori:=1 ton 


for j :一 ;十 1 ton 
for & :一 ;十 1 toj 
mz :=min(m;, ax) 
return M 二 {ms } {ms 是 a;，ai;r1，*……，aj; 中 的 最 小 项 》 
a) 证 明 这 个 算法 使 用 O0z ) 次 比较 来 计算 矩阵 M。 
b) 证 明 这 个 算法 使 用 QCni) 次 比较 来 计算 矩阵 MMM。 利用 该 事实 以 及 a) 得 出 结论 该 算法 使 用 B(x ) 次 比 
较 。[ 提 示 : 在 算法 的 两 层 外 循环 中 只 考虑 当 i 过 n/4 和 j 宇 3n/4 的 情形 。] 
计算 多 项 式 asz?* 十 aiz :十 … 十 wz 十 ao 在 z= 二 c 处 的 值 的 传统 算法 可 以 用 伪 代 码 表示 为 : 
procedure polynomial(c，ao ，a ，…，a: 实数 ) 
power :一 1 
2 :一 40 
for ;一 1 to 7 
Power :一 PoOwWer * c 
y :一 y 十 ai * power 
return y{y 一 anc" 十 ao ic 十 … 十 aaic 十 ao》 
其 中 y 的 最 终 值 即 是 该 多 项 式 在 x 二 c 处 的 值 。 
a) 按 上 述 算法 步骤 计算 3z? 十 z 十 1 在 zx 一 2 处 的 值 并 给 出 每 步 赋 值 语句 所 赋 的 值 。 
b) 准 确 地 说 计算 n 阶 多 项 式 在 z==c 处 的 值 需要 使 用 多 少 次 乘法 和 加 法 ?不 要 计算 增加 循环 变量 的 
值 所 做 的 加 法 。) 
有 比 练习 13 中 给 出 的 传统 算法 更 有 效 的 计算 多 项 式 值 的 算法 (以 使 用 的 乘法 和 加 法 次 数 来 度量 )。 这 个 
算法 称 为 霍 纳 法 (Horner's method)。 下 面 的 伪 代 码 说 明 怎样 用 这 一 方法 计算 wz" 十 ao-iz 十 … 十 
qz 十 ao 在 x==c 处 的 值 。 
procedure Horner(c，ao，al1，az:，*…，an: 实数 ) 


y :一 CQn 
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for ;一 1 ton 
y :一 y#Cc 十 aa-i 
return y{y 一 arc* 十 ao -lc 十 … 十 aic 十 ao》 
a) 按 上 述 算法 步骤 计算 3z? 十 zx 十 1 在 z==2 的 值 并 给 出 每 步 赋值 语句 所 赋 的 值 。 
b) 准 确 地 说 此 算法 计算 ” 阶 多 项 式 在 z=c 处 的 值 需要 使 用 多 少 次 乘法 和 加 法 ? (不 要 计算 增加 循环 
变量 的 值 所 做 的 加 法 。) 
使 用 需要 f(n) 次 位 运算 的 算法 解决 规模 为 n 的 问题 时 在 1 秒 内 能 解决 的 问题 的 最 大 规模 nn 是 多 少 ? 
这 里 每 个 位 运算 能 够 在 10“， 秒 完成 ， 且 采用 下 列 函 数 f(n)。 
a)logn b)n Cn logn 
dn €)2” Dn! 
使 用 需要 f(n) 次 位 运算 的 算法 解决 规模 为 n 的 问题 时 在 1 天 时 间 内 能 解决 的 问题 的 最 大 规模 n 是 多 
少 ? 这 里 每 个 位 运算 能 够 在 10 " 秒 完 成 ， 且 采用 下 列 函 数 f(n)。 
a)log 7 b)1000zz On 
d)1000n’ en f)2" 
g) 22r h)22- 
使 用 需要 f(n) 次 位 运算 的 算法 解决 规模 为 n 的 问题 时 在 1 分 钟 内 能 解决 的 问题 的 最 大 规模 n 是 多 少 ? 
这 里 每 个 位 运算 能 够 在 10 “ 秒 完成 ， 且 采用 下 列 函 数 f(n)。 
a)log log n b)log n c)(log n)’ 
d)1 000 000m e)n’ {2" 
g)2" 
如 果 算 法 求解 规模 为 n 的 问题 需 2m 十 2" 次 运算 ， 每 次 运算 需 10“ 秒 ， 对 于 下 面 给 出 的 n 值 ， 请 问 算 
法 解 题 需 要 多 少时 间 ? 
a)10 b)20 €)50 
d)100 
如 果 每 次 运算 需要 使 用 下 列 时 间 ， 请 问 使 用 2” 次 运算 的 算法 需要 多 少时 间 ? 
a)10“ 秒 b)10 悦 秒 c)10 -2 秒 
当 你 将 问题 的 输入 规模 从 n 翻 倍 到 2n 时 对 解 题 所 需 时 间 有 什么 影响 ?假定 算法 解决 输入 规模 为 n 的 
问题 时 所 需 的 毫秒 数 为 如 下 函数 。[ 尽 可 能 将 答案 表达 得 简单 些 , 或 者 一 个 比值 或 者 一 个 差 值 。 你 的 
答案 可 以 是 的 函数 或 常量 .] 
a)log log 7 b)log x c)1007z 
dn log 7 en fn 
2)2” 
当 你 将 问题 的 输入 规模 从 增长 到 十 1 时 对 解 题 所 需 时 间 有 什么 影响 ? 假定 算法 解决 输入 规模 为 
的 问题 时 所 需 的 毫秒 数 为 如 下 函数 。[ 尽 可 能 将 答案 表达 得 简单 些 ， 或 者 一 个 比值 或 者 一 个 差 值 。 你 
的 答案 可 以 是 的 函数 或 常量 。] 
a)logn b)100n On 
Dn ©)2" 2 
g)nl! 
判定 下 述 情况 需要 的 最 少 比 较 次 数 ， 即 最 好 情况 性 能 。 
a) 用 3. 1 节 算法 1 寻找 个 整数 的 序列 的 最 大 值 。 
b) 用 线性 搜索 在 ”个 元 素 的 列表 中 定位 一 个 元 素 。 
©) 用 二 分 搜索 在 n 个 元 素 的 列表 中 定位 一 个 元 素 。 
试 分 析 线 性 搜索 的 平均 情形 性 能 ， 如 果 恰 有 一 半 的 情况 z 不 在 列表 中 ; 而 且 当 工 在 列表 中 时 它 出 现 
在 列表 中 任何 位 置 的 可 能 性 都 一 样 。 
一 个 算法 解 题 时 相对 于 某 一 运算 来 说 是 最 优 的 ， 如 果 不 存 在 其 他 算法 在 解 此 题 时 使 用 更 少 的 此 种 运算 。 
a) 证 明 3. 1 节 算 法 1 相对 于 整数 比较 的 次 数 而 言 是 最 优 的 。[ 注 意 : 这 里 不 考虑 用 于 循环 管理 中 的 比较 。] 
b) 线 性 搜索 相对 于 整数 比较 次 数 是 最 优 的 吗 ? 〈 不 计 循 环 管理 中 用 到 的 比较 。) 
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描述 3. 1 节 练 习 27 给 出 的 三 分 搜索 算法 用 比较 次 数 度量 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

描述 3. 1 节 练 习 28 中 给 出 的 搜索 算法 用 比较 次 数 度量 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3.1 节 练 习 29 设计 的 在 非 递 减 序 整 数 表 中 定位 一 个 众 数 的 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练 习 30 设计 的 在 非 递减 序 整 数 表 中 定位 所 有 众 数 的 算法 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练 习 31 设计 的 在 整数 序列 中 寻找 第 一 个 与 它 前 面 某 项 相等 的 项 的 算法 的 最 坏 情形 时 
间 复 杂 度 。 

分 析 你 为 3. 1 节 练 习 32 设计 的 求 序列 中 所 有 那些 大 于 其 前 面 各 项 之 和 的 项 的 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 
分 析 你 为 3. 1 节 练 习 33 设计 的 求 序列 中 第 一 个 小 于 前 一 项 的 项 的 算法 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

用 比较 次 数 作 为 度量 来 确定 3. 1 节 练 习 5 的 在 整数 排序 表 中 寻找 所 有 多 次 出 现 的 值 的 算法 的 最 坏 情 
形 时 间 复 杂 度 。 

用 比较 次 数 作为 度量 来 确定 3. 1 节 练 习 9 的 判断 一 个 ?个 字符 的 串 是 否 是 回 文 的 算法 的 最 坏 情形 时 间 
复杂 度 。 

选择 排序 (参见 3. 1 节 练 习 41 前 的 说 明 ) 给 n 个 项 排序 要 用 多 少 次 比较 ?基于 你 的 答案 ， 试 给 出 以 选 
择 排序 中 的 比较 次 数 作为 度量 选择 排序 复杂 度 的 大 O 估计 。 

对 于 在 3. 1 节 练 习 47 前 的 说 明 中 描述 的 二 分 插入 排序 ， 以 所 使 用 的 比较 次 数 和 所 交换 的 项 数 来 度 
量 ， 找 出 其 最 坏 情 形 复杂 度 的 大 O 估计 。 

证 明 以 比较 次 数 作为 度量 时 采用 25 美 分 、10 美 分 、5 美 分 和 1 美 分 硬币 找 n 美 分 零钱 的 贪 禁 算法 具 
有 O(z) 复 杂 度 。 

练习 37 和 38 涉及 给 定 nn 个 讲座 的 开始 和 结束 时 间 时 尽 可 能 多 地 安排 讲座 的 问题 。 

试 找 出 通过 检查 讲座 的 所 有 可 能 子 集 的 方式 来 安排 讲座 的 蛮 力 算法 的 复杂 度 。[ 提 示 : 利用 个 元 素 
的 集合 有 2” 个 子 集 的 这 一 事实 。] 

找 出 通过 在 每 一 步 加 入 一 个 和 那些 已 安排 讲座 兼容 的 结束 时 间 最 早 的 讲座 的 方式 安排 最 多 讲座 的 贪 
禁 算 法 的 复杂 度 (3. 1 节 算法 7)。 假 设 讲座 还 没有 按 最 早 结束 时 间 排 序 ， 并且 假 设 排序 的 最 坏 情形 时 
间 复 杂 度 是 O(n log n)。 

试 描述 当 列表 规模 从 n 翻 倍 到 2n 时 ， 其 中 是正 整数 ， 采 用 这 些 算法 在 一 个 列表 中 搜索 一 个 元 素 在 
最 坏 情形 下 所 用 的 比较 次 数 是 如 何 变化 的 。 


a) 线 性 搜索 b) 二 分 搜索 

试 描述 当 待 排 序 的 列表 规模 从 n 翻 倍 到 2n 时 ， 其 中 nn 是 正 整数 ， 采 用 这 些 排 序 算法 在 最 坏 情形 下 所 
用 的 比较 次 数 是 如 何 变 化 的 。 

a) 冒 泡 排序 b) 插 入 排序 


c) 选 择 排序 ( 见 3. 1 节 练 习 41 前 的 导言 ) ”由 二 分 插入 排序 ( 见 3. 1 节 练 习 47 前 的 导言 ) 

一 个 nXn 和 矩阵 称 为 是 上 三 角 和 矩阵 (upper triangular) 如 果 当 i>j 时 a; 二 0。 

参考 矩阵 乘积 的 定义 ， 用 汉语 描述 计算 两 个 上 三 角 矩 阵 乘积 的 算法 ， 它 忽略 在 计算 中 自动 等 于 零 的 

给 出 练习 41 中 计算 两 个 上 三 角 和 矩阵 乘积 算法 的 伪 代 码 描述 。 

练习 41 中 计算 两 个 上”Xz 上 三 角 和 矩阵 乘积 算法 需要 用 到 多 少 次 元 素 乘法 ? 

在 练习 44-45 中 假设 用 于 pXg 和 矩阵 和 g Xr 矩阵 相 乘 所 需 的 元 素 乘法 次 数 是 par。 

计算 乘积 ABC 的 最 佳 次 序 是 什么 ， 如 果 A4、B 和 C 分 别 是 3X9、9X4 和 4X2 和 矩阵 ? 

计算 乘积 ABCD 的 最 佳 次 序 是 什么 ， 如 果 4、B、C 和 也 分 别 是 30X10、10X40、40X50 和 50X30 和 矩阵 ? 

这 个 练习 涉及 字符 串 匹 配 问题 。 

a) 试 解释 如 何 用 蛮 力 算法 在 一 个 n 个 字符 的 串 ( 称 为 文本 ) 中 寻找 一 个 给 定 的 m 个 字符 的 串 ( 称 为 目 
标 ) 的 第 一 次 出 现 ， 其 中 m 过 n。[ 提 示 : 考虑 寻找 目标 的 第 一 个 字符 的 一 个 匹配 ， 然 后 检查 连续 字 
符 的 匹配 ， 如 果 它 们 不 是 全 部 吻合 ， 将 开始 位 置 向 右 移 一 个 字符 。] 

b) 用 伪 代 码 写 出 你 的 算法 。 

c) 给 出 你 所 描述 的 蛮 力 算法 在 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 大 O 估计 。 


关键 术语 和 结论 


术语 
算法 Calgorithm) : 一 组 用 于 执行 一 个 计算 或 求解 一 个 问题 的 精确 指令 的 有 限 序 列 。 
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搜索 算法 (searching algorithm) : 在 一 个 列表 中 定位 一 个 元 素 的 问题 。 

线性 搜索 算法 (linear search algorithm) : 逐个 元 素 搜 索 列 表 的 过 程 。 

二 分 搜索 算法 (binary search algorithm) : 在 有 序列 表 中 通过 不 断 将 列表 分 半 进 行 搜索 的 过 程 。 

排序 (sorting) : 按 既 定 的 顺序 重新 排列 一 个 列表 中 元 素 的 次 序 。 

JCz) 是 OCSs(Cz)) 的 (FGz)isO(CsCz))): 给 定常 数 C 和 &， 对 所 有 zx 有 |f(z) | 三 Clg(z)| 的 
事实 。 

JCz) 是 OCg(Cz)) 的 这 一 关系 的 凭证 (witness to the relationship f(zx)is Ol(g(7x))):; 一 对 C 和民 
使 得 只 要 zz 二 & 就 有 |FCz)| 委 Clg(Cz) | 。 

FCz) 是 DC8Cz)) 的 (FrCz)is COC8Cz))): 给 定 正常 数 C 和 有 &， 对 所 有 z>& 有 |FCz)| 三 Clg(Cz) | 
的 事实 。 

FFCz) 是 BCSsCz)) 的 (FCz)is 9(Csg(Cz)):): f(z) 是 Olg(z)) 和 f(z) 是 QC(g(z)) 的 事实 。 

时 间 复 杂 度 (time complexity:): 算法 解 题 需要 的 时 间 量 。 

空间 复杂 度 (space complexity:): 算法 解 题 需 要 的 计算 机 存储 空间 量 。 

最 坏 情形 时 间 复 杂 度 (worst- case time complexity): 算法 求解 给 定 大 小 的 问题 时 需要 的 最 大 时 
间 量 。 

平均 情形 时 间 复 杂 度 (average-case time complexity) ， 算 法 求解 给 定 大 小 的 问题 时 需要 的 平均 时 
间 量 。 

算法 范 型 (algorithmic paradigm) : 基于 某 个 特定 的 概念 构造 算法 的 通用 方法 。 

变 力 算法 (brute force) : 从 问题 和 定义 出 发 以 最 朴素 的 方式 构造 求解 问题 的 算法 这 样 一 种 算法 
范 型 。 

贪 禁 算法 (greedy algorithm) : 根据 指定 条 件 在 每 一 步 都 做 最 好 选择 的 算法 。 

易 解 问题 (tractable problem) : 存在 最 坏 情形 多 项 式 时 间 算 法 可 以 求解 的 问题 。 

难 解 问题 (intractable problem) : 不 存在 最 坏 情 形 多 项 式 时 间 算 法 可 以 求解 的 问题 。 

可 解 问题 (solvable problem) : 可 以 由 算法 求解 的 问题 。 

不 可 解 问题 (unsolvable problem) : 不 能 由 算法 求解 的 问题 。 


结论 

线性 和 二 分 搜索 算法 (linear and binary search algorithms) : (参见 3.1 节 。) 

置 泡 排序 (bubble sort) : 采用 在 每 一 饥 都 交换 错位 的 相 邻 元 素 的 排序 方法 。 

插入 排序 (insertion sort) : 当 列 表 的 前 7 一 1 个 元 素 已 排 好 序 时 ， 在 第 7/ 步 把 第 7 个 元 素 插入 列 
表 中 正确 的 位 置 上 的 排序 方法 。 

线性 搜索 具有 O(n) 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

二 分 搜索 具有 O(log n) 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 

冒 泡 和 插入 排序 具有 OC ) 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 

log n! 是 O(nlog nn) 的 。 

如 果 f(z) 是 Olg1(z)) 的 且 f(z) 是 Ol(gs(z)) 的 ， 则 (所 十 f)(z) 是 OC(max(gi (zx)，g; (Xx))) 
的 且 ( 及 fi)(z) 是 OC((gigs(7x)) 的 。 

如 果 a。，al ，…，a, 都 是 实数 上 且 aa 天 0， 则 az" 十 az 十 … 十 wz 十 a 是 B(x") 的 ， 因 而 也 
是 O() 的 和 Q(n) 的 。 


复习 题 
1. a) 定 义 术 语 算法 。 

b) 有 哪些 不 同方 式 可 以 描述 算法 ? 

c) 求 解 问题 的 一 个 算法 和 求解 该 问题 的 一 个 计算 机 程序 有 什么 不 同 ? 
2. a) 用 中 文 描述 在 一 个 对 个 整数 的 列表 中 寻找 最 大 整数 的 算法 。 
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b) 用 人 擅 代 码 表达 这 一 算法 。 
c) 该 算法 使 用 多 少 次 比较 ? 
3. a) 叙 述 f(n) 是 O(g(n)) 的 这 一 事实 的 定义 ， 其 中 f(n) 和 g(n) 是 从 正 整 数 集 到 实数 集 的 函数 。 
b) 利 用 f(n) 是 OC(g(n)) 的 这 一 事实 的 定义 直接 证 明 或 反驳 丰 十 18n 十 107 是 O(ni) 的 。 
©) 利用 f(n) 是 OC(g(n)) 的 这 一 事实 的 定义 直接 证 明 或 反 驶 mw 是 Or 十 18n 十 107) 的 。 
4. 排列 下 列 函 数 使 得 每 个 函数 是 大 O 列表 中 下 一 个 函数 的 : (log n)?、nm3/1 000 000、Vn、100n 十 101、 
Qs ml 2 
5. a) 如 何 得 出 对 一 个 函数 的 大 O 估计 ， 该 函数 是 一 些 不 同 项 之 和 ， 而 其 中 每 个 项 又 是 多 个 函数 之 积 ? 
b) 给 出 函数 Fa) 王 (2! 十 1)(2" 十 1) 十 (Co 十 8 3)(2a 十 22) 的 大 O 估 计 。 对 于 f(z) 是 OCg(z)) 的 估 
计 中 的 函数 g， 采 用 一 个 最 低 次 数 的 简单 函数 。 
6. a) 对 于 在 一 个 nn 个 整数 的 列表 中 寻找 最 小 整数 的 算法 ， 试 定义 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 、 平 均 情 形 时 间 复 
杂 度 和 最 好 情形 时 间 复 杂 度 的 含义 (用 比较 次 数 来 度量 )。 
b) 通 过 比较 每 个 整数 和 当前 已 找到 的 最 小 整数 的 方式 来 寻找 ”个 整数 的 列表 中 最 小 整数 的 算法 ， 用 比 
较 次 数 来 度量 时 ， 其 最 坏 情 形 、 平 均 情形 和 最 好 情形 时 间 复 杂 度 是 多 少 ? 
7. a) 试 描述 在 以 递增 序 排列 的 整数 列表 中 寻找 一 个 整数 的 线性 搜索 和 二 分 搜索 算法 。 
b) 比 较 这 两 个 算法 的 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 。 
c) (用 比较 次 数 来 度量 ) 两 个 算法 之 一 是 否 总 是 比 男 一 个 快 ? 
8. a) 试 描述 冒 泡 排 序 算法 。 
b) 用 冒 泡 排 序 算法 对 列表 5，2，4，1，3 进行 排序 。 
©) 给 出 冒 泡 排 序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 O 估计 。 
9. a) 试 描述 插入 排序 算法 。 
b) 用 插入 排序 算法 对 列表 2，5，1，4，3 进行 排序 。 
©) 给 出 插入 排序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 O 估计 。 
10. a) 试 解释 贪 禁 算法 的 概念 。 
b) 试 给 出 一 个 能 生成 最 优 解 的 贪 焚 算 法 的 例子 ， 并 解释 它 为 什么 生成 最 优 解 。 
0) 试 给 出 一 个 并 不 总 是 生成 最 优 解 的 贪 禁 算法 的 例子 ， 并 解释 它 为 什么 不 能 生成 最 优 解 。 
11. 试 定义 一 个 问题 是 易 解 的 含义 和 一 个 问题 是 可 解 的 含义 。 


补充 练习 

1. a) 描 述 在 一 整数 列表 中 定位 最 大 整数 的 最 后 一 次 出 现 的 算法 。 
b) 估 计 一 下 所 用 到 的 比较 次 数 。 

2. a) 描 述 在 一 整数 列表 中 寻找 最 大 整数 和 次 大 整数 的 算法 。 
b) 估 计 一 下 所 用 到 的 比较 次 数 。 

3. a) 给 出 一 个 判断 一 个 比特 串 中 是 否 含 两 个 相 邻 的 0 的 算法 。 
b) 这 个 算法 会 用 到 多 少 次 比较 ? 

4. a) 假 定 一 整数 列表 按 从 大 到 小 的 次 序 排列 ， 而 且 整 数 可 以 重复 出 现 。 设 计 一 个 寻找 整数 z 在 该 整数 列 
表 中 的 所 有 出 现 位 置 的 算法 。 
b) 估 计 一 下 所 用 到 的 比较 次 数 。 

5. a) 修 改 3. 1 节 算 法 1 以 寻找 一 个 n 个 元 素 序列 中 的 最 大 元 素 和 最 小 元 素 ， 采 用 的 方法 在 连续 检查 每 个 
元 素 时 更 新 临时 最 大 元 素 和 临时 最 小 元 素 。 
b) 用 伪 代码 描述 a) 中 算法 。 
c) 这 个 算法 要 执行 多 少 次 序列 中 元 素 的 比较 ? (不 计 人 那些 用 来 判断 是 否 到 达 序 列 结尾 的 比较 。) 

6. a) 用 汉语 详细 描述 一 个 算法 的 步骤 ， 该 算法 在 一 个 n 个 元 素 的 列表 中 寻找 最 大 元 素 和 最 小 元 素 ,， 采用 
的 方法 是 检查 相 邻 元 素 对 并 记录 下 临时 最 大 和 临时 最 小 元 素 。 如 果 n 是 奇数 ， 则 临时 最 大 元 素 和 临 
时 最 小 元 素 的 初始 值 都 等 于 第 一 个 元 素 ; 如 果 nn 是 偶数 ， 则 通过 比较 两 个 起 始 元 素来 找到 临时 最 大 
元 素 和 临时 最 小 元 素 。 临 时 最 大 元 素 和 临时 最 小 元 素 通过 与 所 检查 的 元 素 对 中 的 最 大 元 素 和 最 小 元 
素 相 比较 而 获得 更 新 。 
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b) 用 伪 代 码 描述 a) 中 算法 。 
©) 这 个 算法 要 执行 多 少 次 序列 中 元 素 的 比较 ? (不 计 入 那些 用 来 判断 是 否 到 达 序 列 结尾 的 比较 .) 这 与 
练习 5 中 的 比较 次 数 相 比 有 何 区 别 ? 
* 7. 证 明 就 比较 次 数 而 言 在 ”个 元 素 列 表 中 寻找 最 大 元 素 和 最 小 元 素 的 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 至 少 
是 [ 3a/2 1 一 2。 
8. 设计 一 个 有 效 算法 在 一 个 n 个 元 素 列表 中 寻找 第 二 大 元 素 并 确定 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。 
9. 设计 一 个 算法 在 n 个 数 的 序列 中 寻找 所 有 两 项 之 和 相等 的 对 子 ， 并 确定 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。 
10. 设计 一 个 算法 在 一 个 却 个 整数 的 序列 中 寻找 最 近 的 整数 对 ， 并 确定 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 。[ 提 示 : 
将 序列 排序 。 利 用 排序 能 在 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 O(n log n) 内 完成 的 事实 。] 
市 须 刀 排序 (shaker sort) (或 双向 冒 泡 排序 ) 依 次 比较 相 邻 的 元 素 对 ， 如 有 逆序 就 交换 它们 ， 交 蔡 地 
从 头 到 尾 和 从 尾 到 头 一 遍 包 扫描 表 ， 直 到 不 需要 交换 为 止 。 
11. 说 明 剃 须 刀 排序 为 列表 3，5，1，4，6，2 排序 时 所 用 的 步骤 。 
12. 用 伪 代 码 描述 剃 须 刀 排序 。 
13. 证 明 以 比较 次 数 来 度量 时 剃 须 刀 排序 具有 OCn? ) 复 杂 度 。 
14. 试 解释 为 什么 对 于 接近 正确 顺序 的 列表 进行 排序 时 剃 须 刀 排 序 是 很 有 效 的 。 
15. 证 明 (n log 2 十 22)3 是 O(ns)。 
16. 证 明 8zs 十 12z 十 100 log 工 是 O(Czs) 。 
17. 给 出 (z: 十 z(Clog z)3)。(2= 十 zs) 的 大 O 佑 计 。 


18. 找 出 SG 十 1) 的 大 O 估计 。 


了 一 1 
* 19. 证 明 n! 不 是 OC(2") 的 。 
* 20. 证 明 n" 不 是 O(n1) 的 。 
21. 在 这 个 函数 列表 中 找 出 所 有 同 阶 的 函数 对 : 六 十 (logn)?， 开 十 n,， 开 十 log2" 十 1，(n 十 1)? 一 (n 一 1) 
和 (nn 十 logn)?。 
22. 在 这 个 函数 列表 中 找 出 所 有 同 阶 的 函数 对 : 下 十 2 ,并 十 2 于 十 2 十 n!1， 开 十 3*” 和 ( 开 十 1)?。 
23. 找 出 整数 zx(z 之 2) 使 得 冯 ” 一 2"。 
24. 找 出 整数 "(z 之 2) 使 得 (logzD)2 ”一 VE。 
* 25. 将 函数 mw"，(log 7z2 ，7zo0 ，(1. 0001)" ，2 Vs" 和 7 (log zi00 排 成 列表 使 得 每 个 函数 是 大 O 后 面 的 
函数 。[ 提 示 : 可 以 用 算法 来 判断 其 中 某 些 函数 的 相对 大 小 。] 
* 26. 将 函数 2 ， 2 ，24 ，22 nen nn log n log log n，n:，n(log 2)32 和 4 (log n)* 排 成 列表 使 得 每 
个 函数 是 大 O 后 面 的 函数 。[ 提 示 : 可 以 用 算法 来 判断 其 中 某 些 函数 的 相对 大 小 。] 
* 27. 试 给 出 一 个 例子 ， 两 个 从 正 整 数 集合 到 正 整数 集合 的 递增 函数 f(n) 和 &(z) 使 得 f(n) 不 是 OC(g(n)) 
的 ， 同 时 g(n) 也 不 是 O(f(n)) 的 。 
28. 证 明 如 果 硬 币 的 面值 是 ，c ，…， co ， 其 中 六 是 一 个 正 整 数 且 c 是 一 个 正 整 数 ， 则 贪 焚 算 法 总 是 使 
用 最 少 的 硬币 找 零钱 。 
29. a) 用 人 擅 代 码 描述 一 个 蛮 力 算法 ， 当 给 定 半 个 正 整 数 的 序列 作为 输入 时 ， 该 算法 判定 序列 中 是 否 存 在 
两 个 不 同 的 项 其 和 是 第 三 项 。 算 法 应 该 对 序列 项 的 所 有 三 元 组 作 循 环 ， 检 查 前 两 项 之 和 是 否 等 于 
第 三 项 。 
b) 试 给 出 a) 中 蛮 力 算法 复杂 度 的 大 O 估计， 
30. a) 设 计 一 个 更 有 效 的 算法 求解 练习 29 所 描述 的 问题 ， 首 先 对 输入 序列 进行 排序 ， 然 后 针对 每 个 项 对 
检查 其 差 值 是 否 也 在 序列 中 。 
b) 试 给 出 该 算法 复杂 度 的 大 OO 估计。 它 是 否 比 练习 29 中 的 蛮 力 算法 更 有 效 ? 
如 3.1 节 练习 60 前 的 导言 所 描述 ,假设 有 s 位 男士 和 : 位 女士 ， 每 位 都 有 一 个 对 异性 成 员 的 喜好 列 
表 。 我 们 说 一 位 女士 多 是 一 位 男士 m 的 合法 伴侣 (valid partner) 如 果 存 在 某 个 稳定 的 匹配 使 他 们 结 为 夫 
妇 。 同 样 ， 一 位 男士 m 是 一 位 女士 ww 的 合法 伴侣 如 果 存 在 某 个 稳定 的 匹配 使 他 们 结 为 夫妇 。 一 个 匹配 称 
为 是 男性 最 优 的 (male optimal) ， 如 果 每 位 男士 都 被 指派 了 他 的 喜好 列表 中 最 高 阶 的 合法 伴 个 。 一 个 匹配 
称 为 是 女性 最 差 的 (female pessimal) ， 如 果 每 位 女士 都 被 指派 了 她 的 喜好 列表 中 最 低 阶 的 合法 伴侣 。 
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31. 试 找 出 每 位 男士 和 每 位 女士 的 所 有 合法 伴 但 ， 假 设 有 三 位 男士 xm 、az 和 m3， 以 及 三 位 女士 ww 、w 
和 ws ， 男 士 对 女士 的 喜好 列表 从 高 到 低 为 : ma 、r 、 了 加 、rzji ma、 Wa、 wi、 wi; Ma、 Wi、 tws、 
wi; 女士 对 男士 的 喜好 列表 从 高 到 低 为 :mm 、zas 、zzz 、7m ij rp mi、 masa、 m2; wa3、 m3、 m2、 MN1o 

* 32. 证 明 在 3. 1 节 练 习 61 前 的 导言 中 给 出 的 延迟 接受 算法 总 是 产生 一 个 男性 最 优 女 性 最 差 的 匹配 。 
33. 试 定义 一 个 女性 最 优 的 匹配 和 一 个 男性 最 差 的 匹配 的 含义 。 
* 34. 证 明 在 延迟 接受 算法 中 ， 当 采用 女士 求婚 方式 时 ， 产 生 的 匹配 是 女性 最 优 男 性 最 差 的 。 
在 练习 35 和 36 中， 考虑 3. 1 节 练 习 61 前 的 导言 中 描述 的 寻找 男士 和 女士 匹配 问题 的 变 体 。 
* 35. 在 这 个 练习 中 我 们 考虑 匹配 问题 ， 其 中 男士 和 女士 数量 可 以 不 一 样 ， 因 此 不 可 能 为 每 个 人 匹配 一 位 异性 。 
2) 扩展 3. 1 节 练 习 60 前 导言 中 给 出 的 稳定 匹配 的 定义 ， 使 其 涵盖 男士 和 女士 数量 不 等 的 情形 。 要 避 
免 所 有 这 样 的 情况 其 中 一 位 男士 和 一 位 女士 更 喜欢 对 方 而 不 是 当前 匹配 中 的 伴 但， 包括 那些 未 被 
匹配 的 人 。 假设 一 位 未 匹配 的 人 更 喜欢 和 一 位 异性 成 员 匹 配 ， 而 不 是 剩余 未 匹配 的 人 。) 
b) 当 男 士 和 女士 数量 不 一 致 时 ， 基 于 a) 中 稳定 匹配 的 定义 改编 延迟 接受 算法 以 寻找 稳定 匹配 。 
c) 证 明 根 据 a) 的 定义 ， 由 b) 给 出 的 算法 产生 的 所 有 匹配 都 是 稳定 的 。 
* 36. 在 这 个 练习 中 我 们 考虑 这 样 的 匹配 问题 ， 其 中 某 些 男士 -女士 配对 是 不 允许 的 。 
a) 扩 展 稳定 匹配 的 定义 ， 使 其 涵盖 男士 和 女士 数量 相等 但 某 些 男士 -女士 配对 被 禁止 的 情形 。 要 避免 
所 有 这 样 的 情况 其 中 一 位 男士 和 一 位 女士 更 喜欢 对 方 而 不 是 当前 匹配 中 的 伴 个 ， 包 括 那些 未 被 匹 
配 的 人 。 
b) 当 男 士 和 女士 数量 一 致 但 某 些 男士 、 女 士 配 对 被 禁止 的 情形 下 ， 改 编 延 迟 接受 算法 以 寻找 稳定 匹 
配 。( 假 设 一 位 未 匹配 的 人 更 喜欢 和 一 位 非 禁 配 伴侣 的 异性 成 员 匹 配 ， 而 不 是 剩余 未 匹配 的 人 。) 
c) 证 明 根据 a) 的 定义 ， 由 b) 给 出 的 算法 产生 的 所 有 匹配 都 是 稳定 的 。 
练习 37 一 40 涉及 在 单 处 理 器 上 调度 个 作业 的 问题 。 要 完成 作业 ;}， 处 理 器 必须 不 间断 地 用 i 时 间 

来 运行 作业 7 。 每 个 作业 有 一 个 截止 时 刻 d; 。 如 果 在 时 刻 s; 开始 作业 7， 则 它 会 在 6;==5; 十 ti; 时 刻 完成 。 

作业 的 拖延 (lateness) 衡 量 作 业 是 在 其 截止 时 刻 后 多 少时 间 内 完成 ， 即 作业 j 的 拖延 是 max(0，ej 一 dj)。 

希望 设计 一 个 贪 禁 算法 使 得 个 作业 中 的 最 大 作业 拖延 最 小 化 。 

37. 假设 有 五 个 作业 其 所 需 运 行 时 间 和 截止 时 刻 为 : = 二 25, di 二 50; ts 二 15,， ds 二 60; ts 二 20， ds 二 60; 
t= 二 5，ds 一 55; ts 二 10， ds 二 75。 当 作业 调度 的 顺序 为 作业 3、 作业 1、 作业 4、 作 业 2、 作 业 5( 从 时 
刻 0 开始) 时 找 出 任 一 作业 的 最 大 拖延 。 对 于 调度 顺序 为 作业 5、 作业 3、 作 业 3、 作业 1、 作 业 2 时 
回答 同样 的 问题 。 

38. 一 个 运行 1 时间 且 截 止 时 刻 为 a 的 作业 的 宽松 度 (slackness) 是 d 一 :， 其 截止 时 刻 和 所 需 运 行 时 间 的 差 。 
找 出 一 个 实例 证 明 通 过 增加 宽松 度 来 调度 作业 并 不 一 定 能 产生 一 个 具有 尽 可 能 最 小 的 最 大 拖延 的 调度 。 

39. 找 出 一 个 实例 证 明 以 作业 所 需 时 间 递 增 序 来 调度 作业 并 不 一 定 能 产生 一 个 具有 尽 可 能 最 小 的 最 大 拖 
延 的 调度 。 

x 40. 证 明 以 截止 时 刻 的 递增 序 来 调度 作业 总 是 产生 一 个 作业 最 大 拖延 最 小 化 的 调度 。[ 提 示 : 首先 证 明 一 
个 调度 要 是 最 优 的 ， 被 调度 的 作业 之 间 必 须 没 有 空闲 时 间 ， 这 样 一 个 具有 较 早 的 截止 时 刻 的 作业 之 
前 不 会 安排 其 他 作业 。] 

41. 假设 我 们 有 一 个 总 容量 为 W kg 的 背包 。 还 有 nn 件 物品 ， 第 ; 件 物品 的 质量 是 w;。 缘 包 问 题 

(knapsack problem) 寻 求 这 n 件 物品 的 一 个 子 集 使 得 其 具有 不 超过 W 的 尽 可 能 最 大 的 总 质量 。 

a) 设 计 一 个 蛮 力 算法 求解 背包 问题 。 

b) 当 背包 容量 为 18kg 且 有 五 件 物品 : 一 个 5kg 的 睡袋 、 一 个 8kg 的 帐篷 、 一 个 7kg 的 食品 包 、 一 个 
4kg 的 盛 水 容器 和 一 个 11kg 的 便携 式 炉 灶 时 ， 求 解 背 包 问 题 。 

在 练习 42 一 46 中 我 们 研究 负载 均衡 问题 。 问 题 的 输入 是 一 组 p 个 处 理 器 和 n 个 作业 ，# 是 运行 作业 

j 所 需 时 间 ， 作 业 在 结束 前 必须 不 间断 地 在 单独 的 机 器 上 运行 ， 一 个 处 理 器 一 次 只 能 运行 一 个 作业 。 处 

理 器 & 的 负载 是 指派 给 处 理 器 的 所 有 作业 的 运行 时 间 的 总 和 。 跨 度 (makespan) 是 所 有 处 理 器 的 最 大 

负载 。 负 载 均 衡 问 题 寻求 一 种 作业 到 处 理 器 的 指派 使 得 跨度 最 小 化 。 

42. 假设 我 们 有 三 个 处 理 器 和 五 个 作业 ， 其 运行 时 间 为 三 二 3, ts 二 5, ts 二 4, 4 二 7， 和 三 二 8。 针 对 该 输 
入 求解 负载 均衡 问题 以 找 出 五 个 作业 到 三 个 处 理 器 的 指派 使 得 跨度 最 小 化 。 

43. 当 p 个 处 理 器 来 运行 n 个 作业 时 ， 其 中 运行 作业 j 所 需 时 间 为 t;， 假 设 L* 是 最 小 跨度 。 

a) 证 明 L* 之 maxi=lz ntij。 


x* 
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b) 证 明 工 * > 六 
44. 用 伪 代 码 写 出 贪 禁 算 法 ， 按 序 遍 历 作 业 并 将 每 个 作业 指派 到 算法 运行 至 此 时 具有 最 小 负载 的 处 理 器 。 
45. 针对 练习 42 给 出 的 输入 运行 练习 44 中 的 算法 。 

最 优化 问题 的 渐进 算法 (approximation algorithm) 生 成 的 解 保证 接近 于 最 优 解 。 更 确切 地 说 ,假设 最 - 
优化 问题 针对 输入 S 寻求 最 小 化 F(X), 这 里 下 是 输入 X 的 函数 。 如 果 一 个 算法 总 能 找到 具有 
F(T) 三 cF(S) 性 质 的 输入 TT， 这 里 c 是 一 个 固定 的 正 实数 ， 则 该 算法 称 为 该 问题 的 一 个 c 渐进 算法 。 

46. 证 明 练 习 44 中 的 算法 是 求解 负载 均衡 问题 的 一 个 2 渐进 算法 。[ 提 示 : 利用 练习 43 的 两 个 部 分 。] 


计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 与 输出 写 程序 。 

1. 给 定 nn 个 整数 的 列表 ， 找 出 列表 中 的 最 大 整数 。 

2. 给 定 nn 个 整数 的 列表 ， 找 出 最 大 整数 在 列表 中 的 首次 和 末次 出 现 。 

. 给 定 n 个 不 同 整数 的 列表 ， 用 线性 搜索 确定 一 个 整数 在 列表 中 的 位 置 。 

. 给 定 个 不 同 整 数 的 有 序列 表 ， 用 二 分 搜索 确定 一 个 整数 在 列表 中 的 位 置 。 

， 给 定 个 整数 的 列表 ， 用 冒 泡 排序 对 其 排序 。 

, 给 定 个 整数 的 列表 ， 用 插入 排序 对 其 排序 。 

. 给 定 一 个 整数 >， 用 贪 焚 算 法 以 25、10、5 和 1 美 分 硬币 找 美 分 零钱 。 

. 给 定 对 个 讲座 的 开始 和 结束 时 间 ， 利 用 适当 的 贪 禁 算 法 在 一 个 报告 厅 安 排 尽 可 能 多 的 讲座 。 
. 给 定 n 个 整数 的 有 序列 表 和 列表 中 的 一 个 整数 zx， 找 出 使 用 线性 搜索 和 二 分 搜索 确定 z 在 列表 中 的 位 
置 时 所 用 的 比较 次 数 。 

10. 给 定 一 个 整数 列表 ， 确 定 使 用 冒 泡 排序 和 插入 排序 对 该 列表 进行 排序 时 所 用 的 比较 次 数 。 
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计算 和 探索 


使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 

1. 当 5 和 4 是 正 整 数 且 d 宇 2 时 ,我 们 知道 ww 是 Old") 的 。 对 于 这 几 组 值 : 2 一 10 和 4 二 2、5b 二 20 和 4 一 
3、5b 二 1000 和 d=7， 请 给 出 常量 C 和 & 的 值 使 得 只 要 xz 过 >k 时 就 有 ns 奈 Cd”。 

2. 利用 贪 禁 算 法 以 不 同 面值 硬币 给 不 同 的 n 值 找 零钱 ， 并 确定 是 否 用 了 最 少量 的 硬币 。 你 能 否 找 出 保证 
贪 禁 算法 用 尽 可 能 少 硬币 的 条 件 ? 

3. 利用 整数 1，2，…，n 的 随机 序 发 生 器 ， 找 出 冒 泡 排 序 、 插 入 排序 、 二 分 插入 排序 和 选择 排序 对 这 些 
整数 进行 排序 时 所 用 的 比较 次 数 。 


写作 课题 

用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 ‘ 

. 查 一 查 算法 一 词 的 历史 ， 试 描述 早期 作品 中 这 一 词 的 用 法 。 

, 查找 一 下 巴赫 曼 (Bachmann) 关 于 大 O 记 号 的 最 初 引 入 。 试 解释 他 和 其 他 人 如 何 使 用 这 个 记号 的 。 

， 试 解释 如 何 根据 排序 算法 所 依赖 的 基础 原理 来 对 排序 算法 进行 分 类 。 

。 试 描述 基数 (radix) 排 序 算法 。 

试 描述 处 理 器 能 以 多 快 的 速度 执行 运算 的 历史 趋势 ， 并 用 这 些 趋 势 来 估计 将 来 20 年 后 处 理 器 又 能 以 

多 快 的 速度 执行 运算 。 

. 设计 一 个 关于 算法 范 型 的 详细 列表 ， 并 用 每 种 范 型 提供 一 些 实例 。 

. 试 解释 图 灵 奖 是 什么 ， 并 描述 用 来 选择 获奖 者 的 标准 。 列 出 六 位 以 往 的 获奖 者 ， 以 及 他 们 获奖 的 原因 。 

. 试 描述 并 行 算法 的 含义 。 试 解释 怎样 扩展 本 书 中 使 用 的 伪 代 码 以 描述 并 行 算法 。 

. 试 解释 怎样 度量 并 行 算法 的 复杂 度 。 给 出 一 些 例子 说 明 这 一 概念 ， 并 说 明 并 行 算法 如 何 比 没有 并 行 操 
作 的 算法 更 快 完成 任务 。 

10. 试 描述 六 个 不 同 的 NP 完全 问题 。 

11. 试 证 明 许多 不 同 的 NP 完全 问题 之 一 如 何 能 够 规约 到 可 满足 性 问题 的 。 
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Discrete Mathematics and Its Applications, 7E 


数论 和 密码 学 


数学 中 专门 研究 整数 集合 及 其 性 质 的 分 支 称 为 数论 。 本 章 我 们 将 讲解 数论 中 的 一 些 重 要 概 
念 ， 其 中 许多 会 在 计算 机 科学 中 用 到 。 在 我 们 讲解 数论 时 会 使 用 第 一 章 讲 到 的 证 明 方 法 来 证 明 
许多 定理 。 

我 们 首先 介绍 整数 整除 性 的 概念 ， 并 用 来 介绍 模 算术 ， 或 时 钟 算术 。 模 算术 计算 一 个 整数 
被 一 个 固定 的 正 整数 ( 称 为 模 ) 除 时 所 得 的 余数 。 我 们 要 证 明 许 多 模 算术 相关 的 重要 结论 都 会 在 
本 章 中 得 到 广泛 应 用 。 

整数 可 以 用 任何 一 个 大 于 1 的 整数 5 作为 基数 来 表示 。 本 章 中 我 们 讨论 以 5 为 基数 的 整数 
表示 ， 并 给 出 寻找 其 表示 的 一 个 算法 。 特 别 是 ,我 们 要 讨论 二 进 制 、 八 进 制 和 十 六 进 制 (以 2、 
8 和 16 为 基数 ) 表 示 。 我 们 将 描述 用 这 些 表示 法 执行 算数 运算 的 算法 ， 并 研究 其 复杂 度 。 这 些 
算法 就 是 最 初 被 称 为 算法 的 过 程 。 

我 们 讨论 素数 ， 即 那些 只 有 1 和 其 自身 作为 其 正 因 子 的 正 整 数 。 我 们 会 证 明 存 在 无 限 多 的 
素数 ， 我 们 给 出 的 证 明 被 认为 是 数学 中 最 漂亮 的 证 明之 一 。 还 会 讨论 素数 的 分 布 以 及 涉及 素数 
的 许多 著名 的 开放 问题 。 我 们 将 引入 最 大 公约 数 的 概念 并 研究 计算 它们 的 欧 几 里 得 算法 。 该 算 
法 最 初 在 几 千年 前 就 有 描述 。 我 们 还 将 介绍 算数 基本 定理 ， 这 个 核心 结论 告诉 我 们 每 个 正 整数 
具有 唯一 的 素 因 子 分 解 式 。 

我 们 会 解释 如 何 求解 线性 同 余 方 程 ， 以 及 用 著名 的 中 国 余数 定理 来 求解 线性 同 余 方程 组 。 
还 将 引入 伪 素 数 的 概念 ， 即 伪装 成 素数 的 合 数 ， 并 说 明 这 个 概念 如 何 帮 助 我 们 快速 产生 素数 。 

本 章 还 将 介绍 数论 的 许多 重要 应 用 。 特 别 是 ， 利 用 数论 来 产生 伪 随 机 数 、 为 计算 机 文件 分 配 内 
存 地 址 ， 以 及 找 出 在 各 种 识别 码 中 检 错 用 的 校 验 位 。 我 们 还 将 介绍 密码 学 学 科 。 数 论 无 论 是 在 数 千 
年 前 最 早 使 用 的 古典 密码 学 还 是 在 电子 通信 中 扮演 重要 角色 的 现代 密码 学 中 都 起 着 最 根本 的 作用 。 
我 们 将 说 明 所 讲 的 这 些 概 念 如 何 用 在 密码 协议 中 ， 为 共享 密 钥 和 发 送 签名 消息 而 引入 的 协议 。 曾 经 
被 认为 是 最 纯粹 数学 学 科 的 数论 已 经 成 了 为 计算 机 和 因特网 提供 安全 的 一 个 基本 工具 。 


4.1 整除 性 和 模 算术 
4. 1.1 引言 

本 节 将 要 展开 的 内 容 是 基于 整除 性 的 概念 。 一 个 整数 被 一 个 正 整数 除 ， 得 到 一 个 商 和 一 个 
余数 。 与 这 些 余数 打交道 导致 模 算术 ， 它 在 数学 中 起 着 重要 的 作用 并 广泛 应 用 于 计算 机 科学 领 
域 中 。 本 章 稍 后 还 将 讨论 模 算术 的 一 些 重要 应 用 ， 包括 生成 伪 随 机 数 、 为 文件 分 配 内 存 地 址 、 
构造 校 验 位 以 及 为 信息 加 密 。 


4. 1.2 除法 

当 一 个 整数 除 以 第 二 个 非 零 整数 除 的 时 候 ， 商 可 能 是 也 可 能 不 是 一 个 整数 。 例 如 ，12/3 二 
4 是 整数 ， 而 11/4=2.75 不 是 。 这 引出 了 定义 1。 

如 果 a 和 4b 是 整数 且 @& 天 00， 我们 称 4 整除 5 如 果 有 整数 c 使 得 0 一 ac， 或 者 等 价 


地 ， 如 果 卫 是 一 个 整数 。 当 a 整除 5 时， 我们 称 4 是 5 的 一 个 因子 或 除数 ， 而 6 是 a 的 一 个 信 
数 。 用 记号 alb 表示 a 整除 0。 当 a 不 能 整除 训 时 则 写成 a /5。 
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评注 ”可 以 用 量词 把 a|b 表示 成 (clac 二 6b)， 其 中 论 域 是 整数 集合 。 
在 图 1 中 ， 数 轴 显 示 的 是 哪些 整数 能 被 正 整 数 4 整除 。 


-3d -2d -d 0 d 2d 3d 
1 能 被 正 整数 d 整除 的 整数 


例 1 判断 是 否 有 3|7 和 3|12。 

解 ”可 以 看 出 3 上 7， 因为 7/3 不 是 整数 。 另 一 方面 ，3|12 成 立 ， 因 为 12/3 一 4。 对 

例 2 令 n 和 4 为 正 整数 。 不 超过 7 的 正 整数 中 有 多 少 个 能 被 4 整除 ? 

解 ” 能 被 a 整除 的 正 整 数 都 是 具有 dk 形式 的 整数 ， 其 中 有 是正 整 数 。 因 此 ， 不 超过 的 
正 整 数 中 能 被 4 整除 的 正 整 数 的 个 数 等 于 满足 0 二 dk 过 nn 或 0 二 k 志 n/4d 的 整数 的 个 数 。 所 以 ， 
存在 Ln/d 个 正 整 数 既 不 超过 n 又 能 被 4 整除 。 S| 

定理 1 给 出 了 整数 整除 性 的 一 些 基 本 性 质 。 

令 a，D，c 为 整数 ， 其 中 ga 天 0。 则 

(iD 如 果 al2 和 al|lc， 则 | (2 十 c) 。 

(Ci 如果 a|25， 那 么 对 所 有 整数 < 都 有 a|ac。 

(i) 如果 alb, blc， 则 alc。 

证 下 面 给 出 (iD 的 一 个 直接 证 明 。 假 定 al|2 和 a|c。 则 从 整除 性 定义 可 知 ， 存 在 整数 ;和 
t 满足 6 二 as 和 c= 二 at。 因 此 


ans ed) 


b 二 c= as 二 at = a(s 二 2) 


于 是 ，a 整除 5 十 c。 这 就 证 明了 定理 中 的 (1) 。(iibD 和 (ii) 的 证 明 留 作 练习 3 和 练习 4。 4 

定理 1 有 一 个 有 用 的 推论 。 

如 果 a, b,c 是 整数 ， 其 中 a 关 0, 使 得 a|b5 和 a|c， 那么 当 m 和 nn 是 整数 时 
有 a |mb 十 nc。 

证 采用 直接 证 明 法 。 由 定理 1 中 的 (让 可 知 ， 当 m 和 nn 是 整数 时 有 a|mb 和 a |nc。 再 由 
定理 1 中 的 (让 可 得 a|mb 十 nc。 4 
4. 1.3 除法 算法 


当 一 个 整数 被 一 个 正 整 数 除 时 ， 会 得 到 一 个 商 和 一 个 余数 ， 如 下 面 除法 算法 所 示 。 

除法 算法 (division algorithm) 。 令 a 为 整数 ，@g 为 正 整数 。 则 存在 唯一 的 整数 9 和 
r， 满 足 0 三 r 二 d， 使 得 a= 二 dg 十 r。 

我 们 将 除法 算法 的 证 明 放 到 5.2 节 。( 参 见 例 5 和 练习 37。) 

评注 ”定理 2 并 不 是 一 个 真正 的 算法 。( 为 什么 不 是 呢 ?) 尽 管 如 此 ， 我 们 还 是 使 用 它 

传统 的 名 称 。 

在 除法 算法 的 等 式 中 ，d 称 为 是 除数 ，a 称 为 是 被 除数 ，g 称 为 是 商 , r 称 为 是 余 
数 。 下 面 的 记号 用 来 表示 商 和 余数 。 

dd 一 adivd， r= 二 a modd 

评注 ”注意 对 于 固定 的 d 而 言 ，g 二 a divd 和 rr 二 a mod d 两 者 均 为 整数 集合 上 的 函 

数 。 再 者 ， 当 a 是 一 个 整数 而 d 是 一 个 正 整数 时 ， 我 们 有 a diy d==[L a/d 和 a mod < 一 

a 一 d。( 参 见 练习 18。) 


例 3 和 4 解释 除法 算法 。 
例 3 当 101 除 以 11 时 商 和 余数 是 多 少 ? 
解 ”我 们 知道 
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101 = 11.9+2 
因此 ， 当 101 除 以 11 时 商 为 9==101 div 11， 而 余数 为 2 二 101 mod 11。 4 
例 4 当 一 11 除 以 3 时 商 和 余数 是 多 少 ? 
解 ”我 们 知道 
一 11 一 3( 一 4) 十 1 


ae 让 因此 ， 当 一 11 除 以 3 时 商 为 一 4 一 一 11 divy 3， 而 余数 为 1 = 一 11 mod 3 。 
注意 余数 不 能 是 负数 。 因 此 ， 余 数 不 是 一 2， 即 使 
一 11 一 3( 一 3) 一 2 
因为 ”一 一 2 不 满足 0 委 r 到 3。 | 
注意 整数 a 可 被 整数 4 整除 当 且 仅 当 a 被 4 除 时 余数 为 0。 


评注 一 个 编程 语言 可 能 有 一 两 个 模 算术 的 运算 符 ， 记 作 mod( 在 BASIC、Maple、 
Mathematica、EXCEL 和 SQL 中 )、%( 在 C、C 十 十 、Java 和 Python 中 )、rem( 在 Ada 
和 Lisp 中 )， 或 其 他 什么 符号 。 在 使 用 时 要 小 心 ， 因 为 对 于 a 二 0， 这 些 运 算 中 有 的 会 
返回 a 一 m[a/m | 而 不 是 a mod m 二 a 一 mLa/mJj( 如 练习 18 所 示 )。 还 有 ， 与 a mod m 
不 同 ， 这 些 运算 中 有 些 对 于 当 mm 二 0 时 ， 甚至 当 m 二 0 时 也 有 定义 。 


4. 1.4 模 算术 

在 某 些 场合 我 们 只 关心 当 一 个 整数 除 以 一 个 正 整数 时 所 得 的 余数 。 比 如 ， 当 我 们 问 从 现在 
开始 再 过 50 小 时 后 (在 24 小 时 制 的 钟表 上 ) 是 几 点 时 ， 我们 只 想 知 道 当 50 加 上 当前 时 间 后 除 
以 24 所 得 的 余数 。 因 为 我 们 经 常 只 对 余数 感 兴趣 ， 所 以 我 们 有 一 个 特殊 的 记号 。 我 们 已 经 引 
入 了 记号 a mod m 表示 当 整 数 a 除 以 正 整 数 m 时 的 余数 。 我 们 现在 引入 一 个 不 同 的 但 又 相关 的 
记号 来 表示 当 两 个 整数 除 以 正 整 数 m 时 具有 同样 的 余数 。 

ES 加 果 < 和 2 为 整数 而 罗 r 为 正 整数 ， 则 当 罗 整除 aa 一口 时 称 a 模 m 同 余 5。 用 记号 
a 王 (mod mm) 表示 a 模 m 同 余 b。 我 们 称 a 寺 bl(mod m) 为 同 余 式 (congruence)， 而 那个 mm 是 它 的 
模 (modulus)。 如 果 a 和 bb 不 是 模 m 同 余 的 ， 则 写成 a 关 b(mod m)。 

尽管 两 个 记号 a 三 b(mod m) 和 a mod m 二 6b 都 包含 “mod”， 但 它们 表示 本 质 上 不 同 的 概念 。 
第 一 个 表示 两 个 整数 间 的 关系 ， 而 第 二 个 表示 一 个 函数 。 可 是 ， 关 系 式 a 三 b(mod m) 和 mod m 
函数 又 紧密 地 相关 ， 正 如 定理 3 所 描述 的 。 

邻 a 和 5 为 整数 ， 并 令 my 为 正 整数 。 则 a 三 6b(mod m) 当 且 仅 当 a mod m 王 6 


mod 7 。 


unts 





卡尔 ， 弗 里 德里 希 。 高 斯 (Karl Friedrich Gauss，1777 一 1855) 高 斯 是 泥 瓦 匠 的 
儿子 ， 是 一 个 神童 。10 岁 时 即 展现 了 非凡 的 潜力 ， 当 时 他 迅速 解答 了 老师 为 了 让 班级 
找 点 事 而 出 的 难题 。 老 师 要 求学 生 找 出 前 100 个 正 整数 的 和 。 高 斯 发 现 可 以 通过 将 这 
100 个 数 分 成 50 对 来 求 和 ， 每 二 对 的 和 都 是 101 : 100 十 1，99 十 2，…，50 十 51。 这 个 
智慧 的 火花 引起 了 包括 布朗 斯 威 克 的 费迪南德 公 琅 在 内 的 资助 人 的 注意 ， 是 他 们 的 资 
助 高 斯 才 得 以 在 卡 洛 林学 院 和 哥 廷 根 大 学 学 习 。 还 学 生 时 期 ， 他 就 发 明了 最 小 平方 法 
用 于 估计 从 实验 结果 得 到 的 变量 的 最 可 能 的 值 。1796 年 高 斯 在 几何 学 做 出 了 奠基 性 的 
发 现 ， 推 动 了 自古 以 来 已 停滞 不 前 的 这 一 学 科 的 发 展 。 他 证 明了 只 用 圆规 和 直 尺 可 以 画 出 正 17 边 形 。 

1799 年 高 斯 给 出 了 代数 基本 定理 第 一 个 严格 的 证 明 ， 该 定理 指出 n 次 多 项 式 恰 有 nn 个 根 ( 重 根 以 重 数 计 
算 ) 。 当 他 成 功 地 用 不 充分 的 数据 计算 出 人 类 首次 发 现 的 小 行星 谷 神 星 的 轨道 时 ， 高 斯 赢得 了 世界 声誉 。 

高 斯 被 他 同时 代 的 数学 家 称 为 数学 王子 。 尽 管 高 斯 以 其 在 几何 学 、 代 数学 、 数 学 分 析 、 天 文学 和 物理 学 上 
的 许多 发 现 而 知名 ， 他 对 数论 也 有 着 特别 的 兴趣 ， 这 从 他 的 名 言 可 见 一 斑 :“ 数 学 是 科学 的 皇后 ， 而 数论 则 是 
数学 的 皇后 .”1801 年 高 斯 出 版 的 (算术 研究 )(Disquisitiones Arithmeticae) 一 书 为 现代 数论 葛 定 了 基础 。 
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定理 3 的 证 明 留 做 练习 15 和 16。a mod m 和 6 mod m 分 别 是 当 a 和 2 除 以 zm 时 所 得 的 余 
数 。 因 此 ， 定 理 3 也 就 是 说 a 三 bCmod zx) 当 且 仅 当 a 和 6 在 被 m 除 时 具有 相同 的 余数 。 

例 5 判断 17 是 否 模 6 同 余 5，24 是 否 模 6 同 余 14。 

解 由 于 6 整除 17 一 5 一 12， 所 以 17 寺 5(mod 6) 。 可 是 ， 因 为 24 一 14 二 10 不 能 被 6 整除 ， 
所 以 24 半 14(mod 6) 。 4 

伟大 的 德国 数学 家 卡尔 ， 弗 里 德里 希 。 高 斯 在 18 世纪 末 创 造 了 同 余 的 概念 。 同 余 的 概念 
在 数论 的 发 展 中 起 着 重要 的 作用 。 

定理 4 提供 了 一 个 很 有 用 的 方法 来 处 理 同 余 。 

令 m 为 正 整数 。 整 数 a 和 4b 是 模 m 同 余 的 当 且 仅 当 存在 整数 使 得 a 二 5b 十 km。 

证 ”如果 a 圭 b(mod m)， 由 同 余 的 定义 (定义 3)， 可 得 m| (a 一 5)。 这 表示 存在 整数 使 得 
a 一 b 二 km， 于 是 a 二 6 十 km。 反 之 ， 如 果 存 在 整数 上 使 得 a 二 6 十 km， 则 km 二 a 一 6。 故 ，m 整除 
a 一 b， 所 以 a 圭 b(mod m)。 4 

所 有 和 a 模 m 同 余 的 整数 集合 称 为 a 模 m 的 同 余 类 。 在 第 9 章 中 将 证 明 有 mx 个 互 不 相交 
的 模 等 价 类 ， 而 这 些 等 价 类 的 并 就 是 整数 集 。 

定理 5 说 明 加 法 和 乘法 是 保 同 余 的 。 

邻 m 为 正 整 数 。 如 果 4a 三 b(mod mm) ，c= 王 CCmod m)， 则 

a 十 c 尘 6b 十 d(mod m) 并 且 ac 二 bd (mod m)。 

证 采用 直接 证 明 法 。 因 为 a 三 5(mod m) 且 c 寺 4d(mod m)， 由 定理 4 可 知 存 在 整数 ;和 

使 得 6 二 a 十 sm 和 4d 二 c 十 tm。 于 是 ， 
b 二 d= 二 (a 十 sm) 十 (c 十 x) 二 (a 十 0 中 十 m(s 十 2) 


及 
bd = (a 二 sm) (ctm) = a m(attt es stm) 
因此 
a 十 c 尘 6b 十 d(mod m) 及 ac 二 bd (mod m) 4 
例 6 由 于 7 二 2(mod 5) 和 11 志 1(mod 5)， 所 以 从 定理 5 可 知 
18 = 二 7 十 ll1 圭 2 十 1 = 3(mod 5) 
且 


77 一 7。11 三 2.1 王 2(mod5) 本 
在 处 理 同 余 时 必须 小 心 。 有 些 我 们 可 能 期 待 为 真 的 性 质 其 实 不 然 。 例 如 ， 如 果 ac 寺 bc(mod m)， 
同 余 式 a 三 b(mod m) 可 能 是 假 的 。 类 似 地 ， 如 果 a 寺 b(mod m) 而 c 圭 d(mod m)， 同 余 式 w 和 三 久 
(mod mm) 也 可 以 是 假 的 。( 参 见 练习 37。) 
推论 2 给 出 了 如 何 利用 每 个 整数 的 mod m 函数 值 找 出 两 个 整数 的 和 与 积 的 该 函数 的 值 。 在 
5. 4 节 需 要 用 到 该 结论 。 
令 m 是 正 整 数 ， 令 a 和 6 是 整数 。 则 
(aa 十 0)mod m= ((a mod m)++ (b mod m))mod m 
并 且 
ab mod m = ((a mod m)(b mod m))mod m, 
证 ”根据 mod m 和 模 m 同 余 的 定义 ， 可 得 a 夺 (a mod mm) (mod m) 并 且 5 二 (6 mod m) (mod m)。 © 
因此 ， 由 定理 5 可 得 
: a++b= (a mod m) + (b mod m) (mod m) 
和 
ab = (a mod m)(b mod m) (mod m)。 
这 个 推论 中 的 等 式 是 从 定理 3 的 最 后 两 个 同 余 式 得 来 的 。 4 
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4.1.5 模 m 算术 

我 们 可 以 在 Z,， 即 小 于 m 的 非 负 整 数 的 集合 {0，1，…，m 一 1}y 上 定义 算术 运算 。 特 别 
是 ,我们 定义 这 些 整 数 的 加 法 (用 十 , 表示 ) 如 下 

a 二 ,b= (a 二 bmod m 
这 里 等 式 右边 的 加 法 是 普通 的 整数 加 法 ,我 们 定义 这 些 整数 的 乘法 (，*,) 如 下 
a*nb = (a bmodm 

这 里 等 式 右 边 的 乘法 是 普通 的 整数 乘法 。 运 算 十 ,。 和 ，。 称 为 模 m 加 法 和 乘法 ， 当 使 用 到 这 些 
运算 时 ,我们 说 是 在 进行 模 m 算术 。 

例 7 利用 Z。 中 加 法 和 乘法 的 定义 ， 计算 7 十 ai9 及 7wix9。 

解 ” 利 用 模 11 加 法 和 乘法 的 定义 ， 可 以 得 到 

?二 9 一 (7 十 9)mod 11 一 16 mod 11 王 5 
和 
7。%9 一 (7。9)mod 11 一 63 mod 11 = 8 

故 7 十 :9 王 5，7。，9 王 8 本 

运算 十 。 和 “。, 满足 普通 整数 加 法 和 乘法 的 许多 同样 的 性 质 。 特 别 是 ， 满 足 这 些 性 质 : 

封闭 性 : 如 果 a 和 6 属于 Z,， 则 a 十 ,5 和 a。， ,5b 也 属于 Zn。 

结合 律 : 如 果 ac，0 和 ec 属于 乙 ,， 则 有 (十 ,.p) 十 。c 一 a 十 (8 十。c) 和 (az。。D)。,。c 一 2。。(D。。c)。 

交换 律 : 如 果 a 和 2 属于 Z， 则 < 十 .2 一 2 十。a 和 a * ,6b 二 b*，，,a。 

单位 元 : 元 素 0 和 1 分 别 是 模 m 加 法 和 乘法 的 单位 元 。 即 ， 如 果 a 属于 ZZ,， 则 a 十 , 0 二 
0 十 aa 一 和 a。,。1 王 1。,。a 一 4。 

加 法 逆 元 : 如 果 a 头 0 属于 Z,， 则 mm 一 a 是 a 的 模 m 加 法 逆 元 ， 而 0 是 其 自身 的 加 法 逆 元 。 
即 a 十 , (m 一 a) 二 0 且 0 十 ,0 二 0。 

分 配 律 : 如 果 a, b5 和 c 属于 ZZ 则 a ,C6 十 ,Cc) 二 (a .0) 十 ,(a。 mc) 和 (a 十 ,6b)。mc 二 
(Coe th 

这 些 性 质 是 在 整数 性 质 的 基础 上 通过 模 m 同 余 式 和 余数 的 性 质 得 出 的 ， 其 证 明 留 作 练 习 
42 一 44。 注 意 这 里 列 出 了 Z, 中 的 每 个 元 素 都 有 一 个 加 法 道 元 的 性 质 ， 但 是 没有 包括 类 似 乘 法 
逆 元 的 性 质 。 这 是 因为 模 m 乘法 逆 元 并 不 一 定 存 在 。 例 如 ，2 的 模 6 乘法 逆 元 就 不 存在 ， 读 者 
可 以 自行 验证 。 在 本 章 稍 后 我 们 会 讨论 什么 时 候 一 个 整数 会 有 模 m 乘法 逆 元 。 

评注 ”因为 带 有 模 m 加 法 和 科 法 运算 的 Zu。 满足 上 面 所 列 的 性 质 ， 所 以 Do 连同 模 加 法 

被 称 为 一 个 交换 群 ， 而 Z, 连同 这 两 个 运算 被 称 为 一 个 交换 环 。 注 意 整 数 集 合 加 上 普通 

的 加 法 和 乘法 也 构成 一 个 交换 环 。 群 和 环 是 有 关 抽 象 代 数 课程 所 研究 的 对 象 。 

评注 ”在 练习 30 及 后 续 章节 中 ， 当 涉及 ZZ,, 时 我 们 会 用 不 带 下 标 m 的 十 和 。 记 号 来 代 

表 运 算 符 号 十 。 和 ，。。 


练习 
1. 17 能 整除 下 列 各 数 吗 ? 
a)68 b)84 c)357 d)1001 
2. 证 明 如 果 a 是 不 为 0 的 整数 ， 则 
a)1 整除 a。 b)a 整除 0。 
3. 证 明定 理 1 的 第 (iD 部 分 成 立 。 
4. 证 明定 理 1 的 第 (iii) 部 分 成 立 。 
5. 证 明 如 果 alb 且 5|a， 其 中 a 和 56 为 整数 ， 则 < 一 0 或 < 一 一 5。 
6. 证 明 如 果 a，65，c 和 4d 为 整数 且 a 关 0 使 得 alc 及 5b|ad,， 则 abl|cd。 
7. 证 明 如 果 a，65，c 为 整数 ， 其 中 a 尖 0 且 c 关 0, 使 得 ac|bc， 则 a 12。 
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8. 证 明 或 推翻 如 果 a|bc， 这 里 a, 5，c 均 为 正 整 数 且 a 隆 0， 则 al1b 或 者 a |c。 


9. 下 列 各 式 的 商 和 余数 是 多 少 ? 


a)19 除 以 7 b) 一 111 除 以 11 
e)0 除 以 19 f)3 除 以 5 

10. 下 列 各 式 的 商 和 余数 是 多 少 ? 
a)44 除 以 8 b)777 除 以 21 


e) 一 2002 除 以 87 人 ?0 除 以 17 
11. 12 小 时 制 的 钟表 上 显示 的 时 间 是 几 点 ? 


a)11 点 之 后 的 80 小 时 b)12 点 之 前 的 40 小 时 


12. 24 小 时 制 的 钟表 上 显示 的 时 间 是 几 点 ? 


a)2 点 之 后 的 100 小 时 b)12 点 之 前 的 45 小 时 


d)1001 除 以 13 
h)4 除 以 1 


c)789 除 以 23 
28) 一 1 除 以 3 


c) 一 123 除 以 19 
g)1 234 567 除 以 1001 


d) 一 1 除 以 23 
h) 一 100 除 以 101 


©)6 点 之 后 的 100 小 时 


c)19 点 之 后 的 168 小 时 


13, 假设 a 和 是 整数 ，a 夺 4(mod 13) 且 5 寺 9(mod 13) 。 试 找 出 满足 0 二 c 志 12 的 整数 c 使 得 


a)c=9a(mod 13) 


b)c=11b(mod 13) 
e)c=a:+b (mod13) fc=a’—b (mod 13) 


© c=a+b(mod 13) d)c 寺 2a 十 3b(mod 13) 


14. 假设 a 和 6。 是 整数 ，4 夺 11(mod 19) 且 6 三 3(mod 19)。 试 找 出 满足 0 过 c 志 18 的 整数 c 使 得 


a)c 三 13a(mod 19) 


b)c=8b(mod 19) 
e)c 三 2a’ 十 3 (mod 19) f) ca’ 46 (mod 19) 


CC) c=a—b(mod 19) qd)c 夺 74a 十 3b(mod 19) 


15. 令 mm 为 正 整 数 。 证 明 如 果 a mod m= 二 6 mod m， 则 a 圭 b(mod m)。 

16. 令 m 为 正 整数 。 证 明 如 果 a 硅 b(mod m)， 则 a mod 2 一 2 mod m。 

17. 证 明 如 果 n 和 均 为 正 整 数 ， 则 有 [ n/& |=[L(n 一 /kJ 十 1。 

18. 证 明 如 果 a 为 整数 而 d 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 则 a 除 以 d 的 商 和 余数 分 别 是 [a/d J 和 a 一 dLa/aj。 
19. 试 找 出 与 整数 a 模 m 同 余 的 绝对 值 最 小 的 整数 的 计算 公式 ， 这 里 m 为 一 正 整数 。 


20. 计算 下 列 各 量 : 

a) 一 17 mod 2 b)144 mod 7 
21. 计算 下 列 各 量 : 

a)13 mod 3 b) 一 97 mod 11 


22. 找 出 a divm 和 a mod m 
a)a 一 一 111，M 一 99 。 
c)a 一 10 299,，m 二 999。 
23. 找 出 a divm 和 a mod m 
a)a= 二 228,， m 二 119。 
c)a 一 一 10 101, m==333。 
24. 找 出 整数 a 使 得 
a)a 三 43(mod 23) 且 一 22 委 < 魏 0。 
c)a 三 一 11(mod 21) 且 90 委 < 委 110。 
25. 找 出 整数 a 使 得 
a)a 三 一 15(mod 27) 且 一 26 委 < 魏 0。 
Cc)a=99(mod 41) 上 100 委 oa< 委 140。 
26. 列 出 5 个 模 12 同 余 4 的 整数 。 


c) 一 101 mod 13 d)199 mod 19 


c)155 mod 19 d) 一 221 mod 23 


b)a=—9999, m 二 101。 
d)a=123 456，M 一 1001 。 


b)a=9009, m= 二 223。 
d)a 王 一 765 432, m= 二 38 271。 


b)a=17(mod 29) 日 一 14 二 a 三 14。 


b)a 二 24(mod 31) 且 一 15 委 < 委 15。 


27. 列 出 在 一 100 到 100 之 间 所 有 模 25 同 余 一 1 的 整数 。 


28. 判断 下 列 各 整数 是 否 模 7 同 余 3。 


a)37 b)66 
29. 判断 下 列 各 整数 是 否 模 17 同 余 5。 
a)80 b)103 
30. 找 出 下 列 值 


a)(177 mod 31 十 270 mod 31)mod 31 
31. 找 出 下 列 值 


本 一 17 d) 一 67 


动 一 29 d) 一 122 


b)(177 mod 31。270 mod 31)mod 31 
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a)( 一 133 mod 23 十 261 mod 23)mod 23 b) (457 mod 23。182 mod 23)mod 23 
32. 找 出 下 列 值 

a) (19’ mod 41)mod 9 b) (32* mod 13)” mod 11 

©) 7’ mod 23)* mod 31 d) (21’ mod 15)? mod 22 
33. 找 出 下 列 值 

a)(99? mod 32)’ mod 15 b) (3 mod 17)* mod 11 

© (19 mod 23)” mod 31 d) (89 mod 79)* mod 26 


34. 证 明 : 如 果 a 三 b(mod mm), c 三 d (mod m), 其 中 4a, b,c，,，d 和 m 为 整数 ， 目 m 宇 2， 
则 a 一 c 圭 5 一 d(mod m)。 

35. 证 明 : 如 果 n|m，n 和 mm 为 大 于 1 的 整数 ， 并 且 如 果 a 三 bCmod m)， 其 中 4a， 65 为 整数 ， 则 a 二 b(mod nn)。 

[P36. 证 明 : 如 果 a，2，c 和 浆 为 整数 使 得 二 2，c0， 且 a 圭 b(mod m)， 则 ac 寺 bc(mod mc)。 

37. 试 举 出 下 列 关 于 同 余 描述 的 反例 。 
a) 如 果 ac 夺 bc(mod m)， 其 中 a，65, c 和 mx 为 整数 ， 目 mw 宇 2， 则 a 硅 b(mod mm)。 
b) 如 果 a 硅 b(mod m)，c 硅 d(mod m)， 其 中 a， 5，c，d，m 均 为 整数 ， 且 c，d 为 正 整 数 ，m 宇 2， 则 

a‘=b (mod xz) 。 

38. 证 明 : 如 果 nn 是 一 个 整数 ， 则 x? 寺 0 或 1(mod 4) 。 

39. 利用 练习 38 证 明 : 如 果 m 是 一 个 形 如 多 十 3 的 正 整数 (& 为 非 负 整数 )， 则 m 就 不 是 两 个 整数 的 平 
方 和 。 

40. 证 明 : 如 果 n 是 一 个 奇 正 整数 ， 则 到 三 1Cmod 8) 。 

41, 证 明 : 如 果 a，28，R&，7 为 整数 使 得 & 宇 1，m 宇 2， 并 有 a 圭 b6(mod m)， 则 a* 寺 所 (mod m)。 

42. 证 明 带 有 模 m 加 法 的 Z, 满足 封闭 性 、 结 合 律 、 交 换 律 ，0 是 加 法 单位 元 ， 并 且 对 于 任意 非 零 c 有 
m 一 a 是 a 的 模 m 逆 元 ， 其 中 m 宇 2 是 一 个 整数 。 

43. 证 明 带 有 模 m 乘法 的 Z, 满足 封闭 性 、 结 合 律 、 交 换 律 ，1 是 乘法 单位 元 ， 其 中 m 三 2 是 一 个 整数 。 

44. 证 明 在 Z, 上 乘法 对 加 法 满足 分 配 律 ， 其 中 mw 宇 2 是 一 个 整数 。 

45. 试 写 出 Z 的 加 法 和 乘法 表 ( 这 里 的 加 法 和 乘法 是 指 十 : 和 。… ;)。 

46. 试 写 出 Z 的 加 法 和 乘法 表 ( 这 里 的 加 法 和 乘法 是 指 十 s 和 ，…。)。 

47. 试 判 定 从 整数 集 到 整数 集 的 函数 f(a) 二 a div d 和 g (a) 二 a mod 4d 是 否 是 一 对 一 的 ， 试 判断 这 些 函 数 
是 否 是 映 上 的 ， 其 中 4 是 一 个 固定 的 正 整数 。 


4.2 整数 表示 和 算法 


4.2.1 引言 

整数 的 表示 可 以 采用 任意 大 于 1 的 整数 为 基数 来 表示 ， 如 本 节 所 要 介绍 的 。 尽 管 我 们 常用 
十 进 制 (以 10 为 基数 ) 表 示 ， 但 是 二 进 制 (以 2 为 基数 ) 、 八 进 制 (以 8 为 基数 ) 和 十 六 进 制 (以 16 
为 基数 ) 的 表示 法 也 是 很 常用 的 ， 尤 其 是 在 计算 机 科学 中 。 给 定 基 数 5 和 整数 x， 我 们 要 给 出 如 
何 构 建 这 个 整数 以 5 为 基数 的 表示 法 。 我 们 还 将 解释 如 何在 二 进 制 和 八进制 之 间 以 及 二 进 制 和 
十 六 进 制 之 间 进 行 表示 法 的 快速 转换 。 

正如 3. 1 节 所 提 到 的 ， 术 语 算法 最 初 指 的 是 用 整数 的 十 进 制 表示 来 进行 算术 运算 的 过 程 。 
这 些 算法 经 修改 后 能 处 理 二 进 制 表示 ， 它 是 计算 机 算术 的 基础 。 同 时 它 为 算法 及 算法 复杂 度 概 
念 提供 了 很 好 的 解释 。 因 此 ， 本 节 将 讨论 这 些 算法 。 

我 们 将 介绍 计算 a div d 和 a mod 4 的 算法 ,其 中 a 和 4d 是 整数 且 d 二 1。 最 后 还 将 描述 一 
个 高 效 算 法 来 计算 指数 的 模 运 算 ， 这 在 密码 学 中 是 一 个 特别 重要 的 算法 ， 如 4. 6 小 节 所 述 。 


4.2.2 整数 表示 

在 日 常生 活 中 都 用 十 进 制 记号 来 表示 整数 。 例 如 ，965 用 来 表示 9。 10 十 6， 10 十 5。 不 
过 ， 有 时 用 10 以 外 的 数 为 基数 更 方便 。 特 别 是 计算 机 通常 用 二 进 制 记号 (以 2 为 基数 ) 来 做 算 
术 运 算 ， 而 用 八进制 (基数 为 8) 或 十 六 进 制 (基数 为 16) 记 号 来 表示 字符 ， 如 字母 或 数字 。 事 实 


| 
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上 ， 可 以 用 任何 大 于 1 的 整数 为 基数 来 表示 整数 。 这 可 表述 为 定理 1。 

令 5 是 一 个 大 于 1 的 整数 。 则 如 果 nn 是 一 个 正 整数 ， 就 可 以 唯一 地 表示 为 下 面 的 

形式 : 
n= 二 ab 十 ab™! 十 … 十 qb 十 ao 
其 中 是非 负 整 数 ，a。，ai，…，ai 是 小 于 6 的 非 负 整数 ， 且 ax 天 0。 

这 个 定理 的 证 明 可 以 使 用 数学 归纳 法 来 构造 ， 该 方法 将 在 5.1 节 讨 论 。 证明 也 可 以 在 
”[Roloj 中 找到 。 定 理 1 中 给 出 的 的 表示 称 为 n 的 b 进 制 展 开 式 。n 的 5 进 制 展开 式 可 记 为 
(axari"*arao),;。 例 如 ，(245)s 表示 2。8: 十 4，8 十 5 一 165。 典 型 地 ， 整 数 的 十 进 制 展 开 式 的 
下 标 10 可 以 省 略 ， 因 为 以 10 为 基数 或 十 进 制 展开 式 通常 就 是 用 来 表示 整数 的 。 

二 进 制 展 开 式 ”选择 2 为 基数 就 得 到 整数 的 二 进 制 展开 式 。 在 二 进 制 记号 中 每 位 数字 或 者 
是 0 或 者 是 1。 换言之 ， 一 个 整数 的 二 进 制 展开 式 就 是 一 个 位 串 。 计 算 机 中 采用 二 进 制 展开 式 
(及 相关 的 从 二 进 制 展开 式 变化 而 来 的 其 他 展开 式 ) 来 表示 整数 并 做 整数 算术 运算 。 

例 1 以 (1 0101 1111); 为 二 进 制 展开 式 的 整数 的 十 进 制 展开 式 是 什么 ? 

解 ”我 们 有 

(1 0101 1111 和 一 1。28 十 0 2 十 1。25 叶 025 十 1。24 
十 1。2 十 1。2: 十 1。2 十 1。2" 二 351。 本 

八进制 和 十 六 进 制 展开 式 ”计算 机 科学 中 最 重要 的 基数 有 2、8 和 16。 基 数 8 的 展开 式 称 
为 八进制 展开 式 ， 而 基数 16 的 展开 式 称 为 十 六 进 制 展开 式 。 

例 2 八进制 展开 式 (7016)s 的 十 进 制 展开 式 是 什么 ? 

解 ”利用 2 进 制 展开 式 的 定义 ， 以 及 5 一 8， 可 以 得 到 

(7016)。 一 7 .8 十 0.8: 十 1.8 十 6 一 3598 本 

十 六 进 制 展开 式 需 要 用 到 16 个 不 同 的 数字 。 通 常 ， 所 使 用 的 十 六 进 制 数字 是 0，1，2，3， 
4， 5， 6 ， 7， 8， 9， A， 了 B， C， D， 正和 下 ， 其 中 字母 A 到 下 表示 相当 于 (十 进 制 表示 的 )10 到 
15 的 数字 。 

例 3 十 六 进 制 展开 式 (2AE0B),。 的 十 进 制 展开 式 是 什么 ? 

解 ”利用 2 进 制 展开 式 的 定义 ， 以 及 0 一 8， 可 以 得 到 

(2AE0B),。 一 2.164 十 10。16: 十 14。16: 十 0。16 十 11 王 175 627 | 

每 个 十 六 进 制 数字 可 以 用 4 位 来 表示 。 例 如 ， 可 以 看 出 (1110 0101), 二 (E5),。， 因 为 
(1110): 一 (E)u 而 (0101): 一 (5)is 。 字 节 是 长 度 为 8 的 位 串 ， 可 以 用 两 位 十 六 进 制 数字 来 表示 。 

进 制 转换 现在 介绍 一 个 算法 以 构造 一 个 整数 n 的 5 进 制 展 开 式 。 首先 ， 用 5 除 n 得 到 商 
和 余数 ， 即 

1 一 bo 十 ae 0 过 a <b 
余数 a。 就 是 nn 的 5 进 制 展开 式 中 最 右边 的 数字 。 下 一 步 用 2 除 q。 得 

gd 一 6 十 aa 0OZa<=6 
可 以 看 出 a 是 nn 的 5 进 制 展 开 式 中 从 右边 第 二 位 数字 。 继 续 这 一 过 程 ， 连 续 用 商 数 除 以 5 并 以 
余数 为 新 的 5 进 制 数字 。 这 一 过 程 在 商 为 0 时 终止 。 该 过 程 从 右 向 左 产生 的 5 进 制 数 字 。 

例 4 求 (12 345)i 的 八进制 展开 式 。 

解 ”首先 用 8 除 12 345 得 到 

12 345 一 8。1543 十 1 
连续 用 8 除 商 数 得 到 
1543 一 8。192 十 7 
192 一 8 .24 十 0 
24 王 8。3 十 0 
3 一 8 .0 十 3 


| 


pb 第 4 章 


由 此 得 到 一 连 串 的 余数 ，1，7，0，0 和 3 就 是 12 345 的 八进制 展开 式 中 从 右 向 左 的 数字 。 
于 十， 
(12 345)1 = (30.071)s 4 
例 5 求 (177130)1 的 十 六 进 制 展开 。 
解 首先 用 16 除 177 130 得 到 
177 130 = 16。11 070 十 10 
连续 用 16 除 商 数 得 到 
11070= 16.。691 十 14 
691 一 16。43 十 3 
43 王 16。2 十 11 
2 三 16。0 十 2 
由 此 得 到 一 连 串 的 余数 ，10，14，3，11，2 就 是 (177 130)i。 的 十 六 进 制 (基数 16) 展 开 式 中 从 
右 向 左 的 数字 。 从 而 得 到 
(177 130)1, = (2B3EA)，,。 
(回忆 一 下 整数 10、11 和 14 分别 对 应 于 十 六 进 制 数 字 A、B 和 下 。) < 
例 6 求 (241)y 的 二 进 制 展 开 。 
解 首先 用 2 除 241 得 到 
241 = 2。120 十 1 
连续 用 2 除 商 数 得 到 
120 天 2 .60 十 0 
60 二 2。30 十 0 
30 王 2.15 十 0 
15 天 2。7 十 1 
7 二 2。3 十 1 
3 二 2。1 十 1 
1=2 .0 十 1 
由 此 得 到 一 连 串 的 余数 ， 1， 0，0，0， ls ls Js 1 就 是 (241), 的 二 进 制 ( 基 数 2) 展 开 式 中 从 右 
向 左 的 数字 。 于 是 
(2419,0 = C1111,0001), 4 
算法 1 中 给 出 的 伪 代 码 计算 整数 的 5 进 制 展开 式 (4-1*…aiao)，。 


算法 1 构造 6 进 制 展开 式 








procedure base b expansion(n，6b: 正 整 数 且 b 放 1) 
gq :=n 
k:=0 
while dg 天 0 
a: :一 g mod b 
q :=g div 0 
k :二 k 十 1 
return(ax_1*…aiao){(ar_1"…aiao)， 就 是 n 的 5 进 制 展开 式 } 








在 算法 1 中 ，g 表示 通过 连续 用 2 去 除 时 所 得 到 的 商 ， 初始 值 9 二 n。6。 进 制 展 开 式 中 的 数 

字 就 是 做 这 些 除法 时 得 到 的 余数 ， 即 由 gq mod 5b 得 出 。 当 得 到 的 商 g=0 时 ， 该 算法 结束 。 
评注 ”注意 算法 1 可 认为 是 一 个 贪 禁 算法 ， 因为 在 每 一 步 都 是 取 尽 可 能 大 的 5b 进 制 
数字 。 
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二 进 制 、 八 进 制 和 十 六 进 制 展开 式 之 间 的 转换 ”二进制 与 八进制 之 间 以 及 二 进 制 与 十 六 进 
制 之 间 的 转换 是 非常 容易 的 ， 因 为 每 个 八进制 数字 对 应 一 组 三 位 二 进 制 数 字 ， 而 每 个 十 六 进 制 
数字 对 应 着 一 组 四 位 二 进 制 数字 ， 这 种 对 应 关系 如 表 1 所 示 ( 未 表示 开头 的 0)。( 这 些 对 应 关系 
的 证 明 留 做 练习 13 一 16。) 这 种 转换 的 解释 如 例 7 所 示 。 


表 1 整数 0 到 15 的 十 六 进 制 、 八 进 制 和 二 进 制 表示 
raw oT TT TT rT oT TT 
回回 加 回回 加 加 ENEIEIESEIEEIE 
os 
or ol ohio ho] ww Dow Lo | 0 | om | mor Lr [eo] 


例 7 求 (11 1110 1011 1100), 的 八进制 和 十 六 进 制 展开 式 以 及 (765)。 和 (A8D)1; 的 二 进 制 
展开 。 

解 为 了 把 (11 1110 1011 1100), 转化 成 八进制 记号 ， 可 以 把 数字 分 成 3 个 一 组 ， 必 要 时 
在 最 左 一 组 的 开头 加 一 些 0。 这 些 组 从 左 至 右 为 011、111、010、111 和 100， 分 别 对 应 八进制 
数字 3、7、2、7 和 4。 于 是 ，(11 1110 1011 1100), 二 (37274)。。 为 了 把 (11 1110 1011 1100)， 
转化 成 十 六 进 制 记号 ， 可 以 把 数字 分 成 4 个 一 组 ， 必 要 时 在 最 左 一 组 的 开头 加 一 些 0。 这 些 组 
从 左 至 右 为 0011、1110、1011 和 1100， 分 别 对 应 十 六 进 制 数字 3、E、B 和 C。 于 
是 ，(11 1110 1011 1100), 王 (3EBC)，。。 

为 了 把 (765)。 转 化 成 二 进 制 记号 ， 把 每 个 八进制 数字 换 成 一 组 3 个 二 进 制 数字 。 这 些 组 是 
111、110 和 101。 于 是 ，(765)s = 二 (1 1111 0101), 。 为 了 把 (A8D)is 转 化 成 二 进 制 记号 ， 把 每 个 
十 六 进 制 数字 换 成 一 组 4 个 二 进 制 数字 。 这 些 组 是 1010、1000 和 1101。 于 是 ，(A8D)i 二 
(1010 1000 1101)，。 本 


4.2.3 整数 运算 算法 

对 用 二 进 制 展开 式 表示 的 整数 做 运算 的 算法 在 计算 机 算术 中 格外 重要 。 我 们 将 介绍 对 两 个 
二 进 制 展 开 式 表示 的 整数 做 加 法 和 乘法 的 算法 。 还 将 以 实际 使 用 的 位 运算 次 数 来 分 析 这 些 算 法 
的 计算 复杂 度 。 在 整个 讨论 中 假定 a 和 4 的 二 进 制 展开 式 为 

4 一 (ai aido)z， b= (b,1b, :°°bibo); 
这 样 a 和 已 各 有 关 位 (必要 时 让 其 中 一 个 的 开头 加 上 几 位 0) 。 

我 们 用 这 些 整数 中 的 位 数 来 衡量 整数 算术 算法 的 复杂 度 。 

加 法 算法 “考虑 以 二 进 制 记号 表示 的 两 个 整数 相 加 的 问题 。 做 加 法 的 过 程 可 以 基于 通常 借 
助 纸 笔 做 加 法 的 方法 。 该 方法 就 是 通过 把 对 应 位 的 二 进 制 数字 相 加 ， 当 产生 进位 时 再 加 上 进 
位 ， 从 而 计算 两 个 整数 的 和 。 现 在 来 详细 描述 这 个 过 程 。 

要 把 a 和 6 相 加 ， 首 先 把 最 右边 的 位 相 加 。 这 样 可 得 

三 十 页 二 :名 2 十 页 
其 中 5 是 a 十 2 的 二 进 制 展开 式 中 最 右边 的 一 位 数字 ， 而 cv 是 进位 ，c 为 0 或 1。 然 后 把 下 一 
对 二 进 制 位 及 进位 相 加 ， 






Qi 十 bi 十 C6 三 ci1。2 十 5 
其 中 5 是 a 十 5b 的 二 进 制 展开 中 的 下 一 位 (从 右 算 起 ) 数 字 ，c 是 进位 。 继 续 这 一 过 程 ， 把 两 个 
二 进 制 展开 式 中 对 应 的 二 进 制 位 及 进位 相 加 ， 给 出 a 十 5 的 二 进 制 展开 式 中 从 右 算 起 的 下 一 位 
数字 。 最 后 ， 把 a,_! 、6,_1 和 c,_: 相 加 得 c,_1*。 2 十 s,-1。 和 的 首位 数字 是 s, 二 c,_:。 这 一 过 程 产 
生 a 与 5 之 和 的 二 进 制 展 开 式 ， Mab= O08 id so 
例 8 把 a==(1110), 和 8 一 (1011), 相 加 。 
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解 ”按照 算法 中 规定 的 步 又， 首先 注意 
ao 十 po 一 0 十 1 一 0。2 十 1 
所 以 0 二 0，5o 二 1。 然 后 ， 因 为 
和 十 夺 二 66 二 1 夺 1 下 0 二 162 二 0 





从 而 c= 二 1，5 二 0。 继 续 ， 
azs 十 bz 十 ci 二 1 十 0 十 1 二 1。2 和 十 0 
所 以 c= 二 1，ss = 二 0。 最 后 ， 由 于 
十 bs 十 cs 二 1 十 1 十 1 = 1。62 十 1 
从 而 cs 二 1 且 ss 二 1。 这 表明 s, 二 cs 二 1。 因 此 ，s 二 a 十 6 二 (1 1001),。 相 加 的 过 程 如 图 1 所 示 ， 
其 中 进位 用 斜体 表示 。 





图 1 (1110)， 和 (1011)。 相 加 
加 法 算法 可 用 伪 代 码 描述 如 下 。 
| 算法 2 整数 相 加 


procedure add(a，20: 正 整数 ) 
la 和 6 的 二 进 制 展开 式 分 别 是 (a,_14,-2*…aiao )。 和 (6b,_16,—2***b1 bo )2} 


c=0 





for j :=0 to n—1 
d :=|(a;+b; tc)/2 |] 
5 :=Q@j 二 by 十 ce 一 2d 
c:=d 

Sh +26 


return(snsn -1…*so)z{ 和 的 二 进 制 展 开 是 (s,s，-1 “50)2} 











下 面 分 析 算 法 2 使 用 的 二 进 制 位 相 加 的 次 数 。 

例 9 使 用 算法 2 将 两 个 二 进 制 表示 中 具有 zx( 或 少 于 闪 位 二 进 制 位 的 整数 相 加 时 需要 用 多 
少 次 二 进 制 位 加 法 ? 

解 ”两 个 整数 相 加 是 通过 连续 对 一 对 二 进 制 位 相 加 ， 当 有 进位 产生 时 再 加 上 进位 来 完成 
的 。 把 两 个 二 进 制 位 及 进位 相 加 需要 2 次 二 进 制 位 加 法 。 因 此 ， 需 要 用 到 的 二 进 制 位 加 法 总 数 
少 于 二 进 制 展开 式 中 位 数 的 两 倍 。 从 而 ， 算 法 2 把 两 个 位 整数 相 加 需要 的 二 进 制 位 加 法 次 数 
是 O(n)。 

乘法 算法 ”下面 考虑 两 个 位 整数 a 和 2 的 乘法 。 传 统 的 算法 (用 纸 笔 做 乘法 ) 如 下 。 利 用 
分 配 律 ， 可 以 看 出 

wb 二 &( 加 2 十 扇 2 十 … 十 六 2 一 ) 
一 &(p22) 十 'a( 玉 21) 十 … 十 a(2 2 一 ) 
可 以 用 这 一 等 式 来 计算 2。 首先 注意 当 己 =1 时 abj 二 a， 而 当 妃 二 0 时 ab 二 0。 当 用 2 乘 以 一 
项 时 ， 可 以 把 该 项 的 二 进 制 展开 式 向 左 移 一 位 并 在 尾部 加 上 一 个 0。 因 而 ， 可 以 通过 把 abi 的 
二 进 制 展开 式 向 左 移 位 ] 位， 再 在 尾部 加 上 j 个 0 来 获得 (ab;)2’。 最 后 ， 把 nr 个 整数 ab;2’， 
j= 二 0，1，2，…，n 一 ]-， 相 加 就 得 到 ab。 
算法 3 展示 了 乘法 的 这 一 过 程 。 
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算法 3 整数 相 乘 
procedure multiply(a,，b: 正 整 数 ) 
{a 和 6 的 二 进 制 展开 式 分 别 是 (a,_1a,_:*…aiao)。 和 Cb,-16b,-2***b1 bo),} 
for ; :=0 to n—1 

证 6; 二 1 then c; :二 a 移动 7 位 

else c; :=0 
{co，cl，…， cn-1 是 部 分 乘积 } 
p:=0 
for ; :=0 to n—1 

b= 
return p{p 是 ab 的 值 } 

; = 











例 10 解释 了 该 算法 的 应 用 。 
例 10 求 a==(110), 和 65==(101), 的 乘积 。 
解 ” 首 先 注意 
abs » 2° = (110),» 1. 2° = (110)， 
abi »。 2! = (110); »* 0 。2! = (0000)， 
及 
ab; » 2: 一 (110),。1。22: 一 (11000)， 
为 求 乘积 ， 把 (110), 、(0000)。 和 (11000)。 相 加 。 完 成 这 些 加 法 (利用 算法 2， 必 要 时 首位 加 0) 
即 得 ap 三 (11110), 。 这 一 过 程 如 图 2 所 示 。 a 





图 2 (110), 和 (101)。 相 乘 


下 面 来 确定 算法 3 做 乘法 时 用 到 的 二 进 制 位 加 法 和 移 位 次 数 。 

例 11 用 算法 3 计算 a 和 5 的 乘积 需 用 多 少 次 二 进 制 位 加 法 和 移 位 ? 

解 算法 3 通过 把 部 分 乘积 c。，c;，cs，*…，c,_1 相 加 来 计算 a 和 6 的 乘积 。 当 6 二 1 时 ， 
通过 把 a 的 二 进 制 展开 式 移 j 位 来 计算 部 分 积 c;。 当 64 二 0 时 ， 因 为 cj; 二 0 而 不 需要 移 位 。 因 
此 ， 为 求 出 所 有 nn 个 整数 ab;2’， j= By es Na 最 多 需要 

0 十 1 十 2 十 … 十 2 一 1 
次 移 位 。 因 此 ， 由 3.2 节 例 5 可 知 所 需 移 位 的 次 数 是 O(n)。 

要 把 ab 从 j==0 到 j= 二 n 一 1 加 起 来 ,需要 做 一 次 n 位 整数 加 法 一 次 (n 十 1) 位 整数 加 法 …… 
和 一 次 2n 位 整数 加 法 。 由 例 9 可 知 这 些 加 法 都 需要 O(n) 次 二 进 制 位 加 法 。 因 此 ， 全 部 个 数 
相 加 总 共 需 要 OC ) 次 二 进 制 位 加 法 。 本 

令 人 吃惊 的 是 ， 有 上 比 传统 整数 乘法 算法 更 有 效 的 算法 。8. 3 节 将 描述 一 个 算法 ， 它 使 用 
O( 了 村 中 ) 次 二 进 制 位 运算 来 完成 慰 位 数 的 乘法 。 

div 和 mod 算法 ”给 定 整数 a 和 Q&，cd>>0， 可 以 用 算法 4 来 计算 ga div d 和 -一 wa mod qd。 
在 这 个 蛮 力 算法 中 ， 当 a 为 正 时 ， 就 从 a 中 尽 可 能 多 次 减 去 d， 直 到 剩 下 的 值 小 于 4 为止。 所 
做 减法 的 次 数 就 是 商 而 最 后 减 剩 下 的 值 就 是 余数 。 算 法 4 也 能 处 理 a 为 负 的 情况 。 算 法 先 求 出 
当 |a| 除 以 a 时 的 商 q 和 余数 r+。 然后 ， 当 a 二 0 且 0 时 ， 算 法 就 用 这 些 结 果 来 计算 当 a 除 以 
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d 时 的 商 一 (gq 十 1) 和 余数 4 一 r。 留 给 读者 证 明 ( 练 习 57) 假 设 a 二 a 时 该 算法 用 O(g log a) 次 二 
进 制 位 运算 。 


算法 4 计算 div 和 mod 
procedure division algorithm(a: 整数 ，&: 正 整 数 ) 
0 
Te |a| 
while rd 
六 :一 广 一 地 
gt 
if a~<0 Br7r>0 then 
ri:=d—r 
d :二 一 (g 十 1) 
return(g，r){g 二 a div d 是 商 ，r 一 a mod d 是 余数 ) 











当 正 整数 a 除 以 正 整数 4d 时 ,还 有 比 算法 4 更 有 效 的 算法 能 确定 商 g 二 a div d 和 余数 > 一 
a mod d( 细 节 参 见 [Kn98])。 这 些 算 法 需要 O(log a，* log qd) 次 二 进 制 位 运算 。 如 果 a 和 4 的 二 
进 制 展开 式 都 不 超过 位 ， 则 我 们 可 以 用 x 来 替代 log a* log 4。 这 意味 着 当 a 除 以 d 时 需要 
Ol) 次 二 进 制 位 运算 来 计算 商 和 余数 。 


4.2.4 模 指 数 运算 

在 密码 学 中 能 够 有 效 地 计算 罗 mod m 很 重要 ， 其 中 5、n、m 是 大 整数 。 先 计算 "然后 再 
求 b6" 除 以 m 的 余数 的 方法 是 不 可 行 的 ， 因 为 b" 会 是 一 个 非常 大 的 数 。 取 而 代 之 ,一 种 可 行 的 
方法 是 利用 指数 n 的 二 进 制 展 开 式 的 一 个 算法 。 

在 给 出 这 个 算法 之 前 ,我 们 介绍 其 基本 思想 。 我 们 将 解释 如 何 利用 的 二 进 制 展开 式 ， 比 
如 7 一 (Qt-li…Qliao):， 来 计算 ba 首先 ， 注意 

和 br +ta, "2+a, EE 2 ob? 。pm 
这 就 说 明 为 了 计算 如 的 值 ， 只 需要 计算 6， 及 ，( 色 半 一 六 (办 壮 一 关 ，…， 估 的 值 。 一 旦 有 
了 这 些 值 ， 把 列表 中 w=1 的 那些 项 天 相 乘 。( 为 了 提高 效率 ， 每 乘 一 项 后 ， 都 做 一 次 模 m 运 
算 以 缩小 结果 值 .) 这 就 可 以 得 到 b" 的 值 。 例 如 ， 要 计算 3”， 首 先 注意 11 二 (1011),， 因此 
34 二 3s3:3!1。 通 过 连续 取 平 方 , 可 以 得 到 3* 二 9，3: 二 9 一 81 和 3 二 81? 一 6561。 因 
此 ，32 一 353231 一 6561。9。3 一 177 147。 

该 算法 依次 求 出 5 mod m， 5 mod m，W mod m，…，b” ”mod m， 并 把 其 中 a 二 1 的 那些 
项 mod m 相 乘 ， 在 每 次 乘法 后 求 乘积 除 以 m 所 得 的 余数 。 这 个 算法 的 伪 代 码 如 算法 5 所 示 。 
注意 在 算法 5 中 ,我 们 可 以 使 用 最 有 效 的 算法 来 计算 mod 函数 的 值 ， 而 并 非 一 定 要 使 用 算 
法 4。 


算法 5 模 指数 运算 
procedure modular exponentiation(b5: 整数 ，n 二 (ai-1a4-2…aiao)，m: 正 整 数 ) 


工 : 一 ] 
power :=b mod m 
for i :一 0 to & 一 1 
证 a=1 then z :一 (z。Ppower)mod m 
power :一 (Power。Ppower)mod m 
return Z( 工 等 于 pmod m} 
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我 们 用 例 12 说 明 算 法 5 是 如 何 工 作 的 。 
例 12 用 算法 5 求 3% mod 645。 
解 算法 5 首先 令 z=1 和 power 二 3 mod 645 王 3。 在 计算 3“ mod 645 的 过 程 电 ， 这 个 算 


法 通过 连续 取 平 方 并 模 645 运算 来 减 小 结果 值 的 方法 计算 3 mod 645，7 一 1，2，…，9。 如 果 
4a; 二 1( 其 中 a 是 644 二 进 制 展开 式 (1010000100)， 中 的 第 7 位) ， 就 在 z 当前 值 上 乘 以 3 mod 
645 并 模 645 来 减 小 结果 值 。 下 面 是 所 用 到 的 步骤 : 








一 0: 因为 mw 王 0， 所 以 有 z 王 1 和 power 一 3: mod 645 一 9 mod 645 一 9; 
: 因为 a 二 0， 所 以 有 z 王 1 和 Power 一 9: mod 645 一 81 mod 645 一 81; 


1 
2: 因为 二 1， 所 以 有 z= 二 1* 81 mod 645 王 81 和 power 二 81* mod 645 一 6561 mod 645 一 111; 
3: 因为 a 二 0， 所 以 有 z 一 81 和 power 一 111: med 645 一 12 321 mod 645 一 66; 
i 二 4: 因为 a, 二 0， 所 以 有 z 一 81 和 power 一 66” mod 645 一 4356 mod 645 一 486; 
5: 因为 a; 二 0， 所 以 有 z 一 81 和 power 一 486” mod 645 一 236 196 mod 645 一 126; 
6: 因为 we 王 0， 所 以 有 z 王 81 和 power 一 126: mod 645 一 15 876 mod 645 一 396; 
7: 因为 % 王 1， 所 以 有 xz 一 (81。396)mod 645 一 471 和 power 一 396” mod 645 一 156 816 mod 
645 一 81; 
i 二 8: 因为 as 二 0， 所 以 有 z 王 471 和 power 一 8]1” mod 645 一 6561 mod 645 一 111; 
i 二 9; 因为 w 王 1， 所 以 有 z 一 (471。111)mod 645 一 36。 











习 


这 说 明 遵循 算法 5 的 步骤 得 出 结果 3” mod 645 一 36 。 | 
算法 5 是 非常 高 效 的 ， 它 用 OC((log m)” log 站 次 二 进 制 位 运算 就 能 求 得 入 mod m( 参 见 练 
58) 。 


练习 


1. 


把 下 列 整数 从 十 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 
a)231 b)4532 c)97 644 


. 把 下 列 整 数 从 十 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 


a)321 b)1023 c)100 632 


. 把 下 列 整 数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 进 制 表示 。 


a) (1 1111)。 b) (10 0000 0001)， ec) (1 0101 0101); d) (110 1001 0001 0000); 


. 把 下 列 整数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 进 制 表示 。 


a) (1 1011); b) (10 1011 0101); c)(11 1011 1110); d)(111 1100 0001 1111); 


. 把 下 列 整数 从 八进制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 


a) (572)s b) (1604)s C€) (423)s d) (2417)s 


. 把 下 列 整 数 从 二 进 制 表示 转换 为 八进制 表示 。 


a)(1111 0111)。 b) (1010 1010 1010)。 e) (111 0111 0111 0111)。 d)(101 0101 0101 0101); 


. 把 下 列 整数 从 十 六 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 


a) (80E) 1 b) (135AB)16 c) (ABBA)'s d) (DEFACED)'s 


. 把 (BADFACED)ie 从 十 六 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 

. 把 (ABCDEF)ie 从 十 六 进 制 表示 转换 为 二 进 制 表示 。 

. 把 练习 6 中 的 整数 从 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。 

. 把 (1011 0111 1011)。 从 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。 

. 把 (1 1000 0110 0011)* 从 二 进 制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 。 

. 证 明 一 个 正 整数 的 十 六 进 制 展开 式 可 以 从 其 二 进 制 展开 式 求 得 ， 方 法 是 每 四 位 二 进 制 数字 组 成 一 组 ， 


必要 时 在 开头 加 一 些 0， 把 每 组 四 个 二 进 制 数字 转换 成 一 个 十 六 进 制 数字 。 


. 证 明 一 个 正 整数 的 二 进 制 展 开 式 可 以 从 其 十 六 进 制 展 开 式 求 得 ,方法 是 把 每 个 十 六 进 制 数字 转换 成 


一 组 四 个 二 进 制 数字 。 


. 证 明 一 个 正 整数 的 八进制 展开 式 可 以 从 其 二 进 制 展开 式 求 得 ， 方 法 是 每 三 位 二 进 制 数字 组 成 一 组 ， 
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16. 


17. 
18. 
19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 
27, 
28. 
. 证 明 每 个 正 整数 都 可 以 唯一 地 表示 为 2 的 不 同 次 寡 的 和 。[ 提 示 : 考虑 整数 的 二 进 制 展开 式 。] 
30. 


2 


2 


3 


po 


32. 


33. 


必要 时 在 开头 加 一 些 0， 把 每 组 三 个 二 进 制 数字 转换 成 一 个 八进制 数字 。 

证 明 一 个 正 整 数 的 二 进 制 展 开 式 可 以 从 其 八进制 展开 式 求 得 ， 方 法 是 把 每 个 八进制 数字 转换 成 一 组 
三 个 二 进 制 数字 。… 

把 (7345321)s 转换 为 二 进 制 表 示 ， 把 (10 1011 1011); 转换 为 八进制 表示 。 

给 出 一 个 将 整数 的 十 六 进 制 表示 转换 为 八进制 表示 的 过 程 ， 用 二 进 制 表示 作为 中 间 步 又 。 


给 出 一 个 将 整数 的 八进制 表示 转换 为 十 六 进 制 表示 的 过 程 ， 用 二 进 制 表示 作为 中 间 步 又 。 
试 解释 如 何 从 二 进 制 转换 为 64 进 制 ， 从 64 进 制 转换 为 二 进 制 ， 从 八进制 转换 为 64 进 制 ， 以 及 从 64 
进 制 转换 为 八进制 。 

找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 二 进 制 表示 。 

a)(100 0111),，(111 0111)， b)(1110 1111)。，(1011 1101); 

©) (10 1010 1010)。，(1 1111 0000)， d) (10 0000 0001)。，(11 1111 1111)， 

找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 三 进 制 表示 。 

a)(112)。，(210)。 b)(2112)。，(12021)， 

©) (20001)3, (1111); | d) (120021); ，(2002)， 

找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 八进制 表示 。 

a) (763)s, (147)s b) (6001)s, (272)s 

区 条 通 1 C77 d) (54321)s, (3456)s 

找 出 下 列 每 一 对 数 的 和 与 积 。 答 案 用 十 六 进 制 表示 。 

a)(1AE)。，(BBC)is b)(20CBA)i。，(Aol)is 

©) (ABCDE)1s, (1111)16 d) (E0000E)1s, (BAAA)'s 

用 算法 5 求 7%* mod 645。 


用 算法 5 求 11%* mod 645。 
用 算法 5 求 32” mod 99。 
用 算法 5 求 1231"! mod 101。 


可 以 证 明 每 个 整数 都 能 表示 为 
ex 3 二 本 3 十 “十 @13 十 :é0 
的 形式 ， 其 中 e 一 一 1，0 或 1,， 7 一 0，1，2，…，A。 这 一 类 展开 称 为 平衡 三 进 制 展开 式 。 求 下 列 整 
数 的 平衡 三 进 制 展开 式 。 
a)5 b)13 c)}37 d)79 


. 证 明 一 个 正 整数 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 十 进 制 数 字 之 和 能 被 3 整除 。 


证 明 一 个 正 整 数 能 被 11 整除 当 且 仅 当 它 的 偶数 位 十 进 制 数字 之 和 与 奇数 位 十 进 制 数 字 之 和 的 差 能 被 
11 整除 。 
求证 一 个 正 整数 能 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 偶数 位 二 进 制 数字 之 和 与 奇数 位 二 进 制 数字 之 和 的 差 能 被 3 


整除 。 
整数 的 1 的 补 码 表示 法 可 以 简化 计算 机 算术 。 为 了 表示 绝对 值 小 于 2 的 正 、 负 整数 ， 共 需要 位 。 


最 左边 一 位 用 来 表示 符号 。 该 位 置 上 的 0 表示 正 整 数 ，1 表示 负 整 数 。 对 正 整数 来 说 ， 其 余 位 正好 等 同 
于 该 整数 的 二 进 制 展 开 式 。 对 负 整 数 来 说 ， 其 余 位 可 用 通过 先 找 出 该 整数 绝对 值 的 二 进 制 展开 式 然后 对 
其 各 位 求 补 得 到 ， 其 中 1 的 补 码 是 0， 而 0 的 补 码 是 1。 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 
39. 


用 长 度 为 六 的 位 串 找 出 下 列 整数 的 1 的 补 码 表示 。 

a)22 b)31 人 二 d) 一 19 

下 列 长 度 为 五 的 1 的 补 码 所 表示 的 是 什么 整数 ? 

a)11001 b)01101 c)10001 d)11111 

如 果 m 是 一 个 小 于 2"” 的 正 整 数 ， 当 用 长 度 为 n 的 位 串 时 ， 怎样 从 m 的 1 的 补 码 表示 求 出 一 w 的 1 


的 补 码 表示 ? 

怎样 从 两 个 整数 的 1 的 补 码 表示 得 到 其 和 的 1 的 补 码 表示 ? 

怎样 从 两 个 整数 的 1 的 补 码 表示 得 到 其 差 的 1 的 补 码 表 示 ? 

证 明 1 的 补 码 表 示 为 (4a,_14,-s…aiao) 的 整数 mx 可 以 通过 等 式 mr 二 一 a,_1(2” 一 1) 十 a,_22"” “十 … 十 
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a1 * 2 十 ao 计算 得 到 。 
整数 的 2 的 补 码 表 示 也 可 以 用 来 简化 计算 机 算术 ， 而且 比 1 的 补 码 表示 更 常用 。 对 给 定 的 正 整数 ”， 
要 表示 满足 一 2”' 二 +2”! 一 1 的 整数 +， 共 需要 nn 位 。 最 左边 一 位 用 来 表示 符号 。 与 1 的 补 码 展示 式 一 
样 ， 该 位 置 上 的 0 表示 正 整数 ，1 表示 负 整 数 。 对 正 整 数 来 说 ， 其 余 位 等 同 于 该 整数 的 二 进 制 展开 式 。 
对 负 整 数 而 言 ， 其 余 位 是 2”' 一 |z| 的 二 进 制 展 开 式 中 。 计 算 机 中 常用 整数 的 2 的 补 码 表 示 ， 因 为 不 论 
整数 是 正 是 负 ， 都 很 容易 用 这 种 表示 来 做 整数 的 加 法 和 减法 。 
40. 解答 练习 34， 这 次 使 用 2 的 补 码 表示 并 用 长 度 为 六 的 位 串 。 
41. 解答 练习 35， 如 果 每 个 表示 都 是 长 度 为 五 的 2 的 补 码 表示 。 
42. 用 2 的 补 码 表示 解答 练习 36 。 
43. 用 2 的 补 码 表示 解答 练习 37 。 
44. 用 2 的 补 码 表示 解答 练习 38 。 
45. 证 明 2 的 补 码 表示 为 (a,-_14,-s…aiao) 的 整数 m 可 以 通过 等 式 nm 
a1。 2 十 ao 计算 得 到 。 
46. 试 给 出 一 个 简单 的 算法 从 整数 的 1 的 补 码 表示 构成 其 2 的 补 码 表示 。 
47. 有 时 通过 用 四 位 二 进 制 展开 式 表示 每 个 十 进 制 数字 来 为 整数 编码 。 这 就 产生 了 整数 的 二 进 制 编码 的 
十 进 制 形式 。 例 如 ， 用 这 种 方式 为 791 编码 得 011110010001。 采 用 这 种 编码 方式 表示 一 个 却 位 的 十 


进 制 数 需要 多 少 位 ? 
康 托 展 开 式 是 这 种 形式 的 和 式 

omni!l anna— 1 二 一 二 2 二 a1l1l 
其 中 a; 为 整数 且 0<a;&i, i=1, 2, …, nn。 


48. 求 下 列 各 数 的 康 托 展开 式 。 
a)2 b)7 c)19 d)87 
e)1000 f)1 000 000 
49. 试 描述 找 出 整数 的 康 托 展开 式 的 算法 。 
50. 试 描述 将 两 个 整数 的 康 托 展 开 式 相 加 的 算法 。 
51. 按照 课本 给 出 的 加 法 算法 步骤 ,一步 一 步 把 (10111), 和 (11010); 相 加 。 
52. 按照 课本 给 出 的 乘法 算法 步骤 ， 一步 一 步 把 (1110), 和 (1010)， 相 乘 。 
53. 试 描述 计算 两 个 二 进 制 展 开 式 之 差 的 算法 。 
54. 试 估计 两 个 二 进 制 展 开 式 的 减法 所 需 二 进 制 位 运算 的 次 数 。 
55. 设计 一 个 算法 ， 给 定 整 数 a 和 2 的 二 进 制 展 开 ， 判断 是 否 有 4 二 5，a 二 5b， 或 者 < 一 5。 
56. 当 整 数 a 和 5 中 较 大 的 数 的 二 进 制 展 开 式 有 nn 位 时 ,练习 55 中 的 比较 算法 需要 要 做 多 少 次 二 进 制 位 
运算 ? 
57. 采用 所 需 除法 次 数 来 衡量 ， 试 估计 求 整数 的 5 进 制 展开 式 的 算法 1 的 复杂 度 。 
58. 证 明 算 法 5 使 用 OC(log m)’log n) 次 二 进 制 位 运算 来 计算 大 mod m。 
59. 证 明 算法 4 使 用 OCg log|a|) 次 二 进 制 位 运算 ,假设 ad。 


4.3 素数 和 最 大 公约 数 


4.3.1 引言 

4. 1 节 研 究 了 整数 整除 性 的 概念 。 基 于 整除 性 的 一 个 重要 概念 就 是 素数 。 素 数 是 大 于 1 的 
且 不 能 被 1 和 它 自身 以 外 的 正 整 数 整除 的 整数 。 对 素数 的 研究 可 以 追溯 到 远古 时 代 。 几 千年 前 
人 们 就 知道 素数 有 无 限 多 个 ， 在 欧 几 里 得 的 著作 中 所 发 现 的 该 事实 的 证 明 也 以 其 优雅 和 漂亮 而 
闻名 。 

我 们 将 讨论 整数 中 素数 的 分 布 。 我 们 还 将 描述 一 部 分 近 400 年 来 数学 家 所 发 现 的 有 关 素 数 
的 结论 。 特 别 是 ， 我 们 要 介绍 一 个 重要 的 定理 一 一 算术 基本 定理 。 该 定理 断言 每 个 正 整 数 都 可 
以 唯一 表示 为 按 非 递减 排序 的 素数 乘积 ， 它 具有 很 多 有 趣 的 推论 。 我 们 还 将 讨论 一 些 有 关 素数 
的 古老 且 至 今 仍 然 悬 而 未 决 的 猜想 。 
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素数 已 经 成 为 现代 密码 系统 中 必 不 可 缺少 的 一 部 分 ， 我 们 将 阐述 其 在 密码 学 中 的 一 些 重要 
性 质 。 比 如 ， 寻 找 大 素数 在 现代 密码 学 中 是 一 个 基本 课题 。 对 大 整数 进行 素 因子 分 解 所 需 的 时 
间 尺 度 是 一 些 重 要 的 现代 密码 系统 中 密码 强度 的 基础 。 

本 节 还 将 介绍 两 个 整数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 。 我 们 还 将 讨论 一 个 重要 算法 ， 即 欧 几 
里 得 算法 来 计算 最 大 公约 数 。 


4.3.2 素数 

每 个 大 于 1 的 整数 至 少 能 被 两 个 整数 整除 ， 因 为 一 个 正 整 数 可 以 被 1 和 它 自己 整除 。 恰 有 
两 个 不 同 的 正 整 数 因子 的 整数 称 为 素数 。 

兴 信 | 大 于 1 的 整数 户 称 为 素数 ， 如 果 轧 的 正 因子 只 是 1 和 p。 大 于 1 但 又 不 是 素数 的 
正 整数 称 为 合 数 。 


评注 整数 nn 是 合 数 当 且 仅 当 存 在 整数 a 使 得 a |n 并 且 1 二 a=n。 


例 1 7 是 素数 ， 因 为 它 仅 有 的 正 因子 是 1 和 7。9 是 合 数 ， 因 为 它 能 被 3 整除 。 4 
正如 算术 基本 定理 所 阐述 的 ， 素数 是 正 整 数 的 基本 构件 。 证 明 将 在 5. 2 节 给 出 。 
三 到 朋 算术 基本 定理 每 个 大 于 1 的 整数 都 可 以 唯一 地 写 为 两 个 或 多 个 素数 的 乘积 ， 其 
中 素数 因子 以 非 递减 序 排列 。 
例 2 给 出 了 一 些 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 
例 2 100、641、999 和 1024 的 素 因 子 分 解 式 如 下 
100= 23 2%§505= 2°5? 
641 王 641 
599 三 3。3"3。37 三 33。37 
1] 2 和 三 :2 人 22 本 


4.3.3 试 除 法 

证 明 一 个 给 定 的 整数 是 素数 是 很 重要 的 。 例 如 ， 在 密码 学 中 大 素数 就 用 在 为 信息 加 密 的 某 
些 方法 中 。 一 个 证 明 整 数 为 素数 的 过 程 就 是 基于 下 面 的 观察 。 

如 果 n 是 一 个 合 数 ， 那 么 nn 必 有 一 个 素 因子 小 于 或 等 于 Yn。 

证 ”如果 是 合 数 ， 由 合 数 的 定义 ， 可 知 它 有 一 个 满足 1 二 a 二 n 的 因子 a。 故 ， 由 正 整 数 
的 因子 的 定义 ， 可知 n= 二 ab， 其 中 5 是 大 于 1 的 正 整数 。 我 们 证 明 a 二 Vn 或 5 三 Vn。 如 果 a 二 Vn 
且 b>>Yn， 则 abVn， Yn 二 n， 矛盾 。 因 此， 有 a 二 Yn 或 5 三 Yn。 因为 a 和 6 都 是 n 的 因子 ， 所 
以 , nxn 有 一 个 不 超过 Yn 的 正 因子 。 这 个 因子 或 者 是 素数 ， 或 者 (由 算术 基本 定理 ) 有 比 它 小 的 素 
因子 。 无 论 哪 种 情况 ，n 有 一 个 素 因 子 小 于 或 等 于 Vn。 4 

从 定理 2 可知， 如 果 一 个 整数 不 能 被 小 于 或 等 于 其 平方 根 的 素数 整除 ， 则 它 就 是 素数 。 这 
一 结论 导致 了 称 为 试 除法 的 蛮 力 算法 。 要 用 试 除法 ， 我们 把 n 除 以 所 有 不 超过 Vn 的 素数 ， 如 果 
不 能 被 其 中 任意 一 个 素数 整除 就 可 以 得 出 结论 n 是 素数 。 例 3 就 是 用 试 除法 来 证 明 101 是 
素数 。 

例 3 证 明 101 是 素数 。 

解 ” 不 超过 V101 的 素数 仅 有 2，3，5 和 7。 因 为 101 不 能 被 2，3，5 和 7 整除 (101 被 这 些 
数 除 的 商都 不 是 整数 ) ， 所 以 101 是 素数 。 本 

由 于 每 个 整数 都 有 素 因 子 分 解 式 ， 所 以 有 一 个 寻找 素 因 子 分 解 式 的 算法 将 会 很 有 用 。 考 虑 
寻找 整数 的 素 因 子 分 解 式 的 问题 。 从 最 小 素数 2 开始 ， 依 次 用 素数 去 除 n。 如 果 nn 有 素 因子 ， 
则 由 定理 2 可知， 可 以 找到 一 个 不 超过 Yn 的 素 因 子 p。 所 以 ， 如 果 找 不 到 不 超过 Yn 的 素 因子 ， 
则 为 素数 。 否 则 ， 如 果 找 到 一 个 素 因 子 zp， 则 可 以 继续 对 n/p 做 因子 分 解 。 注 意 n/p 没有 小 
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于 p 的 素 因子 。 同 样 的 道理 ， 如 果 n/p 没有 大 于 等 于 p 且 不 超过 它 的 平方 根 的 素 因 子 ， 则 它 为 
素数 。 否 则 ， 如 果 它 有 素 因 子 9， 则 可 以 继续 对 n/(pg) 做 因子 分 解 。 这 一 过 程 一 直 继 续 直 到 因 
子 分 解 只 剩 一 个 素数 为 止 。 例 4 解释 了 这 一 过 程 。 

例 4 找 出 7007 的 素 因 子 分 解 式 。 

解 ”要 找 出 7007 的 素 因 子 分 解 式 ， 首 先 不 断 地 用 素数 去 除 7007， 从 2 开始 。2、3 和 5 都 
除 不 尽 7007。 但 是 ，7 除 尽 7007，7007/7 二 1001。 下 一 步 ， 从 7 开始 不 断 地 用 素数 去 除 1001 。 
立刻 发 现 7 还 能 整除 1001， 因 为 1001/7= 二 143。 继 续 从 7 开始 不 断 用 素数 去 除 143。 虽 然 7 不 
能 整除 143， 但 11 整除 143， 得 143/11 王 13。 由 于 13 为 素数 ， 这 一 过 程 完成 。 由 此 得 出 
7007 王 7。 1001 王 7。7。143 王 7。7。11。13。 因 此 ，7007 的 素 因 子 分 解 式 是 7.。7。11. 13 王 
人 4 

素数 的 研究 在 古代 是 为 了 探究 原理 。 今 天 ， 其 研究 已 经 有 了 很 实用 的 目的 。 特 别 是 ， 大 素 ,加 
数 在 密码 学 中 起 着 关键 作用 ， 在 4. 6 节 将 会 看 到 。 


4.3.4 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 

注意 ， 不 超过 100 的 合 数 必 定 有 一 个 不 超过 10 的 素 因 子 。 因 为 小 于 10 的 素数 仅 有 2、3、 
5 和 7， 所 以 不 超过 100 的 素数 就 是 这 四 个 素数 以 及 那些 大 于 1 且 不 超过 100 同时 不 能 被 2、3、 
5 和 ?7 之 一 整除 的 正 整数 。 

埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 (sieve of Eratosthenes) 就 是 用 来 寻找 不 超过 一 个 给 定 整数 的 所 有 素数 。 ,ww 思 
例如 ， 下 列 过 程 就 是 寻找 不 超过 100 的 素数 。 首 先 构 造 1 一 100 全 部 整数 的 列表 。 筛 法 开始 过 
程 ， 除 了 2 以 外 ， 删 除 那 些 能 被 2 整除 的 整数 。 因 为 3 是 保留 下 来 的 第 一 个 大 于 2 的 整数 ， 所 
以 除了 3 以 外 ， 删 除 所 有 那些 能 被 3 整除 的 整数 。 因 为 5 是 3 之 后 保留 下 来 的 下 一 个 整数 ， 所 
以 除了 5 以 外 ， 删 除 那些 能 被 5 整除 的 整数 。 保 留 下 来 的 下 一 个 数 是 7， 所 以 ， 除 了 7 以 外 ， 
删除 那些 能 被 7 整除 的 整数 。 因 为 所 有 不 超过 100 的 合 数 能 被 2、3、5 或 7 整除 ， 所 以 除了 1 
以 外 ， 所 有 保留 下 来 的 整数 都 是 素数 。 在 表 1 中 展示 了 每 个 阶段 被 删除 的 整数 ， 其 中 第 一 个 区 
域 中 能 被 2 整除 的 每 个 整数 (2 除外 ) 加 一 条 下 划 线 ， 第 二 个 区 域 能 被 3 整除 的 每 个 整数 (3 除 
外 ) 加 一 条 下 划 线 ， 第 三 个 区 域 中 能 被 5 整除 的 每 个 整数 (5 除外 ?加 一 条 下 划 线 ， 第 四 个 区 域 
中 能 被 7 整除 的 每 个 整数 (7 除外 ) 加 一 条 下 划 线 。 没 有 下 划 线 的 整数 就 是 不 超过 100 的 素数 。 
我 们 得 出 结论 : 不 超过 -100 的 整数 是 2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41， 
3 47» Sa. S09, 61, 67, 71 73, 79, .835 89 和 975 
是 个 最 小 的 素数 时 ,我们 知道 就 有 一 个 更 大 的 素数 不 在 其 中 。 我 们 将 用 欧 几 里 得 在 其 著名 的 
数学 教科 书 《 几 何 原本 》(The Elements) 中 给 出 的 证 明 来 证 明 这 个 事实 。 这 个 简单 优雅 的 证 明 被 
许多 数学 家 认为 是 数学 中 最 漂亮 的 证 明 。 它 是 4 天 书 中 的 证 明 》(Proofs from THE BOOK) 一 书 
中 位 列 第 一 的 证 明 ， 这 里 天 书 是 指 想 象 中 完美 证 明 的 集 册 ， 这 些 证 明 被 著名 数学 家 保罗 ，。 埃 德 
斯 声称 是 由 上 帝 维护 的 。 顺 便 提 一 下 ， 存 在 数量 巨大 的 不 同 的 证 明 来 证 明 存 在 无 限 多 个 素数 ， 
并 且 新 的 证 明 还 在 以 惊人 的 速度 频繁 地 发 表 着 。 


ums 


埃 拉 托 斯 特 尼 (公元 前 276 年 一 公元 前 194 年 ) 出 生 在 昔 兰 尼 ( 埃 及 以 西 的 一 个 希腊 
殖民 地 ) 并 在 雅典 的 柏拉图 学 院 学 习 。 我 们 知道 当时 国王 托 勤 密 二 世 邀 请 埃 拉 托 斯 特 
尼 到 亚历山大 来 教 他 的 儿子 ， 后 来 埃 拉 托 斯 特 尼 成 为 亚历山大 最 著名 的 图 书馆 (一 个 
，) 古代 智慧 资料 库 ) 的 馆 长 。 埃 拉 托 斯 特 尼 是 一 个 知识 面 极 宽 的 学 者 ， 著 作 论 及 数学 、 

; 地 理学 、 天 文学 、 历 史学 、 哲 学 和 文学 批评 。 除 了 在 数学 领域 的 工作 外 ， 他 还 以 古代 
历史 编 年 表 和 著名 的 测量 地 球 大 小 而 闻名 。 
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表 1 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 





2 以 外 能 被 2 整除 的 整数 加 一 下 划 线 3 以 外 能 被 3 整除 的 整数 加 一 下 划 线 
, i 
广 机 入 wg 过 . 雹 褒 及 地 共有 0 5 J 6 
oY 2 ds 4 28 6 A 8 29 0 21 ‘22 23 24 25 26 27 28 29 .30 
3 了 和 6 3 8 9 0 31 32 3 3435 36 37 38 39 4 
41 42 43 4 4 4 47 4 49 50 41 42 4344447 4 49 50 
51 52 53 54 55 56 57 58 59 6 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
61l 62 63 64 65 66 67 68 69 70 61 62 6G3 6465 66 617176869 70 
站 戏院 全 故人 力 砷 轴 :名 
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 81 82 83 84 85 86 87 88 89 % 
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 91 92 93 94 95 96 97 9%8 9%9 100 


示 的 整数 是 素数 
hy 计生 和 和 
1 rid ld :15.16 他 1 9. WW ny 3 4 MS 6 1 gr WW 
A4223242352827282 3 A4223242352527 82 30 
3 32 入 3 引 3 .31 弘 , 验 ;得 31 32 3343533738 3 和 
41 和 434 科 避 4 47 龟 49 50 和 1 和 434 和 和 447 旬 和 50 
51 $2 53 54 55 56 57 5859 6 Sl 32 53 4 55 56 37 Sa 39 6 
6l 62 63 64 65 66 67 68 69 7 61 62 63 64 65 66 67 68 69 170 
71 722 73 74 15 76 77 2 79 8 7 1722 7 714715 7 7 7 7 8 
8L 82 83 84 85 86 87 88 89 2 81 82 83 84 85 86 87 88 89 % 
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 91 93 94 95 96 97 98 9 100 


存在 无 限 多 个 素数 。 
证 ”用 反 证 法 证 明 这 个 定理 。 假 设 只 有 有 限 多 个 素数 pl ，p,，…，p,。 令 
Q= pipa'**p,t1 
根据 算术 基本 定理 ，Q 要 么 是 素数 ， 要 么 能 被 写成 两 个 或 多 个 素数 之 积 。 但是， 没有 一 个 素数 


unmts 


马兰 .梅森 (Marin Mersenne，1588 一 1648) ”梅森 生 在 法 国 的 缅 因 省 (现今 为 萨 尔 
特 省 ) 的 一 个 农民 家 庭 ， 在 勒 芒 学 院 (College of Mans) 和 位 于 La Fleche 的 基督 学 院 上 
过 学 。1609 一 1611 年 他 在 索 邦 大 学 继续 学 业 ， 学 习 神 学 。1611 年 他 加 入 米 尼 玛 
(Minims) 宗 教 团体 ， 米 尼 玛 的 名 字 来 自 Minimi 一 词 ( 这 个 组 织 的 成 员 都 极为 谦和 进 ， 自 
认为 是 所 有 宗教 团体 中 最 为 卑微 的 ) 。 除 了 祈祷 外 ， 这 个 团体 的 成 员 献 身 于 学 术 和 研 
究 。1612 年 他 在 巴黎 的 皇家 广场 任 牧师 ，1614 一 1618 年 他 在 内 维尔 (Nevers) 的 米 尼 
玛 修道 院 教授 哲学 。1619 年 他 回 到 巴黎 ， 而 他 位 于 Annociade 的 米 尼 玛 宿舍 却 成 了 包 
括 费 马 和 帕斯卡 在 内 的 法 国 科 学 家 、 哲 学 家 和 数学 家 的 聚会 场所 。 梅 森 与 全 欧洲 的 学 者 频繁 通信 ， 担 当 
数学 和 科学 知识 交流 中 心 的 角色 ， 如 同 后 来 的 数学 学 术 期 刊 ( 及 今日 之 互联 网 ) 的 作用 。 梅 森 撰 写 的 书籍 
涵盖 力学 、 数 学 物理 、 数 学 、 音 乐 和 声学 。 他 研究 素数 并 尝试 构造 一 个 能 表示 所 有 素数 的 公式 ， 但 没有 
成 功 。1644 年 梅森 声称 ， 当 加 一 2，3，5，7，13，17，19，31，67，127，257 时 ，22 一 1 是 素数 ; 而 对 于 
小 于 257 的 所 有 其 他 素数 p，2* 一 1 是 合 数 。 人 们 花 了 300 多 年 的 时 间 在 梅森 的 上 述 论断 中 找到 5 个 错 
误 。 特 别 是 当 加 一 67 和 p==257 时 ，2* 一 1 不 是 素数 ， 而 当 如 一 61，z 一 87 和 p= 二 107 时 ，2* 一 1 是 素数 。 
值得 一 提 的 是 ， 梅 森 还 为 两 位 当时 最 有 名 的 人 物 笛 卡 儿 和 伽利略 受到 宗教 批评 而 辩护 。 他 还 协助 揭露 炼 
丹 术 士 和 占星 术士 的 骗术 。 
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p; 能 整除 Q， 因 为 如 果 p; |Q， 则 p; 整除 Q 一 pp,…p, 王 1。 因此， 存在 一 个 不 在 p1，p:，…， 
p, 中 的 素数 。 这 个 素数 要 么 是 Q( 如 果 Q 是 素数 ) ， 要 么 是 Q 的 一 个 素 因 子 。 这 就 是 一 个 矛盾 ， 
因为 我 们 假设 列 出 了 所 有 的 素数 。 因 此 ， 存 在 无 限 多 个 素数 。 4 
评注 ”注意 在 这 个 证 明 中 我 们 没有 说 Q 是 素数 ! 而 且 ， 在 这 个 证 明 中 ， 我 们 给 出 的 是 
非 构 造 性 的 存在 性 证 明 : 给 定 姥 个 素数 ， 存 在 一 个 不 在 表 中 的 素数 。 对 于 构造 性 的 证 
明 ， 就 必须 显 式 地 给 出 一 个 不 在 初始 的 元 个 素数 列表 中 的 素数 。 


由 于 存在 无 限 多 个 素数 ， 所 以 给 定 任意 正 整数 都 存在 大 于 这 个 整数 的 素数 。 人 们 不 断 追 求 
去 发 现 越 来 越 大 的 素数 。 近 300 年 来 ， 已 知 最 大 的 素数 几乎 都 是 特殊 形式 2 一 1 的 整数 ， 其 中 
也 是 素数 。( 注 意 当 nn 不 是 素数 时 2" 一 1 不 可 能 是 素数 。 人 参见 练习 9.) 这 种 素数 称 为 梅森 素 
数 ， 这 是 以 法 国 修道 士 马 兰 . 梅森 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 17 世纪 就 研究 这 些 素 数 。 之 所 以 已 知 
最 大 素数 通常 都 是 梅森 素数 ， 是 因为 有 一 个 特别 有 效 的 称 为 卢 卡 斯 - 莱 默 尔 (Lucas-Lehmer) 测 
试 的 测试 方法 可 以 判断 2? 一 1 是 否 为 素数 。 而 且 ， 当 前 还 不 可 能 以 差不多 同样 快 的 速度 判断 一 
个 不 是 这 种 或 其 他 特殊 形式 的 整数 是 否 为 素数 。 

例 5 整数 2: 一 1=3， 2: 一 1=7 和 2 一 1 一 31 都 是 梅森 素数 ， ee 
数 ， 因 为 2047 一 23。89。 

自从 发 明了 计算 机 以 后 ， 寻 找 梅森 素数 的 进展 一 直 稳 步 发 展 。 截 至 2011 年 早 些 时 候 ， 
有 47 个 梅森 素数 被 发 现 ， 其 中 16 个 是 1990 年 以 来 找到 的 。 已 知 最 大 的 梅森 素数 (时 至 2011 年 
早 些 时 候 ) 是 2 一 1， 这 是 一 个 大 约 有 1300 万 十 进 制 位 的 数 ， 在 2008 年 被 证 明 是 素数 互联 网 
梅森 素数 大 搜索 (GIMPS) 作 为 一 个 共同 体 致力 于 寻找 新 的 梅森 素数 。 你 可 以 加 入 这 个 大 搜索 ， 
如 果 幸 运 的 话 ， 寻 找到 一 个 新 的 梅森 素数 ， 甚 至 有 可 能 赢得 现金 大 奖 。 顺 便 说 一 句 ， 寻 找 梅 森 
素数 本 身 就 是 有 实际 意义 的 。 对 超级 计算 机 的 一 种 质量 控制 检验 就 是 复制 了 用 来 判定 一 个 大 梅 
森 素 数 是 素数 的 卢 卡 斯 - 莱 默 尔 测试 。 

素数 的 分 布 ”定理 3 告诉 我 们 存在 无 限 多 个 素数 。 可 是 ， 小 于 一 个 正 整 数 z 的 素数 有 多 少 个 
呢 ? 这 个 问题 吸引 了 数学 家 很 多 年 。 在 18 世纪 晚期 ， 数 学 家 编制 了 很 大 的 素数 表 来 收集 有 关 素数 
分 布 的 证 据 。 利 用 这 些 证 据 ， 当 时 的 大 数学 家 包括 高 斯 和 勤 让 德 ， 都 猜想 有 但 没 能 证 明定 理 4。 

三 本国 素数 定理 当 z 无 限 增长 时 ， 不 超过 工 的 素数 个 数 与 x/lIn 工 之 比 趋 近 于 1。( 这 
里 InzX 是 工 的 自然 对 数 。) 

法 国 数学 家 雅克 。 阿 达 马 (Jacques Hadamard) 和 比利时 数学 家 瓦 列 普 金 (Charles-Jean- 
Gustave-Nicholas de la Valleé-Poussin) 利 用 复 变 函数 论 在 1896 年 首次 证 明了 素数 定理 。 虽 然 已 
经 有 了 不 用 复 变 函数 论 的 证 明 ， 但 是 素数 定理 所 有 已 知 的 证 明 都 非常 复杂 。 

可 以 用 素数 定理 来 估计 随机 选择 的 一 个 数 是 素数 的 可 能 性 。 素 数 定 理 告诉 我 们 不 超过 z 的 
素数 个 数 可 以 用 z/ln zx 来 通 近 。 因 此 ， 一 个 随机 选择 的 正 整 数 ” 是 素数 的 可 能 性 大 约 是 
(n/ln nn)/n 二 1/ln n。 有 时 候 我 们 需要 寻找 一 个 具有 特定 位 数 的 素数 。 我 们 要 估计 需要 选择 多 
少 个 特定 位 数 的 整数 才 有 可 能 遇 到 一 个 素数 。 利 用 素数 定理 和 微 积 分 ， 可 以 证 明 一 个 整数 nn 是 
素数 的 概率 也 大 约 是 1/ln n。 例 如 ， 一 个 靠近 10” 附近 的 一 个 整数 是 素数 的 可 能 性 大 约 是 
1/ln 10”， 即 大 约 1/2300。( 当 然 了 ， 只 选择 奇数 可 以 使 找到 素数 的 机 会 增加 一 倍 。) 

定理 2 的 试 除法 给 出 了 因子 分 解 和 素数 测试 的 过 程 。 可 是 ， 这 些 过 程 不 是 很 有 效 的 算法 ， 
人 们 已 经 开发 了 许多 切实 有 效 的 算法 来 做 这 些 事情 。 因 子 分 解 和 素数 测试 对 于 数论 在 密码 学 中 
的 应 用 已 变 得 很 重要 。 这 引起 了 人 们 极 大 的 兴趣 来 开发 完成 这 两 个 任务 的 有 效 算法 。 在 过 去 的 
30 年 中 已 经 研究 设计 了 一 些 巧妙 的 过 程 来 有 效 地 生成 大 素数 。 再 者 ，2002 年 Manindra 
Agrawal、Neeraj Kayal 和 Nitin Saxena 做 出 了 一 个 重要 的 理论 发 现 。 他 们 证 明 存 在 以 整数 二 进 


日 2013 年 1 月 25 日 发 现 第 48 个 梅森 素数 25 85151 一 1, 一 共 17425 170 位。 一 一 译 者 注 
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制 展 开 式 中 位 数 来 衡量 的 一 个 多 项 式 时 间 算 法 ， 可 以 判定 一 个 正 整数 是 否 是 素数 。 基 于 他 们 工 
作 的 算法 使 用 OC((log m5) 次 二 进 制 位 运算 可 以 判定 一 个 正 整数 nn 是否 是 素数 。 

可 是 ， 尽 管 在 同一 时 期 已 开发 了 强 有 力 的 因子 分 解 新 方法 ， 但 大 整数 的 因子 分 解 仍然 要 比 
素数 测试 更 加 耗 时 。 尽 管 如 此 ， 大 整数 分 解 的 挑战 引起 了 许多 人 的 兴趣 。 互 联网 上 有 一 个 共同 
体 致力 于 分 解 大 整数 ， 特 别 是 形 如 7 士 1 的 大 数 ， 其 中 & 是 个 小 正 整数 而 ”是 个 大 正 整 数 ( 这 样 
的 数 称 为 卡 宁 汉 数 ) 。 在 任何 时 候 ， 总 有 一 个 “十 大 热门 ”的 这 种 大 数列 表 等 待 分 解 。 

素数 和 算术 级 数 ”每 个 奇 整 数 都 在 下 面 两 种 算术 级 数 之 中 4& 十 1 或 者 4 十 3，R 一 1， 
2，…。 因 为 我 们 知道 存在 无 限 多 个 素数 ， 所 以 我 们 会 问 是 香 在 这 两 种 算术 级 数 中 都 有 无 限 多 
个 素数 。 素 数 5，13，17，29，37，41，… 在 算术 级 数 4& 十 3 中 ; 而 素数 3，7，11，19，23， 
31，43，… 则 在 算术 级 数 4 十 1 中 。 这 些 暗示 在 两 个 级 数 都 可 能 存在 无 限 多 个 素数 。 那 么 其 他 
如 ak 十 5,，k 二 1，2,，…( 这 里 不 存在 比 1 大 的 整数 能 同时 整除 a 和 5) 的 算术 级 数 呢 ?这 里 会 包 
含 无 限 多 个 素数 吗 ? 答案 由 德国 数学 家 古 。 勤 热 纳 。 狄 利克 雷 给 出 ， 他 证 明了 每 个 这 样 的 级 数 
都 包含 有 无 限 多 个 素数 。 他 的 证 明 以 及 后 来 所 有 的 证 明 超 出 本 书 的 范围 。 可 是 ， 用 本 书 中 的 概 
念 是 有 可 能 证 明 狄 利克 雷 定 理 的 一 些 特例 的 。 例 如 ， 练 习 54 和 55 要 求证 明 在 3& 十 2 和 3& 十 3， 
& 一 1，2，… 算 术 级 数 中 存在 无 限 多 个 素数 。 (每 个 练习 的 提示 提供 了 证 明 所 需 的 基本 概念 。) 

我 们 解释 了 每 个 ak 十 5，，k 二 1，2，… 的 算术 级 数 包含 无 限 多 个 素数 ， 这 里 a 和 2 没有 大 于 
1 的 公 因 子 。 但 是 是 否 存 在 仅 由 素数 构成 的 较 长 的 算术 级 数 呢 ? 例 如 ， 一 些 探索 可 知 5，11， 
17，23，29 是 由 五 个 素数 构成 的 算术 级 数 ， 而 199，409，619，829，1039，1249，1459， 
1669，1879 ，2089 是 由 十 个 素数 构成 的 算术 级 数 。 在 20 世纪 30 年 代 ， 著 名 数学 家 保罗 “。 埃 德 
斯 猜测 对 于 任意 大 于 2 的 正 整 数 n， 存 在 完全 由 素数 构成 的 长 度 为 n 的 算术 级 数 。2006 年 ， 
Ben Green 和 陶 哲 轩 已 经 能 够 证 明 该 猜想 了 。 他 们 的 证 明 ， 堪 称 是 数学 中 的 环 法 ， 结 合 了 若干 
高 级 数学 领域 的 概念 而 给 出 的 一 个 非 构 造 性 证 明 。 


4.3.5 关于 素数 的 猜想 和 开放 问题 
数论 是 一 门 可 以 从 中 很 容易 地 提出 猜想 的 学 科 ， 其 中 一 些 问 题 很 难 证 明 ， 还 有 一 些 问题 多 
年 来 一 直 悬 而 未 决 。 例 6 一 9 将 介绍 数论 中 的 一 些 猜 想 并 讨论 其 现状 。 


ums 


陶 哲 轩 ( 生 于 1975 年 ) 陶 哲 轩 出 生 在 澳大利亚 。 他 的 父亲 是 一 名 儿科 医生 而 母 
亲 在 香港 的 中 学 教 数学 。 陶 哲 轩 是 一 个 神童 ， 两 岁 时 就 自学 算术 。10 岁 时 ， 他 成 为 最 
年 轻 的 国际 数学 奥林匹克 (IMO) 选 手 ; 13 岁 时 他 赢得 了 IMO 金牌 。17 岁 时 陶 哲 轩 获 
得 他 的 学 士 学 位 和 硕士 学 位 ， 并 在 普林斯顿 大 学 开始 研究 生 学 习 ， 三 年 后 获得 博士 学 
位 。1996 年 他 成 为 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 的 一 名 教员 ， 并 继续 在 那里 工作 。 
人 陶 哲 轩 知 识 面 极 宽 ， 他 喜欢 在 不 同 的 领域 研究 问题 ， 包 括 调 和 分 析 、 偏 微分 方 

 ” ””  ” ” 程 、 数 论 和 组 合 数学 。 他 在 博客 上 讨论 各 种 问题 的 研究 进展 ， 你 可 以 通过 阅读 博客 来 
了 解 他 的 工作 。 他 最 著名 的 结论 是 Green-Tao 定理 : 存在 任意 长 的 素数 算术 级 数 。 陶 哲 轩 对 数学 的 应 用 
做 出 了 重要 贡献 ， 如 开发 了 一 种 使 用 尽 可 能 少 的 信息 进行 数字 图 像 重 建 的 方法 。 陶 哲 轩 在 数学 家 中 间 具 
有 神奇 的 口碑 ， 他 成 了 数学 研究 员 轿 里 的 搞定 先生 (Mr. Fix-It) 。 本 身 也 是 神童 的 知名 数学 家 查尔斯 。 费 
弗 曼 曾经 说 过 :“ 如 果 你 在 一 个 问题 上 卡 住 了 ， 那 么 出 路 之 一 是 让 陶 哲 轩 也 感 兴趣 。”2006 年 陶 哲 轩 被 授 
予 菲 尔 茨 奖 ， 这 是 授予 40 岁 以 下 数学 家 的 最 负 盛 名 的 奖项 。2006 年 他 被 授予 了 麦克 阿 琴 奖金 ， 并 于 
2008 年 他 获得 了 Allan T. Waterman 奖 ， 其 中 50 万 美元 的 现金 奖励 为 支持 科学 家 在 其 早期 职业 生涯 中 的 
研究 工作 。 陶 哲 轩 的 妻子 劳 拉 是 在 喷气 推进 实验 室 的 一 名 工程 师 。 

克里斯蒂 安 ， 哥 德 巴赫 (1690 一 1764) 出 生 在 普鲁士 的 哥 尼斯 堡 ， 该 城市 以 著名 的 七 桥 问题 (将 在 
10. 5 节 进 行 研究 ) 而 闻名 于 世 。1725 年 ， 他 成 为 彼得 堡 科 学 院 的 数学 教授 。1728 年 ， 哥 德 巴赫 前 往 英 斯 
科教 授 沙 皇 之 子 。1742 年 ， 他 进入 政坛 ， 成 为 俄罗斯 外 交 部 的 一 名 职员 。 哥 德 巴 赫 以 其 与 欧 拉 和 伯 努 利 
等 著名 数学 家 的 书信 往来 、 在 数论 中 的 著名 猜想 ， 以 及 分 析 学 中 的 贡献 而 闻名 于 世 。 
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例 6 有 这 样 一 个 函数 f(n) 是 十 分 有 用 的 : 对 所 有 的 正 整 数 有.F(z) 是 素数 。 如 果 我 们 有 
这 样 一 个 函数 ， 我 们 就 可 以 找到 大 的 素数 用 于 密码 学 或 者 其 他 应 用 中 。 要 寻找 这 样 一 个 函数 ， 
需要 测试 不 同 的 多 项 式 函 数 ， 就 像 几 百年 前 数学 家 所 做 的 那样 。 经 过 大 量 的 计算 我 们 可 以 找到 
多 项 式 f(n) 一 ww 一 n 十 41。 这 个 多 项 式 具 有 一 个 有 趣 的 特点 : 对 于 不 超过 40 的 正 整 数 ，f(n) 是 
素数 。[ 我 们 有 f(1)= 二 41，f(2)= 二 43，f(3)= 二 47，f(4)==53 等 。] 这 就 导致 我 们 猜想 是 否 对 于 所 
有 的 正 整数 >， 都 有 f(n) 是 素数 。 我 们 能 解决 这 个 猜想 吗 ? 

解 也许 结果 是 意料 之 中 的 ， 那 个 猜想 的 结果 是 假 的 ， 我 们 并 不 需要 看 得 太 远 就 可 以 找到 
一 个 正 整数 nn 使 得 f(n) 为 合 数 ， 因 为 f(41) 王 41: 一 41 十 41 一 41: 。 因 为 对 于 满足 1 二 nn 二 40 的 所 
有 正 整 数 都 有 f (nn) 二 x 一 n 十 41 为 素数 ， 我 们 或 许 想 找到 另外 一 个 多 项 式 具 有 性 质 : 对 于 所 有 
的 正 整 数 >， 都 有 f(n) 为 素数 。 然 而 ， 这 个 多 项 式 并 不 存在 。 可 以 证 明 对 于 每 一 个 整数 系数 多 
项 式 f(n)， 存 在 一 个 正 整 数 y 使 得 f(y) 是 合 数 。( 参 见 补充 练习 23.) 4 

关于 素数 的 很 多 重要 问题 仍然 期 待 着 聪明 人 能 给 出 最 终 的 解 。 在 例 7 一 9 中 我 们 描述 其 中 
一 些 最 容易 理解 的 且 耳 熟 能 详 的 开放 问题 。 数 论 以 其 拥有 大 量 非常 容易 理解 的 猜想 而 著称 ， 这 
些 猜 想 抵御 了 最 复杂 技术 的 攻克 ， 或 者 简单 地 说 抵御 了 所 有 攻克 。 我 们 列 出 这 些 猜 想 是 想 要 说 
明 很 多 看 上 去 相对 简单 的 问题 即使 到 了 21 世纪 还 是 悬而未决 。 

例 7， 哥 德 巴 蒋 猜 想 1742 年 ， 克 里 斯 蒂 安 。 哥 德 巴赫 在 给 莱 晶 哈 德 ， 欧 拉 的 一 封 信 中 提 
出 一 个 猜想 : 每 个 大 于 5 的 奇数 n 都 是 三 个 素数 之 和 。 欧 拉 在 回信 中 答复 此 猜想 等 价 于 另 一 猜 
想 : 每 个 大 于 2 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 (参见 补充 练习 21) 。 每 个 大 于 2 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 
的 这 个 猜想 现在 称 为 哥 德 巴赫 猜想 。 对 于 小 的 偶数 可 以 验证 这 个 猜想 。 例 如 ，4 二 2 十 2， 
6 一 3 十 3，8 三 5 十 3，10 王 7 十 3，12 三 7 十 5 等 。 在 计算 机 出 现 之 前 ， 人 们 通过 手工 计算 对 上 至 
百 万 的 数 验 证 了 哥 德 巴赫 猜想 。 使 用 计算 机 可 以 对 更 大 的 数 进 行 验证 。 到 2011 年 年 中 ， 对 上 
至 1.6X10* 的 所 有 正 偶数 都 验证 了 猜想 。 

虽然 哥 德 巴赫 猜想 的 证 明 至 今 仍 未 发 现 ， 但 大 多 数 数 学 家 都 认为 此 猜想 是 正确 的 。 使 用 解 
析 数 论 ( 远 超出 本 书 范围 ) 的 一 些 复杂 方法 已 经 证 明了 一 些 定理 ， 可 以 建立 比 哥 德 巴赫 猜想 弱 一 
些 的 结论 。 其 中 就 包括 每 个 大 于 2 的 偶数 都 是 至 多 6 个 素数 之 和 (O. Ramaré 在 1995 年 证 明 ) 以 
及 每 个 充分 大 的 正 偶数 都 可 以 写成 一 个 素数 以 及 另 一 个 或 者 素数 或 者 两 个 素数 乘积 之 和 ( 陈 景 
润 在 1996 年 证 明 ) 。 也 许 哥 德 巴赫 猜想 会 在 不 太 久 的 将 来 得 到 证 明 。 4 

例 8 有 很 多 猜想 都 断言 存在 无 限 多 个 具有 某 种 特殊 形式 的 素数 。 一 种 猜想 就 认为 存在 
无 限 多 个 可 以 写成 六 十 1 形式 的 素数 ， 其 中 z 为 正 整 数 。 例 如 ，5 王 2 十 1，17 王 全 十 1，37 王 
6: 十 1 等 。 目 前 所 知 的 最 好 结果 就 是 存在 无 限 多 个 正 整 数 nn 使 得 ww 十 1 或 者 是 素数 ， 或 者 是 至 
多 两 个 素数 之 积 (Henryk Iwaniec 在 1973 年 证 明 ， 需 要 用 到 远 超 出 本 书 范 围 的 解析 数论 中 的 
高 级 技术 ) 。 4 

例 9 李 生 素数 猜想 ” 挛 生 素数 是 指 相差 2 的 一 对 素数 ， 诸 如 3 和 5、5 和 7、11 和 13、17 
和 19、4967 和 4969。 挛 生 素 数 猜想 断定 存在 无 限 多 对 挛 生 素数 。 关 于 挛 生 素数 已 被 证 明 最 好 
的 结果 是 有 无 限 多 对 p 和 pp 十 2， 其 中 p 是 素数 ，p 十 2 是 素数 或 者 是 两 个 素数 乘积 (陈景润 在 
1966 年 证 明 ) 。 和 截至 2011 年 ， 挛 生 素数 的 世界 纪录 是 65 516 468 355。25 于 5 呈 士 1] 个 ,一 共有 
100 355 个 十 进 制 位 。 。 4 


4.3.6 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 

能 整除 两 个 整数 的 最 大 整数 称 为 这 两 个 整数 的 最 大 公约 数 。 

更 今 4 和 4 是 两 个 整数 ,不 全 为 0。 能 使 dla 和 d|b 的 最 大 整数 d 称 为 a 和 b 的 最 
大 公约 数 。a 和 5 的 最 大 公约 数 记 作 gcd(a，D) 。 


昌 截至 2011 年 12 月 25 日 ,最 大 的 挛 生 素数 是 3 756 801 695 685。2565669 土 1， 一 共有 200 700 个 十 进 制 
位 。 一 一 译 者 注 
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两 个 不 全 为 0 的 整数 的 最 大 公约 数 是 存在 的 ， 因 为 这 两 个 整数 的 公约 数 集合 是 非 空 且 有 限 


的 。 寻 找 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 一 个 方法 是 找 出 两 个 整数 的 所 有 正 公 约 数 ， 然 后 取 其 中 最 大 
者 。 如 例 10 和 11 所 示 。 稍 后 会 给 出 一 个 更 有 效 的 寻找 最 大 公约 数 的 方法 。 
例 10 24 和 36 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
解 24 和 36 的 正 公 约 数 是 1，2，3，4，6 和 12。 因 此 ，gcd(24，36) 一 12。 4 
例 11 17 和 22 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
解 17 和 22 除 了 1 以 外 没有 正 公 约 数 ， 所 以 gcd(17，22) 王 1。 4 


因为 要 说 明 两 个 整数 没有 1 以 外 的 正 公 约 数 这 一 点 很 重要 ， 所 以 我 们 有 定义 3。 
下 闭 数 xc 和 2 是 互 素 的 如 果 它 们 的 最 大 公约 数 是 1。 
例 12 从 例 11 可 知 整数 17 和 22 是 互 素 的 ， 因 为 gcd(17，22) 一 1。 4 
因为 需要 说 明 一 个 整数 集合 中 没有 两 个 整数 具有 大 于 1 的 正 公 约 数 ， 所 以 我 们 给 出 定义 4。 
定义 4 整数 aa ，a ，…，a 是 两 两 互 素 的 ， 如 果 当 1<i<j<n 时 有 gcd(a;， = 

例 13 判断 整数 10，17 和 21 是否 两 两 互 素 ， 整 数 10，19 和 24 是否 两 两 互 素 。 

解 ”由 于 gcd(10，17) 王 1，gcd(10，21) 王 1 和 gecd(17，21) 王 1， 所 以 结论 是 10，17 和 21 
是 两 两 互 素 的 。 

因为 gcdC(10，24) 王 2 之 1， 可 见 10，19 和 24 不 是 两 两 互 素 的 。 4 

另外 一 个 寻找 两 个 整数 的 最 大 公约 数 的 方法 是 利用 这 两 个 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 假 定 两 个 
正 整数 a 和 2 的 素 因 子 分 解 式 为 

a= php"pr, b= ph pp 
其 中 每 个 指数 都 是 非 负 整 数 ， 而 且 出 现在 a 或 2 的 素 因 子 分 解 式 中 的 所 有 素数 都 出 现在 这 两 个 
分 解 式 中 ， 必 要 时 以 0 指数 出 现 。 则 gcd(Ca， 纪 由 下 式 给 出 
gcd(a,b) = pr 01) po ba) so pminCen sb,) 

其 中 minCz，y) 代 表 两 个 数 工 和 y 的 最 小 值 。 为 证 明 这 一 计算 gcd(a，5) 的 公式 是 有 效 的 ， 必 
须 证 明 等 式 右边 的 整数 同时 能 整除 a 和 5， 而 且 没 有 更 大 的 整数 能 整除 a 和 65。 该 整数 确实 整除 
a 和 65， 因为 其 因子 分 解 式 中 每 个 素数 的 指数 都 不 超过 a 和 2 的 分 解 式 中 该 素数 的 指数 。 此 外 ， 
没有 更 大 的 整数 能 整除 a 和 0， 因为 该 分 解 式 中 每 个 素数 的 指数 都 不 能 再 增 大 ， 而 且 也 不 能 包 








括 其 他 素数 。 

例 14 因为 120 和 500 的 素 因子 分 解 式 分 别 是 120 二 2。3。，5 和 500 二 2。5*， 所 以 最 大 
公约 数 是 

gcd(120， 500) = 2min(3,2) 3min01,0) 5mindl,3) 一 223051 一 20 。 4 


素 因 子 分 解 式 还 可 用 于 寻找 两 个 整数 的 最 小 公 倍 数 。 

正 整数 a 和 b 的 最 小 公 倍 数 是 能 被 4 和 b5 整除 的 最 小 正 整 数 。a 和 日 的 最 小 公信 
数 记 作 lcem(a,， 6b)。 

最 小 公 倍 数 存 在 ， 因 为 能 被 a 和 2 整除 的 整数 集合 是 非 空 的 (比如 ，ab 就 属于 该 集合 ) ， 而 
每 个 非 空 的 正 整数 集合 都 有 一 个 最 小 元 素 ( 根 据 5. 2 节 将 要 讨论 的 良 序 性 质 )。 假 定 a 和 6 的 素 
因子 分 解 式 如 前 所 述 。 则 a 和 4 的 最 小 公 倍数 由 下 式 给 出 

lem(a,b) = p, max(a eb he 总 ,mao 

其 中 max(Cz，y) 表 示 两 个 数 工 和 >y 中 的 最 大 数 。 这 一 公式 是 有 效 的 ， 因 为 和 6b 的 一 个 公 倍 数 
在 其 分 解 式 中 至 少 含 max(a;，6;) 个 p;， 而 最 小 公 售 数 中 没有 a 和 6。 的 因子 之 外 的 素数 。 

例 15 2 37* 和 23: 的 最 小 公 倍 数 是 什么 ? 

解 ”我 们 有 

emag2853572 0 2495) 二 Ds) gs gma0) 24 72 4 

定理 5 给 出 两 个 整数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 之 间 的 关系 。 用 上 面 给 出 的 求 这 两 个 数 的 

公式 就 可 以 证 明 这 一 定理 。 定 理 证 明 留 作 练习 31。 
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令 a 和 bb 为 正 整数 ， 则 
ab=gcd(a, 6b) * lem(a, b) 


4.3.7 欧 几 里 得 算法 

直接 从 整数 的 素 因 子 分 解 式 计算 两 个 整数 的 最 大 公约 数 是 效率 很 低 的 。 原 因 是 寻找 素 因 子 
分 解 式 非 常 耗 时 。 这 里 给 出 一 个 更 高 效 的 寻找 最 大 公约 数 的 方法 ， 称 为 欧 几 里 得 算法 。 这 个 算 
法 古代 就 有 了 。 这 是 用 古 希 腊 数学 家 欧 几 里 得 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 其 著作 《几何 原本 》(The 
Elements) 中 记载 了 这 一 算法 的 描述 。 

在 介绍 欧 几 里 得 算法 之 前 ， 我 们 先 看 一 看 它 是 怎样 求 gcd(91，287) 的 。 首先， 用 两 个 数 中 
的 大 数 287 除 以 两 个 数 中 的 小 数 91， 得 到 

287 = 二 91。3 十 14 

91 和 287 的 任何 公约 数 必定 也 是 287 一 91， 3 二 14 的 因子 。 而 且 91 和 14 的 任何 公约 数 也 必定 
是 287 王 91。3 十 14 的 因子 。 因 此 ，287 和 91 的 最 大 公约 数 和 91 与 14 的 最 大 公约 数 相同 。 这 
意味 着 求 gcd(91，287) 的 问题 已 被 归 约 为 求 gcd(91，14) 的 问题 。 

接 下 来 ，91 除 以 14 得 

91 一 14。6 十 7 

由 于 91 和 14 的 任何 公约 数 也 能 整除 91 一 14。6=7,， 并 且 14 和 7 的 任何 公约 数 整除 91， 所 以 
gcd(91, 14)=gcd(14, 7)。 

继续 14 除 以 7， 得 

14 一 7。2 

因为 7 整除 14， 所 以 gcd(14，7) 王 7。 另 外 ， 因 为 gcd(287，91) 一 gcd(91，14) 一 gcd(14，7) 一 
7， 所 以 最 初 的 问题 得 解 。 

现在 介绍 欧 几 里 得 算法 在 一 般 情况 下 是 如 何 工作 。 我 们 将 用 轧 转 相 除 法 把 求 两 个 正 整数 最 
大 公约 数 的 问题 归 约 为 求 两 个 较 小 整数 的 最 大 公约 数 问 题 ， 直 到 两 个 整数 之 一 为 0。 

欧 几 里 得 算法 的 基础 是 下 面 关 于 最 大 公约 数 和 整除 算法 的 结论 。 

令 4a 二 bq 十 r， 其 中 4a，b,，g 和 rr 均 为 整数 。 则 gcd(a,， 5) 二 gcd(b，7)。 

证 ”如果 能 证 明 4 与 5 的 公约 数 和 5 与 7 的 公约 数 相同 ， 也 就 证 明了 gcd(a, 二 gcd(b, 7)， 
因为 这 两 对 整数 必定 有 相同 的 最 大 公约 数 。 

因此 ,假定 4 整除 a 和 65。 则 可 得 d 也 整除 4 一 bg 二 xr( 根 据 4. 1 节 定 理 1)。 因 此 ，a 和 2 的 
任何 公约 数 也 是 5 和 r 的 公约 数 。 

类 似 地 ， 假定 a 整除 5 和 +。 则 4d 也 整除 bq 十 r= 二 a。 因 此 ,5 和 7 的 任何 公约 数 也 是 a 和 
的 公约 数 。 

因此 ，gcd(a, 5b) 二 gcd(b,， 7)。 4 

假定 a 和 46 为 正 整 数 ， 且 a 宇 5。 令 二 a 和 rj 一 5。 当 连 续 应 用 整除 算法 时 ， 可 得 

n=ngqgtr: Or<n 
n==rqs 二 rs On<r 





欧 几 里 得 (Euclid， 约 公元 前 325 一 公元 前 265) ”网 几 里 得 是 最 成 功 的 数学 著作 
《几何 原本 》(The Elements) 的 作者 ， 该 书 从 古 至 今 已 有 1000 多 个 不 同 的 版 本 。 人 们 对 
欧 几 里 得 的 生平 所 知 甚 少 ， 只 知道 他 在 埃及 亚历山大 的 著名 学 院 里 任教 。 显 然 ， 欧 几 
里 得 不 强调 应 用 。 当 一 个 学 生 问 他 学 习 几 何 学 能 得 到 什么 时 ， 他 解释 说 知识 本 身 就 什 
得 学 习 并 让 他 的 仆人 给 了 这 个 学 生 一 枚 硬币 “因为 他 一 定 要 从 所 学 中 获 利 .” 





us 
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Md dat QA Tg 
Tl1™ Tndn 
最 终 在 这 一 连续 相 除 序列 中 会 出 现 余数 为 0， 因 为 在 余数 序列 一 六 二 六 二 六 > 和 … 过 0 中 至 多 包 
含 a 项 。 再 者 ， 从 引 理 1 可 知 
gcd(a,b)= gcd(ro rm) = gcd(riy7s) 一 … = ged(r, ;7 1) 
= gcd(riis7,) = gcd(7,,0) = 7, 
因此 ， 最 大 公约 数 是 除法 序列 中 最 后 一 个 非 零 余 数 。 
例 16 用 欧 几 里 得 算法 寻找 414 和 662 的 最 大 公约 数 。 


解 ”连续 相 除 得 出 : 
662 二 414。1 十 248 


414 一 248 。1 十 166 
248 二 166。1 十 82 
166 二 82。2 十 2 
82= 2 .41。 
因此 ，gcd(414，662) 二 2， 因 为 2 是 最 后 一 个 非 零 余数 。 4 
欧 几 里 得 算法 用 伪 代 码 表示 如 算法 1 所 示 。 











算法 1 欧 几 里 得 算法 
procedure gcd(a，b: 正 整 数 ) 
了 
Vg 
while > 天 0 

ri:=X mody 

r=y 

a 





return zx{gcd(a，5) 是 工 ) 





在 算法 1 中 ，z 和 y 的 初 值 分 别 是 a 和 65。 在 过 程 的 每 一 步 ，z 取 y 的 值 , 而 y 取 x mod y 
的 值 ， 即 z 除 以 y 的 余数 。 只 要 y 隆 0， 该 过 程 就 不 断 重复 。 当 y 二 0 时 算法 终止 ， 而 此 时 z 的 
值 ， 该 过 程 中 最 后 一 个 非 零 余数 ， 为 a 和 2 的 最 大 公约 数 。 

我 们 将 在 5. 3 节 研 究 欧 几 里 得 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 并 证 明 求 < 和 2 的 最 大 公约 数 所 要 的 除 
法 次 数 当 ac 之 2 时 为 O(log 56)。 


4.3.8 gcd 的 线性 组 合 表 示 

本 节 之 后 一 直 会 用 到 的 一 个 重要 结果 是 两 个 整数 a 和 2 的 最 大 公约 数 可 以 表示 为 

sa++itb 

的 形式 ， 其 中 s 和 + 为 整数 。 换 句 话 说 ，gcd(a， 忠 可 以 表示 为 a 和 6， 的 整 系数 的 线性 组 合 。 例 
如 ，gcd(6，14) 王 2， 而 2 一 (一 2).。 6 十 1. 14。 该 事实 可 表述 为 定理 6。 

贝 祖 定理 ”如果 a 和 8 为 正 整数 ， 则 存在 整数 s 和 上 使 得 gcd(a, 中 二 sa 十 翅 。 

如 果 a 和 6b 为 正 整数 ， 则 使 得 gcd(Ca， 旨 一 sa 十 声 的 整数 和 上 称 为 & 和 8 的 贝 祖 
系数 (以 18 世纪 法 国 数学 家 艾 蒂 安 。 贝 祖 的 名 字 命 名 ) 。 还 有 ， 等 式 gcd(a， 5b) 二 54 十 二 称 为 贝 
祖 恒等式 。 

这 里 不 对 定理 6 做 形式 证 明 ( 证 明 可 参见 5. 2 节 练 习 36 和 [Ro10])。 只 是 举例 说 明 一 种 方 
法 可 以 用 来 找 出 两 个 整数 的 线性 组 合 使 之 等 于 其 最 大 公约 数 。( 本 节 假 定 线性 组 合 均 以 整数 为 
系数 。) 该 方法 要 对 欧 几 里 得 算法 的 除法 步骤 做 反 向 处 理 ， 所 以 这 个 方法 需要 欧 几 里 得 算法 的 步 
又 正 反 向 各 走 一 遍 。( 在 练习 中 我 们 将 描述 一 个 称 为 扩展 欧 几 里 得 算法 的 算法 ， 只 需要 经 历 一 
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遍 欧 几 里 得 算法 的 步骤 就 可 以 把 gcd(a，5) 表 示 成 a 和 2 的 线性 组 合 ; 参见 练习 41 前 的 导言 。) 
例 17 把 gcd(252，198) 王 18 表示 为 252 和 198 的 线性 组 合 。 
解 ”要 证 明 gcd(252，198) 二 18， 欧 几 里 得 算法 做 下 列 除法 : 
252= 1 。198 十 54 
198 王 3。54 十 36 
54 一 1。36 十 18 
36 一 2。18 
用 倒数 第 二 个 除法 (第 三 次 除法 ) ， 可 以 把 gcd(254，198) 王 18 表示 为 54 和 36 的 线性 组 合 。 我 
们 得 到 
18 一 54 一 1 "36 
第 二 个 除法 告诉 我 们 
36 = 198 一 3。54 
将 36 的 这 一 表达 式 代 人 前 一 等 式 ， 就 可 以 把 18 表示 为 54 和 198 的 线性 组 合 。 我 们 有 
18 一 54 一 1。36 一 54 一 1。(198 一 3。54) 和 4。54 一 1。198 
第 一 个 除法 告诉 我 们 
54 王 252 一 1。198 
把 54 的 这 一 表达 式 代 和 前面 的 等 式 ， 可 以 把 18 表示 为 252 和 198 的 线性 组 合 。 得 出 结论 
18 = 一 4。(252 一 1。198) 一 1。198 一 4。252 一 5。.198 
从 而 得 解 。 a 
可 以 用 定理 6 推导 出 一 些 有 用 的 结果 。 目 标 之 一 是 证 明 算术 基本 定理 (每 个 正 整数 最 多 只 
有 一 个 素 因 子 分 解 式 ) 的 部 分 结论 。 我 们 要 证 明 如 果 一 个 正 整数 有 一 个 素 因 子 分 解 式 ， 其 中 素 
数 是 以 非 递减 序 排 列 ， 则 这 一 分 解 式 是 唯一 的 。 
首先 ， 需 要 推导 一 些 关 于 整除 的 结果 。 
如 果 aa， 和 fc 为 正 整数 ， 使 得 gcdla, 5b) 二 1 且 albc， 则 alc。 
证 由 于 gcd(a,， 5b) 二 1， 根 据 贝 祖 定理 知 有 整数 ;和 z 使 得 
sa 二 tb=1 
等 式 两 边 乘 以 <， 可 得 


sac 十 ipc 一 上 
可 以 用 4.1 节 定理 1 来 证 明 alc。 根据 该 定理 的 (ii)，a|tbc。 因 为 a|sac 并 且 a|ibc， 所 以 由 同 
一 定理 的 Qi) 可知，a 整除 sac 十 tbc。 因 为 sac 十 tbc 二 c， 所 以 可 得 a|c， 得 证 。 4 


inn | 


艾 蒂 安 . 贝 祖 (Etienne Bézout，1730 一 1783) 贝 祖 出 生 在 法 国 的 内 穆 尔 镇 ， 他 的 
父亲 是 一 名 法 官 。 通 过 阅读 伟大 数学 家 欧 拉 的 著作 ， 强 力 的 兴趣 促使 他 成 为 了 一 个 数 
学 家 。1758 年 他 接受 巴黎 的 科学 院 任职 ; 1763 年 他 被 任命 为 海岸 卫队 的 审查 员 ， 并 
在 那里 被 指派 撰写 数学 教科 书 的 任务 。1767 年 他 完成 了 四 卷 本 教科 书 的 撰写 任务 。 贝 
祖 以 他 的 六 卷 本 数学 综合 性 教科 书 而 闻名 。 他 的 教科 书 非 常 受 欢迎 ， 和 希望 进入 著名 的 
理工 科学 校 巴黎 高 等 理工 学 院 (Ecole Polytechnique) 的 几 代 学 生 都 会 学 习 他 的 教科 书 。 
他 的 著作 被 翻译 成 英文 并 在 北美 使 用 ， 其 中 包括 哈佛 大 学 。 

他 最 重要 的 原创 著作 是 1779 年 出 版 的 《代数 方程 通论 》(Théorie générale des equations algébriques) 
一 书 ， 其 中 他 介绍 了 解决 多 未 知 数 的 多 项 式 方程 组 的 重要 方法 。 在 这 本 书 中 最 知名 的 结论 现在 称 为 
贝 祖 定理 (Bezout's theorem) ， 其 一 般 形 式 告诉 我 们 ， 两 个 平面 代数 曲线 上 的 共同 点 数目 等 于 这 些 曲 
线 度 数 的 乘积 。 贝 祖 还 发 明了 判别 式 ( 当 时 被 伟大 的 英国 数学 家 詹姆斯 约瑟夫 ， 西 尔 维 斯 特 称 为 
Bezoutian) 。 虽 然 他 的 个 性 有 些 保守 和 忧郁 ， 但 他 还 是 一 个 热心 而 善良 的 人 。 他 有 一 个 幸福 的 婚姻 ， 
也 是 一 位 父亲 。 
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在 证 明 素 因子 分 解 式 唯一 性 时 ， 我们 将 使 用 下 面 引 理 2 的 推广 。( 引 理 3 的 证 明 留 作 5.1 
节 的 练习 64， 因 为 用 该 节 介 绍 的 数学 归纳 法 可 以 很 容易 地 完成 证 明 。) 

如 果 轧 是 素数 ， 且 plaias*"*a,, 其 中 ai 为 整数 ， 则 对 于 某 个 i， plai。 

现在 可 以 证 明 整 数 分 解 为 素数 的 唯一 性 了 。 即 ， 我 们 要 证 明 每 个 整数 最 多 只 有 一 种 方式 可 
以 写成 非 递减 序 素 数 的 乘积 。 这 是 算术 基本 定理 的 一 部 分 。 在 5. 2 节 将 证 明 另 一 部 分 ， 即 每 个 
整数 都 有 素 因 子 分 解 式 。 

证 ( 正 整数 素 因 子 分 解 式 的 唯一 性 ) ”我 们 采用 矛盾 证 明 法 。 假 定 正 整数 ”能 用 两 种 不 同方 
式 写成 素数 的 乘积 ， 比 如 说 ，n 二 pip,…p, 和 7 一 qq…q， 其 中 性 ， qj 都 是 素数 ， 而 且 pi 声 
pp, 和 gi1<qg*g,。 

FO OO EO 可 得 

be Pe De = 0 dg, 

其 中 没有 素数 同时 出 现在 等 式 两 边 ， 而 “和 为 正 整数 。 -而 可 甫 站 而 姑 各 准 攻 不 动 本 得 到 整除 
9 。 因 为 没有 素数 能 整除 其 他 素数 ， 所 以 这 是 不 可 能 的 。 因 此 ， 最 多 只 有 一 种 以 非 递 减 序 将 z 
分 解 为 素数 的 方式 。 4 

引 理 2 还 可 以 用 来 证 明 同 余 式 两 边 除 以 同一 整数 的 一 个 结果 。 已 经 证 明 (4.1 节 定 理 5) 可 
以 在 同 余 式 两 边 乘 以 同一 整数 。 可 是 ， 同 一 个 整数 去 除 同 余 式 两 边 并 不 一 定 得 到 有 效 的 同 余 
式 ， 如 例 18 所 示 。 

例 18 同 余 式 14 志 8(mod 6) 成 立 , 但 不 能 两 边 同时 除 以 2 来 得 到 一 个 有 效 的 同 余 式 ， 因 
为 14/2 二 7， 而 8/2 二 4, 但 7 关 4(mod 6) 。 4 

尽管 不 能 在 同 余 式 两 边 同 时 除 以 任意 一 个 整数 来 得 到 一 个 有 效 同 余 式 ， 但 如 果 这 个 整数 和 
模 数 互 素 的 话 就 是 可 以 的 。 定 理 7 就 是 建立 该 重要 的 事实 。 证 明 中 我 们 要 用 到 引 理 2。 

令 m 为 正 整 数 ， 邻 a,b 和 cc 为 整数 。 如 果 ac 夺 bc(mod m) 且 gcd(c，m) 二 1]， 则 
a 三 b(mod m)， 

证 因为 ac 寺 bc(mod m)， 则 mlac 一 bc 二 cl(a 一 5)。 根 据 引 理 2， 因 为 gcd(c，m)= 二 1， 所 
以 可 得 m|a 一 bp。 从 而 可 得 结论 a 三 b(mod m)。 d 


练习 
1. 判断 下 列 整 数 是 否 是 素数 。 
a)21 b)29 c)71 d)97 
e)111 f)143 
. 判断 下 列 整数 是 否 是 素数 。 
a)19 b)27 c)93 d)101 
e)107 f)113 
. 求 下 列 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 
a)88 b)126 c)729 d)1001 
e)1111 f)909 090 
. 求 下 列 整数 的 素 因 子 分 解 式 。 
a)39 】 b)81 c)101 d)143 
e)289 f)899 
5. 求 10! 的 素 因 子 分 解 式 。 
* 6. 1001 的 尾部 有 多 少 个 0? 
7. 试用 伪 代 码 表 示 用 来 判断 一 个 整数 是 素数 的 试 除法 算法 。 
8. 试用 伪 代 码 表示 正文 中 所 描述 的 用 来 寻找 一 个 整数 素 因 子 分 解 式 的 算法 。 
9. 证 明 xm 十 1 是 合 数 ， 如 果 a 和 m 是 大 于 1 的 整数 且 m 是 奇数 。[ 提 示 : 证 明 z 十 1 是 多 项 式 zx" 十 1 的 因 
子 ， 如 果 m 是 奇数 。] 
10. 证 明 如 果 2" 十 1 是 奇 素数 ， 则 存在 非 负 整数 n 使 得 m= 二 2n。[ 提 示 : 首先 证 明 多 项 式 恒等式 zx" 十 1= 


kt 


人 


+ 
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Cz 十 (xD 一 p99 十 一 灰 十 1) 成 立 ， 其 中 m= 有 而 t 是 奇数 。] 


* 11. 证 明 log;3 是 无 理 数 。 回 忆 一 下 无 理 数 是 不 能 写成 两 个 整数 之 比 的 实数 z。 
12. 证 明 对 于 每 个 正 整数 nx， 存在 nn 个 连续 的 合 数 。[ 提 示 : 考虑 从 (z 十 1)! 十 2 开始 的 nn 个 连续 的 整数 。] 
* 13. 证 明 或 反 驶 存在 3 个 连续 的 正 奇数 是 素数 ， 即 形 如 p、p 十 2、p 十 4 的 奇 素 数 。 
14. 哪些 小 于 12 的 正 整 数 与 12 互 素 ? 
15. 哪些 小 于 30 的 正 整 数 与 30 互 素 ? 
16. 判断 下 列 各 组 整数 是 否 两 两 互 素 ? 
a)21, 34, 55 byi4, 177 c)25, 41, 49, 64 dl17y 18, ga298 
17. 判断 下 列 各 组 整数 是 否 两 两 互 素 ? 
a)ll, 15, 19 b)14, 15, 21 ,by OE 9 os | 
18. 一 个 正 整 数 称 为 是 完全 数 如 果 它 等 于 除 自身 以 外 所 有 正 因子 的 和 。 
a) 证 明 6 和 28 是 完全 数 。 
b) 证 明 当 2* 一 1 为 素数 时 2* :(2* 一 1) 是 完全 数 。 
19. 证 明 如 果 2" 一 1 为 素数 ， 则 n 为 素数 。[ 提 示 : 利用 恒等式 2 一 1 一 (2 一 1)。(2*4% 5 十 2"6 2 十 … 十 
2 十 1)。] 
20. 判断 下 列 整 数 是 否 为 素数 ， 以 此 验证 梅森 的 论断 。 
D2 —1 by) 2 -= ©)21 —1 d)23—1 
欧 拉 中 一 函数 在 正 整 数 n 处 的 值 定义 为 小 于 等 于 n 上 且 与 n 互 素 的 正 整数 的 个 数 。[ 注 意 : 是 希腊 
字母 。] 
21. 求 这 些 欧 拉 8 一 函数 的 值 。 
a)g(4) b)g%(10) ©) $13) 
22. 证 明 ”为 素数 当 且 仅 当 %(z) 一 2 一 1。 
23. 当 p 为 素数 而 为 正 整 数 时 $(p*) 的 值 是 什么 ? 
24; 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
a)22。33。55，25。33。52 及 2 
人 d)22。7，5s。13 
e)0，5 2.3.5.7,2.3.5.7 
25. 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 是 什么 ? 
ai37 。 B+ 。 7%, 2 。 35 。59 blle® 3. 17, 2 37。5。7 
CLI 2 d)41。43。53，41。43。53 
eg 区 7 旨 DIlll,. 08 
26. 练习 24 中 各 对 整数 的 最 小 公 倍数 是 什么 ? 
27. 练习 25 中 各 对 整数 的 最 小 公 倍 数 是 什么 ? 
28. 试 求 gcd(1000，625) 和 lcm(1000，625) ， 并 验证 gcd(1000，625)。1lcm(1000，625) 王 1000。625 。 
29. 试 求 gcd(92 928，123 552) 和 lcm(92 928，123 552)， 并 验证 gcd(92 928，123 552) 。lcm(92 928， 
123 552) 一 92 928。123 552。[ 提 示 : 首先 找 出 92 928 和 123 552 的 素 因 子 分 解 式 。] 
30. 如 果 两 个 整数 的 乘积 为 2 385272 ， 而 它们 的 最 大 公约 数 为 2”3*5， 则 它们 的 最 小 公 倍数 是 什么 ? 
31. 证 明 如 果 a 和 28 为 正 整数 ， 则 a5= 二 gcd(a，65)，1lcm(a,，5)。[ 提 示 : 利用 a 和 2 的 素 因 子 分 解 式 以 及 
根据 素 因 子 分解 式 给 出 的 gcdCae， 包 和 lcm(a， 纪 的 计算 公式 。] 
32. 用 欧 几 里 得 算法 求 
a)gcd(1，5) b)gcd(100，101) c)gcd(123，277) 
d)gcd(1529，14 039) e)gcd(1529，14 038) f)gcd(11 111，111 111) 
33. 用 欧 几 里 得 算法 求 
a)gcd(12, 18) b)gcd(111, 201) c)gcd(1001，1331) 
d)gcd(12 345，54 321)  e)gcd(1000, 5040) f)gcd(9888，6060) 
34. 用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(21，34) 需 要 做 多 少 次 除法 ? 
35. 用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(34，55) 需 要 做 多 少 次 除法 ? 


* 36. 证 明 如 果 a 和 5 为 正 整数 ， 则 (2* 一 1)mod(2* 一 1) 一 2 一 ]。 
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38. 
39. 


- 


40. 


SS 


利用 练习 36 证 明 如 果 a 和 5 为 正 整数 ， 则 gcd(2* 一 1，2 一 1) 一 2sedo 沁 一 1。[ 提 示 : 证 明 当 用 欧 几 里 
得 算法 计算 gcd(2* 一 1，2 一 1) 时 得 到 的 余数 是 形 如 2 一 1 的 数 ， 其 中 7 是 用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(a， 
已 时 产生 的 余数 。] 

利用 练习 37 证 明 整 数 25 一 1，22# 一 1，23 一 1，232 一 1，223 一 1 和 23 一 1 是 两 两 互 素 的 。 

利用 例 17 中 的 方法 把 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 表示 为 它们 的 线性 组 合 。 

a)10，11 b)21，44 ec)36，48 d)34，55 

e)117, 213 f)0，223 g)123, 2347 h)3454, 4666 

i)9999, 11 111 

利用 例 17 中 的 方法 把 下 列 各 对 整数 的 最 大 公约 数 表示 为 它们 的 线性 组 合 。 

a)9，11 b)33，44 c)35，78 d)21，55 

e)101，203 f)124，323 g) 2002，2339 h) 3457，4669 

i)10 001, 13 422 

扩展 欧 几 里 得 算法 可 用 来 把 gcd(a，5) 表 示 成 整数 a 和 2 的 整 系数 线性 组 合 。 对 于 j 一 2，3，…，7m， 


令 mw 王 1，5 一 0， 加 一 0 和 石 王 1， 再 令 5 一 5 一 和 -15-1 和 主 王 万- 一 01 三 -1， 其 中 gi 是 用 欧 几 里 得 算法 
求 gcd(a，5) 时 的 商 ， 如 正文 所 示 。 可 以 证 明 ( 参 见 LRo10j])gcd(a,， 6) 二 sa 十 i,6。 扩 展 欧 几 里 得 算法 最 大 
的 好 处 是 它 只 通过 一 遍 欧 几 里 得 算法 步骤 来 找 出 ac 和 2 的 贝 祖 系 数 ， ea ee 


41. 
42. 
43. 
44. 
45. 
46. 


47. 


48. 


49. 
50. 
.证明 或 反驳 当 为 正 整 数 时 nn? 一 79n 十 1601 为 素数 。 
52. 
53. 
54. 


* S51 


55. 


利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(26，91) 表 示 成 26 和 91 的 线性 组 合 。 
利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(252，356) 表 示 成 252 和 356 的 线性 组 合 。 

利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(144，89) 表 示 成 144 和 89 的 线性 组 合 。 

利用 扩展 欧 几 里 得 算法 把 gcd(1001，100 001) 表 示 成 1001 和 100 001 的 线性 组 合 。 

用 伪 代 码 描 述 扩展 欧 几 里 得 算法 。 

找 出 恰 有 7 个 不 同 正 因数 的 最 小 正 整数 ， 其 中 nn 是 

a)3 b)4 c)5 

d)6 e)10 

试 找 出 和 素数 或 素 因 子 分 解 式 相 关 、 用 以 计算 序列 第 ”项 的 公式 或 规则 ， 使 得 序列 的 初始 项 为 下 面 
给 出 的 这 些 值 。 

0 二 O04. Ts Os Ts 区 Os Hi WE Ls 
有 

全 六 人 人 i Ds Oa Ds ts, 

dis. Ty Ta Ds hh Tr Ts 3 Ok Ly, Ls 

BD a. 1 A 

f)1, 2, 6, 30, 210, 2310,30 030，510 510，9 699 690，223 092 870，… 

试 找 出 和 素数 或 素 因 子 分 解 式 相 关 、 用 以 计算 序列 第 n 项 的 公式 或 规则 ， 使 得 序列 的 初始 项 为 下 面 
给 出 的 这 些 值 。 

EV, ee DD 0 1 

D05 15 2 人 和 

Sh 7 Ot Ds ,ey es 

di D0 110 —T00, ©, li —ly 0 —L ls ly % 

Oy Ls Ti Ts Tee Bi Ts ls ym 

f)4, 9, 25, 49, 121, 169, 289, 361, 529, 841, 961, 1369, … 

证 明 任 何 3 个 连续 整数 的 乘积 可 以 被 6 整除 。 

证 明 如 果 a, 65 和 wm 为 整数 使 得 m 宇 2 上 且 a 圭 b(mod m)， 则 gcd(a,， mm) 二 gcd(b，m)。 


证 明 或 反驳 对 应 每 个 正 整 数 n 有 pips…p, 十 1 是 素数 ， 其 中 pp ，p:，…，p, 是 nn 个 最 小 的 素数 。 
证 明 在 每 个 算术 级 数 ak 十 5 中 存在 一 个 合 数 ，&A 王 1，2，…， 其 中 ae 和 2 是 正 整 数 。 

改编 正文 中 关于 存在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 存 在 无 限 多 个 形 如 3& 十 2 的 素数 ， 这 里 是非 负 整 
数 。[ 提 示 : 假设 只 有 有 限 多 个 这 样 的 素数 9 ，q ，…，q.， 考 虑 这 个 数 3ggz…q, 一 1。] 

改编 正文 中 关于 存在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 存 在 无 限 多 个 形 如 4 十 3 的 素数 ， 这 里 是 非 负 整 
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数 。[ 提 示 : 假设 只 有 有 限 多 个 这 样 的 素数 gq ，q ，…，g,， 考 虑 这 个 数 4qig …q 一 1。] 

* 56. 通过 构造 一 个 函数 来 证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 ， 该 函数 将 满足 gcd(p，g) 二 1 的 有 理 数 p/g 映射 到 
一 个 这 样 构造 的 十 一 进 制 数 ，p 的 十 进 制 表示 后 面 紧 跟 一 个 十 一 进 制 数字 A(A 对 应 于 十 进 制 数 的 
10) 再 后 面 紧 跟 9 的 十 进 制 表示 。 

* $7. 通过 证 明 函 数 K 是 正 有 理 数 集合 和 正 整 数 集合 之 间 的 一 一 对 应 关系 来 证 明正 有 理 数 集合 是 可 数 的 : 
KCm/n) 二 pi p22 jg 和 qi gj !， 其 中 gcd(m， nn) 二 1 并且 m 和 nn 的 素数 和 分 解 式 是 mm 二 
pi ps "pis 和 n=qgh gi gt 。 


4.4 求解 同 余 方程 


4.4.1 引言 

求解 形 如 az 夺 b(mod m) 的 线性 同 余 方程 是 数论 研究 及 其 应 用 中 的 一 项 基本 任务 ， 如 同 解 
线性 方程 在 微 积 分 和 线性 代数 中 起 着 重要 作用 一 样 。 要 求解 线性 同 余 方 程 ， 要 采用 模 m 的 逆 。 
我 们 将 解释 如 何 通 过 欧 几 里 得 算法 步骤 的 反 向 运算 找到 模 m 的 逆 。 一旦 找到 a 模 m 的 道 ， 我 
们 就 可 以 通过 在 同 余 方 程 az 寺 6(mod zx) 两边 乘 以 这 个 逆 来 解 该 同 余 方程 。 

线性 同 余 方程 组 在 古 时 候 就 有 研究 。 例 如 ， 在 公元 1 世纪 中 国 数学 家 孙子 就 开始 研究 了 。 
我 们 将 介绍 如 何 求解 模 数 两 两 互 素 的 线性 同 余 方 程 组 。 我 们 要 证 明 的 结论 称 为 中 国 余数 定理 ， 
而 我 们 的 证 明 将 给 出 一 个 方法 来 寻找 这 样 的 同 余 方 程 组 的 全 部 解 。 我 们 还 会 展示 如 何 用 中 国 余 
数 定理 作为 执行 大 整数 算术 的 基础 。 

我 们 还 要 介绍 费 马 的 一 个 很 有 用 的 结论 ， 称 为 费 马 小 定理 ， 它 阐述 如 果 p 是 素数 且 p 不 整 
除 a， 则 a”! 圭 1(mod p)。 还 会 要 检查 该 命题 的 逆 命 题 ， 这 会 导致 一 个 伪 素 数 的 概念 。 一 个 相 
对 以 a 为 基数 的 伪 素 数 m 是 一 个 整数 合 数 m9， 由 于 满足 同 余 式 a”! 三 1(mod mm) 而 伪装 成 素数 。 
我 们 还 会 给 出 卡 米 切 尔 数 的 一 个 例子 ， 这 是 一 个 整数 合 数 ， 它 是 一 个 相对 于 所 有 与 之 互 素 的 数 
4 为 基数 的 伪 素 数 。 

我 们 还 要 介绍 离散 对 数 的 概念 ， 它 和 普通 对 数 类 似 。 为 了 定义 离散 对 数 ， 必 须 首 先 定 义 原 
根 (primitive root) 。 一 个 素数 尹 的 原 根 是 一 个 整数 >， 使 得 每 个 不 能 被 p 整除 的 整数 都 模 p 同 
余 r 的 一 个 寡 次 。 如 果 -是 z 的 一 个 原 根 且 xr“ 三 a(mod p)， 则 e 是 以 7 为 底 a 模 p 的 离散 对 数 。 
一 般 来 说 寻找 离散 对 数 是 一 个 非常 困难 的 问题 。 这 个 问题 的 困难 性 也 就 成 为 了 许多 密码 系统 安 
全 性 的 基础 。 


4.4.2 线性 同 余 方程 

具有 下 面 形式 的 同 余 方 程 

az = b(mod m) 

其 中 mx 为 正 整数 ，a 和 2 为 整数 ， 而 zx 为 变量 ， 称 为 线性 同 余 方程 。 在 数论 及 其 应 用 中 到 处 可 
见 这 种 同 余 方 程 。 

怎样 求解 线性 同 余 方程 az 三 b(mod m) 呢 ? 即 ， 如 何 能 找 出 所 有 满足 这 一 同 余 方程 的 整数 
工 呢 ? 我们 要 介绍 的 一 个 方法 是 利用 使 得 政 反 1(mod zz) 成 立 的 整数 5， 如 果 这 样 的 整数 存在 。 
这 样 的 忌 称 为 a 模 m 的 逆 。 当 a 和 m 互 素 时 ， 定 理 1 能 保证 a 模 m 的 逆 存 在 。 

如 果 a 和 m 为 互 素 的 整数 且 m 记 >1， 则 a 模 m 的 逆 存 在 。 再 者 ， 这 个 模 m 的 迹 是 
唯一 的 。( 即 ， 存 在 唯一 小 于 m 的 正 整 数 开 是 a 模 m 的 北 ， 并 且 a 模 m 的 其 他 每 个 逆 均 和 元 模 


m 同 余 。) 
证 由 4.3 节 定理 6， 因 为 gcd(a，m) 二 1， 所 以 存在 整数 ;和 zt 使 得 
5 十 zz 一 1] 
这 蕴含 着 
sa tm = 1(mod m) 


因为 tm 圭 0(mod m)， 所 以 有 
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sa = 1(mod m) 
因此 ，* 为 a 模 m 的 逆 。 证 明 该 模 m 的 道 是 唯一 的 留 作 练习 7。 4 

当头 很 小 时 可 以 利用 察看 的 方式 寻找 a 模 m 的 逆 。 要 寻找 这 个 逆 ， 我 们 寻找 一 个 a 的 倍 
数 ， 它 比 m 的 一 个 倍数 大 1。 例如， 要 寻找 3 模 7 的 逆 ， 我们 可 以 寻找 7 3, j= 二 1，2,，…， 
6， 直 到 找到 3 的 一 个 倍数 正好 比 7 的 一 个 倍数 多 1 为止。 如 果 我 们 注意 到 2. 3 圭一 1(mod 7) 
就 可 以 加 速 该 过 程 。 这 意味 着 (一 2)。 3 圭 1(mod 7)。 因 此 ，5，3 三 1(mod 7)， 所 以 5 就 是 3 模 
7 的 一 个 逆 。 

当 gcd(a，m) 二 1 时 我 们 可 以 利用 欧 几 里 得 算法 的 步骤 设计 一 个 比 蛮 力 更 有 效 的 算法 来 寻 
找 a 模 m 的 逆 。 就 像 4.3 节 例 17 一 样 颠 倒 算 法 步 又， 我 们 可 以 找到 一 个 线性 组 合 sa 十 tm 二 1， 
其 中 s 和 + 是 整数 。 在 这 个 模 m 方程 的 两 边 做 简化 可 知 s 是 a 模 m 的 一 个 逆 。 用 例 1 解释 这 一 
过 程 。 

例 1 通过 首先 找 出 3 和 7 的 贝 祖 系数 来 求 3 模 7 的 道 。( 注 意 我 们 通过 察看 已 经 证 明了 5 
是 3 模 7 的 一 个 道 。) 

解 ” 因为 gcd(3, 7) 二 1， 所 以 定理 1 说 明 3 模 7 的 逆 存 在 。 当 用 欧 几 里 得 算法 来 求 3 和 7 
的 最 大 公约 数 时 算法 很 快 结束 : 

7 一 2.3 十 1 
从 这 一 等 式 看 到 
一 2.3 十 1.7 一 1 
这 表明 一 2 和 1 是 3 和 7 的 贝 祖 系数 。 可 见 一 2 是 3 模 7 的 一 个 逆 。 注意 , 模 7 同 余 一 2 的 每 个 
整数 也 是 3 的 逆 ， 例 如 5、 一 9、12 等 。 4 

例 2 找 出 101 模 4620 的 逆 。 

解 ”为 了 完整 性 ,我 们 给 出 用 来 计算 101 模 4620 的 逆 的 全 部 步骤 。( 只 有 最 后 一 步 超出 了 
4. 3 节 介 绍 的 方法 ， 并 在 那里 的 例 17 中 做 了 解释 。) 首 先 ， 用 欧 几 里 得 算法 证 明 gcd(101， 
4620) 王 1。 然 后 颠倒 步骤 找 出 贝 祖 系 数 a 和 2 使 得 1014 十 46205 二 1。 于 是 可 推出 a 是 101 模 
4620 的 一 个 道 。 欧 几 里 得 算法 用 于 寻找 gcd(101，4620) 的 步骤 是 

4620 二 45。101 十 75 
101 王 1I。75 十 26 
75 一 2。26 十 23 
26 二 1。23 十 3 
23 二 7。3 十 2 
3 二 1，2 十 1 
2 

因为 最 后 非 零 余 数 是 1， 所 以 可 知 gcd(101，4620) 王 1。 可 以 通过 反 向 操作 这 些 步骤 ， 用 
连续 的 余数 对 表示 gcd(101，4620) 王 1， 从 而 找 出 101 和 4620 的 贝 祖 系 数 ， 在 每 一 步 通过 将 余 
数 表示 成 除数 和 被 除数 的 线性 组 合 来 消除 余数 。 我 们 得 到 

一 3 一 1.2 

一 3 一 1.(23 一 7.。3) 一 一 1.23 十 8 .3 

一 一 1。23 十 8. (26 一 1。23) 一 8 .26 一 9。23 

一 8.26 一 9.(75 一 2.。26) 一 一 9。75 十 26。26 

一 一 9。75 十 26 。(101 一 1。75) 一 26。101 一 35。75 

一 26.101 一 35。(4620 一 45。101) 一 一 35。4620 十 1601。101 
一 35。4620 十 1601。101 王 1 告诉 我 们 一 35 和 1601 是 4620 和 101 的 贝 祖 系数 ， 而 1601 是 101 
模 4620 的 逆 。 4 

一 旦 有 了 a 模 m 的 逆 I， 就 可 以 通过 在 线性 同 余 方程 两 边 同 时 乘 以 来 求解 同 余 方 程 az 寺 
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pCmod m)， 如 例 3 所 示 。 

例 3 线性 同 余 方 程 3x 寺 4(mod 7) 的 解 是 什么 ? 

解 ” 从 例 1 知道 一 2 是 3 模 7 的 逆 。 在 同 余 式 两 边 同 乘 以 一 2 得 

一 2。3z 三 一 2。4(mod 7) 

因为 一 6 圭 1(mod 7) 且 一 8 硅 6(mod 7)， 所 以 如 果 工 是 解 ， 则 有 z 夺 一 8 圭 6(mod 7) 。 

我 们 需要 判断 是 否 每 个 满足 x 圭 6(mod 7) 的 都 是 解 。 假 定 z 寺 6C(mod 7)。 则 由 4.1 节 定 理 
5， 可 得 

3z= 三 3。6 王 18 三 4(mod7) 

这 表明 所 有 这 样 的 都 满足 同 余 方程 。 从 而 得 出 结论 同 余 方程 的 解 是 使 得 x 寺 6C(mod 7) 的 整数 
和 % 即 ; 6， 3，20， 和 以 及 一 1 二 8; 一 16% 4 


4.4.3 中 国 剩余 定理 
线性 同 余 方 程 组 十 分 常见 。 例 如 ， 稍 后 会 看 到 这 是 一 种 用 来 做 大 整数 算术 的 基础 。 甚 至 可 
以 在 古代 中 国 和 印度 数学 家 的 著作 中 找到 以 文字 游戏 体现 出 来 的 这 种 方程 组 ， 如 例 4 所 给 
出 的 。 
例 4 在 公元 1 世纪 ， 中 国 数学 家 孙子 问 道 : 
“有 物 不 知 其 数 ， 三 分 之 余 二 ， 五 分 之 余 三 ， 七 分 之 余 二 ， 此 物 几何 ?? 
这 个 谜 题 可 以 翻译 成 下 面 的 问题 : 下 列 同 余 方 程 组 的 解 什 么 ? 
工 皇 2(mod 3) 
Zz 三 3(mod 5) 
TI 三 2(mod 7) 
我 们 将 在 稍 后 求解 这 一 方程 组 ， 同 时 也 回答 孙子 迹 题 。 S| 
中 国 剩 余 定理 ， 因 涉及 线性 同 余 方程 组 的 中 国 古 典 问题 而 得 名 ， 当 线性 同 余 方 程 组 的 模 数 
两 两 互 素 时 ， 存 在 以 所 有 模 数 之 乘积 为 模 的 唯一 解 。 
中 国 剩余 定理 。 令 了 aa，71，…，71 为 大 于 1 的 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 而 a ，as，…， 
a, 是 任意 整数 。 则 同 余 方程 组 





I 三 al(mod mi) 


a; (mod m;) 


三 a,(mod zz) 
有 唯一 的 模 m 王 mm,…m, 的 解 。( 即 ， 存 在 一 个 满足 0 过 Xm 的 解 ， 而 所 有 其 他 的 解 均 与 此 
解 模 m 同 余 .。) 
证 要 建立 这 一 定理 ， 需 要 证 明 有 一 个 解 存在 。 而 且 在 模 m 下 唯一 。 我们 描述 一 个 构造 
这 个 解 的 方法 以 证 明 解 的 存在 。 而 对 该 解 模 m 唯一 的 证 明 留 作 练习 30。 
要 构造 一 个 满足 所 有 方程 的 解 ， 首 先 令 
M, = m/m, 
k= 二 1，2，…，n。 即 ，M 是 除了 ms 以 外 所 有 模 数 的 乘积 。 因 为 当 i 隆 & 时 m; 和 mi 没有 大 于 1 
的 公 因子 ， 所 以 gcd(m:，M)= 二 1。 因 此 ， 由 定理 1 可 知 存在 整数 y,， 即 Mi 模 m 的 逆 ， 使 得 
Miy = 1(mod m) 
要 构造 一 个 满足 所 有 方程 的 解 ， 取 和 
T= aMiy taM,y ttaM,y, 
现在 要 证 明 z 是 方程 组 的 解 。 首 先 ， 注 意 因为 当 7 天 上 时 有 Mj 二 0(mod zx)， 所 以 在 工 的 求 和 
式 中 除了 第 项 以 外 的 各 项 模 m 均 同 余 0。 由 于 Miy4 三 1(mod m4)， 所 以 可 以 看 出 
T=aMy: = a (mod mi) 


k 二 1，2，…，n。 这 就 证 明了 z 同时 是 这 个 同 余 方 程 的 解 。 4 


uo 
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例 5 解释 了 怎样 用 中 国 剩余 定理 的 证 明 中 给 出 的 构造 法 来 求解 同 余 方程 组 。 并 求解 由 孙子 
谜 题 引出 的 例 4 中 的 方程 组 。 

例 5 要 求解 例 4 中 的 同 余 方程 组 ， 首 先 令 mm 一 3， 5 ' 7 王 105，M =a/ 3 二 35，M 一 7WV5 一 21， 
和 AM 三 "wyV7 王 15。 可 以 看 出 2 是 M 王 35 模 3 的 道 ， 因为 35，2 圭 2，2 寺 1(mod 3); 1 是 MX 一 21 模 5 
的 逆 ， 因 为 21 寺 1(mod 5); 1 也 是 M 三 15 的 模 7 道 ， 因 为 15 圭 1(mod 7) 。 该 方程 组 的 解 是 那些 满足 
下 列 式 子 的 z; 

ZL 十 aaMy 十 asNM 一 2。35。2 十 3。21。1 十 2。15。1 
一 233 三 23(Cmod 105) 

从 而 得 出 23 是 方程 组 的 最 小 正 整数 解 。 我 们 的 结论 是 23 是 最 小 的 正 整 数 满足 除 以 3 时 余 2， 
除 以 5 时 余 3， 除 以 7 时 余 2。 S| 

尽管 定理 2 的 构造 法 提供 了 一 个 通用 方法 来 求解 模 数 两 两 互 素 的 同 余 方 程 组 , 但 还 可 以 用 
不 同 的 方法 更 容易 地 求解 方程 组 。 例 6 解释 了 利用 一 种 称 为 是 反 向 替换 的 方法 。 

例 6 利用 反 向 替换 方法 找 出 所 有 整数 zx 使 得 zx 二 1(mod 5)，z 夺 2(mod 6) ， 和 zs=3(Cmod 7) 
成 立 。 

解 由 4.1 节 定理 4 可 知 ， 第 一 个 同 余 方 程 可 以 重 写 为 一 个 等 式 z= 二 5t 十 1， 这 里 + 是 一 个 
整数 。 用 这 个 表达 式 蔡 换 第 二 个 同 余 方程 中 的 z 可 得 

5 十 1 三 2(mod 6) 
这 容易 解 得 三 5Cmod 6) (读者 应 该 能 验证 ) 。 再 次 应 用 4. 1 节 定 理 4， 可 得 二 6x 十 5， 这 里 x 是 
一 个 整数 。 用 这 个 表达 式 反 向 替换 等 式 zx 一 5: 十 1 中 的 1 可 得 z= 二 5(6w 十 5) 十 1 二 30w 十 26。 再 用 
这 个 替换 第 三 个 同 余 方程 得 到 
30x 十 26 三 3(Cmod 7) 

解 该 同 余 方程 可 得 wu 三 6(mod 7) (读者 应 该 能 验证 ) 。 因 此 ，4. 1 节 定 理 4 告诉 我 们 xz 一 7z 十 6， 
这 里 v 是 一 个 整数 。 用 这 个 表达 式 蔡 换 等 式 x 二 30u 十 26 中 的 w 可 得 zx 二 30(7v 十 6) 十 26 二 
210u 十 206。 将 这 个 转换 成 一 个 同 余 式 ， 就 找到 同 余 方 程 组 的 解 ， 


Z 三 206(mod 210) 十 
4. 4.4 大 整数 的 计算 机 算术 
假定 xm ，m:; ，…，7 是 两 两 互 素 的 模 数 ， 并 令 m 为 其 乘积 。 根 据 中 国 剩余 定理 可 以 证 明 
( 见 练习 28) 满 足 0 二 a 二 m 的 整数 a 可 唯一 地 表示 为 一 个 对 元 组 ， 其 元 素 由 a 除 以 m; 的 余数 组 
成 ,i=1，2，…，n。 即 ， a 可 以 唯一 地 表示 为 
(a mod mi ,a mod m,,*… ,a mod m,) 


例 7 当 整 数 用 序 偶 ( 第 一 分 量 是 该 整数 除 以 3 的 余数 ， 第 二 分 量 是 该 整数 除 以 4 的 余数 ) 
来 表示 时 ， 表 示 小 于 12 的 非 负 整数 的 序 偶 是 什么 ? 
解 ”通过 找 出 每 个 整数 除 以 3 和 除 以 4 的 余数 ， 得 到 下 列表 示 式 : 
0= (0,0) 4= (1,0) 8 = (2,0) 
l= (1,1) 5 一 (2,1) 9= (0,1) 
2=(2,2) 6= (0,2) 10= (1,2) 
3 一 (0,3) 7= (1,3) 11= (2,3) 4 
要 对 大 整数 做 算术 运算 ， 我们 选择 模 数 za ，zza ，…*，m,， 其 中 每 个 mm 都 是 大 于 2 的 整数 ， 当 
i 天 1 时 gcdlm;，mj) 二 1， 且 m 二 mm2*…m 是 大 于 我 们 要 执行 算术 运算 的 结果 。 
一 旦 选 定 模 数 ， 大 整数 算术 运算 就 可 以 通过 在 表示 这 些 整 数 的 元 组 分 量 ( 大 整数 除 以 mm 
的 余数 ,i 二 1，2，…，n) 上 做 运算 来 完成 。 一 旦 计算 出 结果 的 每 个 分 量 值 ， 就 可 以 通过 求解 
个 模 m; 同 余 方 程 (i 二 1，2，…，nn) 来 恢复 结果 的 值 。 大 整数 算术 的 这 种 方法 有 几 个 优点 。 首 
先 ， 可 以 用 来 完成 通常 在 一 台 计 算 机 上 不 能 做 的 大 整数 算术 。 其 次 ， 对 不 同 模 数 的 计算 可 以 并 
行 操 作 ， 加 快 计算 速度 。 
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例 8 假定 在 某 台 处 理 器 上 做 小 于 100 的 整数 算术 运算 比 做 大 整数 算术 快 得 多 。 如 果 我 们 把 整 
数 表示 为 除 以 100 以 内 两 两 互 素 的 模 的 余数 ， 就 几乎 可 以 将 所 有 计算 限制 在 100 以 内 的 整数 上 。 例 
如 ， 可 以 用 99，98，97 和 95 作为 模 数 。( 这 些 整 数 是 两 两 互 素 的 ， 因 为 没有 大 于 1 的 公 因子 。) 
根据 中 国 剩余 定理 ， 每 个 小 于 99。 98。97 .95 王 89 403 930 的 非 负 整数 均 可 唯一 地 用 该 整 
数 除 以 这 四 个 模 数 的 余数 表示 。 例 如 ， 把 123 684 表示 为 (33，8，9，89)， 因 为 123 684 mod 
99 二 33，123 684 mod 98 一 8，123 684 mod 97 王 9 及 123 684 mod 95 一 89。 类 似 地 ，413 456 可 表 
示 为 (32，92，42，16)。 
欲求 123 684 和 413 456 的 和 ， 我 们 针对 这 些 四 元 组 而 非 直接 针对 这 两 个 整数 做 运算 。 我 
们 把 四 元 组 的 对 应 分 量 相 加 ， 再 按 相应 的 模 数 压缩 各 分 量 。 这 样 可 得 
(33,8,9,89) 十 (32,92,42,16) 
一 (65 mod 99,100 mod 98,51 mod 97,105 mod 95) 
一 (65,2,51,10) 
要 找 出 和 ， 即 (65，2，51，10) 所 表示 的 整数 ， 需 要 求解 同 余 方程 组 
工 皇 65(mod 99) 
工 皇 2(mod 98) 
三 51(mod 97) 
工 皇 10(Cmod 95) 
可 以 证 明 ( 参 见 练习 53)537 140 是 方程 组 唯一 小 于 89 403 930 的 非 负 解 。 因 此 ，537 140 是 
所 求 的 和 。 注 意 只 有 当 我 们 需要 恢复 (65，2，51，10) 所 表示 的 整数 时 才 必 须 做 大 于 100 的 整 
数 算术 运算 。 S| 
对 于 一 组 形 为 2* 一 1 的 整数 ， 其 中 上 为 正 整 数 ， 做 大 整数 模 算术 运算 是 最 好 的 选择 ， 因 为 
这 种 整数 的 二 进 制 模 算 术 很 容易 完成 ， 而 且 也 容易 找到 两 两 互 素 的 这 种 整数 。[ 第 二 个 理由 是 
基于 4. 3 节 练 习 37 证 明 的 gcd(2* 一 1，2’ 一 1)= 二 2”* 一 1 这 一 事实 ,J 例如 ， 假 定 在 计算 机 上 很 
容易 完成 25 以 内 的 整数 算术 ， 但 更 大 整数 的 运算 则 要 求 有 专门 的 运算 过 程 。 我 们 可 以 使 用 小 
于 25 两 两 互 素 的 模 数 来 对 与 模 数 乘积 一 样 大 的 整数 做 算术 运算 。 例 如 ， 就 像 4. 3 节 练 习 38 所 
证 明 的 ， 整 数 25 一 1，22# 一 1，23 一 1，232 一 1，22 一 1 和 22 一 1 是 两 两 互 素 的 。 因 为 这 6 个 模 
数 的 乘积 超过 22% ， 所 以 我 们 可 以 通过 用 这 6 个 不 超过 2 的 模 数 做 模 算术 运算 来 完成 与 2 ”一 
样 大 的 整数 算术 运算 (只 要 运算 结果 也 不 超过 这 个 数 ) 。 


4.4.5 费 马 小 定理 

法 国 大 数学 家 皮 埃 尔 。 德 . 费 马 在 数论 领域 有 许多 重要 发 现 。 其 中 一 个 非常 有 用 的 发 现 盖 
述 当 pp 是 素数 而 a 是 一 个 不 能 被 p 整除 的 整数 时 p 整除 a*' 一 1。 费 马 在 给 他 的 一 个 通信 者 的 
信 中 公布 了 这 个 结果 。 可 是 ， 他 在 信 中 并 没有 加 入 证 明 ， 说 是 担心 证 明 会 太 长 。 尽 管 费 马 从 来 
没有 发 表 过 这 个 事实 的 证 明 ， 但 没有 人 怀疑 他 知道 如 何 证 明之 ， 而 不 像 对 待 费 马 大 定理 的 证 明 
那样 。 第 一 个 公开 发 表 的 证 明 归 功 于 莱 昂 哈 德 ， 欧 拉 。 我 们 用 同 余 式 来 叙述 这 个 定理 。 

费 马 小 定理 。 如 果 pp 为 素数 ，a 是 一 个 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 

ai = 1(mod p) 

再 者 ， 对 每 个 整数 a 都 有 


ar = 一 a(mod p) 
评注 “ 费 马 小 定理 告诉 我 们 如 果 aEZ,， 则 a* ' 二 1 也 在 Z， 中。 


定理 5 的 证 明 要 点 参见 练习 19。 

费 马 小 定理 在 计算 整数 高 次 宪 的 模 媚 余数 时 非常 有 用 ， 如 例 9 所 示 。 

例 9 计算 7” mod 11。 

解 ”我们 利用 费 马 小 定理 来 计算 7 所 mod 11 而 不 采用 快速 模 指数 算法 。 由 费 马 小 定理 可 知 
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7" 尘 1(mod 11)， 所 以 对 每 个 正 整 数 有 有 (7”)* 圭 1(mod 11) 。 为 了 利用 这 最 后 一 个 同 余 式 ， 我 
们 将 指数 222 除 以 10， 得 222 一 22。10 十 2。 可 以 看 出 
?22 xz 1722"10+2 ae C9 -一 (1)2 49 三 5(mod jy 
从 而 得 7**mod 11 一 5。 > 
例 9 解释 了 如 何 利 用 费 马 小 定理 来 计算 a" mod p， 其 中 p 是 素数 且 p /a。 首 先 ， 当 nn 除 以 
一 1 时 ， 我 们 利用 除法 算法 找 出 商 q 和 余数 +r， 使 得 n= 二 gq(p 一 1) 十 r 其 中 0 二 +r 二 p 一 1。 随 即 可 


得 a 二 a"**? 了 1 二 (qa? 1)%a' 寺 1%4' 三 a (mod p)。- 故 ,为 了 计算 a” mod p， 我 们 只 需 计算 ar mod 
Pp。 在 数论 学 习 中 我 们 会 多 次 利用 这 种 简化 带 来 的 好 处 。 
4. 4.6 伪 素 数 


在 4. 25 节 证 明了 一 个 整数 是 素数 当 它 不 能 被 任何 p 二 Vn 的 素数 pp 整除。 遗憾 的 是 ， 用 
这 一 标准 来 证 明 给 定 的 整数 为 素数 效率 不 高 。 它 要 求 找 出 所 有 不 超过 Vn 的 素数 ， 还 要 用 这 些 素 
数 通 过 试 除法 来 看 是 否 能 整除 n。 

有 没有 效率 较 高 的 方法 能 判断 一 个 整数 是 否 为 素数 呢 ? 根据 一 些 消 息 来 源 ， 古 代 中 国 数学 
家 相信 ”为 奇 素数 当 且 仅 当 

2"™! = 1(mod n) 

如 果 这 一 结论 成 立 ， 就 可 以 提供 一 个 有 效 的 素数 测试 方法 。 为 什么 他 们 相信 这 一 同 余 式 能 
用 来 判断 大 于 2 的 整数 n 是 否 为 素数 呢 ? 首 先 ， 他们 观察 到 当 为 奇 素数 时 该 同 余 式 成 立 。 例 
如 ，5 是 素数 ， 而 且 

2 一 一 2 一 16 三 1Cmnod 5) 

由 费 马 小 定理 可 知 这 一 观察 是 正确 的 ， 即 当 是 奇 素数 时 有 2”' 寺 1(mod n)。 其 次 ,他们 从 未 
找到 能 使 这 个 同 余 式 成 立 的 合 数 。 可 是 ， 上 古代 中 国 数学 家 并 非 全 对 。 他 们 所 认为 的 只 要 nn 是 素 
数 则 该 同 余 式 成 立 是 对 的 ， 但 他 们 所 得 出 的 结论 如 果 同 余 式 成 立 则 nn 就 是 素数 是 不 正确 的 。 

不 幸 的 是 ， 存 在 合 数 n 使 得 2”! 寺 1(mod n)。 这 种 整数 称 为 以 2 为 基数 的 伪 素 数 。 


例 10 整数 341 是 以 2 为 基数 的 伪 素 数 ， 因 为 它 是 合 数 (341 二 11，31)， 而 且 练 习 27 中 证 
明了 
?0 = 1(mod 341) 
研究 伪 素 数 时 还 可 以 使 用 大 于 2 的 整数 为 基数 。 
令 5 是 一 个 正 整 数 。 如 果 n 是 一 个 正 合 数 且 45”! 三 1(mod n)， 则 nn 称 为 以 5 为 基 
数 的 伪 素 数 。 


给 定 正 整 数 n， 判断 是 否 有 2” 三 1(mod nn) 确 实 是 一 个 有 用 的 测试 ， 它 能 够 提供 一 些 关 于 
n 是否 为 素数 的 证 据 。 特 别 是 ， 如 果 n 满足 这 个 同 余 式 ， 则 nn 要么 是 素数 ， 要 么 是 以 2 为 基数 
的 伪 素 数 ; 如 果 不 满足 这 个 同 余 式 ， 则 是 合 数 。 可 以 用 2 以 外 的 基数 5 进行 类 似 的 测试 ， 


Li 间 


皮 埃 尔 . 德 . 费 马 (Pierre de Fermat，1601 一 1665) 皮 埃 尔 ， 德 ， 费 马 ，17 世纪 
最 重要 的 数学 家 之 一 ， 是 一 位 职业 律师 。 他 是 历史 上 最 著名 的 业余 数学 家 。 费 马 的 数 
| ”学 发 现 很 少 发 表 。 我 们 从 他 与 其 他 数学 家 的 通信 中 了 解 他 的 工作 。 费 马 是 解析 几何 的 
| 发 明 者 之 一 ， 并 且 建 立 了 微 积分 的 一 些 基本 概念 。 费 马 和 帕斯卡 一 起 为 概率 论 建立 了 
数学 基础 。 费 马 提出 了 现在 最 有 名 的 悬而未决 的 数学 问题 。 他 断定 当 n 为 大 于 2 的 整 
数 时 ,方程 阅 十 光一 没有 非 平凡 的 正 整 数 解 。300 多 年 来 人 们 都 没有 找到 证 明 ( 或 
反例 )。 在 他 那 本 古 希 腊 数学 家 丢 番 图 (Diophantus) 的 著作 中 ， 费 马 写 道 他 有 一 个 证 明 
但 是 页 边 空 白 写 不 下 了 。 由 于 1994 年 安德鲁 ， 怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 所 给 出 的 第 一 个 证 明 依赖 复杂 的 现 
代数 学 ， 所 以 多 数 人 认为 费 马 自 以 为 有 了 一 个 证 明 ， 但 那 证 明 是 不 正确 的 。 不 过 也 许 是 因为 自己 不 能 给 
出 证 明 ， 所 以 他 以 此 诱惑 别人 去 寻找 证 明 。 
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以 获得 nn 是 否 为 素数 的 更 多 证 据 。 如 果 通过 所 有 这 些 测试 ， 则 nn 要 么 是 素数 ， 要 么 是 以 所 有 
所 选 5 为 基数 的 伪 素 数 。 再 者 ， 在 不 超过 工 的 正 整 数 中 ， 其 中 xz 是正 实数 ， 与 素数 相 比 以 5 为 
基数 的 伪 素 数 要 少 得 多 ， 其 中 5 是 正 整 数 。 例 如 ， 小 于 10" 的 整数 中 有 455 052 512 个 素数 ， 但 
只 有 14884 个 以 2 为 基数 的 伪 素 数 。 可 惜 的 是 ， 不 能 通过 选择 足够 多 的 基数 来 区 分 素数 与 伪 素 
数 ， 因 为 有 些 正 整数 能 通过 满足 gcd(5，n) = 二 1 的 基数 的 所 有 测试 。 这 导致 了 定义 2。 

对 一 个 正 合 数 如 果 对 于 所 有 满足 gcd(b,，n) 二 1 的 正 整 数 5 都 有 同 余 式 6"! 二 
1(mod 7) 成 立 ， 则 称 为 卡 米 切 尔 数 。( 这 些 数 以 罗伯特 ，。 卡 米 切 尔 的 名 字 命 名 ， 他 在 20 世纪 早 
期 研究 这 些 数 。) 

例 11 整数 561 是 卡 米 切 尔 数 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 首 先 注意 561 是 合 数 ， 因 为 561 三 
3。11。17。 其 次 ， 注 意 如 果 gcd(2，561) 王 1， 则 gcd(6，3) 二 gcd(b, 11) 二 gcd(b, 17)==1。 

利用 费 马 小 定理 可 得 到 

b=l(mod3), b=1l(mod11), bb = 1(mod 17) 


从 而 有 

下 = (b)’" = 1(mod 3) 

bb” = (b")® = 1(mod 11) 

6 一 (00)5 = 1(mod 17) 
根据 练习 29 可 得 ， 对 于 所 有 满足 gcd(5，561) 二 1 的 正 整 数 5 都 有 4b” 圭 1(mod 561)。 因 此 ， 
561 是 卡 米 切 尔 数 。 本 


尽管 存在 无 限 多 个 卡 米 切 尔 数 ， 但 可 以 设计 更 精细 的 测试 ， 如 练习 中 所 描述 的 ， 作 为 有 效 
的 随机 素数 性 测试 的 基础 。 这 种 测试 可 用 来 迅速 证 明 一 个 给 定 的 整数 几乎 肯定 是 素数 。 更 准确 
地 说 ， 如 果 一 个 整数 不 是 素数 ， 则 这 个 整数 通过 一 系列 测试 的 概率 接近 于 0。 第 7 章 将 描述 这 
样 一 个 测试 ， 并 讨论 这 个 测试 所 依赖 的 概率 论 中 的 一 些 概念 。 这 些 随 机 的 素数 性 测试 能 够 而 且 
已 经 用 于 在 计算 机 上 非常 迅速 地 寻找 大 素数 。 


4.4.7 原 根 和 离散 对 数 

在 正 实 数 集合 中 ， 如 果 1 且 xz 二， 我 们 说 y 是 以 2 为 底 z 的 对 数 。 这 里 ， 我 们 要 说 明 
也 能 定义 模 p 的 对 数 概念 ， 这 里 p 是 一 个 素数 。 在 这 之 前 ， 我 们 需要 一 个 定义 。 

模 素 数 pp 的 一 个 原 根 是 Z, 中 的 整数 r 使 得 Z, 中 的 每 个 非 零 元 素 都 是 + 的 一 个 
宕 次 。 

例 12 判定 2 和 3 是 否 是 模 11 的 原 根 。 

解 ” 当 我 们 在 Zi 中 计算 2 的 寡 次 时 ， 可 得 2 一 2，2 一 4，2 一 8，2 一 5，2 一 10，2 一 9， 
2 一 7，2 一 3，2 一 6，225 二 1。 因为 Zi 中 的 每 个 元 素 都 是 2 的 医 次 ， 所 以 2 是 1 的 原 根 。 

当 我 们 在 Zi 中 计算 3 的 适 次 时 ， 可 得 3 一 3，3 一 9，3: 一 5，3: 一 4，3 一 1。 我 们 注意 到 
当 计算 3 的 更 高 瞪 次 时 这 个 模式 会 重复 。 因 为 Zi 中 不 是 所 有 元 素 都 是 3 的 震 次 ， 所 以 可 得 结 
论 3 不 是 11 的 原 根 。 S| 

数论 中 一 个 重要 的 事实 是 对 于 每 个 素数 p 都 存在 一 个 模 p 的 原 根 。 该 事实 的 证 明 读 者 可 以 
参考 LRo10]。 假 设 p 是 一 个 素数 而 7 是 一 个 模 p 的 原 根 。 如 果 a 是 介 于 1 和 p 一 1 之 间 的 一 个 


1 le 





罗伯特 . 丹尼尔。 卡 米 切 尔 (Robert Daniel Carmichael，1879 一 1967) 罗伯特 。 
丹尼尔 。 卡 米 切 尔 出 生 在 亚 拉 巴 马 州 。1898 年 他 获得 Lineville 学 院 的 学 士 学 位 ，1911 
年 获得 普林斯顿 大 学 的 博士 学 位 。1911 一 1915 年 卡 米 切 尔 在 印第安 纳 大 学 任职 ， 
1915 一 1947 年 在 伐 利 诺 伊 大 学 任职 。 卡 米 切 尔 是 一 位 活跃 的 研究 者 ， 研 究 领 域 广 泛 ， 
包括 数论 、 实 分 析 、 微 分 方程 、 数 学 物理 以 及 群 论 。 他 的 博士 论文 是 在 G， D， 伯 克 
霍 夫 的 指导 下 完成 的 ， 被 认为 是 美国 人 对 微分 方程 的 专题 所 做 出 的 第 一 份 显 著 贡 献 。 
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整数 ， 即 Z 中 的 元 素 ， 我 们 知道 存在 唯一 的 指数 e 使 得 一 = 一 < 在 Do 中 ， 即 盖 mod z 一 a。 

假设 户 是 一 个 素数 ，r 是 一 个 模 p 的 原 根 ， 而 a 是 介 于 ( 含 )1 和 pp 一 1 之 间 的 一 个 
整数 。 如 果 1 mod p= 二 a 且 0 过 e 过 pp 一 1， 我 们 说 e 是 以 r 为 底 a 模 力 的 离散 对 数 ， 并 写作 
log,a 一 e( 这 里 隐 含 理解 为 有 素数 p)。 

例 13 试 找 出 以 2 为 底 3 和 5 模 11 的 离散 对 数 。 

解 ”在 例 12 中 计算 模 11 的 2 宕 次 时 ， 得 到 2 ==3 和 2 =5 都 在 2 中 。 故 ， 以 2 为 底 3 和 
5 模 11 的 离散 对 数 分 别 是 8 和 4。( 这 些 是 2 的 寡 次 ， 它 们 分 别 等 于 Zi 中 的 3 和 5.。) 我 们 写成 
log: 3 一 8 和 log, 5 一 4( 这 里 要 理解 有 模 数 11， 只 是 没有 显 式 地 在 记号 中 注 明 ) 。 S| 

离散 对 数 问 题 的 输入 是 一 个 素数 p、 一 个 模 p 的 原 根 r 和 一 个 正 整数 xcEZ, ， 而 输出 是 以 > 
为 底 a 模 p 的 离散 对 数 。 尽 管 这 个 问题 可 能 看 起 来 不 难 ， 但 实质 上 没有 已 知 的 多 项 式 时 间 算 法 
可 以 求解 它 。 这 个 问题 的 难度 在 密码 学 中 起 着 重要 的 作用 ， 在 4. 6 节 将 会 看 到 。 


练习 
1. 证 明 15 是 7 模 26 的 逆 。 
[SP2. 证 明 937 是 13 模 2436 的 逆 。 
3. 通过 查看 (就 像 例 1 所 讨论 的 ) ， 找 出 4 模 9 的 逆 。 
4. 通过 查看 (就 像 例 1 所 讨论 的 )， 找 出 2 模 17 的 逆 。 
5. 用 例 2 中 的 方法 对 下 列 每 对 互 素 的 整数 找 出 a 模 m 的 逆 。 


a)a=4,， m= 二 9 b)a=19, m=141 Cc)a=55, m=89 d)a=89, m= 二 232 
6. 用 例 2 中 的 方法 对 下 列 每 对 互 素 的 整数 找 出 a 模 m 的 道 。 
a)a=2, m= 二 17 b)a=34, m= 89 Ca=144, m=233 d)a=200，m 二 1001 


*7. 证 明 如 果 a 和 m 是 互 素 的 正 整数 ， 则 a 模 m 的 逆 是 模 m 唯一 的 。[ 提 示 : 假定 同 余 式 az 夺 1(mod m) 
有 两 个 解 5 和 c。 再 用 定理 7 证明 b 圭 c(mod m).] 
8. 证 明 如 果 gcdCa，m) 二 1， 这 里 a 是 整数 而 m 二 2 是 正 整数 ， 则 a 模 m 的 逆 不 存在 。 
9. 解 同 余 方程 4f 三 5C(mod 9) ， 利 用 练习 5a 中 找到 的 4 模 9 的 逆 。 
10. 解 同 余 方程 2t 夺 7(mod 17) ， 利 用 练习 6a 中 找到 的 2 模 17 的 逆 。 
11. 利用 练习 5b、c 和 d 中 找到 的 模 的 逆 求 解 下 列 同 余 方程 。 


a)19z=4(mod 141) b)55z=34(mod 89) ¢) 89z=2(mod 232) 
12. 利用 练习 6b、c 和 d 中 找到 的 模 的 逆 求 解 下 列 同 余 方程 。 
a)34z 三 77(mod 89) b)144z=4(mod 233) ©)200z==13(mod 1001) 


13. 找 出 同 余 方 程 15z? 十 19z 三 5(mod 11) 的 解 。[ 提 示 : 证 明 该 同 余 方 程 等 价 于 同 余 方 程 15z? 十 19z 十 
6 圭 0(mod 11) 。 对 同 余 方程 左边 进行 因子 分 解 ， 证 明 二 次 同 余 方 程 的 解 就 是 两 个 不 同 的 线性 同 余 方 
程 之 一 的 解 。] 
14. 找 出 同 余 方 程 12x’ 十 25z 三 10(mod 11) 的 解 。[ 提 示 : 证 明 该 同 余 方程 等 价 于 同 余 方 程 12zx? 十 25zx 十 
12 寺 0(mod 11)。 对 同 余 方 程 左边 进行 因子 分 解 ， 证 明 二 次 同 余 方 程 的 解 就 是 两 个 不 同 的 线性 同 余 方 
程 之 一 的 解 。] 
x* 15. 证 明 如 果 m 是 大 于 1 的 正 整数 ， 而 ac 夺 bc(mod m)， 则 a 三 b(mod m/gcd(c，m))。 
16. a) 证 明 小 于 11 的 正 整数 ( 除 1 和 10 以 外 ) 可 以 分 割 成 一 对 整数 使 得 其 中 的 两 个 整数 互 为 模 11 的 道 。 
b) 用 a) 中 的 结果 证 明 10! 圭一 1(mod 11)。 
17. 证 明 如 果 p 为 素数 ， 则 z’ 夺 1(mod p) 仅 有 的 解 是 满足 x 三 1(mod p) 或 z 三 一 1(mod p) 的 整数 z。 
* 18. a) 推 广 练习 16a 的 结果 ， 即 证 明 如 果 p 为 素数 ， 则 小 于 p 的 整数 ， 除 1 和 p 一 1 以 外 ， 都 可 以 分 割 成 
一 对 整数 使 得 其 中 的 两 个 整数 互 为 模 p 的 逆 。[ 提 示 : 利用 练习 17 中 的 结果 。] 
b) 从 a) 可 以 断定 ， 只 要 pp 是 素数 则 有 (p 一 1)! 三 一 1(Cmod p)。 这 一 结果 称 为 威 尔 人 还 定理 (Wilson’'s 
theorem) 。 
©) 如 果 为 正 整 数 使 得 (n 一 1)! 闫 一 1(mod n)， 我 们 可 以 得 出 什么 结论 ? 
* 19. 本 题 给 出 了 费 马 小 定理 证 明 的 概要 。 
a) 假 定 a 不 能 被 素数 p 整除 。 证 明 整 数 1. a，2， a，…，(p 一 1)a 中 的 任何 两 个 都 不 是 模 p 同 余 的 。 


20. 


21. 


22. 
23. 
24. 
25. 
* 26. 
#27, 
28. 


* 29. 


* 30. 


数论 和 密码 学 241 








b) 从 a) 可 以 得 出 1，2，…，(p 一 1) 的 乘积 和 a，2a,，…，(p 一 1)a 的 乘积 是 模 p 同 余 的 。 利 用 这 一 
结论 证 明 
(一 1D)1 三 aol(p 一 1)!Cmod p) 
c) 利 用 4. 3 节 定 理 7， 再 由 b) 可 以 证 明 如 果 pla， 则 a ' 圭 1(mod p)。[ 提 示 : 利用 4.3 节 引 理 3 证 
明 p 不 能 整除 (p 一 1)!， 然 后 再 利用 4. 3 节 定 理 7。 或 者 也 可 以 利用 练习 18b 的 威尔逊 定理 。] 
d) 利 用 c) 证 明 a* 寺 a(mod p) 对 所 有 整数 a 成立 。 
利用 中 国 剩余 定理 证 明 中 的 构造 法 找 出 同 余 方 程 组 xz 三 2(mod 3)，z 三 1(mod 4) 和 Zz 三 3(mod 5) 的 所 
有 解 。 
利用 中 国 剩余 定理 证 明 中 的 构造 法 找 出 同 余 方程 组 z 硅 1(mod 2)，Zz 夺 2(mod 3)， ZX 三 3(mod 5) 和 
ZX 三 4(mod 11) 的 所 有 解 。 
用 反 向 替换 方法 求解 同 余 方程 组 zx 二 3Cmod 6) 和 zx 二 4(mod 7) 。 
用 反 向 替换 方法 求解 练习 20 的 同 余 方 程 组 。 
用 反 向 替换 方法 求解 练习 21 的 同 余 方程 组 。 
基于 中 国 剩余 定理 证 明 中 的 构造 法 ， 写 出 求解 线性 同 余 方程 组 的 伪 代 码 算法 。 
找 出 同 余 方程 组 zx 寺 5C(mod 6)，z 夺 3(mod 10) 和 xz 三 8(mod 15) 的 所 有 解 ， 如 果 有 解 的 话 。 
找 出 同 余 方程 组 x 三 7(mod 9)，z 三 4(mod 12) 和 zx 三 16(mod 21) 的 所 有 解 ， 如 果 有 解 的 话 。 
利用 中 国 剩余 定理 证 明 满 足 0 和 oa 王 和 zm 三 zi 7zz …zza 的 整数 wa， 其 中 正 整 数 za ，ms，…，m, 是 两 两 互 
素 ， 都 能 唯一 地 表示 为 nn 元 组 (a mod mi,， a mod zz ，…，a mod m,)。 
令 mi，ms，…，ma 为 大 于 等 于 2 的 整数 且 两 两 互 素 。 证 明 如 果 a 圭 b(mod mi), i 二 1,， 2,， ,nn， 
则 a 三 bCmod m)， 其 中 mm 三 za za …z 。( 这 个 结果 可 以 用 来 证 明 练 习 30 中 的 中 国 剩余 定理 。 因 此 ， 
不 要 用 中 国 剩余 定理 来 证 明 它 。) 
通过 证 明 模 两 两 互 素 的 线性 同 余 方程 组 的 解 相 对 于 模 数 乘积 为 模 时 是 唯一 的 来 完成 中 国 剩余 定理 的 
证 明 。[ 提 示 : 假定 zx 和 是 方程 组 的 两 个 解 。 证 明 对 所 有 i，m; |z 一 y。 再 利用 练习 29 得 出 m= 


7721 7722 "Tn | 二 一 y] 


.哪些 整数 被 2 除 时 余 1， 被 3 除 时 也 余 1? 

. 哪些 整数 被 5 整除 而 被 3 除 时 余 1? 

. 利用 费 马 小 定理 找 出 722 mod 13。 

. 利用 费 马 小 定理 找 出 231 mod 41。 

. 利用 费 马 小 定理 证 明 如 果 p 是 素数 且 p la， 则 a*“ 是 a 模 p 的 逆 。 
. 利用 练习 35 找 出 5 模 41 的 一 个 逆 。 

. a) 利 用 费 马 小 定理 证 明 2 三 1(mod 11)， 注 意 220 一 (22)5 。 


b) 利 用 2 二 (25)”==32%” 这 一 事实 证 明 2*”* 圭 1(mod 31) 。 
c) 从 al) 和 b) 推 出 结论 2 三 1(mod 341)。 


. a) 利 用 费 马 小 定理 计算 3” mod 5，3”? mod 7 和 3” mod 11。 


b) 利 用 a) 中 结果 及 中 国 剩余 定理 计算 3”mod 385。( 注 意 385 二 5，7，11.) 


. a) 利 用 费 马 小 定理 计算 5*” mod 7，5”” mod 11 及 5”” mod 13。 


b) 用 a) 中 结果 及 中 国 剩余 定理 求 5 ” mod 1001。( 注 意 1001= 二 7，11，13.) 


. 借助 于 费 马 小 定理 证 明 如 果 n 是 一 个 正 整 数 ， 则 42 能 整除 一 n。 
. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 ， 则 梅森 数 2? 一 1 的 每 个 因子 都 具有 2kp 十 1 的 形式 ， 其 中 是 非 负 整数 。[ 提 


示 : 利用 费 马 小 定理 以 及 4.3 节 练 习 37。] 


. 利用 练习 41 判定 Ms 一 23 一 1 一 8191 以 及 Ms 二 2” 一 1 二 8 388 607 是 否 是 素数 。 
. 利用 练习 41 判定 Mi 二 2 一 1 二 2047 以 及 M11 二 2” 一 1 二 131 071 是 否 是 素数 。 


令 是 正 整 数 ， 并 令 n 一 1 二 2'+， 其 中 ;是非 负 整 数 ， 而 t 是正 奇数 。 如 果 或 者 三 1(mod n)， 或 者 


对 于 某 个 j ，0 过 j 过 ;一 1，2Y' 二 一 1(mod n)， 则 称 nn 通过 以 5 为 底 的 米 勒 测试 。 可 以 证 明 ( 参 见 CRo10]) 
一 个 合 数 最 多 只 能 通过 少 于 n/4 个 以 5 为 底 的 米 勒 测试 ， 其 中 1 二 bn。 能 通过 以 5 为 底 的 米 勒 测试 的 
正 合 数 n 称 为 以 b 为 底 的 强 伪 素 数 。 

* 44. 证 明 如 果 nn 是 素数 ,5b 是 正 整 数 且 n /5， 则 n 能 通过 以 5 为 底 的 米 勒 测试 。 


242 第 4 章 





45. 通过 证 明 2047 通过 以 2 为 底 的 米 勒 测试 但 却 是 合 数 来 证 明 2047 是 以 2 为 底 的 强 伪 素数 。 
46. 证 明 1729 是 卡 米 切 尔 数 。 
47. 证 明 2821 是 卡 米 切 尔 数 。 
48. 证 明 如 果 zx 一 广 刀 … 加 ， 其 中 广 ， 加 ，…， 丸 是 不 同 的 素数 且 满 足 刀 一 1|z2 一 1，j 一 1，2，…，A， 
则 nn 是 卡 米 切 尔 数 。 
49. a) 用 练习 48 证 明 每 个 形 如 (6m 十 1) (12m 十 1) (18m 十 1) 的 整数 都 是 卡 米 切 尔 数 ， 这 里 m 是 正 整数 ， 并 
且 6m 十 1、12m 十 1 和 18m 十 1 都 是 素数 。 
b) 用 a) 证 明 172 947 529 是 卡 米 切 尔 数 。 
50. 找 出 下 列 各 对 所 表示 的 小 于 28 的 非 负 整 数 a。， 其 中 每 一 对 都 表示 (a mod 4，a mod 7) 。 
a) (0, 0) b) (1, 0) ©) (1, 1) d) (2, 1) 
e)(2，2) tC05, 二 g)(2, 0) h) (3, 5) 
iD(3，6) 
51. 将 小 于 15 的 每 个 非 负 整 数 表 示 为 Co mod 3，a mod 5) 对 。 
52. 试 解释 怎样 用 练习 51 中 求 出 的 数 对 来 计算 4 加 7。 
53. 求解 例 8 中 的 同 余 方 程 组 。 
54. 证 明 2 是 19 的 一 个 原 根 。 
55. 找 出 5 和 6 的 以 2 为 底 模 19 的 离散 对 数 。 
56. 令 p 是 一 个 奇 素数 而 r 是 p 的 原 根 。 证 明 如 果 a 和 2 是 Z, 中 的 正 整数 ， 则 log, (a5) 三 log, a 十 
log, b (mod p—1), 
57. 试 写 出 相对 于 原 根 3 的 模 17 的 离散 对 数 表 。 
如 果 m 是 正 整 数 ， 整 数 a 称 为 m 的 二 次 剩余 如 果 gcd(a，m) 二 1 且 同 余 式 xz? 三 a(mod m) 有 解 。 换 言 
之 ，m 的 一 个 二 次 剩余 是 与 m 互 素 的 整数 且 与 一 个 完全 平方 数 模 m 同 余 。 如 果 a 不 是 m 的 二 次 剩余 且 
gcd(a，m) 二 1， 我 们 说 它 是 m 的 二 次 非 剩余 。 例如，2 是 7 的 二 次 剩余 ， 因 为 gcd(2, 7)==1 且 3? 三 2 
(mod 7); 而 3 是 7 的 二 次 非 剩余 ， 因 为 gcd(3, 7)==1 但 x’ 三 3(mod 7) 无 解 。 
58. 哪些 整数 是 11 的 二 次 剩余 ? 
59. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 且 a 是 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 同 余 式 z? 寺 a(mod p) 要 人 么 无 解 ， 要 么 恰 有 两 个 
模 pp 不同 余 的 解 。 
60. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 ， 则 在 1，2，…，z 一 1 中 恰 有 (p 一 1)/2 个 p 的 二 次 剩余 。 


如 果 p 是 奇 素数 而 a 是 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 勒 让 德 符号 (如 ) 定 义 为 1 如果 4 为 的 二 次 剩余 ， 


否则 为 一 1。 
61. 证 明 如 果 p 为 奇 素数 ， 而 a 和 8 为 整数 ， 满 足 a 三 bC(mod p)， 则 


-3 


[oy 


62. 证 明 欧 拉 准 则 ， 即 如 果 p 是 奇 素数 且 a 是 不 能 被 之 整除 的 正 整数 ， 则 
(全 )= ac /2(mod p) 


[提示 : 如 果 a 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 则 可 应 用 费 马 小 定理 ; 否则， 可 应 用 练习 18b 中 给 出 的 威尔逊 
定理 。] 
63. 利用 练习 62 证 明 如 果 p 是 奇 素数 且 a 和 4b 为 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 
ab b 
(全 j= (全 作文) 
64. 证 明 如 果 p 是 奇 素数 ， 则 当 jp 三 1(mod 4) 时 一 1 是 p 的 二 次 剩余 ， 当 Pp 三 3(mod 4)， 一 1 不 是 pp 的 二 
次 剩余 。[ 提 示 : 利用 练习 62。] 
65. 找 出 同 余 方程 z* 硅 29(mod 35) 的 所 有 解 。[ 提 示 : 找 出 该 同 余 式 模 5 和 模 7 的 解 ， 再 利用 中 国 剩余 


定理 。] 
66. 找 出 同 余 方程 zx* 三 16(mod 105) 的 所 有 解 。[ 提 示 : 找 出 该 同 余 式 模 3、 模 5 和 模 7 的 解 ， 再 利用 中 国 


剩余 定理 。] 
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67. 描述 一 个 蛮 力 算法 求解 离散 对 数 问 题 ， 并 找 出 这 个 算法 最 差 和 平均 时 间 复 杂 度 。 


4.5 同 余 应 用 


同 余 在 离散 数学 、 计 算 机 科学 以 及 其 他 领域 有 许多 应 用 。 本 节 将 介绍 三 个 应 用 案例 : 利用 
同 余 为 计算 机 文件 分 配 内 存 地 址 、 伪 随机 数 的 生成 ， 以 及 校 验 码 。 

假定 一 个 客户 标识 码 是 10 位 数字 长 。 为 了 快速 检索 客户 资料 ， 我 们 不 会 用 10 位 数字 的 标 
识 码 对 客户 记录 分 配 内 存 地 址 。 我 们 会 使 用 一 个 与 标识 码 相 关 的 更 小 的 整数 。 这 可 以 用 所 谓 的 
散 列 函数 来 实现 。 本 节 我 们 要 阐述 如 何 用 模 算 术 来 做 散 列 函数 。 

构造 随机 数 序列 对 随机 算法 、 仿 真 ， 及 其 他 应 用 都 是 很 重要 的 。 构 造 真正 的 随机 数 序列 是 
非常 困难 的 ， 或许 是 不 可 能 的 ， 因 为 任何 用 来 生成 我 们 所 期 望 的 随机 数 的 方法 都 可 能 会 按 某 种 
隐 含 的 模式 产生 这 些 数 。 因 此 ， 已 经 开发 了 一 些 方法 用 来 寻找 具有 随机 数 许多 理想 性 质 的 数 的 
序列 ， 可 以 用 于 许多 需要 随机 数 的 应 用 。 本 节 我 们 将 阐述 如 何 利 用 同 余 来 生成 伪 随 机 数 序列 。 
好 处 是 这 样 生成 的 伪 随 机 数 可 以 快速 构造 ; 缺点 是 它们 具有 太 多 的 可 预见 性 而 不 能 用 于 许多 
任务 。 

同 余 还 可 以 用 来 为 各 种 标识 码 产 生 校 验 码 ， 如 标示 零售 产品 的 代码 、 标 识 书 的 书号 、 机 票 
编号 等 。 我 们 将 解释 如 何 用 同 余 来 为 各 种 类 型 的 标识 码 构 造 校 验 码 。 还 要 证 明 这 些 校 验 码 可 以 
用 来 检测 这 些 标 识 码 在 印刷 过 程 中 出 现 的 某 种 差错 。 


4.5.1 散 列 函数 
一 家 保险 公司 的 中 央 计 算 机 保存 着 它 的 每 个 客户 的 档案 记录 。 怎 样 分 配 内 存 地 址 才能 迅速 
检索 到 客户 记录 ? 这 个 问题 的 解 就 是 使 用 一 个 适当 选择 的 散 列 函数 。 记 录 使 用 键 来 识别 ， 它 可 
以 唯一 地 识别 每 个 客户 的 记录 。 例 如 ， 客 户 记 录 往 往 可 以 用 客户 的 社会 保障 号 作为 键 来 标识 。 
一 个 散 列 函 数 有 将 内 存 地 址 (8k) 分 配给 以 为 键 值 的 记录 。 
在 实践 中 ， 会 用 到 许多 不 同 的 散 列 函数 。 最 常用 的 散 列 函数 之 一 是 
h(k) =k mod m 
其 中 mm 是 可 供 使 用 的 内 存 地 址 的 数目 。 
散 列 函数 应 该 易于 计算 以 便 快 速 定位 到 文件 。 散 列 函 数 h(k) 二 &k mod m 符合 这 一 要 求 。 为 
了 找到 h(k)， 只 需 计算 当 有 被 m 除 时 的 余数 。 再 者 ， 散 列 函 数 还 应 该 是 满 射 的 ， 这 样 所 有 内 
存 地 址 均 可 利用 。 函 数 ACE) 一 & mod m 也 符合 这 一 要 求 。 
例 1 找 出 由 散 列 函 数 h() 一 mod 111 分 配给 社会 保障 号 为 064212848 和 037149212 的 客 
户 记 录 的 内 存 地 址 。 
解 社会 保障 号 为 064212848 的 客户 记录 被 分 配 到 内 存 地 址 14， 因为 
h(064212848) = 064212848 mod 111 = 14 
类 似 地 ， 由 于 
h(037149212) = 037149212 mod 111 = 65 
所 以 社会 保障 号 为 037149212 的 客户 记录 被 分 配 到 内 存 地 址 65。 4 
由 于 散 列 函 数 不 是 一 对 一 的 (因为 很 可 能 键 值 的 数量 大 于 内 存 地 址 数 )， 所 以 有 可 能 多 个 记 
录 被 分 配 到 同一 个 内 存 地 址 。 当 这 种 情况 发 生 时 ， 就 说 出 现 了 冲突 。 消 解 冲突 的 一 个 办 法 是 使 
用 散 列 函数 分 配 已 被 占用 地 址 后 面 的 第 一 个 未 占用 的 地 址 。 
例 2 在 例 1 中 分 配 了 上 述 两 个 地 址 以 后 ， 为 社会 保障 号 是 107405723 的 客户 记录 分 配 内 
存 地 址 。 
解 ” 首 先 注意 h(8) 把 社会 保障 号 107405723 映射 到 地 址 14， 因 为 
h(107405723) = 107405723 mod 111 = 14 
可 是 ， 这 一 地 址 已 被 (社会 保障 号 为 064212848 的 客户 ) 占 用 。 但 是 内 存 地 址 15， 即 内 存 地 址 14 
后 面 第 一 个 未 占用 的 地 址 ， 是 空 的 ， 所 以 将 社会 保障 号 107405723 的 客户 记录 分 配 到 该 地 址 。 外 


好 
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在 例 2 中 我 们 实际 上 用 了 一 个 线性 探测 函数 ， 即 h(k, 让 二 h(k) 十 i mod m， 来 寻找 第 一 个 
空闲 内 存 地 址 ， 这 里 i 可 以 从 0 到 mm 一 1。 还 有 许多 其 他 消解 冲突 的 办 法 ， 在 本 书 最 后 给 出 的 有 
关 散 列 函 数 的 参考 文献 中 有 讨论 。 


4.5.2 伪 随 机 数 
随机 选择 的 数 在 计算 机 仿真 中 常 需要 用 到 。 已 经 设计 了 很 多 不 同 的 方法 用 来 产生 具有 随机 
选择 性 质 的 数 。 因 为 由 系统 方法 产生 的 数 并 不 真正 是 随机 的 ， 所 以 被 称 为 伪 随 机 数 。 
最 常用 的 产生 伪 随 机 数 的 过 程 是 线性 同 余 法 。 我 们 选择 4 个 整数 ， 模 数 mw、 售 数 a、 增 量 < 
和 种 子 x。， 满 足 2 二 a 二 m，0 过 c 二 m 及 0 过 zo 二 m。 通 过 连续 应 用 下 面 递 归 函 数 来 生成 一 个 伪 
随机 数 序列 {zx,}， 满 足 对 于 所 有 n，0 二 xz, 二 m: 
ZrH 一 (az 十 c)mod m 
(这 是 一 个 递归 定义 的 例子 ， 递归 定义 将 在 5. 3 节 讨 论 。 那 里 我 们 会 证 明 这 样 定义 的 序列 是 良 
定义 的 。) 
许多 计算 机 试验 都 要 求 产生 0 和 1 之 间 的 伪 随 机 数 。 要 产生 这 样 的 数 ， 可 以 用 线性 同 余生 
成 器 除 以 模 数 : 即使 用 数 zx,/m。 
例 3 找 出 由 线性 同 余 法 生成 的 擅 随 机 数 序列 ， 其 中 模 数 m= 二 9、 倍 数 a 二 7、 增 量 c 王 4 和 
种 子 zo 二 3。 
解 ”通过 连续 应 用 递归 定义 的 函数 zi 一 (7z, 十 4)mod 9 来 计算 该 序列 中 项 ,插入 种 子 
Zo 二 3 找 出 zx, 作为 起 始 项 。 可 得 
Zi 一 7zo 十 4mod9 一 7。 3 十 4mod9 一 25 m0d 9 二 7 
Zz 一 7zi 十 4mod9 一 7。7 十 4mod9 一 53mod9 一 8 
2 一 7z 十 4mod9 一 7.。 8 十 4mod9 一 60mod9 一 6 
zi 一 77zi 十 4mod9 一 7.6 十 4mod9 一 46mod9 王 1 
2 一 7z 十 4mod9 一 7. 1 十 4mod9 一 1l1mod9 一 2 
zi 一 7zi 十 4mod9 一 7。 2 十 4mod9 一 18mod9 王 0 
zy 一 7z 十 4mod9 王 7。0 十 4mod9 一 4mod9 一 4 
zs 一 7zj 十 4mod9 一 7.4 十 4mod9 一 32mod9 一 5 
2 一 7zg 十 4mod9 一 7. 5 十 4mod9 一 39mod9 一 3 
由 于 zs 二 zo 而 且 每 一 项 都 只 依赖 于 其 前 面 的 一 项 ， 所 以 产生 序列 
3,7,8,56,1,2,054,5535738,6,1,250;,4,5,39°° 
这 个 序列 包含 9 个 不 同 的 数 ， 然 后 重复 。 | 
大 部 分 计算 机 确实 使 用 线性 同 余生 成 器 来 生成 伪 随 机 数 。 通 常 ， 使 用 增 量 c==0 的 线性 同 
余生 成 器 。 这 样 的 生成 器 称 为 纯 倍 式 生成 器 。 例 如 ， 以 2 一 1 为 模 ， 以 7 二 16 807 为 倍数 的 纯 
倍 式 生 成 器 就 广 为 采 用 。 采 用 这 些 参数 ， 可 以 证 明 在 重复 之 前 会 产生 22 一 2 个 数 。 
由 线性 同 余生 成 器 生成 的 伪 随 机 数 已 经 在 很 长 时 间 里 为 不 同 的 任务 所 采用 。 遗 憾 的 是 , 已 
经 证 明 这 样 生成 的 伪 随 机 数 序 列 并 不 具有 真正 随机 数 所 具有 的 一 些 重 要 的 统计 特性 。 因 此 ， 这 
种 方法 对 于 某 些 任务 (如 大 型 仿真 ) 是 不 可 取 的 。 对 于 这 类 敏感 的 任务 ， 可 用 其 他 方法 来 产生 伪 
随机 序列 ， 比 如 或 者 利用 某 种 排序 算法 或 者 对 随机 的 物理 现象 中 产生 的 数 进行 取样 。 有 关 伪 随 
机 数 更 详细 的 论述 参见 [Kn97] 和 [Rel0j]。 


4.5.3 校 验 码 

同 余 可 用 于 检查 数字 串 中 的 错误 。 在 这 样 的 字 串 中 检 错 的 一 项 常用 技术 就 是 在 串 的 结尾 处 
添加 一 个 额外 的 数字 。 这 最 后 一 个 数字 ， 或 校 验 码 ， 是 用 特定 的 函数 来 计算 的 。 然 后 为 了 判定 
一 个 数字 串 是 否 正确 ， 需 要 做 一 个 检验 看 看 这 最 后 一 位 数字 是 否 具 有 正确 的 值 。 下 面 先 看 看 这 
个 概念 在 位 串 的 正确 性 检验 中 的 应 用 。 


1 
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例 4 奇偶 校 验 位 数字 信息 一 般 用 位 串 表 示 ， 并 划分 成 指定 大 小 的 块 。 每 个 块 在 存储 或 
发 送 前 ， 块 的 结尾 处 会 添加 一 个 额外 的 位 ， 称 为 奇偶 校 验 位 。 位 串 ziz …z, 的 奇偶 校 验 位 
Zi 定义 为 

Tn 二 十 Zi 十 … 十 zx, mod 2 

由 此 得 出 如 果 在 这 个 对 位 的 块 中 有 偶数 个 1 位 ， 则 xz,,; 是 0; 如 果 在 这 个 位 的 块 中 有 奇数 个 1 
位 ， 则 zx, 是 1。 当 我 们 检查 一 个 含有 奇偶 校 验 位 的 串 时 ， 如 果 奇 偶 校 验 位 错 了 我 们 就 知道 位 
串 中 有 一 个 差错 了 。 奇 偶 校 验 可 以 检测 到 前 面 位 中 奇数 个 错误 ,但 不 能 检测 到 偶数 个 错误 。 
(参见 练习 14。) 

假设 我 们 在 传输 过 程 中 接收 到 位 串 01100101 和 11010110， 每 串 都 以 一 个 奇偶 校 验 位 结尾 。 
这 些 位 串 是 正确 的 吗 ? 

解 在 将 这 些 串 判 定 为 正确 的 之 前 ， 我 们 检测 它们 的 奇偶 校 验 位 。 第 一 串 的 奇偶 校 验 位 是 
1。 因 为 0 十 1 十 1 十 0 十 0 十 1 十 0 硅 1(mod 2) ， 所 以 奇偶 校 验 位 是 正确 的 。 第 二 串 的 奇偶 校 验 位 是 
0。 我 们 发 现 1 十 1 十 0 十 1 十 0 十 1 十 1 三 1(mod 2) ， 所 以 奇偶 校 验 位 是 不 正确 的 。 我 们 得 出 结论 第 
一 串 在 传输 过 程 中 可 能 是 正确 的 ， 第 二 串 在 传输 中 肯定 出 错 了 。 我 们 判定 第 一 串 为 正确 的 ( 即 
使 它 仍然 可 能 包含 偶数 个 错误 ) ， 而 拒绝 第 二 串 。 4 

利用 同 余 来 计算 校 验 位 广泛 地 用 于 检查 各 类 标识 码 的 正确 性 。 例 5 和 6 表明 如 何 为 标识 产 
品 ( 通 用 产品 代码 ) 和 书 ( 国 际 标准 书号 ) 的 代码 计算 校 验 位 。 练 习 18、28 和 32 前 的 导言 分 别 介 
绍 了 在 汇票 号 码 、 机 票 号 码 、 期 刊 标识 号 码 中 利用 同 余 来 计算 并 使 用 校 验 码 。 注 意 同 余 也 可 以 
为 银行 账号 、 驾 驶 执照 号 码 、 信 用 卡号 码 和 许多 其 他 标识 码 计 算 校 验 码 。 

例 5 UPC 零售 产品 通常 由 其 通用 产品 代码 (Universal Product Code，UPC) 标 识 。UPC 
最 常用 的 形式 是 12 位 十 进 制 数字 : 第 一 位 数字 标识 产品 种 类 ， 接 着 五 位 标识 制造 商 ， 再 五 位 
标识 特定 产品 ， 最 后 一 位 是 校 验 码 。 校 验 码 由 同 余 式 决 定 : 

3z7 十 zz 和 填 35; 十 0 十 3 十 而 十 3z7 十 其 :十 3wy 十 wo 十 3 十 六 圭 0(mod 107。 

试 回答 下 列 问题 : 

(a) 假 设 UPC 的 前 11 位 是 79357343104。 校 验 码 是 多 少 ? 

(b)041331021641 是 否 是 合法 的 UPC? 

解 (a) 我 们 将 79357343104 的 数字 代入 UPC 校 验 码 的 同 余 式 中 。 得 3。，7 十 9 十 3。3 十 5 十 
3。7 十 3 十 3。4 十 3 十 3。1 十 0 十 3。4 十 zys 夺 0(mod 10)。 简 化 后 得 21 十 9 十 9 十 5 十 21 十 3 十 12 十 
3 十 3 十 0 十 12 十 zxw 夺 0(mod 10)。 故 ，98 十 zis 夺 0(mod 10) 。 由 此 可 得 zis 硅 2(mod 10)， 所 以 校 
验 码 是 2。 

(b) 要 检查 041331021641 是 否 合法 ， 我 们 将 这 些 数字 代入 必须 满足 的 同 余 式 中 。 得 3， 0 十 
4 十 3。1 十 3 十 3。3 十 1 十 3。0 十 2 十 3。1 十 6 十 3。4 十 1 寺 0 十 4 十 3 十 3 十 9 十 1 十 0 十 2 十 3 十 6 十 12 十 
1 圭 4 半 0(mod 10) 。 故 ，041331021641 不 是 合法 的 UPC。 4 

例 6 ISBN 所 有 图 书 都 由 一 个 国际 标准 书号 (International Standard Book Number，ISBN-10) 
标识 ， 一 个 由 出 版 商 指定 的 10 位 数 代码 ziz,…zxi。。( 最 近 ， 新 引入 的 称 为 ISBN-13 的 一 个 13 
位 数字 代码 用 来 标识 更 大 量 出 版 的 著作 。 参 见 补充 练习 42 前 的 导言 。) 一 个 ISBN-10 包含 不 同 
分 组 来 标识 语言 、 出 版 商 、 出 版 公司 赋予 图 书 的 编号 、 最 后 一 位 校 验 码 (或 者 数字 或 者 字母 X 
代表 10) 。 这 个 校 验 码 的 选择 满足 


X10 一 Cnmod 11 
或 者 等 价 地 ， 满足 


10 


Diz; = 0(mod 11) 


i=0 


试 回答 下 列 关 于 ISBN-10 的 问题 : 
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(a) 本 书 第 6 版 的 ISBN-10 的 前 9 位 是 007288008。 校 验 码 是 多 少 ? 
(b)084930149X 是 否 是 合法 的 ISBN-10? 


解 (a) 校 验 码 由 同 余 式 Diz,=0(mod 11) 确定 。 代 入 数字 007288008 得 x, 三 1 ， 0 十 2。 


0 十 3。7 十 4。 2 十 5。8 十 6。8 十 7.。 0 十 8. 0 十 9。8(mod 11)。 这 意味 着 zx, 寺 0 十 0 十 21 十 8 十 
40 十 48 十 0 十 0 十 72(mod 11) ， 所 以 zw 硅 189 寺 2(mod 11) 。 故 ，zo 一 2。 


(b) 要 想 知 道 084930149X 是 否 是 合法 的 ISBN-10， 我们 看 看 是 否 有 》\iz, 二 0(mod 11) 。 


我 们 有 1。0 十 2。8 十 3。 4 十 4。 9 十 5。3 十 6。0 十 7。1 十 8。4 十 9。9 十 10。10 一 0 十 16 十 12 十 
36 十 15 十 0 十 7 十 32 十 81 十 100 二 299 寺 2 半 0(mod 11) 。 故 ，084930149X 不 是 合法 的 ISBN-10。 
4 
在 标识 码 中 经 常会 出 现 多 种 错误 。 单 错 ， 即 标识 码 中 一 位 数字 的 错误 ， 或 许 是 最 常见 的 一 
类 错误 。 另 一 类 常见 错误 是 换 位 错 ， 当 两 位 数字 不 慎 颠 倒 时 就 会 发 生 这 种 情况 。 对 于 每 一 种 标 
识 码 ， 包 括 校 验 码 ， 我 们 希望 能 够 检测 这 些 常 见 的 以 及 其 他 的 错误 。 我 们 要 研究 ISBN 的 校 验 
码 是 否 可 以 检测 单 错 或 换 位 错 。UPC 的 校 验 码 是 否 可 以 检测 这 些 错 误 留 作 练习 26 和 27。 


假设 zz,…zw 是 合法 的 ISBN( 所 以 > )z; 二 0Cmod 10) ) 。 我 们 证 明 可 以 检测 一 个 单 错 和 


两 个 数字 的 换 位 错 ( 这 里 有 可 能 两 位 数字 之 一 是 代表 10 的 X)。 假 设 这 个 ISBN 由 于 单 错 而 印 成 
于 Vi ig 如 果 有 一 个 单 错 ， 则 对 某 个 整数 7J， 当 1 天 7 时 Ni = 而 y; = Ww a 其 中 
一 10 委 < 委 10 且 a 了 0。 注 意 4 二 yy 一 Zz) 是 第 7 位 的 错误 。 因 此 ， 可 以 得 出 


Sa = [sa 十 加 二 ja 关 0(mod 11) 
这 里 最 后 两 个 同 余 式 成 立 ， 因 为 2x 三 0C(mod 10) ， 而 且 11 /ja， 因 为 11 /1 和 11 /ec。 从 而 得 
出 结论 内 交 …y 不 是 合法 的 ISBN。 所 以 ， 我 们 能 够 检测 出 单 错 。 
现在 假设 两 个 不 相等 的 数字 被 换 位 了 。 可 知 有 两 个 不 同 的 整数 ) 和 上 使 得 一心 年 y= 
1 9 而 当 i 和 1 天 R 时 有 yy; 二 Xz。 故 ， 


六 和 = (Dizi) + Gr je) + hr;— kr) = (0j—b (mo—s) FO(mod 11) 





因为 Ds =0(mod 10) 而 111C 一 &) 且 1141Czi 一 zx)。 可 知 yy2…yw 不 是 合法 的 ISBN。 这 样 ， 
我 们 就 能 检测 到 两 个 不 相等 的 数字 的 换 位 。 


练习 
1. 利用 散 列 函数 h(k) 一 上 mod 97 为 下 列 社会 保障 号 的 保险 公司 客户 记录 分 配 的 内 存 地 址 是 多 少 ? 
a)034567981 b)183211232 c)220195744 d)987255335 
2. 利用 散 列 函数 h(k) 一 上 mod 101 为 下 列 社会 保障 号 的 保险 公司 客户 记录 分 配 的 内 存 地 址 是 多 少 ? 
a)104578690 b)432222187 c)372201919 d)501338753 
3. 停车 场 有 31 个 车 位 供 来 访 者 使 用 ， 编 号 从 0 到 30。 来 访 者 根据 散 列 函数 h(k) 一 k mod 31 获得 车 位 ， 
其 中 & 是 来 访 者 车 牌 前 三 位 数 。 
a) 车 牌 前 三 位 数 为 317、918、007、100、111、310 时 会 由 散 列 函数 分 配 什么 车 位 ? 
b) 描 述 一 个 过 程 使 得 来 访 者 在 发 现 指派 车 位 已 被 占用 时 可 以 找到 空 车 位 。 
消解 散 列 冲突 的 另 一 个 方法 是 使 用 双 散 列 函 数 。 先 用 一 个 初始 散 列 函数 CR) 一 Amod p， 这 里 是 
素数 。 再 用 第 二 个 散 列 函数 g( 刀 一 (E 十 1)mod(z 一 2)。 当 冲突 发 生 时 ， 使 用 一 个 探测 序列 h(k, 让 二 
ChCR) 十 ii。gCE))mod 旋 。 
4. 利用 前 面 描 述 的 双 散 列 函 数 的 过 程 并 取 p= 二 4969 为 下 列 社会 保障 号 的 雇员 的 档案 分 配 内 存 地 址 : & 二 
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132489971, ks 二 509496993, ks 二 546332190, kk, 二 034367980, ks 二 047900151, ks 二 329938157，k; 一 
212228844, ks=325510778, k,=353354519, ko 二 053708912。 
. 用 线性 同 余生 成 器 zx,+1 二 (3z, 十 2)mod 13 和 种 子 zo 王 1 生成 的 伪 随 机 数 序列 是 什么 ? 
。 用 线性 同 余 生成 器 z,;1 二 (4z, 十 1)mod 7 和 种 子 zo 二 3 生成 的 伪 随 机 数 序 列 是 什么 ? 
. 用 纯 倍 式 生成 器 zx,:1 二 3zx, mod 11 和 种 子 zo 二 2 生成 的 伪 随 机 数 序列 是 什么 ? 
. 试用 伪 代 码 写 出 利用 线性 同 余生 成 器 生成 伪 随 机 数 序 列 的 算法 。 
平方 取 中 法 (middle-square method) 从 一 个 n 位 整数 开始 来 生成 伪 随 机 数 。 该 数 取 平方 ， 需 要 时 在 前 
面 添加 0 以 保证 结果 是 2n 位 数 ， 然 后 取 中 间 n 位 数字 用 来 构成 序列 中 的 下 一 个 数 。 重 复 这 一 过 程 以 生成 
新 的 项 。 
9. 找 出 从 2357 开始 平方 取 中 法 生成 4 位 数 伪 随 机 数 序列 的 前 8 项 。 
10. 试 解释 为 什么 在 用 平方 取 中 法 生成 4 位 数 伪 随 机 数 序列 时 以 3792 和 2916 作为 起 始 项 是 不 好 的 选择 。 
客 次 生成 器 是 一 种 生成 伪 随 机 数 的 方法 。 在 使 用 窒 次 生成 器 时 ， 需 要 指定 参数 p 和 4d， 其 中 p 是 素 
数 ，d 是 一 个 正 整 数 使 得 p 1d4， 以 及 种 子 ze。 伪 随机 数 z ，z，… 由 递归 定义 函数 生成 zx,+1 = 
Ze mod p。 
11. 找 出 寡 次 生成 器 生成 的 擅 随 机 数 序列 ， 其 中 p= 二 7、d 二 3、 种 子 zo 二 2。 
12. 找 出 寡 次 生成 器 生成 的 伪 随 机 数 序列 ， 其 中 p= 二 11、d 二 2、 种 子 zo 王 3。 
13. 假设 从 通信 和 链 路 接收 到 下 列 位 串 ， 其 中 最 后 一 位 是 奇偶 校 验 位 。 你 能 肯定 哪个 位 串 有 一 个 错误 ? 
a)00000111111 b)10101010101 c)11111100000 d)10111101111 
14. 证 明 奇 偶 校 验 位 能 够 检测 到 位 串 中 的 错误 当 且 仅 当 该 串 包含 奇数 个 错误 。 
15. 本 书 第 5 版 欧洲 版 本 的 ISBN-10 的 前 9 位 数字 是 0-07-119881。 该 书 的 校 验 码 是 多 少 ? 
16.《 初 等 数论 及 其 应 用 ;第 6 版 的 ISBN-10 是 0-321-500Q1-8， 其 中 Q 是 一 个 数字 。 请 找 出 Q 的 值 。 
17. 判断 出 版 商 计 算 本 书 (《 离 散 数学 及 其 应 用 ;第 7 版 ) 的 ISBN-10 校 验 码 是 否 正确 。 
美国 邮政 署 (The United States Postal Service，USPS) 出 售 由 11 位 数字 zi zz …zu 标 识 的 汇票 。 前 10 
位 标识 汇票 ， zu 是 满足 Zn 一 Zi 十 zz 十 … 十 Zio mod 9 的 校 验 码 。 
18. 试 找 出 标识 码 以 下 列 10 位 数字 开始 的 USPS 汇票 的 校 验 码 。 


Ia uh 


a)7555618873 b)6966133421 c)8018927435 d)3289744134 
19. 判断 下 列 这 些 数 是 否 是 合法 的 USPS 汇票 标识 码 。 

a)74051489623 b)88382013445 c)56152240784 d)66606631178 
20. 下 列 邮政 汇票 标识 码 中 有 一 位 数字 被 弄 胜 了 。 你 能 恢复 这 些 数 中 由 Q 标记 的 被 弄 脏 的 数字 吗 ? 

a)Q1223139784 b)6702120Q988 ce)27Q41007734 d)213279032Q1 
21. 下 列 邮政 汇票 标识 码 中 有 一 位 数字 被 弄 脏 了 。 你 能 恢复 这 些 数 中 由 Q 标记 的 被 和 弄 脏 的 数字 吗 ? 

a)493212Q0688 b)850Q9103858 c)2Q941007734 d)66687Q03201 


22. 试 确定 USPS 汇票 码 中 哪 位 单一 的 数字 错误 能 被 检测 出 来 。 
23. 试 确定 USPS 汇票 码 中 哪些 位 的 换 位 错误 能 被 检测 出 来 。 
24. 为 以 下 列 11 位 数字 开始 的 UPC 确定 其 校 验 码 。 


a)73232184434 b)63623991346 c)04587320720 d)93764323341 
25. 判断 下 列 12 位 数字 串 是 否 是 合法 的 UPC 码 。 
a)036000291452 b)012345678903 c)782421843014 d)726412175425 


26. 一 个 UPC 码 的 校 验 码 能 检测 出 所 有 单 错 吗 ? 证 明 你 的 答案 或 找 出 一 个 反例 。 
27. 试 确定 UPC 码 中 哪些 位 的 换 位 错误 能 被 检测 出 来 。 

某 些 机 票 具 有 一 个 15 位 数字 的 标识 码 aiaz…ais， 其 中 as 是 校 验 码 ， 它 等 于 aaz…als mod 7。 
28. 找 出 以 下 列 14 位 数字 开始 的 机 票 标识 码 的 校 验 码 ais 。 


a)10237424413392 b)00032781811234 c)00611232134231 Cd)00193222543435 
29. 判断 下 列 15 位 数字 串 是 否 是 合法 的 机 票 标识 码 。 
a)101333341789013 b)007862342770445 c)113273438882531 d)000122347322871 


30. 试 确定 15 位 机 票 标识 码 中 哪 位 单一 的 数字 错误 能 被 检测 出 来 。 
< 31. 机 票 标 识 码 中 连续 两 位 数字 不 慎 换 位 ， 校 验 码 能 检测 出 这 种 错误 吗 ? 
期 刊 是 采用 国际 标准 连续 出 版 物 号 (International Standard Serial Number，ISSN) 来 标识 的 。 一 个 
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ISSN 由 两 组 4 位 数字 构成 。 第 二 组 的 最 后 一 位 是 校 验 码 。 校 验 码 的 计算 由 同 余 式 给 出 ds 夺 34di 十 4cs 十 
5ds 十 6ds 十 7ds 十 8ds 十 9di (mod 11) 。 当 ds 圭 10(mod 11) 时 ,采用 字母 XX 来 表示 编码 中 的 ds 。 
32. 对 于 下 列 7 位 开始 的 ISSN， 确 定 其 校 验 码 ( 有 可 能 是 字母 X)。 
a)1570-868 b)1553-734 c)1089-708 d)1383-811 
33. 下 列 8 位 数字 码 有 可 能 是 ISSN 吗 ? 即 是 否 以 正确 的 校 验 码 结尾 ? 
a)1059-1027 b)0002-9890 | c)1530-8669 d)1007-120X 
34. 一 个 ISSN 的 校 验 码 是 否 能 检测 出 ISSN 中 每 个 单 错 ? 用 证 明 或 反例 来 解释 你 的 答案 。 
35, 一 个 ISSN 的 校 验 码 是 否 能 检测 出 所 有 连续 两 位 数字 被 不 慎 调 换 的 错误 ? 用 证 明 或 反例 来 解释 你 的 
答案 。 


4.6 密码 学 


4.6.1 引言 

数论 在 密码 学 (将 信息 作 转 换 使 得 在 没有 特殊 知识 的 情况 下 不 能 很 容易 地 恢复 出 来 ) 中 起 着 
关键 的 作用 。 数 论 是 古典 密码 的 基础 ， 古 典 密码 早 在 几 千 年 前 就 有 使 用 ， 而 且 直到 20 世纪 还 
在 广泛 地 使 用 。 这 些 密码 通过 将 每 个 字母 变换 为 一 个 不 同 的 字母 或 将 一 组 字母 变换 为 另 一 组 不 
同 的 字母 来 对 消息 进行 加 密 。 我 们 将 讨论 一 些 古典 密码 ， 包 括 移 位 密码 ， 即 将 每 个 字母 替换 为 
字母 表 中 向 后 移动 一 个 固定 位 置 数 的 字母 ， 并 在 需要 时 再 回 到 字母 表 的 开始 。 我 们 要 讨论 的 古 
典 密码 是 私 钥 密码 的 实例 ， 其 中 知道 如 何 加 密 的 人 也 就 能 够 对 消息 进行 解密 。 采 用 私 钥 密码 
时 ， 想 要 进行 私密 通信 的 双方 必须 共享 一 个 密 钥 。 我 们 要 讨论 的 古典 密码 经 受 不 起 密码 分 析 ， 
就 是 在 没有 获得 用 来 加 密 消息 的 秘密 信息 的 情况 下 寻求 恢复 被 加 密 的 信息 。 我 们 将 说 明 如 何 破 
译 用 移 位 密码 发 送 的 消息 。 

数论 在 20 世纪 70 年 代 发 明 的 一 种 公 钥 密码 学 中 也 起 着 重要 作用 。 在 公 钥 密码 学 中 ， 知 道 
如 何 加 密 的 人 并 不 知道 如 何 解密 。 使 用 最 广泛 的 公 钥 系统 是 称 为 RSA 的 密码 系统 ， 它 采用 模 
指数 对 消息 加 密 ， 这 里 模 数 是 两 个 大 素数 的 乘积 。 想 要 知道 如 何 加 密 ， 你 需要 知道 该 模 数 和 一 
个 指数 。( 不 需要 知道 该 模 数 的 两 个 素 因 子 .) 众 所 周知 ， 想 要 知道 如 何 解 密 你 就 需要 知道 如 何 
反 转 加 密 函 数 ， 而 这 只 有 当 你 知道 这 两 个 大 素 因 子 的 情况 下 才能 在 切合 实际 的 时 间 内 完成 。 本 
章 将 解释 RSA 密码 系统 是 如 何 工 作 的 ， 包 括 如 何 加 密 和 解密 消息 。 

密码 学 的 主题 还 包括 密码 协议 ， 这 是 两 方 或 多 方 为 了 达到 一 个 指定 的 安全 目标 而 进行 的 消 
息 交换 。 本 章 将 讨论 两 个 重要 的 协议 : 一 个 是 允许 两 人 共享 一 个 公共 密 钥 ; 男 一 个 可 用 于 发 送 
签名 消息 使 得 接收 者 就 能 够 确定 消息 来 自 于 声称 的 发 送 者 。 


4.6.2 古典 密码 学 

已 知 最 早 使 用 密码 学 的 人 之 一 是 尤 利 乌 斯 。 恺 撒 (Julius Caesar) 。 他 通过 把 字母 表 中 的 每 
个 字母 正 向 移动 三 位 以 加 密 消息 (字母 表 中 最 后 三 个 字母 移 到 最 开始 的 三 个 字母 )。 例 如 ， 采 用 
这 一 模式 ， 字 母 B 移 到 玉 ， 而 字母 X 移 到 A。 这 就 是 加 密 (encryption) 的 一 个 例子 ， 加 密 就 是 
对 信息 进行 保密 处 理 的 过 程 。 

为 了 用 数学 来 表达 恺 撤 加密 过 程 ， 首 先 将 每 个 字母 替换 为 Zo 中 的 元 素 ， 即 等 于 其 在 字母 
表 中 位 置 减 1 的 0 到 25 之 间 的 一 个 整数 。 例 如 ， 用 0 替换 A， 用 10 替换 K， 用 25 替换 Z。 恺 
撤 加 密 方法 可 以 表示 为 一 个 函数 f/， 为 每 个 非 负 整数 p，p 三 25， 指 派 集 合 {0，1，2，…，25} 
中 的 一 个 整数 f(p)， 使 得 

f(p) = (p+ 3)mod 26 

在 加 密 信 息 中 ，p 所 代表 的 字母 用 (p 十 3)mod 26 所 代表 的 字母 替换 了 。 

例 1 用 恺 撤 密 码 从 消息 "MEET YOU IN THE PARK” 产 生 的 秘密 消息 是 什么 ? 


解 ”首先 用 数 代 蔡 消息 中 的 字母 。 得 到 
人 


和 


现在 ， 再 把 每 个 数 p 替换 成 f(p) 二 (p 十 3)mod 26。 可 得 
15.7 $22 L173 11 16 22 10 7 18 3 20 13 
再 把 这 个 翻译 成 字母 产生 加 密 消息 “PHHW BRX LQ WKH SDUN”。 4 
要 从 已 撒 密码 加 密 的 消息 恢复 原 消息 ， 需 要 用 到 f 的 逆 函 数 三 。 注 意 函 数 广 :把 Ze 中 的 
整数 pb 变换 为 1 (pb) 一 (tb 一 3)mod 26。 换 言 之 ,要 找 出 原始 消息 ， 每 个 字母 在 字母 表 中 反 向 
移 三 位 ， 而 字母 表 的 前 三 个 字母 移 到 最 后 三 位 。 从 加 密 消息 中 来 确定 原始 消息 的 过 程 称 为 解密 
(decryption) 。 
有 各 种 方法 可 以 扩展 恺 撤 密 码 。 例 如 ， 可 以 把 每 个 字母 对 应 的 数 移动 位 ， 而 不 是 把 每 个 
字母 对 应 的 数 移动 3 位 ， 于 是 
f(p) = (pk)mod 26 
这 样 的 密码 称 为 移 位 密码 。 注 意 解密 可 以 用 
(pp) = (p—k)mod 26 
来 完成 。 
这 里 整数 成 为 密 钥 (key)。 例 2 和 3 解释 了 移 位 密码 的 使 用 。 
例 2 用 密 钥 为 ==11 的 移 位 密码 加 密 明 文 消息 “STOP GLOBAL WARMING”。 
解 ” 要 加 密 消息 “STOP GLOBAL WARMING”， 我 们 首先 把 每 个 字母 翻译 成 Zs 中 对 应 的 
元 素 。 得 到 数字 串 
18 19 14 15 6 LLB O11 22°0 17 12:813 6 
对 数字 串 中 的 每 个 数 应 用 移 位 函数 f(p) 二 (p 十 11)mod 26。 得 到 
34250 17 2 25 12 T1122 3 7 1 225192047 
将 这 最 后 所 得 的 数字 串 翻译 成 字母 ， 即 得 到 密 文 <DEZA RWZMLW HLCXTYR”。 4 
例 3 解密 用 密 钥 为 k= 二 7 的 移 位 密码 加 密 的 密 文 消息 “LEWLYPLUJL PZ H NYLHA 
ALHJOLY”; 
解 ” 要 解密 密 文 消 息 “LEWLYPLUJL PZ H NYLHA ALHJOLY”, 我 们 首先 把 字母 翻译 成 
Zz 中 的 元 素 。 得 到 
114 22 11 24 15 T120911 15 25 7 13:24 1170 ‘©1791411 妆 
其 次 ， 对 这 个 数 移动 一 k= 二 一 7 模 26 位 ， 得 到 
33MGAIT A 1 0 6174019 194027417 
最 后 ， 将 这 些 数 翻译 回 字 母 以 获得 明文 。 我 们 得 到 “EXPERIENCE IS A GREAT TEACHER”。 
4 
我 们 可 以 用 下 列 形式 的 函数 扩展 移 位 密码 以 进一步 加 强 安全 性 。 
f(p) = (ap + 6b)mod 26 
其 中 a 和 5。 为 整数 ， 其 选择 需 保 证 f 是 一 个 双 射 函数 。( 函 数 f(p) 二 (ap 十 5)mod 26 是 双 射 函 
数 当 且 仅 当 gcdCe，26) 王 1。) 这 样 的 映射 称 为 仿 射 变换 ， 这 种 密码 称 为 是 仿 射 密码 。 
例 4 当 用 函数 FCp) = 二 (7p 十 3)mod 26 进行 加 密 时 ， 用 什么 字母 替换 字母 K? 
解 首先， 注意 10 代表 K。 然 后 ， 用 指定 的 加 密 函 数 ， 可 得 到 f(10) 二 (7，10 十 3)mod 
26 二 21。 因 为 21 代表 V， 所 以 在 加 密 消息 中 用 V 代表 字母 K。 4 
我 们 现在 证 明 如 何 解密 用 仿 射 密码 加 密 消 息 。 假 设 c=(ap 十 5) mod 26 有 旦 满足 
gcd(a，26) 二 1。 为 了 解密 ， 我 们 需要 知道 如 何 用 c 来 表示 p。 为 此 ， 我们 采用 加 密 同 余 方 程 
c 尘 (ap 十 5)mod 26， 然 后 求解 获得 p。 为 此 ， 首 先 在 两 边 减 去 54， 得 到 c 一 56 二 ab(Cmod 26)。 因 
为 gcd(a，26) 二 1， 所 以 我 们 知道 存在 4a 模 26 的 逆 a。 在 最 后 的 等 式 两 边 乘 以 5， 可 得 如 (c 一 
6) 三 aap (mod 26)。 因 为 到 三 1(mod 26)， 所 以 这 就 说 明 p 圭 alc 一 6)(mod 26)。 因 为 p 属 于 
Zzs， 所 以 这 就 可 以 确定 pp 了。 
密码 分 析 “在 不 具有 加 密 方法 和 密 钥 知识 的 情况 下 从 密 文中 恢复 出 明文 的 过 程 称 为 密码 分 
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析 或 破译 密码 。 通 常 ， 密 码 分 析 是 一 个 很 困难 的 过 程 ， 特 别 是 当 不 知道 加 密 方 法 的 时 候 。 我 们 
不 做 一 般 性 的 密码 分 析 讨 论 ， 而 是 要 解释 如 何 破译 用 移 位 密码 加 密 的 消息 。 

如 果 我 们 知道 密 文 消息 是 采用 移 位 密码 对 消息 加 密生 成 的 ， 我 们 就 可 以 通过 对 密 文 中 所 有 字母 
尝试 26 种 可 能 的 移 位 (包括 移动 零 个 字符 ) 来 试图 恢复 消息 。 其 中 之 一 保证 是 明文 消息 。 可 是 ， 我 
们 还 可 以 使 用 更 智能 的 方法 ， 可 以 用 从 其 他 的 密码 所 得 的 密 文 来 进行 密码 分 析 。 对 以 移 位 密码 加 密 
的 密 文 进行 密码 分 析 的 主要 工具 是 利用 密 文中 字母 频率 的 统计 。 英 语 中 最 常用 的 9 个 字母 及 其 大 概 
的 相对 频率 是 E13%、T9%、A 8%、O 8%、17%、N 7%、S 7%、H 6% 和 R 6%。 要 破解 已 知 
是 用 移 位 密码 产生 的 密 文 ， 我们 首先 找 出 密 文中 字母 的 相对 频率 。 将 密 文 中 最 常 出 现 的 字母 按 频 率 
排序 。 我 们 假设 密 文中 最 常 出 现 的 字母 是 由 玉 加 密 而 成 的 。 然 后 ， 我 们 在 这 个 假设 下 来 确定 移 位 的 
值 ， 比 如 说 &。 如 果 通 过 将 密 文 移 一 位 后 具有 含义 ， 我们 认为 假设 是 正确 的 ， 并且 已 经 得 到 正确 
的 & 值 。 如 果 没 有 含义 ， 接 下 来 就 考虑 假设 密 文中 最 常 出 现 的 字母 是 由 工 (英语 中 第 二 个 最 常 出 现 
的 字母 ) 加 密 而 成 的 ， 在 该 假设 下 找到 &， 将 消息 中 的 字母 移 一 上 位 ， 再 看 看 结果 消息 是 否 有 意义 。 
如 果 没 有 ， 继 续 从 最 常见 的 字母 到 最 不 常见 的 字母 尝试 该 处 理 过 程 。 

例 5 假设 我 们 截获 了 已 知 是 采用 移 位 密码 加 密 的 密 文 消息 ZNK KGXRE HOXJ MKZY 
ZNK CUXS。 原 始 的 明文 消息 是 什么 ? 

解 ”因为 已 知 截获 的 密 文 消息 是 由 移 位 密码 加 密 而 成 的 ， 所 以 我 们 通过 计算 密 文 中 字母 出 
现 的 频率 开始 。 容 易 得 到 密 文 中 最 常 出 现 的 字母 是 K。 所 以 ,我们 假设 移 位 密码 将 明文 字母 EE 
移 位 到 了 密 文字 母 K。 如 果 这 个 假设 是 正确 的 ， 可 知 10 王 4 十 & mod 26， 所 以 k= 二 6。 接 下 来 ， 
将 密 文 消息 的 字母 移 一 6 位 ， 得 到 THE EARLY BIRD GETS THE WORM。 因 为 这 个 消息 是 
有 意义 的 ， 所 以 我 们 认为 k=6 的 假设 是 正确 的 。 S| 

分 组 密码 ” 移 位 密码 和 仿 射 密码 是 用 字母 表 的 一 个 字母 来 替换 字母 表 中 的 另 一 个 字母 来 
实现 的 。 因 此 ， 这 些 密码 称 为 字符 或 单 码 密码 。 这 种 加 密 方法 面 对 基 于 密 文中 字母 频率 分 析 
的 攻击 是 很 脆弱 的 ， 正 如 前 面 解释 的 。 通 过 用 一 组 字母 替换 另 一 组 字母 而 不 是 用 单独 的 字母 
替换 另 一 个 字母 的 方式 可 以 强化 成 功 破 译 密 文 的 难度 ， 这 样 的 密码 称 为 分 组 密码 (block 
cipher) 。 

现在 介绍 一 种 简单 的 分 组 密码 ， 称 为 换 位 密码 。 我 们 用 做 密 钥 的 集合 是 {1,， 2, …,， m} 上 
的 一 个 置换 o， 即 从 {1，2，…，m} 到 人 和，2，…，m)}) 的 一 个 一 对 一 函数 ， 这 里 m 是 正 整 数 。 
要 加 密 消 息 ， 先 将 其 字母 分 成 大 小 为 m 的 分 组 。( 如 果 消 息 中 字母 数 不 能 被 m 整除 ， 可 以 在 结 
尾 加 上 一 些 随 机 的 字母 填充 构成 最 后 一 个 分 组 。) 将 分 组 力 轧 : … 力 。 加 密 为 1 
pu 。 要 解密 密 文 分 组 cco*…c 时 ， 用 的 逆 置 换 c 对 其 字母 进行 换 位 。 例 6 解释 换 位 密码 的 
加 密 和 解密 。 

例 6 利用 基于 集合 (1，2，3，4} 上 的 置换 o 的 换 位 密码 ， 其 中 cC1) 王 3，(2) 一 1，c(3) 一 4 
和 (4) 王 2， 

Ca) 加密 明文 消息 PIRAT E ATTACK。 

(b) 解 密 密 文 消息 SWUE TRAE OEHS， 这 是 由 该 密码 加 密 的 。 

解 (a) 首 先 将 明文 中 的 字母 划分 为 4 个 字母 一 组 。 得 到 PIRA TEAT TACK。 要 加 密 每 个 
分 组 ， 我 们 把 第 一 个 字母 移 到 第 三 位 ， 把 第 二 个 字母 移 到 第 一 位 ， 把 第 三 个 字母 移 到 第 四 位 ， 
再 把 第 四 个 字母 移 到 第 二 位 。 得 到 IAPR ETTA AKTC。 

(b) 注 意 o 的 着 置 换 c :把 工 变 为 2，2 变 为 4，3 变 为 1，4 变 为 3。 对 每 个 分 组 应 用 c (m) 
可 得 明文 USEW ATER HOSE。( 将 这 些 字母 重新 分 组 形成 常用 词汇 ， 我 们 猜测 明文 是 USE 
WATER HOSE。) 4 

密码 系统 ”我 们 已 经 定义 了 两 类 密码 : 移 位 密码 和 仿 射 密码 。 现 在 介绍 密码 系统 的 概念 ， 
它 提供 一 个 通用 结构 来 定义 一 系列 新 的 密码 。 

一 个 密码 系统 (cryptosystem) 是 一 个 五 元 组 (P，C， 上 放 ，E，D)， 这 里 亿 明 文 囊 的 
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集合 ，(C 是 密 文 串 的 集合 ， 夺 是 密 钥 空间 (所 有 可 能 的 密 钥 的 集合 ) ，E 是 加 密 函 数 的 集合 ， 而 卫 
是 解密 函数 的 集合 。 我 们 用 已 : 表示 在 E 中 相对 于 密 钥 的 加 密 函 数 而 D; 是 刀 中 用 来 解密 由 互 , 
加 密 的 密 文 的 解密 函数 ， 即 对 于 所 有 明文 事 p 有 D(E,(p)) 二 p。 

现在 解释 密码 系统 定义 的 应 用 。 

例 7 将 移 位 密码 系列 描述 为 一 个 密码 系统 。 

解 ”要 用 移 位 密码 对 英文 字母 串 加 密 ， 首 先 将 每 个 字母 翻译 成 0 到 26 的 整数 ， 即 Zz 中 的 
元 素 。 然 后 ， 把 这 些 中 的 每 一 个 整数 移动 一 个 固定 整数 模 26 位 ， 最后， 将 整数 翻译 回 字 和 母 。 
要 用 密码 系统 的 定义 来 描述 移 位 密码 ， 我 们 假设 消息 已 经 是 整数 了 ， 即 Zx 中 的 元 素 。 即 我 们 
假设 字母 和 整数 之 间 的 翻译 处 于 密码 系统 的 外 部 。 因 此 ， 明 文 串 的 集合 了 和 和 密 文 串 的 集合 C 都 
是 Zs 中 的 元 素 串 的 集合 。 密 钥 集 合 K 是 所 有 可 能 的 移 位 ， 所 以 二 Zs。 集 合 巨 由 所 有 这 样 的 
函数 ECz) 二 (p 十 &)mod 26 构成 ， 而 解密 函数 的 集合 DD 和 加 密 函 数 的 集合 一 样 ， 其 中 Di (p) 一 
(p—k)mod 26 。 司 

密码 系统 的 概念 在 讨论 密码 的 系列 时 非常 有 用 ， 并 广泛 应 用 于 密码 学 中 。 


4.6.3 公 钥 密码 学 

所 有 古典 密码 ， 包 括 移 位 密码 和 仿 射 密码 ， 都 是 私 钥 密码 系统 (private key cryptosystem) 
的 实例 。 在 私 钥 密码 系统 中 ,一 旦 你 知道 加 密 密 钥 ， 你 就 能 很 快 找到 解密 密 钥 。 所 以 ， 知 道 如 
何 用 一 个 特定 的 密 钥 加 密 消 息 就 能 让 你 解密 用 该 密 钥 加 密 的 消息 。 例 如 ， 当 使 用 以 为 密 钥 的 
移 位 密码 时 ， 明 文 整数 p 就 发 送 为 

c= (pk)mod 26 
解密 可 以 通过 移 一 & 位 来 实现 的 ， 即 ， 

p= (c— kmod 26 
所 以 知道 如 何 用 移 位 密码 加 密 也 就 知道 如 何 解密 了 。 

当 采 用 私 钥 密码 系统 时 ， 和 希望 秘密 通信 的 双方 必须 共享 一 个 密 钥 。 由 于 知道 该 密 钥 的 任 
何人 都 可 以 轻易 地 为 消息 加 密 和 解密 ， 所 以 希望 安全 通信 的 双方 就 需要 安全 地 交换 该 密 钥 。 
(我 们 在 本 节 稍 后 介绍 密 钥 交换 的 方法 .) 移 位 密码 和 仿 射 密码 都 是 私 钥 密 码 系统 。 它 们 相当 
简单 ， 但 是 面 对 密 码 分 析 也 非常 脆弱 。 可 是 ， 许 多 现代 私 钥 密 码 系 统 却 不 然 。 特 别 是 ， 现 在 
私 钥 密码 学 的 美国 政府 标准 ， 高 级 加 密 标准 (Advanced Encryption Standard，AES) ， 非 常 复杂 
并 被 认为 是 能 很 好 地 抵御 密码 分 析 。( 关 于 AES 的 细节 和 其 他 现代 私 钥 密 码 系 统 可 参见 
[St06]。) AES 广泛 用 于 美国 政府 和 商业 通信 。 可 是 ， 它 仍然 具有 共享 安全 通信 密 钥 的 特性 。 
再 者 ， 为 了 更 加 安全 ， 双 方 每 次 通信 会 话 都 需要 用 一 个 新 密 钥 ， 这 就 需要 一 种 能 生成 并 安全 
分 享 密 钥 的 方法 。 

为 了 避免 每 对 希望 安全 通信 的 双方 都 需要 共享 密 钥 ，20 世纪 70 年 代 密 码 学 家 引 和 人 了 公 铀 
密码 系统 (public key cryptosystem) 的 概念 。 当 使 用 这 种 密码 系统 时 ， 知 道 怎样 发 送 加 密 消息 的 
人 并 不 能 解密 消息 。 在 这 样 的 系统 中 ， 每 个 人 都 可 以 有 一 个 众所周知 的 加 密 密 钥 。 只 有 解密 密 
钥 是 保密 的 ， 而 且 只 有 消息 的 预期 接收 人 能 解密 消息 ， 因 为 ， 迄 今 为 止 不 做 非常 大 量 的 计算 
(例如 几 十 亿 年 计算 机 时 间 ) ， 具 有 加 密 密 钥 的 知识 并 不 能 让 人 恢复 出 明文 消息 。 


4.6.4 RSA 密 码 系 统 

1976 年 ， 麻 省 理工 学 院 的 三 位 研究 人 员 ( 罗 纳 德 . 李维斯 特 、 阿 迪 ，… 沙 米尔 和 伦 纳 德 ， 阿 
德 曼 ) 给 这 个 世界 引入 了 一 种 公 钥 密码 系统 ， 即 由 发 明 者 首 字 母 命名 的 RSA 系统 。 正 如 在 密码 
学 的 发 现 中 经 常会 发 生 的 事 ，RSA 系统 早 些 年 在 英国 政府 的 秘密 研究 中 已 经 被 发 现 了 。 为 英 
国政 府 通信 总 部 (Government Communications Headquarters，GCHQ) 秘 密 工作 的 克利 福 德 。 柯 
克 斯 (Clifford Cocks) 早 在 1973 年 就 发 现 了 这 个 密码 系统 。 可 是 ， 直 到 20 世纪 90 年 代 后 期 ， 
当 他 被 允许 分 享 20 世纪 70 年 代 早 期 的 GCHQ 秘密 档案 时 ， 他 的 发 明 才 为 外 部 世界 所 知 。 (一 
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个 关于 这 个 早期 发 现 的 很 有 趣 的 故事 ， 以 及 李维斯 特 、 沙 米尔 和 阿 德 曼 的 工作 ， 可 以 在 [Si99] 
中 找到 。) 

在 RSA 密码 系统 中 ， 每 个 人 都 有 一 个 加 密 密 钥 (nx，e)， 这 里 n 二 pg 是 一 个 由 两 个 大 素数 ， 
比如 各 有 200 位 数字 的 p 和 9g 的 乘积 构成 的 模 数 ，e 蚌 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 指数 。 要 生成 可 
用 的 密 钥 ， 必 须 找到 两 个 大 素数 。 这 可 以 在 一 台 计 算 机 上 借助 本 节 前 面 提 到 的 随机 性 素数 性 测 
试 迅 速 完成 。 可 是 ， 这 些 素数 的 乘积 n 二 pg 大 约 有 400 位 数字 ， 迄 今 为 止 不 可 能 在 合理 的 时 间 
内 被 因子 分 解 。 我 们 将 看 到 ， 这 正 是 迄今 为 止 没 有 单独 的 解密 密 钥 时 就 不 可 能 迅速 解密 的 重要 
原因 。 


4.6.5 RSA 加 密 
为 了 用 特定 的 密 钥 (n，e) 对 消息 加 密 ， 首 先 将 明文 消息 M 翻译 成 整数 序列 。 为 此 ， 可 以 


es 


克利 福 德 ， 柯 克 斯 (Clifford Cock， 生 于 1950 年 ) 克利 福 德 ， 柯 克 斯 出 生 于 英国 
柴 郡 ， 是 一 个 有 才华 的 数学 学 生 。1968 年 他 赢得 了 国际 数学 奥林匹克 竞赛 银牌 。 柯 克 
斯 在 剑桥 大 学 国王 学 院 上 学 ， 主 修 数 学 。 他 还 在 牛津 大 学 工作 了 很 短 的 时 间 研 究 数 
论 。1973 年 ， 他 决定 放弃 他 的 研究 生 学 业 ， 而 在 英国 情报 部 门 的 政府 通信 总 部 
(Government Communication Headquarter，GCHQ) 从 事 数 学 方面 的 工作 。 加 入 
“， GCHQ 的 两 个 月 后 ， 柯 克 斯 从 詹姆斯 * 埃 利 斯 撰写 的 GCHQ 内 部 报告 了 解 到 公共 密 
” 钥 加 密 系统 。 柯 克 斯 利用 他 的 数论 知识 发 明了 现在 称 为 RSA 的 密码 系统 。 他 很 快 就 
意识 到 公共 密 钥 加 密 系统 可 以 基于 两 个 大 素数 相 乘 其 逆 过 程 的 难度 。1997 年 ， 他 被 允许 披露 已 解密 的 
GCHQ 内 部 文件 ， 其 中 描述 了 其 发 现 。 柯 克 斯 以 其 发 明基 于 安全 身份 的 加 密 模 式 而 闻名 ， 该 模式 使 用 用 
户 的 身份 信息 作为 公 钥 。2001 年 柯 克 斯 成 为 GCHQ 英国 情报 中 心 的 首席 数学 家 。 他 还 成 立 了 海尔 布 隆 
数学 研究 所 (Heilbronn Institute for Mathematical Research) ， 这 是 GCHQ 和 布 里 斯 托 尔 大 学 之 间 的 一 种 
伙伴 关系 。 





罗 纳 德 。 李维斯 特 (Ronald Rivest， 生 于 1948 年 ) 1969 年 罗 纳 德 . 李维斯 特 获 
得 耶鲁 大 学 学 士 学 位 ，1974 年 他 获得 斯 坦 福 大 学 计算 机 科学 博士 学 位 。 李 维 斯 特 是 麻 
省 理工 学 院 计算 机 科学 教授 ， 也 是 RSA 数据 安全 公司 的 合作 创始 人 ， 该 公司 拥有 他 
与 沙 米尔 和 阿 德 曼 一 起 发 明 的 RSA 密码 系统 的 专利 。 李 维 斯 特 的 研究 领域 除了 密码 
| 学 外 , 还 有 机 器 学 习 、VLSI 设计 和 计算 机 算法 。 他 是 一 本 流行 的 算法 教材 
(CoLeRiSt09]) 的 作者 之 一 。 





阿迪 … 沙 米尔 (Adi Shamir， 生 于 1952 年 ) ”阿迪 。 沙 米尔 出 生 在 以 色 列 特 拉 维 
夫 。 他 的 学 士 学 位 是 在 特拉维夫 大 学 (1972 年 ) 完 成 的 ， 而 博士 学 位 则 是 在 魏 茨 曼 科学 
研究 院 (1977 年 ) 完 成 的 。 沙 米尔 曾 任 Warwick 大 学 的 助理 研究 员 和 麻 省 理工 学 院 的 
助理 教授 。 他 现在 是 魏 茨 曼 研 究 院 应 用 数学 系 的 教授 ， 并 领导 一 个 计算 机 安全 研究 小 
组 。 沙 米尔 对 密码 学 的 贡献 除了 RSA 外 ， 还 有 破解 背包 密码 系统 、 数 据 加 密 标 准 
(DES) 的 密码 学 分 析 ， 以 及 许多 密码 协议 的 设计 。 


伦 纳 德 . 阿 德 曼 (Leonard Adleman， 生 于 1945 年 ) 伦 纳 德 . 阿 德 曼 出 生 在 加 州 
的 旧金山 。 他 在 加 州 大 学 伯克利 分 校 获得 数学 学 士 学 位 (1968 年 ) 和 计算 机 科学 博士 学 
位 (1976 年 )。1976 一 1880 年 阿 德 曼 是 麻 省 理工 学 院 数 学 系 教员 之 一 ， 那 里 他 是 RSA 
密码 系统 共同 发 明 人 ， 而 1980 年 他 在 南 加 州 大 学 (USC) 计 算 机 科学 系 任职 。1985 年 
他 在 USC 获得 有 头衔 的 职位 (Henry Salvatori 教授 ) 。 阿 德 曼 主要 研究 计算 机 安全 、 
计算 复杂 度 、 免 疫 学 和 分 子 生 物 学 。 他 发 明了 “计算 机 病毒 ”这 个 术语 。 最 近 阿 德 曼 对 
DNA 计算 的 研究 工作 引发 了 人 们 极 大 的 兴趣 。 他 是 电影 4 偷窥 者 》(Sneakers) 的 技术 顾 
问 ， 影 片 中 计算 机 安全 扮演 了 重要 角色 。 
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先 将 每 个 明文 字母 翻译 成 两 位 数 ， 正 如 在 移 位 密码 中 所 做 的 翻译 ， 只 有 一 点 不 同 。 即 对 于 字母 
A 到 丁 增 加 开始 的 0， 所 以 A 被 翻译 为 00，B 为 01，…, J 为 09。 然 后 ,将 这 些 两 位 数 连接 起 
来 构成 数字 串 。 接 下 来 ， 将 这 个 串 再 分 成 2N 位 数字 等 长 的 分 组 ， 这 里 2N 是 一 个 大 偶数 使 得 
2N 位 数字 的 整数 2525…25 不 超过 z。( 必 要 时 ， 可 以 在 明文 消息 后 填充 无 意义 的 X 使 得 最 后 
一 组 的 大 小 和 其 他 分 组 一 样 。) 

经 过 这 些 步骤 ， 我 们 已 经 将 明文 消息 M 翻译 成 了 一 个 整数 序列 21 9 2229 “9 My 有 为 整 
数 。 加 密 过 程 是 将 每 个 分 组 m; 转换 成 密 文 分 组 c;。 这 由 下 列 函 数 实现 

C= M modn 

(为 了 执行 加 密 ， 可 以 使 用 快速 模 指 数 算法 ， 如 4.2 节 的 算法 5。) 所 得 加 密 后 的 消息 依然 是 数 的 
分 组 形式 ， 并 发 送 给 预期 的 接收 者 。 因 为 RSA 密码 系统 将 字符 分 组 加 密 成 字符 分 组 ， 所 以 这 
是 一 种 分 组 密码 。 

例 8 说明 RSA 加 密 是 怎样 进行 的 。 为 了 方便 实际 操作 ， 我 们 在 例 8 中 选用 小 素数 p 和 4g， 
而 不 是 200 多 位 的 大 素数 。 尽 管 例 8 中 描述 的 密码 并 不 安全 ， 但 可 以 解释 RSA 密码 中 使 用 的 
技术 。 

例 8 用 RSA 密码 系统 及 密 钥 (2537，13) 为 消息 STOP 加 密 。 注 意 2537 一 43。59，z 一 43 
和 gq 二 59 是 素数 ， 并且 

gcd(e,(p—1)(g—1)) 一 gcd(13,42。58) 一] 

解 为 了 加 密 ， 先 把 STOP 的 字母 翻译 成 等 价 的 数字 。 然 后 按 4 位 数字 一 组 对 这 些 数字 分 

组 (因为 2525<2537<252 525) ， 得 到 
1819 1415 
用 下 面 的 映射 对 每 组 加 密 
C= Ma mod 2537 

用 快速 模 乘 法 计算 ， 可 得 1819” mod 2537 二 2081 及 1415” mod 2537 一 2182。 加 密 后 的 消息 为 
2081 2182。 4 


4.6.6 RSA 解密 
当 已 知 解密 密 钥 4 就 是 e 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 道 时， 就 可 以 很 快 地 从 密 文 消 息 恢复 出 明文 消 
息 。[ 由 于 gcd(e，(p 一 1)(g 一 1) 二 1， 所 以 道 存在 。] 为 了 说 明 这 一 点 ， 注 意 如 果 de 圭 1(mod 
(p 一 1) (gq 一 1))， 则 有 整数 使 得 de 二 1 十 &(p 一 1)(q 一 1)。 由 此 可 知 
C=M Mw eM emodn) 
根据 费 马 小 定理 [假定 gcd(M，p)= 二 gcd(M，g) 二 1， 这 一 关系 只 有 在 极 罕见 的 情况 不 成 立 ， 在 
练习 28 中 会 论 及 ]， 可 得 M?* 三 1(Cmod p) 及 M”' 二 1(mod g)。 因 此 ， 
C=M. (MY =M.1=M(mod p) 
县 
C=M. COM) Y=M.]1=M(mod gq) 
由 于 gcd(p，9) 二 1， 所 以 由 中 国 剩余 定理 可 得 
CC’ = M(mod pg) 
例 9 说 明 怎 样 解密 由 RSA 密码 系统 发 送 的 消息 。 
例 9 收 到 的 加 密 消 信和 是 0981 0461。 如 果 这 是 用 例 8 中 的 RSA 密码 加 密 的 ， 解 密 后 的 消 
信息 是 什么 ? 
解 ” 该 消息 是 用 RSA 密码 系统 以 n 二 43。59 和 指数 13 加 密 的 。 如 4.4 节 练习 2 所 证 明 的 ， 
d 二 937 是 13 模 42，58 二 2436 的 道 。 可 以 利用 937 作为 解密 指数 。 因 此 ， 要 解密 数字 分 组 C， 
需要 计算 
M= C’ mod 2537 
为 解密 该 消息 ， 利 用 快速 模 指数 算法 计算 0981”” mod 2537 一 0704 及 0461”” mod 2537 一 1115。 


ws 
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因此 ， 原 始 消息 的 数字 形式 是 0704 1115。 翻 译 成 英文 字母 ， 可 知 消 信 息 是 HELP。 4 


4.6.7 用 RSA 作为 公 钥 系统 

为 什么 RSA 密码 系统 适合 作为 公 钥 密码 系统 呢 ? 首先 ， 通 过 寻找 两 个 各 有 200 多 位 的 大 
素数 p 和 gq， 再 寻找 一 个 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 整数 e， 就 可 以 迅速 构造 一 个 公 钥 。 当 知道 模 
数 的 因子 分 解 ， 即 知道 素数 p 和 9g 时， 我 们 就 可 以 迅速 找到 ee 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 道 4。[ 这 可 
以 利用 欧 几 里 得 算法 寻找 4 和 (p 一 1)(g 一 1) 的 贝 祖 系数 ;和 zt 来 完成 ， 这 表明 d 模 (p 一 1)(g 一 
1) 的 逆 是 s mod(p 一 1)(g 一 1)。] 有 了 4a 就 使 得 我 们 可 以 解密 用 加 密 密 钥 发 送 的 消息 。 可 是 ， 没 
有 一 种 已 知 的 解密 方法 不 是 基于 寻找 nn 的 因子 分 解 式 的 ， 或 者 说 也 不 导致 n 的 因子 分 解 。 

因子 分 解 被 认为 是 一 个 困难 的 问题 ， 与 之 相反 的 是 寻找 大 素数 p 和 gg， 这 可 以 迅速 完成 。 
迄今 为 止 (截至 2010 年 ) 已 知 最 有 效 的 因子 分 解 方法 需要 数 十 亿 年 才能 分 解 400 位 的 整数 。 因 
此 ， 当 pp 和 9g 都 是 200 位 的 素数 时 ， 我 们 相信 采用 n= pq 为 模 加 密 的 消息 不 可 能 在 合理 的 时 间 
内 被 解密 ， 除 非 已 知 素数 p 和 4g。 

尽管 没有 已 知 的 多 项 式 时 间 算 法 来 实现 大 整数 因子 分 解 ， 但 人 们 正在 积极 研究 以 求 发 现 能 
有 效 分 解 整数 的 新 方法 。 几 年 以 前 还 被 认为 由 于 太 大 而 不 可 能 在 合理 的 时 间 内 因子 分 解 的 整 
数 ， 现 在 做 因子 分 解 已 经 成 为 例 行 常 事 了 。 超 过 150 位 ， 甚 至 一 些 超 过 200 位 的 整数 ,已 经 可 
以 在 团队 努力 下 被 因子 分 解 了 。 当 新 的 分 解 技术 问世 时 ， 就 必须 使 用 更 大 的 素数 以 确保 消息 安 
全 。 不 幸 的 是 ， 先 前 认为 安全 的 消息 可 能 被 非 预期 接收 者 所 保存 ， 并 在 稍 后 当 RSA 加 密 所 用 
密 钥 中 的 zx 一 dg 的 因子 分 解 变 得 可 行 时 而 得 以 解密 。 

RSA 方 法 现在 得 到 了 广泛 人 使用。 可是， 最 常用 的 密码 系统 仍 是 私 钥 密码 系统 。 借 助 RSA 
系统 ， 公 钥 密 码 系统 的 使 用 也 在 不 断 增长 。 尽 管 如 此 ， 有 些 应 用 既 使 用 私 钥 又 使 用 公 钥 。 例 
如 ， 像 RSA 这 样 的 公 钥 系统 可 以 用 来 为 希望 通信 的 双方 分 发 私 钥 。 然 后 这 些 人 利用 私 钥 系统 
来 为 消息 加 密 和 解密 。 


4.6.8 密码 协议 

至 此 ， 我 们 已 经 展示 了 密码 学 如 何 可 以 使 得 消息 更 安全 。 可 是 ， 密 码 学 还 有 许多 其 他 重要 
的 应 用 。 其 中 就 有 密码 协议 (cryptographic protocol) ， 这 是 两 方 或 多 方 为 了 达到 一 个 特定 的 安 
全 目标 而 进行 的 消息 交换 。 特 别 是 ， 我 们 将 证 明 密 码 学 如 何 能 让 双方 在 一 个 不 安全 的 通信 信道 
上 交换 密 钥 。 我 们 还 将 证 明 密 码 学 可 以 用 来 发 送 签名 的 秘密 消息 使 得 接收 者 能 确定 消息 来 自 声 
称 的 发 送 者 。 关 于 各 种 密码 协议 的 深入 讨论 读者 可 以 参考 [St05] 。 

密 钥 交换 “现在 讨论 在 双方 以 往 没有 共享 过 任何 信息 的 情况 下 可 以 用 来 在 不 安全 的 通信 信 
道上 交换 密 钥 的 协议 。 生 成 一 个 双方 可 以 共享 的 密 钥 对 于 密码 学 的 很 多 应 用 都 非常 重要 。 例 
如 ， 两 个 人 为 了 要 用 私 钥 密 码 系统 相互 发 送 秘密 消息 ， 他 们 就 需要 共享 一 个 公共 的 密 钥 。 我 们 
要 描述 的 协议 称 为 是 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 协 商 协议 (Diffie-Hellman key agreement protocol) ， 由 惠 
特 菲 尔 德 ， 迪 菲 和 马丁 . 赫 尔 曼 的 名 字 命 名 ， 他 们 在 1976 年 描述 了 该 协议 。 可 是 ， 这 个 协议 
早 在 1974 年 就 由 为 英国 GCHQ 秘密 工作 的 马尔 科 姆 ， 威廉 姆 森 (Malcolm Williamson) 发 明 。 
直到 1997 年 他 的 发 现 才 公 之 于 世 。 

假设 Alice 和 Bob 希望 共享 一 个 公共 密 钥 。 该 协议 有 以 下 步 又， 其 中 的 计算 在 Z 中 进行 。 

1) Alice 和 Bob 同意 使 用 一 个 素数 p 和 的 一 个 原 根 a 。 

2) Alice 选择 一 个 秘密 整数 &,， 并 将 om mod p 发 送 给 Bob。 

3) Bob 选择 一 个 秘密 整数 有 ;， 并 将 a“ mod p 发 送 给 Alice。 

4) Alice 计算 (a%*)“mod p。 

5)Bob 计算 (a%)*mod p。 

在 协议 的 最 后 ，Alice 和 Bob 已 经 计算 了 他 们 共享 的 密 钥 ， 即 
(ae) modp= (a)*modp 


为 了 分 析 这 个 协议 的 安全 性 ， 注 意 在 1)、2) 和 3) 步 又 中 并 不 假定 是 安全 发 送 的 。 我 们 甚 
至 可 以 假设 这 些 通 信和 是 明文 的 ， 且 其 内 容 也 是 公开 的 信息 。 所 以 ，p、a、a* mod p 和 a*mod p 
都 可 以 假设 为 公开 的 信息 。 协 议 确 保 如 、ks 以 及 公共 密 钥 (a*)*mod pp 一 (a*)*mod p 是 保密 
的 。 要 从 这 个 公开 信息 中 找 出 秘密 信息 就 要 求 对 手 能 够 求解 离散 对 数 问题 的 实例 ， 因 为 对 手 需 
要 从 ah mod p 和 a*mod p 中 分 别 找 出 &， 和 已 。 再 者 ， 已 知 没有 其 他 方法 可 以 从 这 些 公 开 信 息 
中 找 出 共享 密 钥 。 我 们 已 经 注意 到 当 p 和 a 足够 大 时 从 计算 角度 来 说 这 被 认为 是 不 可 行 的 。 以 
现 有 的 计算 能 力 来 看 ， 当 p 超过 300 位 十 进 制 数字 而 有 和 ks 又 各 有 超过 100 位 的 十 进 制 数字 
时 ， 这 个 系统 被 认为 是 不 可 破解 的 。 

数字 签名 密码 学 不 仅 可 以 用 来 确保 消息 的 保密 性 ， 还 可 以 用 来 使 得 消息 的 接收 者 知道 消 
息 来 自 那个 该 来 自 的 人 。 我 们 首先 证 明 如 何 发 送 一 个 消息 使 得 消息 的 接收 者 能 够 肯定 消息 来 自 
于 声称 该 消息 的 发 送 者 。 特 别 是 ， 我 们 可 以 证 明 这 个 可 以 利用 RSA 密码 系统 对 消息 施加 数字 
签名 来 完成 。 

假设 Alice 的 RSA 公 钥 是 (n，e) 而 她 的 私 钥 是 4。Alice 用 加 密 函 数 Es (zx) = 二 x mod n 加 
密 明 文 消息 z+。 她 用 解密 函数 Do (zx) 二 zx” mod n 解密 密 文 消息 y。Alice 想 要 发 送 消息 M 使 得 
每 个 收 到 该 消息 的 人 都 知道 来 自 于 她 。 就 像 RSA 加 密 一 样 ， 她 将 字母 翻译 成 对 应 的 数值 并 将 
所 得 的 串 分 割 成 分 组 m，m。，…，m 使 得 每 个 分 组 具有 相同 大 小 ， 并 且 其 大 小 在 满足 
0 过 m; 声 n 时 尽 可 能 大 ,i 二 1，2，…，k。 然 后 她 针对 每 个 分 组 应 用 她 的 解密 函数 Du。， 得 到 
D,,.(m;)，i 二 1]，2，…,，k。 她 将 结果 发 送 给 所 有 预期 的 消息 接收 者 。 

当 接 收 者 收 到 她 的 消息 时 ， 他 们 针对 每 个 分 组 应 用 Alice 的 加 密 函 数 E,,, ， 因 为 Alice 的 
密 钥 (n，e) 是 公开 信息 ， 所 以 每 个 人 都 有 。 因 为 Eu (Du (Cz)) 一 z， 所 以 结果 就 是 原始 的 明 
文 消息 。 所 以 ，Alice 可 以 将 她 的 消息 发 送 给 她 愿意 给 的 许多 人 ， 并 用 这 种 方式 签名 ， 每 个 接 
收 者 可 以 确信 它 来 自 于 Alice。 例 10 解释 这 个 协议 。 

例 10 假设 Alice 的 RSA 公 钥 和 例 8 中 的 一 样 。 即 "一 2537 王 43。59 和 e 王 13。 她 的 解密 
密 钥 是 4 王 937， 如 例 9 所 示 。 她 想 发 送 消息 “MEET AT NOON” 给 她 朋友 使 得 他 们 能 确信 消息 
来 自 于 她 。 她 该 如 何 发 送 ? 

解 Alice 首先 将 消息 翻译 成 数字 分 组 ， 得 到 1204 0419 0019 1314 1413( 读 者 自行 检验 ) 。 
然后 她 对 每 个 分 组 应 用 她 的 解密 变换 Dzss1,13, (zx) 二 z+” mod 2537。 利 用 快速 模 指 数 算法 (可 借 
助 于 计算 机 )， 她 得 出 1204”? mod 2537 二 817，419”? mod 2537 二 555，19”? mod 2537 一 1310， 
1314”? mod 2537 一 2173 和 1413”? mod 2537 一 1026 。 

所 以 ， 她 发 送 的 消息 分 成 分 组 就 是 0817 0555 1310 2173 1026。 当 她 的 朋友 收 到 该 消息 时 ， 
他 们 针对 每 个 分 组 应 用 她 的 加 密 变换 Ezss1,1,。 这 样 做 之 后 ， 他 们 获得 原始 消息 的 数字 分 组 ， 
然后 再 翻译 回 英文 字母 。 4 

我 们 已 经 展示 了 可 以 利用 RSA 密码 系统 发 送 签名 消息 。 我 们 还 可 以 进一步 发 送 签名 的 秘 
密 消 息 。 为 此 ， 发 送 者 首先 用 自己 的 解密 变换 加 密 分 组 ， 再 用 一 个 预期 接收 者 公开 的 加 密 密 钥 
对 这 些 分 组 进行 RSA 加 密 。 接 收 者 首先 应 用 他 的 私有 解密 变换 ， 然 后 再 应 用 发 送 者 的 公开 的 
加 密 变换 。( 练 习 32 要 求实 现 该 协议 。) 


练习 

1. 试 通过 把 字母 翻译 成 数字 ， 再 应 用 给 定 的 加 密 函 数 ， 再 将 数字 翻译 回 字母 来 加 密 消息 DO NOT 
PAAS GO。 
a) F(p) 一 (pb 十 3)mod 26( 恺 撒 密 码 ) b)f(p)= (p+13)mod 26 ce) fp)=(3p+7)mod 26 

2. 试 通过 把 字母 翻译 成 数字 ， 再 应 用 给 定 的 加 密 函 数 ， 再 将 数字 翻译 回 字 母 , 来 加 密 消 息 STOP 
POLLUTION。 
a)f(p)=(p+4)mod 26 b)f(p)= (p+21)mod 26 c) fp)=(17p+22)mod 26 

3. 试 通过 把 字母 翻译 成 数字 ， 再 应 用 给 定 的 加 密 函 数 ， 再 将 数字 翻译 回 字 母 来 加 密 消息 WATCH YOUR 
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STEP。 
a) f(p)=(p+14)mod 26 b)f(p)=(14p+2i mod 26 ©)f(p)=(—7p+1)mod 26 


. 试 解密 下 列 用 恺 撤 密 码 加 密 的 消息 。 


a)EOXH MHDQYV bYWHVW WRGDB cc) HDW GLP VXP 


. 试 解密 下 列 用 移 位 密码 jz) 一 (2 十 10)mod 26 加 密 的 消息 。 


a)CEBBOXNOB XYG b)LO WI PBSOXN CDSWO PYB PEX 


. 假设 当 一 个 很 长 的 文本 串 是 用 移 位 密码 f(p) 二 (pp 十 &)mod 26 加 密 的 ， 在 密 文中 最 常 出 现 的 字母 是 X。 


假设 文本 中 字母 的 分 布 具有 典型 的 英文 文本 特性 ，& 最 有 可 能 的 值 是 多 少 ? 


* 假设 当 英 文 文本 串 是 用 移 位 密码 1(p) 二 (pp 十 k) mod 26 加 密 的 ,结果 密 文 是 DY CVOOZ 


ZOBMRKXMO DY NBOKW。 请 问 原始 明文 串 是 什么 ? 


. 假设 密 文 DVE CFMV KF NFEUVI，REU KYRK ZJ KYV JVVU FW JTZVETYV 是 用 移 位 密码 对 明文 


消息 加 密 而 成 的 。 请 问 原始 明文 是 什么 ? 


. 假设 密 文 ERC WYJJMGMIRXPC EHZERGIH XIGLRSPSKC MW MRHMWXMRKYMWLEFPI JVSQ 


QEKMG 是 用 移 位 密码 对 明文 消息 加 密 而 成 的 。 请 问 原始 明文 是 什么 ? 


. 判断 是 否 存在 这 样 一 个 密 钥 使 得 移 位 密码 的 加 密 函 数 和 解密 函数 相同 。 

. 如果 一 个 仿 针 密码 的 加 密 函 数 是 c 二 (15p 十 13)mod 26， 请 问 其 解密 函数 是 什么 ? 

,. 找 出 仿 射 密码 的 所 有 整数 对 (a，5) 使 得 其 加 密 函 数 c 一 (ab 十 2)mod 26 与 相应 的 解密 函数 相同 。 

. 假设 用 仿 射 密码 f(p) 二 (ap 十 5)mod 26 加 密 明 文 产生 的 一 个 长 密 文中 最 常 出 现 和 次 常 出 现 的 字母 分 


别 是 Z 和 J。 请 问 a 和 2 的 值 最 有 可 能 是 什么 ? 


. 采用 5 个 字母 的 分 组 以 及 基于 {(1，2，3，4，5} 上 的 置换 o 的 换 位 密码 对 消息 GRIZZLY BEARS 进行 


加 密 ， 其 中 c(1) 王 3，c(2) 一 5，c(3) 王 1，c(4) 一 2 和 ol5) 二 4。 这 个 练习 中 需要 时 用 字母 X 填充 最 后 
一 个 少 于 5 个 字母 的 分 组 。 


. 试 解密 由 4 个 字母 的 分 组 和 基于 {1，2，3，4} 上 的 置换 o 的 换 位 密码 加 密 明 文 消息 产生 的 密 文 消息 


EABW EFRO ATMR ASIN， 其 中 c(1)=3，c(2) 王 1，c(C3) 一 4 和 4) 一 2。 


. 假设 你 知道 密 文 是 由 换 位 密码 加 密 明 文 产生 的 。 你 会 如 何 去 破 解 它 ? 
. 假设 你 截获 了 一 则 密 文 消息 ， 并 且 当 你 在 判定 这 则 消息 中 的 字母 频率 时 ， 发 现 频率 和 英文 文本 的 字 


母 频率 类 似 。 你 会 怀疑 这 里 使 用 了 哪 种 密码 ? 
维 吉 尼 亚 密码 (Vigeneare cipher) 是 分 组 密码 ， 密 钥 是 一 字母 囊 ， 其 对 应 的 数值 是 ko…k， 这 里 E 


Zzso，i 二 1，2，…，m。 假 设 明 文 分 组 中 字母 对 应 的 数值 是 pips… pan。 密 文 分 组 对 应 的 数值 是 
(Pi 十 有 i)mod 26(ps 十 kz)mod 26…(pn 十 k)mod 26。 最 后 翻译 回 字 母 。 例如， 假设 密 钥 是 RED， 其 数值 


为 
密 


17 4 3。 明 文 是 ORANGE， 其 数值 为 14 17 00 13 06 04， 首 先 分 成 两 组 14 17 00 和 13 06 04， 然 后 再 加 


。 对 每 个 分 组 中 的 第 一 个 字母 移 17 位 ,第 二 个 4 位 ,第 三 个 3 位。 我们 得 到 05 21 03 和 04 10 07。 密 


文 就 是 FVDEKH. 


18. 
19. 


20. 


度 。 
21. 


22. 


23. 


24. 


利用 维 吉 尼 亚 密码 以 及 密 钥 BLUE 加 密 消息 SNOWFALL. 

利用 维 吉 尼 亚 密码 以 及 密 钥 HOT 加 密 明 文 消 息 所 生成 的 密 文 是 OIKYWVHBX。 请问 明 文 消 息 是 
什么 ? 

试 将 维 吉 尼 亚 密码 表述 为 密码 系统 。 

为 了 在 没有 密 钥 的 情况 下 破解 维 吉 尼 亚 密 码 ， 从 密 文 消息 中 恢复 出 明文 消息 ， 首 先 要 找 出 密 钥 的 长 
其 次 通过 判定 相应 的 移 位 来 找 出 密 钥 的 每 个 字符 。 练 习 21 和 22 就 涉及 这 两 方面 。 

假设 当 一 个 很 长 的 文本 串 用 维 吉 尼 亚 密 码 加 密 时 ， 在 密 文 的 不 同位 置 开始 可 以 找到 相同 的 串 。 试 解 
释 这 个 信息 如 何 能 有 助 于 确定 密 钥 的 长 度 。 

一 旦 已 知 维 吉 尼 亚 密码 的 密 钥 长 度 ， 试 解释 如 何 确定 其 每 个 字符 。 假 设 明 文 足 够 长 ， 这 样 其 字母 的 
频率 合理 地 接近 典型 英文 文本 中 的 字母 频率 。 

证 明 当 我 们 知道 是 两 个 素数 p 和 9g 的 乘积 ， 并 且 知 道 (p 一 1)(g 一 1) 的 值 时 ， 就 可 以 很 容易 地 分 解 
的 因子 。 

在 练习 24 一 27 中 首先 无 需 计 算 模 指数 而 直接 表达 你 的 答案 。 然 后 借助 于 计算 工具 执行 这 些 计算 。 
利用 RSA 系统 加 密 消息 ATTACK， 其 中 mx 一 43。59 且 e 二 13， 如 例 8 所 示 ， 将 每 个 字母 翻译 成 整数 ， 
再 按 整数 对 分 组 。 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


要 | 


数论 和 密码 学 257 





利用 RSA 系统 加 密 消 息 UPLOAD， 其 中 n==53，61 且 e 王 17， 如 例 8 所 示 ， 将 每 个 字母 翻译 成 整数 ， 
再 按 整 数 对 分 组 。 

如 果 采 用 RSA 系统 以 及 n= 二 53，61 且 e= 二 17 加 密 的 消息 是 3185 2038 2460 2550， 则 原始 消息 是 什么 ? 
(为 了 解密 ， 首 先 找 出 解密 指数 4， 这 是 e 二 17 模 52。60 的 逆 。) 

如 果 采 用 RSA 系统 以 及 n= 二 43，59 且 e 二 13 加 密 的 消息 是 0667 1947 0671， 则 原始 消息 是 什么 ? (为 
了 解密 ， 首 先 找 出 解密 指数 4， 这 是 e 王 13 模 42，58 的 道 .) 

假设 (n，e) 是 RSA 的 加 密 密 钥 ,n= 二 pg， 这 里 p 和 4g 是 大 素数 且 gcd(e,，(p 一 1)(g 一 1))= 二 1。 再 者 ， 
假设 4 是 e 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 逆 。 假设 C 寺 Mr (mod pgq)。 在 正文 中 我 们 证 明了 当 gcdCM，za) 王 1 时 
RSA 解密 函数 ， 即 同 余 式 C" 三 M(mod pq) 成 立 。 证 明 解 密 同 余 式 当 gcdCM，za) 过 1 时 也 成 立 。[ 提 
示 : 利用 模 p 和 模 g 的 同 余 式 ， 应 用 中 国 剩余 定理 。] 

试 描述 当 Alice 和 Bob 利用 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 交 换 协 议 来 生成 一 个 共享 密 钥 时 的 步 又。 假设 采用 素数 
p= 二 23， a 二 5， 即 23 的 一 个 原 根 ， 并 且 Alice 选择 ki = 二 8 而 Bob 选择 ks = 二 5。( 可 以 需要 借助 于 计算 
工具 。) 

试 描述 当 Alice 和 Bob 利用 迪 菲 - 替 尔 曼 密 钥 交换 协议 来 生成 _- 个 共享 密 钥 时 的 步 又。 假设 采用 素数 
二 101， a 二 2， 即 101 的 一 个 原 根 ， 并 且 Alice 选择 已 三 7 而 Bob 选择 ,二 9。( 可 以 需要 借助 于 计算 
3 

在 练习 31 一 32 中 假设 Alice 和 Bob 拥有 公 钥 和 相应 的 私 铀 : (naice，entice ) 一 (2867，7) 一 (61。，47， 
，datice 二 1183 和 (npop，epos) 二 (3127，21) 二 (59。53，21)，dsos 二 1149。 首 先 不 做 计算 写 出 你 的 答案 。 


然后 ， 可 能 的 话 利 用 计算 工具 执行 计算 以 获得 数字 答案 。 


31. 


32. 


33. 


Alice 想 要 给 她 所 有 朋友 包括 Bob 发 送 消息 “SELL EVERYTHING” 以 便 他 知道 是 她 发 送 的 。 假 设 她 

利用 RSA 密码 系统 在 消息 上 签名 ， 她 应 该 给 她 的 朋友 发 送 什么 ? 

Alice 想 要 给 Bob 发 送 消息 “BUY NOW” 以 便 他 知道 是 她 发 送 的 并 且 只 有 Bob 能 够 阅读 。 假 设 她 在 消 

息 上 签名 并 利用 Bob 的 公 钥 加 密 ， 她 应 该 给 Bob 发 送 什么 ? 

我 们 现在 描述 采用 私 钥 密码 学 的 一 个 基本 密 钥 交换 协议 ， 许 多 更 复杂 的 密 钥 交换 协议 都 基于 此 。 协 

议 中 的 加 密 是 采用 被 认为 是 安全 的 私 钥 密码 系统 (如 AES) 完 成 的 。 协 议 涉及 三 方 : Alice 和 Bob、 他 

们 希望 交换 的 密 钥 ， 以 及 一 个 可 信 的 第 三 方 Cathy。 假 设 Alice 拥有 只 有 她 和 Cathy 知道 的 密 钥 &Aice， 

而 Bob 拥有 只 有 他 和 Cathy 知道 的 密 钥 kso, 。 协 议 分 三 个 步骤 : 

(i) Alice 给 可 信 的 第 三 方 Cathy 发 送 一 则 用 Alice 的 密 钥 kaice 加 密 的 消息 “请 求 与 Bob 共享 一 个 密 钥 ”。 

(ii)Cathy 返回 Alice 一 个 密 钥 kaice,seso， 这 是 她 生成 并 用 密 钥 knice 加 密 的 ， 接 着 发 送 同 一 个 密 钥 
RAie,Bob， 这 次 是 用 Bob 的 密 钥 ea 加 密 的 。 

(ii) Alice 给 Bob 发 送 密 铜 kaice,pos， 就 是 用 只 有 Bob 和 Cathy 知道 的 eaw 加 密 的 密 钥 。 

试 解释 为 什么 这 个 协议 允许 Alice 和 Bob 共享 只 有 他 们 和 Cathy 知道 的 私 钥 Raiice,sob 。 


关键 术语 和 结论 
术语 


a| 


bl(a 整除 b，a divides b): 存在 整数 c 使 得 6 二 ac。 


a 和 bb 模 m 同 余 (a and bare congruent modulo m: m divides a 一 b): m 整除 a 一 5。 

模 算术 (modular arithmetic) :以 一 个 整数 m 宇 2 为 模 数 所 做 的 计算 。 

素数 (prim): 大 于 1 且 恰 有 两 个 正 整 数 因子 的 整数 。 

合 数 (composite) : 大 于 1 又 不 是 素数 的 整数 。 

梅森 素数 (Mersenne prime) : 形 如 2? 一 1 的 素数 ， 其 中 p 为 素数 。 

gcd(a, (a 和 6b 的 最 大 公约 数 ，greatest common divisor of a and 5b): 能 整除 a 和 2 的 最 大 


互 


整数 。 
素 整 数 (relatively prime integers) : 满足 gcd(a，6b) 二 1 的 整数 wa 和 2。 


两 两 互 素 的 整数 (pairwise relatively prime integers) : 其 中 任何 两 个 整数 都 是 互 素 的 一 组 整数 。 
lem(a， 5b)(a 和 bb 的 最 小 公 倍数 ，least common multiple of a and 5): 能 被 a 和 6。 整除 的 最 小 正 
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整数 。 

a mod b: 当 整 数 a 除 以 正 整 数 b 时 的 余数 。 

a 三 b(mod m)(a 模 m 同 余 于 b，a is congruent to 5b modulo m): a 一 6b 能 被 m 整除 。 

n 二 (qrar-1"…aiao),: 7 的 2 进 制 表示 。 

二 进 制 表 示 (binary representation) : 整数 以 2 为 基数 的 表示 。 

十 六 进 制 表示 (octal representation) : 整数 以 16 为 基数 的 表示 。 

八进制 表示 (hexadecimal representation) : 整数 以 8 为 基数 的 表示 。 

a 和 5b 的 整 系数 线性 组 合 (linear combination of a and b with integer coefficients) ， 形 如 sa 十 二 的 
表达 式 ， 其 中 s 和 :为 整数 。 

贝 祖 系数 (Bezout coefficients of a and 5b) : 使 得 贝 祖 恒等式 (Bezout identity) sa 十 tb 二 gcd(a，b) 成 
立 的 整数 和 t+。 

a 模 m 的 逆 (inverse of a modulo m): 使 得 下手 1Cmod xz) 成 立 的 整数 元。 

线性 同 余 方 程 (linear congruence) : 形 如 azx 夺 bl(mod zz) 的 同 余 式 ， 其 中 z 为 整数 变量 。 

以 0 为 基数 的 伪 素 数 (pseudoprime to the base 0) :使 得 罗 :三 1Cmnod nn) 成 立 的 合 数 n。 

卡 米 切 尔 数 (Carmichael number) : 合 数 nn 使 得 对 所 有 满足 gcd(5，n)= 二 1 的 正 整 数 5,， nn 是 以 4b 
为 基数 的 伪 素 数 。 

素数 户 的 原 根 (primitive root of a prime p): Z, 中 的 整数 r 使 得 每 个 不 能 被 bp 整除 的 整数 模 p 同 
余 7 的 一 个 究 次 。 

以 7 为 底 a 模 力 的 离散 对 数 (discrete logarithm of a to the base r modulo p): 满足 0 二 e 二 pp 一 1 使 
得 xr" 圭 a(mod p) 的 整数 e。 

加 密 (encryption) : 使 消息 成 为 秘密 的 过 程 。 

解密 (decryption) : 将 秘密 消息 还 原 到 它 原 始 形式 的 过 程 。 

加 密 密 钥 (encryption key) : 确定 选用 加 密 函 数 系列 中 哪 一 个 的 值 。 

移 位 密码 (shift cipher) : 将 明文 字母 p 加 密 成 (p 十 &)mod m 的 密码 ，k 为 整数 。 

仿 射 密码 (affine cipher): 将 明文 字母 p 加 密 成 (ap 十 5)mod m 的 密码 ，a 和 5 是 整数 且 满 
是 gcd(a，26) 二 1。 

字符 密码 (character cipher): 逐个 字符 加 密 的 密码 。 

分 组 密码 (block cipher) : 按 等 长 字符 分 组 加 密 的 密码 。 

密码 分 析 (crytanalysis) :在 没有 加 密 方法 的 知识 或 有 加 密 方法 但 没有 密 钥 的 情况 下 ， 试 图 从 密 
文 恢复 出 明文 的 过 程 。 

密码 系统 (cryptosystem) : 一 个 五 元 组 (P,，C，K，E，D)， 这 里 人 了 明文 消息 的 集合 ; C 是 密 文 
消息 的 集合 ， 是 密 钥 的 集合 ，E 是 加 密 函 数 的 集合 ， 而 D 是 解密 函数 的 集合 。 

私 钥 加 密 (private key encryption) : 加 密 密 钥 和 人 解密 密 钥 均 须 保密 的 加 密 法 。 

公 铀 加 密 (public key encryption) : 加 密 密 钥 公开 ， 解密 密 钥 保密 的 加 密 法 。 

RSA 密码 系统 (RSA cryptosystem) : 密码 系统 ， 其 中 也 和 C 均 为 Zz。 ，K 是 整数 对 二 (n，e) 的 集 
合 , n= 二 pg，p 和 9g 是 大 素数 ， 而 e 是 正 整 数 ，E,(p) 二 p* modn，D(c) 二 cmod n,， 这 里 d 
是 e 模 (p 一 1)(g 一 1) 的 道 。 

密 钥 交换 协议 (key exchange protocol) : 用 来 为 双方 生成 共享 密 钥 的 协议 。 

数字 签名 (digital signature) : 接收 者 可 以 用 来 判定 消息 声称 的 发 送 者 确实 发 送 了 该 消息 的 一 种 
方 渤 。 

结论 

整除 算法 (division algorithm): 令 a 和 为 整数 ，d 为 正 整数 。 则 存在 唯一 的 整数 9 和 >r， 满 足 
0 和 ”和 4 使 得 ac 一 dd 十 ”~。 
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令 5b 是 大 于 1 的 正 整 数 。 则 如 果 n 是 正 整 数 ，n 就 能 唯一 表示 为 n=ab’' Tait 十 … 十 aib 十 ao 
的 形式 。 

计算 整数 的 5 进 制 展开 式 的 算法 (参见 4. 2 节 算 法 1) 。 

整数 加 法 和 乘法 的 传统 算法 ( 见 4.2 节 )。 

模 指 数 算法 ( 见 4. 2 节 算 法 5) 。 

欧 几 里 得 算法 (Euclidean algorithm) : 通过 连续 使 用 除法 算法 求 最 大 公约 数 ( 参 见 4. 3 节 算 法 1) 。 

贝 祖 定理 (Bézout’s theorem) : 如 果 a 和 6 是正 整数 ， 则 gcdCae，b) 是 a 和 2 的 一 个 线性 组 合 。 

埃 拉 托 斯 特 尼 得 法 (sieve of Eratosthenes) : 寻找 不 超过 指定 整数 的 所 有 素数 的 过 程 ， 如 4.3 
节 所 述 。 

算术 基本 定理 (fundamental theorem of arithmetic) : 每 个 正 整数 都 可 以 写成 素数 的 乘积 ， 其 中 
素 因 子 以 递增 序 排列 。 

如 果 a，28 为 正 整数 ， 则 ab 二 gcd(a, 6b5) ， lcem(a, 5b)。 

如 果 m 是 正 整数 且 gcd(a，m) = 二 1， 则 a 有 唯一 的 模 m 逆 。 

中 国 剩余 定理 (和 孙子 定理 )(Chinese remainder theorem): 以 一 组 两 两 互 素 的 整数 为 模 的 线性 同 
余 方 程 组 在 以 模 数 之 积 为 模 的 意义 下 有 唯一 解 。 

费 蕊 小 定理 (Fermat’s little theorem): 如 果 p 为 素数 日 p /a， 则 ar 7! 圭 1(mod p)。 


复习 题 
1. 找 出 210 div 17 和 210 mod 17。 
2. a) 试 定义 a 和 2 模 7 同 余 是 什么 。 
b) 一 11， 一 8， 一 7， 一 1，0，3 和 17 中 哪些 整数 对 是 模 7 同 余 的 ? 
©) 证 明 如 果 a 和 45 模 7 同 余 ， 则 10a 十 13 和 一 42 十 20 也 是 模 7 同 余 的 。 
. 证明 如 果 a 圭 b(mod m) 目 c 圭 4d(mod 2) ， 则 a 十 c 寺 6 十 d (mod m)。 
, 试 描述 将 整数 的 十 进 制 (以 10 为 基数 的 ) 展 开 式 转换 成 十 六 进 制 展开 式 的 过 程 。 
. 将 (1101 1001 0101 1011), 转换 成 八进制 和 十 六 进 制 表示 。 
. 将 (7206)。 和 (A0EB) 1 转换 成 二 进 制 表示 。 
。 叙述 算术 基本 定理 。 
. a) 描 述 寻 找 一 个 整数 的 素 因 子 分 解 式 的 过 程 。 
b) 用 这 一 过 程 找 出 80 707 的 素 因子 分 解 式 。 
9. a) 定 义 两 个 整数 的 最 大 公约 数 。 
b) 给 出 至 少 三 种 求 两 个 整数 最 大 公约 数 的 方法 。 每 种 方法 在 什么 情况 下 最 有 效 ? 
c) 求 1234567 和 7654321 的 最 大 公约 数 。 
d) 求 23355?7 11 和 2，3 557313 的 最 大 公约 数 。 
10. a) 如何 求 两 个 整数 的 ( 整 系数 ) 线 性 组 合 ， 使 之 等 于 其 最 大 公约 数 ? 
b) 把 gcd(84，119) 表 达 为 84 和 119 的 线性 组 合 。 
11. a)a 为 a 模 m 的 逆 是 什么 意思 ? 
b) 当 是 正 整 数量 gcd(a，m) 二 1 时 ， 怎 样 求 a 模 m 的 逆 ? 
c) 求 7 模 19 的 逆 。 
12. a) 当 gcd(a，m) 二 1 时 ， 怎 样 用 a 模 m 的 逆 求 解 线 性 同 余 方程 az 圭 b(mod m)? 
b) 求 解 线性 同 余 方 程 ?7 硅 13(mod 19) 。 
13. a) 叙 述 中 国 剩余 定理 。 
b) 求 同 余 方程 组 zx 寺 1(mod 4) ，z= 反 2(mod 5) 和 Zz 三 3(mod 7) 的 解 。 
14. 假定 2 一 :和 1(mod n) 。n 一 定 是 素数 吗 ? 
15. 利用 费 马 小 定理 计算 9*” mod 19 。 
16. 试 解释 如 何 找 出 10 位 数 的 ISBN 的 校 验 码 。 
17. 试用 移 位 密码 和 密 钥 ==13 加 密 消息 APPLES AND ORANGES。 


Ion 


关 关 


18. 


19. 
20. 
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a) 公 钥 和 私 钥 密码 系统 的 区 别 是 什么 ? 

b) 试 解释 为 什么 移 位 密码 是 私 钥 系统 。 

c) 试 解释 为 什么 RSA 密码 系统 是 公 钥 系统 。 

试 解释 RSA 密码 系统 中 加 密 和 解密 是 如 何 实现 的 。 

试 描述 双方 如 何 能 利用 迪 菲 - 赫 尔 曼 密 钥 交换 协议 共享 密 钥 。 


补充 练习 


1, 


汽车 里 程 表 的 最 高 读数 是 100 000 英里 。 当 里 程 表 读 数 是 43 179 英里 时 ， 现 在 的 车 主 买 了 该 车 。 现 在 
他 想 卖 掉 它 。 当 你 检查 车 况 时 ， 注 意 到 里 程 表 读数 是 89 697 英里 。 假 设 里 程 表 工 作 一 直 正 常 ， 关 于 该 
车 行驶 了 多 少 英里 能 得 出 什么 结论 ? 


. a) 试 解释 为 什么 n div 7 等 于 n 天 中 所 含 的 完整 的 星期 数 。 


b) 试 解释 为 什么 z div 24 等 于 nn 小 时 中 所 含 的 完整 的 天 数 。 


. 找 出 四 个 与 5 模 17 同 余 的 数 。 

. 证 明 如 果 a 和 4 为 正 整数 ， 则 存在 整数 g 和 7 使 得 a 二 dq 十 +r， 其 中 一 d/2<r<d/2。 

. 证 明 如 果 ac 志 bc(mod m)， 其 中 4a,， b,c 和 mm 是 整数 且 思 之 2，d 一 gcd(2，c) ， 则 a 三 b(mod m/d)。 

. 证 明 两 个 奇数 的 平方 和 不 可 能 是 一 个 整数 的 平方 。 

.证明 如 果 x 十 1 是 完全 数 ， 其 中 是 整数 ， 则 是 偶数 。 

.证明 方程 xz* 一 5y’ = 二 2 没有 工 和 yy 的 整数 解 。[ 提 示 : 考虑 该 方程 模 5 的 情况 。] 

. 基于 二 进 制 展开 式 设 计 一 个 正 整 数 能 被 8 整除 的 整除 性 测试 。 

. 基于 二 进 制 展开 式 设 计 一 个 正 整数 能 被 3 整除 的 整除 性 测试 。 

.设计 一 个 算法 通过 连续 猜测 二 进 制 展开 式 中 的 每 位 来 猜测 一 个 1 和 2" 一 1 之 间 的 数 。 

. 在 通过 连续 猜测 二 进 制 展 开 式 中 的 每 位 来 猜测 一 个 1 和 2 一 1 之 间 的 数 的 过 程 中 ， 试 按 所 需 猜测 次 数 


确定 其 复杂 度 。 


. 证 明 一 个 整数 能 被 9 整除 当 且 仅 当 其 十 进 制 数字 之 和 能 被 9 整除 。 
. 证 明 如 果 a 和 65 是 正 无 理 数 使 得 1/4 十 1/5 二 1， 则 每 个 正 整 数 都 可 以 唯一 表示 为 | ka 或 | kb ]， 其 中 


是 正 整 数 。 


. 通过 证 明 Q, 二 n! 十 1 必定 有 大 于 n 的 率 因 子 ， 其 中 是 正 整 数 ， 从 而 证 明 存在 无 限 多 个 素数 。 
. 试 找 出 一 个 正 整 数 n 使 得 Q, 二 n! 十 1 不 是 素数 。 
. 利用 犹 利克 雷 定理 ， 即 在 算术 级 数 ak 十 b 中 存在 无 限 多 个 素数 ， 其 中 gcd(a，6) 二 1， 证 明 存 在 无 限 


多 个 其 十 进 制 展 开 式 最 后 一 位 是 1 的 素数 。 


. 证 明 如 果 nn 是 一 个 正 整数 使 得 n 的 因子 之 和 是 n 十 1， 则 ”是 素数 。 

, 证 明 每 个 大 于 11 的 整数 是 两 个 合 数 之 和 。 

. 试 找 出 五 个 最 小 的 连续 的 合 数 。 

. 证 明 哥 德 巴赫 猜想 ( 即 每 个 大 于 2 的 偶数 是 两 个 素数 之 和 ) 等 价 于 语句 每 个 大 于 5 的 整数 是 三 个 素数 


之 和 。 


. 试 找 出 以 7 开始 长 度 为 6 只 包含 素数 的 算术 级 数 。 
. 证 明 如 果 f(z) 是 整 系数 非 常量 多 项 式 ， 则 存在 整数 y 使 得 f(y) 是 合 数 。[ 提 示 : 假设 f(zo) 二 pp 是 素 


数 。 证 明 p 整除 f(zo 十 kp) 对 所 有 成立。 从 而 得 到 与 下 列 事实 矛盾 ， 即 n 次 多 项 式 在 每 个 值 最 多 取 
nn 次， 其 中 二 1。] 


. 在 100o! 的 二 进 制 展 开 式 中 尾部 有 多 少 个 0? 

. 用 欧 几 里 得 算法 求 10 233 和 33 341 的 最 大 公约 数 。 

. 用 欧 几 里 得 算法 求 gcd(144，233) 要 做 多 少 次 除法 ? 

. 求 gcd(2n 十 1，3n 十 2)， 其 中 是 正 整 数 。[ 提 示 : 用 欧 几 里 得 算法 。] 

. a) 证 明 如 果 a 和 5 为 正 整 数 ， 且 a 宇 5， 则 当 a 二 5 时 gcd(a， 6b) 二 a; 当 a 和 2 都 是 偶数 时 gcd(a，5) 王 


2gcdl(a/2，6b/2); 当 a 为 偶数 5 为 奇数 时 gcdl(a， 站 二 gcdl(a/2，5); 当 a 和 65 都 是 奇数 时 gcdla，65) 二 
gcd(a—b, b), 
b) 试 解释 如 何 利用 a) 来 构造 一 个 算法 ， 不 用 除法 ， 只 用 二 进 制 展开 式 的 比较 、 减 法 和 移 位 来 求 两 个 
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正 整数 的 最 大 公约 数 。 

c) 用 这 一 算法 求 gcd(1202，4848)。 

29, 改编 (4. 3 节 定 理 3) 存 在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 存 在 无 限 多 个 形 如 6k 十 5 的 素数 ，& 王 1，2，…。 

30. 试 解释 为 什么 不 能 直接 改编 (4. 3 节 定 理 3) 存 在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 在 算术 级 数 3k 十 1 中 存在 
无 限 多 个 素数 ，& 一 1，2，…。 

31. 试 解释 为 什么 不 能 直接 改编 (4. 3 节 定 理 3) 存 在 无 限 多 个 素数 的 证 明 来 证 明 在 算术 级 数 4& 十 1 中 存在 
无 限 多 个 素数 ，& 一 1，2，… 

32. 证 明 如 果 正 整数 ”的 最 小 素 因子 p 大 于 Yn， 则 n/p 是 素数 或 等 于 1。 
一 组 整数 称 为 是 互 素 的 (mutually relatively prime) ， 如 果 其 最 大 公约 数 是 1。 

33. 判断 下 列 各 组 整数 是 否 是 互 素 的 。 
a)8, 10, 12 b)12, 15, 25 
本 155 21; 28 d)21, 24, 28s 32 

34. 找 一 组 4 个 互 素 的 整数 使 得 其 中 任何 两 个 都 不 是 互 素 的 。 

* 35. 哪些 正 整数 能 使 得 到 十 4 是 素数 ? 
36. 证 明 同 余 方 程 组 zx 三 2(mod 6) 和 z= 反 3(Cmod 9) 无 解 。 
37. 找 出 同 余 方 程 组 zx 硅 4(mod 6) 和 Zz 圭 13(mod 15) 的 所 有 解 。 
* 38. a) 证 明 同 余 方 程 组 z 寺 a1 (mod mm ) 和 x 三 as (mod mz) 有 人 解 当 且 仅 当 gcdCm， ms) | a 一 az 。 

b) 证 明 如 果 a) 中 方程 组 有 解 ， 则 解 在 模 lem(m, ，m; ) 下 是 唯一 的 。 

39. 证 明 对 于 每 个 非 负 整数 nn 有 30 整除 nn? 一 n。 

40. 证 明 每 个 满足 gcd(n，35) 二 1 的 整数 n 有 n"* 一 1 可 被 35 整除 。 

41. 证 明 如 果 p 和 4g 是 不 同 的 素数 ， 则 p”' 十 gq*?”' 寺 1(mod pq)。 
以 aaz…aiz 开 始 的 ISBN-13 的 校 验 码 a1s 由 同 余 式 Cai 十 a 十 … 十 a13) 十 3《@z 十 4 十 … 十 a1z) 夺 0(mod 10) 


确定 。 

42. 试 判定 下 列 13 位 数字 是 否 是 合法 的 ISBN-13。 
a)978-0-073-20679-1 b)978-0-45424-521-1 
c)978-3-16-148410-0 d)978-0-201-10179-9 


43. 试 证 明 ISBN-13 的 校 验 码 总 是 可 以 检测 出 单 错 。 
44. 试 证 明 存在 两 个 数字 的 换 位 错误 不 能 被 ISBN-13 检测 到 。 

路 由 号 码 (routing transit number，RTN) 是 美国 使 用 的 出 现在 支票 底部 的 一 个 银行 代码 。RTN 最 常 
见 的 形式 是 9 位 数字 ， 其 中 最 后 一 位 数字 是 校 验 码 。 如 果 di4d;…d， 是 合法 的 RTN， 则 同 余 式 3(Caw 十 
di 十 d;) 十 7(qdzs 十 ds 十 de) 十 (di 十 ds 十 ds) 夺 0(mod 10) 一 定 成 立 。 

45. 证 明 如 果 did,…ds 是 合法 的 RTN, 则 ds==7(4di 十 di 十 d;) 十 3(ds 十 ds 十 ds) 十 9(ds 十 ds )mod 10。 再 

者 ， 利 用 这 个 公式 寻找 一 个 合法 RTN 8 位 数字 11100002 后 面 的 校 验 码 。 

46. 证 明 RTN 的 校 验 码 能 够 检测 出 所 有 单 错 。 试 判断 RTN 校 验 码 能 检测 出 哪些 换 位 错 ， 不 能 检测 出 哪 

些 换 位 错 。 

47. 一 则 消息 加 密 后 是 LJMKG MGMXF QEXMW 。 如 果 它 是 用 仿 射 密码 f(p) 二 (7p 十 10)mod 26 加 密 

的 ， 请 问 原始 消息 是 什么 ? 

自动 密 钥 密码 (autokey cipher)， 其 中 明文 的 第 nn 个 字母 移 位 数 由 密 钥 串 中 第 ”个 字母 的 等 效 数值 决 
定 。 密 钥 串 以 一 个 种 子 字 母 开 始 ， 其 后 续 字 母 则 利用 或 者 明文 或 者 密 文 构成 。 当 使 用 明文 时 ， 密 钥 串 的 
每 个 字符 ， 第 一 个 除外 ， 是 明文 中 的 前 一 个 字母 。 当 使 用 密 文 时 ， 密 钥 串 后 续 的 每 个 字符 ， 第 一 个 除外 ， 
是 计算 至 此 所 得 密 文 的 前 一 个 字母 。 在 这 两 种 情况 下 ， 明 文 都 是 通过 移 位 加 密 的 ， 每 个 字符 移 位 数 是 密 


钥 串 相应 字符 对 应 的 数值 。 
48. 利用 自动 密 钥 密 码 加 密 消 息 NOW IS THE TIME TO DECIDE( 忽 略 空格 ) ， 使 用 
a) 密 钥 串 是 种 子 X 加 明文 中 的 字母 。 b) 密 钥 串 是 种 子 X 加 密 文 中 的 字母 。 


49. 利用 自动 密 钥 密码 加 密 消 息 THE DREAM OF REASON( 忽 略 空格 ) ， 使 用 
a) 密 钥 串 是 种 子 X 加 明文 中 的 字母 。 b) 密 钥 串 是 种 子 X 加 密 文中 的 字母 。 
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计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 与 输出 写 程序 。 


© Pow DN _ 


了 
一 


ho 
人 hb 


js 
on 


16. 
17. 


18. 


19, 
20. 
21. 
22. 


. 给 定 整 数 n 和 5， 均 大 于 1， 求 这 个 整数 的 5 进 制 展开 式 。 

.。 给 定 正 整数 ae，5 和 和 2a， 且 加 >>1， 计 算 we mod m。 

. 给 定 一 个 正 整 数 ， 找 出 其 康 托 展开 式 ( 人 参见 4. 2 节 练 习 48 前 的 导言 ) 。 

. 给 定 一 个 正 整 数 ， 利 用 试 除法 判断 其 是 否 为 素数 。 

. 给 定 一 个 正 整 数 ， 找 出 其 素 因 子 分 解 式 。 

. 给 定 两 个 正 整 数 ， 用 欧 几 里 得 算法 找 出 其 最 大 公约 数 。 

.给 定 两 个 正 整 数 ， 找 出 其 最 小 公 倍 数 。 

. 给 定 正 整数 a 和 2， 找 出 a 和 2 的 贝 祖 系数 * 和 t。 

.给 定 互 素 的 正 整数 a 和 5， 找 出 a 模 65 的 逆 。 

. 给 定 nn 个 模 数 两 两 互 素 的 线性 同 余 式 ， 找 出 同 余 方程 组 的 以 这 些 模 数 乘积 为 模 的 解 。 
.给 定 正 整 数 N、 模 数 m、 倍 数 a、 增 量 c 和 种 子 z。， 其 中 0 二 a 二 m，0 达 cm，0 志 zo 二 m， 利 用 线性 


同 余生 成 器 z+1 二 (ax 十 c)mod m 生成 一 列 N 个 伪 随 机 数 。 


. 给 定 一 组 标识 数 的 集合 ， 利 用 散 列 函 数 为 其 分 配 内 存 地 址 ， 这 里 共有 个 内 存 地 址 。 
， 当 给 定 ISBN-10 的 前 9 位 数字 时 计算 校 验 码 。 
“给 定 一 则 消息 以 及 小 于 26 的 整数 &， 利 用 移 位 密码 及 密 钥 & 加 密 该 消息 。 给 定 一 则 用 移 位 密码 及 密 


钥 & 加 密 的 消息 ， 解 密 之 。 


.给 定 一 则 消息 以 及 小 于 26 的 正 整数 和 5b5，gcd(a，26) 二 1， 利 用 仿 射 密码 及 密 钥 (a，5) 加 密 该 消息 。 


给 定 一 则 用 仿 射 密码 及 密 钥 (a，5) 加 密 的 消息 ， 首 先 寻 找 解 密 密 钥 然后 应 用 适当 的 解密 函数 解密 该 
消息 。 

从 用 移 位 密码 对 明文 加 密 而 成 的 密 文中 找 出 原始 明文 。 利 用 密 文中 字母 频率 统计 来 做 该 题 。 

通过 寻找 两 个 各 有 200 位 数字 的 素数 p 和 gq， 以 及 大 于 1 目 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 索 的 整数 。 来 构造 一 个 
有 效 的 RSA 加 密 密 钥 。 

给 定 一 则 消息 和 整数 n= pg， 其 中 p 和 9g 是 奇 素数 ， 以 及 大 于 1 上 且 与 (p 一 1)(g 一 1) 互 素 的 整数 e， 利 
用 RSA 密码 系统 及 密 钥 (n，e) 加 密 该 消息 。 

给 定 一 个 有 效 的 RSA 密 钥 (n，e)， 以 及 素数 p 和 g， 满 足 n 二 pg， 找 出 相应 的 解密 密 钥 d。 
给 定 一 则 用 RSA 密码 系统 及 密 钥 (nx，e) 加 密 的 消息 ， 以 及 相应 的 解密 密 钥 4， 解 密 该 消息 。 

利用 迪 菲 - 替 尔 曼 密 钥 交换 协议 生成 一 个 共享 密 钥 。 

给 定 双 方 的 RSA 公 钥 和 私 钥 ， 一 方 发 送 签名 的 秘密 消息 给 另 一 方 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 计算 程序 做 下 面 的 练习 。 


1, 


对 不 超过 100 的 每 个 素数 p， 判 断 2 一 1 是 否 为 素数 。 


2. 在 大 梅森 数 2 一 1 的 某 个 范围 内 做 测试 以 判断 其 是 否 为 素数 。( 可 能 需要 使 用 GIMPS 项 目的 软件 。) 


ww 


p> 个 必 


.判断 Q, 王 加 加 … 加 十 1 是 否 是 素数 ， 其 中 pi; ，p:，…，p, 是 nn 个 最 小 的 素数 ， 对 尽 可 能 多 的 正 整 数 n 


做 该 题 。 


. 寻找 单 变 量 多 项 式 ， 使 得 其 在 很 长 的 连续 整数 上 的 值 均 为 素数 。 

. 尽 可 能 多 地 寻找 形 如 到 十 1 的 素数 ， 其 中 了 是 正 整数 。 现 在 还 不 知道 是 否 存在 无 限 多 个 这 样 的 素数 。 

。 试 找 出 10 个 不 同 的 各 有 100 位 数字 的 素数 。 

,小 于 1 000 000 的 素数 有 多 少 个 ? 小 于 10 000 000 的 呢 ? 小 于 100 000 000 的 呢 ? 你 能 否 提 出 小 于 z 的 


素数 个 数 的 估计 值 ， 这 里 z 是 正 整 数 ? 


. 找 出 随机 选取 的 10 个 不 同 的 20 位 数 的 奇数 的 一 个 素 因 子 。 记 录 找 出 每 个 整数 的 因子 所 消耗 的 时 间 。 


对 10 个 30 位 数 的 奇数 、40 位 数 的 奇数 等 尽 可 能 多 地 做 同样 的 计算 。 


. 找 出 所 有 不 超过 10 000 的 以 2 为 基数 的 伪 素 数 。 
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写作 课题 

用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 

1. 试 描述 用 于 判断 梅森 数 是 否 为 素数 的 卢 卡 斯 - 莱 默 尔 测试 。 讨 论 GIMPS 项 目 在 用 这 一 测试 来 寻找 梅森 
素数 方面 的 进展 。 

2. 试 解 释 随 机 性 素数 性 测试 如 何在 实践 中 用 来 生成 几乎 肯定 是 素数 的 非常 大 的 数 。 这 种 测试 是 否 有 任何 
潜在 的 弊端 ? 

3. 早 在 75 年 前 提出 的 是 否 存在 无 限 多 个 卡 米 切 尔 数 的 问题 近期 得 到 了 解答 。 试 描述 存在 无 限 多 个 这 种 
数 的 证 明 中 所 涉及 的 要 点 。 

4. 就 复杂 度 和 目前 能 分 解 的 数 的 大 小 而 言 ， 试 总 结 因子 分 解 算法 的 现状 。 你 认为 什么 时 候 分 解 200 位 的 
数 将 是 可 行 的 ? 

5. 试 描述 现代 计算 机 中 实际 使 用 的 正 整数 加 、 减 、 乘 、 除 算法 。 

6. 试 描述 中 国 剩余 定理 (孙子 定理 ) 的 历史 。 描 述 在 中 国 和 印度 著作 中 提出 的 一 些 相关 问题 以 及 怎样 将 中 
国 剩余 定理 用 于 求解 这 些 问 题 。 

7. 什么 时 候 序列 中 的 数 是 真正 的 随机 数 ， 而 非 伪 随机 数 ? 用 伪 随 机 数 做 仿真 或 试验 时 观察 到 了 什么 样 的 
缺陷 ? 伪 随 机 数 有 哪些 性 质 是 随机 数 不 该 有 的 ? 

8. 试 解 释 国 际 银行 账户 号 码 (International Bank Account Number，IBAN) 的 校 验 码 是 如 何 得 到 的 ， 并 讨 
论 哪 些 类 错误 能 通过 这 个 校 验 码 发 现 。 

9. 试 描述 计算 信用 卡号 的 校 验 码 的 Luhn 算法 ， 并 讨论 哪些 类 错误 能 通过 这 个 校 验 码 发 现 。 

10. 试 阐述 如 何 利用 同 余 式 来 告诉 任意 一 天 是 星期 几 。 

11. 试 描述 公 钥 密码 学 是 如 何 应 用 的 。 就 因子 分 解 算法 的 现状 而 言 ， 这 种 应 用 方式 安全 吗 ? 现在 用 公 铀 
密码 加 密 的 信息 在 将 来 会 变 得 不 安全 吗 ? 

12. 试 描述 怎样 用 公 钥 密码 生成 签名 的 保密 消息 ， 使 得 接收 方 有 相当 把 握 确认 这 个 消息 是 由 声称 发 送 消 . 
息 的 人 所 发 送 的 。 

13. 试 描述 拉 宾 CRabin) 公 钥 密 码 系统 ， 解 释 如 何 加 密 和 解密 消息 ， 以 及 为 什么 它 适 合用 做 公 钥 密码 系统 。 

* 14. 试 解释 为 什么 选用 大 素数 p 作为 RSA 密码 系统 中 加 密 用 的 模 数 是 不 合适 的 。 即 ， 解 释 如 果 模 数 是 一 个 

大 素数 而 不 是 两 个 大 素数 的 乘积 ， 则 有 人 如 何 能 在 不 需要 过 多 计算 的 情况 下 从 相应 的 公 钥 找 出 私 钥 。 

15. 试 解释 加 密 散 列 函 数 意味 着 什么 ? 这 样 一 个 函数 必须 具有 的 重要 性 质 是 什么 ? 
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归纳 与 递归 


许多 数学 命题 都 这 样 断言 某 种 性 质 对 所 有 正 整 数 来 说 ， 都 为 真 。 这 种 命题 的 例子 有 : 对 
每 个 正 整数 n，n! <w"; ww 一 n 能 被 3 整除; n 个 元 素 的 集合 有 2" 个 子 集 ; 前 个 正 整 数 之 和 是 
n(n 十 1)/2 等 。 本 章 和 本 书 的 一 个 主要 目标 是 让 学 生 彻 底 理 解 证 明 这 类 结果 的 数学 归纳 法 。 

数学 归纳 法 分 两 部 分 来 证 明 。 首 先 ， 证 明 命题 对 于 正 整数 1 成 立 。 其 次 ， 证 明 如 果 命题 对 于 一 
个 正 整数 成 立 ， 那 么 对 于 下 一 个 正 整 数 它 也 必然 成 立 。 数 学 归纳 法 基于 推理 规则 :， 如果 对 于 正 整 数 
域 来 说 ，P(1) 和 YkCP(k) 一 PCk 十 1)) 均 成 立 ， 那么 YnP(n) 也 成 立 。 数 学 归纳 法 可 以 用 来 证 明 结论 
的 巨大 变化 情况 。 理 解 如 何 阅 读 和 构造 采用 数学 归纳 法 的 证 明 是 学 习 离 散 数学 的 一 个 关键 目标 。 

第 2 章 已 明确 定义 了 集合 和 函数 ， 即 通过 列举 集合 元 素 或 给 出 刻画 集合 元 素 的 某 种 性 质 来 描述 
集合 ; 对 函数 值 则 给 出 公式 。 基 于 数学 归纳 法 ,我 们 则 有 另 一 种 重要 方式 来 定义 这 些 对 象 。 要 定义 
函数 ， 就 要 规定 某 些 初始 项 ， 从 而 给 出 由 已 知 值 求 后 续 值 的 规则 。( 我 们 在 第 2 章 中 用 递 推 关 系 定 
义 序列 时 遇 到 过 这 种 定义 方式 。) 定 义 集合 可 通过 以 下 方式 进行 : 列举 某 些 集合 元 素 ， 给 出 从 集合 中 
已 知 元 素 构造 其 他 元 素 的 规则 。 这 样 的 定义 称 为 递归 定义 ， 在 离散 数学 和 计算 机 科学 中 大 量 使 用 。 
一 旦 递归 地 定义 了 集合 ， 就 可 用 所 谓 的 结构 归纳 法 来 证 明 关于 这 个 集合 的 结论 。 
. 当 一 个 问题 的 解 题 过 程 被 指定 之 后 ， 该 过 程 就 必须 总 能 得 出 正确 的 解 。 仅 仅 测 试 出 一 组 输 
人 值 结果 正确 ， 并 不 能 说 明 这 个 过 程 总 是 正确 地 工作 。 只 有 证 明 过 程 总 是 产生 正确 结果 ， 才 保 
证 了 这 个 过 程 的 正确 性 。 本 章 最 后 一 节 介绍 一 种 程序 验证 技巧 ， 这 是 验证 过 程 正确 性 的 形式 化 
技巧 。 程 序 验证 是 一 种 以 机 械 形式 证 明 程序 正确 的 现行 尝试 的 基础 。 


5.1 数学 归纳 法 


5.1.1 引言 
假如 有 一 个 如 图 1 所 示 的 无 限 高 的 梯子 ， 想 知道 是 否 能 到 达 梯 子 的 每 一 个 阶梯 。 我 们 所 知 
道 的 两 件 事情 是 : 
1) 可 以 到 达 梯 子 的 第 一 个 阶梯 。 如 果 能 到 达 梯 子 的 
2) 如 果 能 到 达 梯子 的 某 个 特定 阶梯 ， 那 么 就 能 到 达 它 的 。 往 4 丰 从 樟 宫 并 允 到 达 
一 个 阶梯 。 
那么 ， 是 否 能 得 到 可 以 到 达 梯 子 上 的 每 一 个 阶梯 的 结 阶梯 kt1 
论 ? 由 1) 知道 ， 我 们 能 到 达 第 1 个 阶梯 。 此 外 ， 由 于 能 到 
达 第 1 个 阶梯 ， 由 2) 可 知 ， 我 们 能 到 达 第 2 个 阶梯 ， 因 为 
它 是 第 1 个 阶梯 的 下 一 个 阶梯 ; 再 应 用 2)， 由 于 能 到 达 第 2 
个 阶梯 ， 我 们 也 能 到 达 第 3 个 阶梯 ; 继续 这 个 过 程 ， 可 证 
明 我 们 能 到 达 第 4 个 阶梯 ， 以 此 类 推 。 例 如 ， 当 应 用 100 
次 2) 之后， 我 们 到 达 了 第 101 个 阶梯 。 那 么 是 否 能 得 到 我 
们 能 到 达 这 个 无 限 梯子 上 的 每 一 个 阶梯 的 结论 ? 答案 是 肯 ”可 以 到 达 
定 的 ， 利 用 一 个 重要 的 证 明 技巧 ， 即 所 谓 的 数学 归纳 法 ， 还 了 的 第 1 
就 能 验证 这 样 的 结论 。 也 就 是 说 ， 我 们 能 够 证 明 : 对 每 一 
个 正 整 数 w，P(m) 都 是 正确 的 ， 其 中 P(n) 是 我 们 能 够 到 达 
梯子 的 第 ”个 阶梯 这 一 命题。 图 1， 疏 无 限 高 的 梯子 
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数学 归纳 法 是 证 明 这 种 断言 的 极其 重要 的 证 明 技术 。 在 本 节 和 后 面 的 章节 中 ， 数 学 归纳 法 
将 被 大 量 用 来 证 明 关 于 各 种 离散 对 象 的 结果 。 例 如 用 来 证 明 关 于 算法 的 复杂 度 、 特 定 类 型 计算 
机 程序 的 正确 性 、 有 关 图 与 树 的 定理 ， 以 及 各 种 恒等式 和 不 等 式 的 结论 。 

本 节 描 述 如 何 使 用 数学 归纳 法 ， 并 说 明 为 什么 数学 归纳 法 是 有 效 的 证 明 技 巧 。 一 定 要 注意 
的 是 : 数学 归纳 法 只 能 证 明 通 过 其 他 方式 获得 的 结论 ， 它 不 是 发 现 公 式 或 定理 的 工具 。 


5.1.2 数学 归纳 法 

一 般 而 言 ， 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 这 样 一 类 命题 ,对 所 有 正 整 数 n，P(n) 为 真 ， 其 中 PCn) 
是 命题 函数 。 数 学 归纳 法 的 证 明 包 含 两 个 步骤 : 一 是 基础 步骤 ， 在 基础 步骤 中 要 证 明 P(1) 为 
真 ; 二 是 归纳 步骤 ， 在 归纳 步骤 中 要 证 明 对 所 有 的 正 整 数 如果 P(k) 为 真 ， 则 PC(k 十 1) 
为 真 。 

数学 归纳 法 的 原理 ”为 证 明 对 所 有 的 正 整 数 n，P(n) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 一 个 命题 函数 ， 
需要 完成 两 个 步骤 : 

基础 步骤 : 证 明 命题 P(1) 为 真 。 

归纳 步骤 : 证 明 对 每 个 正 整数 & 来 说 ， 列 含 式 P(E)- 一 PC 十 1) 为 真 。 

为 了 使 用 数学 归纳 法 的 原理 完成 一 个 证 明 的 归纳 步 又， 我 们 需要 假定 对 任意 一 个 正 整 数 
&，P(R) 为 真 ， 并 证 明 在 此 假定 下 ，P(CR 二 1) 必 为 真 。P(CR) 为 真 的 假设 叫做 归纳 假设 。 一 旦 用 
数学 归纳 法 完成 了 一 个 证 明 中 的 两 个 步 又， 那么 就 已 经 证 明 对 所 有 的 正 整数 而 言 PCn) 为 真 。 
也 就 是 说 ， 已 经 证 明了 YzP(z) 为 真 ， 其 中 的 量词 是 全 体 正 整数 的 集合 。 在 归纳 步骤 中 ， 要 证 
明 YVkECP(k) 一 PC(k 十 1)) 为 真 ， 其 中 的 论 域 仍 是 正 整数 集合 。 

作为 推理 规则 的 一 种 表达 方式 ， 这 一 证 明 技 巧 可 描述 为 

(P(1) A VECP(R) —> P(Ek+1)))—> VnP(n) 
其 中 的 论 域 是 正 整数 集合 。 由 于 数学 归纳 法 是 如 此 重要 的 证 明 技 术 ， 所 以 值得 详细 解释 使 用 这 
个 技术 的 证 明 步 邓 。 为 了 证 明 对 所 有 正 整 数 n 来 说 ，P(n) 为 真 ， 首先 证 明 P(1) 为 真 。 这 等 于 
证 明 当 在 P(n) 里 用 1 替换 nn 时 所 得 到 的 特殊 命题 为 真 。 然 后 必须 证 明 对 每 个 正 整 数 上 来 说 ， 都 
有 PC) 一 PC 十 1) 为 真 。 为 了 证 明 对 每 个 正 整数 & 来 说 这 个 草 含 式 为 真 ， 需 要 证 明 当 P(E) 为 
真 时 P(k 十 1) 不 能 为 假 。 可 以 通过 假设 P(&) 为 真 ， 而 且 证 明 在 此 假设 下 P(E 十 1) 也 必然 为 真 来 
完成 这 个 证 明 。 

评注 “在 数学 归纳 法 证 明 里 并 不 假定 对 所 有 正 整数 来 说 PCR) 为 真 ! 只 是 证 明 : 若 假 

定 P(k) 为 真 ， 则 PCk 十 1) 也 为 真 。 因 此 ， 数 学 归纳 法 证 明 不 属于 回避 问题 或 循环 论证 

的 情形 。 


当 用 数学 归纳 法 来 证 明定 理 时 ， 首 先 证 明 P(1) 为 真 。 然 后 知道 P(2) 为 真 ， 因 为 P(1) 蕴 含 


us 让 

历史 注解 “已 知 最 早 的 对 数学 归纳 法 的 使 用 ， 是 在 16 世纪 数学 家 弗朗西斯 科 . 毛 洛 利 可 (Francesco 
Maurolico，1494 一 1575) 的 著作 里 。 毛 洛 利 可 写 过 大 量 关 于 经 典 数学 的 著作 ， 并 且 对 几何 学 和 光学 做 出 
过 许多 贡献 。 在 他 的 著作 《Arithmeticorum Libri Duo} 里 ， 毛 洛 利 可 给 出 了 整数 的 各 种 性 质 和 对 这 些 性 质 
的 证 明 。 为 了 证 明 其 中 的 某 些 性 质 ， 他 设计 出 数学 归纳 法 这 个 方法 。 在 这 本 书 里 ， 他 对 数学 归纳 法 的 第 
一 次 使 用 是 为 了 证 明 前 个 正 奇数 之 和 等 于 n*。 奥 古 斯 塔 * 德 。 摩根 被 誉 为 在 1838 年 第 一 个 使 用 数学 归 
纳 法 表示 正式 证 明 的 人 。 并 且 引 入 了 “数学 归纳 法 ”的 术语 。 毛 洛 利 可 的 证 明 是 非 正式 的 ， 他 从 未 使 用 “ 归 
纳 ”这 个 词 。 了 解 更 多 关于 数学 归纳 法 的 历史 参见 [Gul1]。 


日 ”不幸 的 是 “数学 归纳 法 ”这 一 术语 与 用 于 描述 其 他 类 型 推理 中 的 术语 是 冲突 的 。 在 逻辑 学 中 ， 演 绎 推理 使 用 推理 
规则 从 前 提 导 出 结论 ; 归纳 推理 是 通过 证 据 来 支持 结论 ， 而 不 是 确定 结论 。 数 学 证 明 ， 包 括 使 用 数学 归纳 法 的 
论据 ， 都 是 演绎 推理 ， 而 不 是 归纳 推理 。 
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P(2) 。 进 一 步 ， 知 道 P(3) 为 真 ， 因 为 P(2) 列 含 P(3)。 以 这 样 的 方式 继续 下 去 ， 就 可 以 看 出 
对 任意 正 整 数 ”来 说 ，P(z) 为 真 。 

数学 归纳 法 工作 原理 的 记忆 方法 考虑 前 面 那 个 无 限 高 的 梯子 以 及 到 达 每 个 阶梯 的 规则 ， 
可 以 帮助 我 们 记 住 数 学 归纳 法 是 如 何 工作 的 。 注 意 ， 无 限 高 梯子 中 的 命题 1) 和 2) 恰好 分 别 是 
证 明 对 所 有 的 正 整数 ”而 言 ，P(z) 为 真 时 的 基础 步 又 和 归纳 步骤， 其 中 P(n) 是 命题 “我 们 能 够 
到 达 第 ”个 阶梯 ?。 因 此 ， 可 以 应 用 数学 归纳 法 得 出 “我 们 能 够 到 达 每 个 阶梯 ?的 结论 。 

另 一 种 描述 数学 归纳 法 原理 的 方法 是 考虑 一 个 排列 无 限 长 的 多 米 诺 骨 牌 ， 分 别 标 有 号 码 
1，2，3，…，m，…， 其 中 每 张 多 米 诺 骨 牌 都 直立 着 。 设 P(n) 是 命题 多米 诺 骨 牌 ”被 撞 倒 。 
如 果 第 一 张 多 米 诺 骨牌 被 撞 倒 ， 即 P(1) 为 真 ， 并 且 
如 果 每 当 第 & 张 多 米 诺 骨牌 被 撞 倒 时 ， 它 也 撞 倒 第 
k 十 1 张 多 米 诺 骨 牌 ， 即 对 所 有 的 整数 六 如果 P(k) 一 
P(k 十 1) 为 真 ， 那么 所 有 的 多 米 诺 骨 牌 都 被 撞 倒 。 图 
2 解释 了 这 一 点 。 


5.1.3 为 什么 数学 归纳 法 是 有 效 的 

为 什么 数学 归纳 法 是 一 种 有 效 的 证 明 技 术 ? 原因 
来 自 附录 A 中 所 列 出 的 正 整数 集合 的 一 个 良 序 性 公 
理 : 正 整数 集合 的 任何 非 空子 集 有 一 个 最 小 元 素 。 假 
定 知道 P(1) 为 真 ， 而 且 对 所 有 正 整 数 & 来 说 ， 命 题 
P(k) 一 P(E 十 1) 为 真 。 为 了 证 明 对 所 有 正 整 数 nn 来 说 
P(n) 必 为 真 ， 可 以 假定 至 少 存 在 一 个 正 整 数 n 使 
P(n) 为 假 ， 那 么 使 PC(n) 为 假 的 正 整 数 集合 S 非 空 。 
因此 ， 根 据 良 序 性 公理 ，S 中 必 有 一 个 最 小 元 素 ， 把 
它 表示 成 m。 可 以 知道 mx 不 可 能 是 1， 因为 P(1) 为 图 2 用 多 米 诺 骨 有 牌 解释 数学 归纳 法 原理 
真 。 因 为 m 是 正 的 而 且 大 于 1， 所 以 m 一 1 是 一 个 正 整 数 。 男 外 ， 因 为 m 一 1 小 于 m,， 和 且 mm 一 1 
不 属于 S， 所 以 PCm 一 1) 必 然 为 真 。 因 为 蕴含 式 PCm 一 1) 一 PCmz) 也 为 真 ， 所 以 PC(m) 必 为 真 。 
这 与 mx 属于 S 相 矛 盾 。 因 此 ， 对 所 有 正 整 数 而 言 ， P(n) 必 为 真 。 


5. 1.4 数学 归纳 法 的 优点 与 缺点 

在 开始 使 用 数学 归纳 法 之 前 有 一 点 非常 重要 。 数 学 归纳 法 的 优点 在 于 它 能 用 于 证 明 已 经 构 
造 好 的 猜想 (是 正确 的 ) 。 缺 点 是 它 不 能 用 于 发 现 一 个 新 定理 。 数 学 家 有 时 发 现 使 用 数学 归纳 法 
证 明 不 是 非常 满意 ， 因 为 他 们 不 能 提供 这 些 定理 为 什么 是 正确 的 启示 。 许 多 定理 可 以 使 用 包括 
数学 归纳 法 在 内 的 方法 证 明 。 而 数学 家 更 愿意 选择 其 他 方法 而 不 是 数学 归纳 法 ， 因 为 其 他 方法 
能 带 来 正确 性 的 启示 。 


5.1.5 利用 数学 归纳 法 证 明 的 例子 

许多 定理 都 阐述 了 这 样 的 事实 : 对 所 有 的 正 整 数 nn 而 言 ，P(n) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 命题 函 
数 。 数 学 归纳 法 是 证 明 此 类 定理 的 一 种 技巧 。 换 句 话 说 ， 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 形 如 Vnp(n) 
的 一 类 命题 ， 其 中 的 论 域 是 正 整数 集合 。 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 非 常 广泛 的 一 类 定理 ， 其 中 的 
每 个 命题 都 具有 上 述 形 式 。( 记 住 ， 有 些 命题 隐 式 包含 了 全 称 量词 。 命 题 “ 如 果 n 是 一 个 正 整 
数 ， 那 么 mw 一 nn 能 被 3 整除 ?就 是 这 样 的 一 个 例子 。 显 式 表达 其 隐 含 的 全 称 量词 就 是 “对 于 每 一 
个 正 整 数 n，n’ 一 n 能 被 3 整除 ”.) 

我 们 将 给 出 大 量 的 例子 来 阐述 如 何 使 用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 将 要 证 明 的 定理 包括 求 和 公 
式 、 不 等 式 、 关 于 集合 的 组 合 恒等式 、 可 除 性 结论 、 关 于 算法 的 定理 ， 以 及 其 他 一 些 创新 性 的 
结论 。 在 后 面 的 各 节 中 ， 将 利用 数学 归纳 法 证 明 许多 其 他 类 型 的 结论 ， 包括 计算 机 程序 和 算法 
的 正确 性 。 数 学 归纳 法 可 用 来 证 明 大 量 的 定理 ， 而 不 仅仅 只 是 求 和 公式 、 不 等 式 以 及 本 书 中 所 
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给 出 的 其 他 类 型 的 例子 。( 要 了 解数 学 归纳 法 更 有 趣 和 更 多 的 证 明 结 果 ， 可 以 参看 Daivd 
GundersonLGullj] 写 的 《数学 归纳 法 手册 》(Handbook of Mathematical Enduction) 一 书 。 这 本 书 是 离 
散 数 学 扩展 CRC 丛书 的 一 部 分 ， 读 者 可 能 会 对 这 些 感 兴趣 。 此 书 的 作者 是 这 套 书 的 编辑 。) 

注意 ， 在 归纳 法 证 明 中 ， 会 经 常 犯 各 种 错误 。 我 们 将 会 在 本 节 的 最 后 以 及 本 节 练 习 中 给 出 
一 些 不 正确 的 证 明 ， 以 示 说 明 。 为 了 避免 在 数学 归纳 法 证 明 时 犯错 误 ， 可 以 遵循 本 节 最 后 给 出 
的 指导 原则 。 

了 解 在 什么 情况 下 使 用 归纳 假设 ”为 了 帮助 读者 理解 本 节 中 数学 归纳 法 的 证 明 例 题 ， 我 们 
将 注 明 归纳 假设 使 用 的 地 方 。 我 们 将 采用 三 种 方式 表示 : 在 文字 中 明显 标注 ， 在 等 式 或 者 不 等 
式 上 插入 缩写 IH( 表 示 归 纳 假设 )， 或 者 在 多 行 显 示 中 指出 归纳 假设 是 推理 的 一 个 步骤 。 

证 明 求 和 公式 ”通过 证 明 几 个 不 同 的 求 和 公式 开始 使 用 数学 归纳 法 。 我 们 将 会 看 到 ， 数 学 
归纳 法 尤其 适用 于 证 明 这 类 公式 的 有 效 性 。 不 过 ， 求 和 公式 也 可 以 用 其 他 方法 来 证 明 ， 这 一 点 
并 不 奇怪 ， 因 为 一 个 定理 的 证 明 通常 有 许多 种 方法 。 使 用 数学 归纳 法 的 一 个 主要 缺点 是 不 能 用 
它 来 导出 一 个 求 和 公式 。 也 就 是 说 ， 在 用 数学 归纳 法 证 明 公式 之 前 ， 该 公式 已 经 存在 了 。 

例 1 一 4 举例 说 明了 怎么 用 数学 归纳 法 证 明 求 和 公式 。 第 一 个 数学 归纳 法 证 明 求 和 公式 的 
例子 是 : 最 小 的 n 个 正 整 数 之 和 的 闭 公式 。 


例 1 证 明 : 若 n 是 正 整 数 ， 则 1 十 2 十 … 十 n= 二 
< 


2 | 所 


解 ” 设 PCoD) 是 命题 ,前 ?个 正 整数 之 和 是 2 十 1 。 要 证 明 对 xn 一 1，2，3，…，PCm) 为 真 必须 
做 两 件 事情 ， 即 必须 证 明 P01) 为 真 ， 以 及 对 二 1，2，3，… 来 说 条 件 语句 PC 蕴含 P(k 十 1) 为 真 。 
基础 步骤: P(1) 为 真 ， 因 为 1 一 攻 L (等 式 左边 为 1 因为 第 一 个 正 整数 之 和 为 1， 等 式 


右边 为 1， 因 为 1 代入 x 后， n(n 十 1)/2 为 1)。 
归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 ,假定 对 任意 一 个 正 整数 kk，P(k) 成 立 ， 即 假定 


1 十 2 十 …… 十 有 一 4 
在 这 个 假设 之 下 ， 必 有 P(C& 十 1) 为 真 ， 即 
站 

也 为 真 。P(A) 等 式 的 两 边 都 加 上 & 十 1， 得 到 
1 十 2 十 …… 十 & 十 (十 D) 显 人 人 二 也 十 (十 1 
-kt 十 D 二 2 二 


人 伏 十 功 [ 有 十 荡 咎 雪人 伏 寺 下 人 玫 二 幼 
2 2 


Dee 


最 后 这 个 等 式 证 明了 在 P(R) 为 真 的 假设 下 ， RE 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 ， 因此， 根据 数学 归纳 法 知道 对 所 有 的 n，P(n) 为 
真 。 也 就 是 说 ,已 经 证 明了 对 所 有 的 n，1 十 2 十 … 十 n 二 n(n 十 1)/2。 4 

正如 前 面 所 说 明 的 ， 数 学 归纳 法 不 是 一 种 寻求 所 有 正 整 数 定理 的 工具 。 相 反 ， 它 是 一 种 证 
明 一 类 猜想 结论 的 方法 。 在 例 2 中 ， 将 利用 数学 归纳 法 生成 一 个 公式 ， 同 时 证 明 一 个 猜想 。 

例 2 为 前 nn 个 奇数 猜想 一 个 求 和 公式 ， 然后 利用 数学 归纳 法 来 证 明 你 的 猜想 。 

解 对 n=1，2，3，4，5， 前 nn 个 正 奇 数 之 和 为 

1 二 1，1 十 3==4，1 十 3 十 5 二 9，1 十 3 十 5 十 7 二 16，1 十 3 十 5 十 7 十 9 二 25 

根据 上 述 这 些 值 猜想 前 n 个 正 奇数 之 和 为 n? 是 合理 的 ， 即 1 十 3 十 5 十 ……* 十 (2n 一 1) 二 ni。 

我 们 需要 一 个 方法 来 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 ， 如 果 事 实 确实 如 此 。 


= -和 


设 P(n) 表 示 命 题 ， 前 2 个 正 奇 数 之 和 是 于。 我 们 的 猜想 是 : 对 所 有 正 整 数 而 言 PCn) 为 
真 。 为 了 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 该 猜想 ， 必 须 首 先 完 成 基础 步骤 ， 即 必须 证 明 P(1) 为 真 ; 然 
后 必须 完成 归纳 步骤 ， 即 必须 证 明 当 假定 P(k) 为 真 时 P(k 十 1) 为 真 。 现 在 我 们 来 完成 这 两 个 
步 又。 
基础 步骤 : P(1) 表 示 第 1 个 正 奇数 之 和 是 1: 。 这 是 真 的 ， 因 为 第 1 个 正 奇数 之 和 是 1 基础 
步骤 完成 。 
归纳 步骤 : 为 了 完成 归纳 步骤 ， 必 须 证 明 对 所 有 正 整 数 来 说 ,命题 P(k) 一 P(E 十 1) 为 
真 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 首 先 给 出 归纳 假设 。 归 纳 假设 是 命题 对 任意 正 整 数 来 说 ，P(k) 为 
真 ， 即 
1 十 3 十 5 十 … 十 (2& 一 1) 一 丰 
(注意 第 & 个 正 奇 数 是 (24 一 1) ， 因 为 该 整数 是 由 2 售 的 (8 一 1) 加 1 而 得 到 的 。) 为 证 明 VYVkCP(&) 一 
PCk 十 1)) 为 真 ， 必 须 证明 : 假定 PC(R) 为 真 (归纳 假设 )， 则 PCk 十 1) 为 真 。 注 意 PC 十 1) 是 命题 
1 十 3 十 5 十 … 十 (2 一 1) 十 (2& 十 1) 二 (十 1)? 
所 以 ,假定 PC(k) 为 真 ， 得 出 
1 十 3 十 5 十 … 十 (2 一 1) 十 (2k 十 1) 二 [1 十 3 十 … 十 (2k 一 1)] 十 (2k 十 1) 
三 尼 十 (2 十 1) 
一 如 十 28 十 1 
一 (& 十 1) 
这 就 证 明了 PC(k 十 1) 可 以 从 P(b) 导出。 注意 在 第 二 个 等 式 里 使 用 了 归纳 假设 P(E) ， 即 用 已 代 
替 前 & 个 正 奇数 之 和 。 
现在 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 。 也 就 是 说 ,我 们 已 经 证 明了 P(1) 为 真 ， 而 且 对 所 
有 正 整 数 上 来 说 ， 蕴 含 式 P(k) 一 P(k 十 1) 为 真 。 所 以 ,根据 数学 归纳 法 原理 ， 可 以 得 出 结论 : 
对 所 有 正 整 数 n 来 说 PCn) 为 真 。 即 对 所 有 正 整 数 n，1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 一 1) 二 x 。 4 
有 时 需要 证 明 对 n= 二 6，6 十 1，65 十 2，… 来 说 P(n) 为 真 ， 其 中 5 是 不 等 于 1 的 整数 。 只 要 改 
变 基础 步骤 将 P(1) 变 为 P(b)， 就 可 以 用 数学 归纳 法 来 完成 这 个 证 明 。 换 言 之 ， 要 用 数学 归纳 
法 证 明 对 于 n= 二 6，6b 十 1，65 十 2，…,， 5 是 大 于 1 的 正 整 数 ，P(n) 为 真 ， 在 基础 步骤 时 我 们 证 明 
P(b) 为 真 ; 在 归纳 步骤 时 ， 我 们 证 明 对 于 k=b 51 2 蕴含 式 P(k) 一 P(Ek 十 1) 为 
真 。 注 意 5 可 以 为 负 、 零 或 者 正 。 对 比 前 面 用 过 的 多 米 诺 骨 有 牌 的 比喻 ， 想 象 首先 撞 倒 第 5 张 多 
米 诺 骨牌 (基础 步 又) ， 当 每 张 多 米 诺 骨 牌 倒 下 时 ， 它 就 撞 倒 下 一 张 多 米 诺 骨 牌 ( 归 纳 步骤 ) 。 请 
读者 证 明 这 种 形式 的 归纳 是 有 效 的 ( 见 练习 83) 。 
我 们 用 例 3 来 说 明 这 个 问题 。 在 这 个 例题 中 ， 对 于 所 有 非 负 整数 求 和 公式 ， 我 们 只 需要 证 
明 对 于 n= 二 0，1，2，…，P(n) 为 真 。 所 以 在 例 3 中 ， 在 基础 步骤 证 明 P(0) 为 真 。 
例 3 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 所 有 非 负 整数 ”来 说 ， 
1 十 2 十 2: 十 … 十 2" 一 2 于 :一 1 
解 ” 设 P(z) 是 命题 : 对 所 有 整数 nn 来 说 ，1 十 2 十 2 十 … 十 2" 二 2 一 1。 
基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 2 二 1 二 2 一 1。 这 就 完成 了 基础 步骤 。 
归纳 步骤 : 由 归纳 假设 ,我 们 假定 P(k) 为 真 。 即 假定 
1 十 2 十 2? 十 … 十 2* 二 2*11 一 1 
为 了 利用 该 假定 来 完成 归纳 步骤 ， 必 须 证 明 : 如 果 P(k) 为 真 ， 则 PC(k 十 1) 也 为 真 。 即 在 
归纳 假设 P(k) 下 ， 必 须 证 明 
1 十 2 十 22 十 … 十 2* 十 2t1T1 二 24+D+t1 一 ] 二 2:+? 一 1] 
在 P(&) 的 假设 下 ， 有 
1 十 2 十 2 十 十 2 十 2 二 (1 十 2 十 2 十 十 2:) 十 2 
三 (24 一 1) 十 2 
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一 2.2 和 一 1 


一 2 和 一 1 


注意 ， 在 第 二 个 等 式 中 ， 利 用 了 归纳 假设 ， 用 2 一 1 代替 了 1 十 2 十 2 十 … 十 2 。 这 样 就 


完成 了 归纳 步骤 。 
因为 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤， 所 以 根据 数学 归纳 法 知道 ， 对 所 有 非 负 整数 而 
言 ，P(n) 为 真 ， 即 对 所 有 非 负 整数 n，1 十 2 十 … 十 2" 二 2"*! 一 1。 4 


例 3 中 给 出 的 公式 是 几何 级 数 项 一 般 求 和 结果 的 一 种 特殊 情况 (2.4 节 中 的 定理 1) 。 我 们 
将 利用 数学 归纳 法 给 出 该 公式 的 另外 一 种 证 明 方 法 。 
例 4 几何 级 数 的 求 和 ”用 数学 归纳 法 证 明 一 个 几何 级 数 的 有 限 项 之 和 具有 如 下 形式 : 


3 ,| 





jl 


其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 

解 ” 为 了 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 公式 ， 设 Pln) 是 命题 一 个 几何 级 数 的 前 n 十 1 项 之 和 
的 上 述 公式 是 正确 的 。 

基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 





| | = 
归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : P(k) 为 真 ， 其 中 有 是 一 个 非 负 整数 。 即 P(k) 为 如 下 命题 
a 十 or 十 or 十 … 十 or 一 2 
为 了 完成 归纳 步骤 ， 必 须 证 明 : 如 果 P(k) 为 真 ， 则 P(k 十 1) 也 为 真 。 要 证 明 P(k 十 1) 为 
真 ， 先 将 这 个 等 式 的 两 边 都 加 上 ar”"! ， 得 到 


a 十 ar 十 qr? 十 十 ar* 十 arn 芋 人 2 二 ar 


改写 这 个 等 式 的 右边 可 得 


k+l k+l 下 十 2 二 十 1 娄 十 2 
ei 4 
十 ar 二 一 一 一 十 一 一 一 一 一 二 一 一 一 
此 让 六 三 = 出 天 一 六 一 下 


把 这 些 等 式 组 合 起 来 就 给 出 
a 十 ar 十 ar? 十 一 十 art: 十 ar*1! 一 











zk2 一 DC 
r= 全 

这 就 证 明了 : 如 果 归 纳 假设 PC() 为 真 ， 则 P(k 十 1) 也 必 为 真 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 的 证 明 。 

现在 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 ， 根 据 数学 归纳 法 知 ， 对 所 有 的 非 负 整 数 n，P(n) 为 
真 。 这 就 证 明了 关于 几何 级 数 项 的 求 和 公式 是 正确 的 。 S| 

正如 前 面 所 提 到 的 ， 例 3 中 的 公式 是 例 4 公式 中 a=1、r 一 2 时 的 特殊 情况 。 读 者 可 以 验 
证 ,将 a 和 vr 的 值 代入 上 述 一 般 公 式 ， 所 得 结果 与 例 3 应 该 是 相同 的 。 

证 明 不 等 式 ” 数 学 归纳 法 可 用 于 证 明 大 量 的 不 等 式 ， 这 些 不 等 式 对 于 所 有 大 于 某 个 特定 正 
整数 的 整数 来 说 都 成 立 ， 请 参见 例 5 一 7。 

例 5 用 数学 归纳 法 证 明 : 不 等 式 n 二 2" 对 所 有 正 整 数 n 都 是 成 立 的 。 

解 ” 设 P(n) 是 命题 : n 二 2”。 

基础 步骤 : P(1) 为 真 ， 因 为 1 二 2! = 二 2。 这 就 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 : 首先 给 出 归纳 假设 ， 假 定 对 正 整 数 & 而 言 ，P(A) 为 真 。 即 归纳 假设 P(k) 是 命题 
k 二 2*。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 : 如 果 PCA) 为 真 ， 那 么 P(R 十 1) 为 真 ， 即 命题 & 十 1 玫 2 和 4: 
为 真 。 也 就 是 说 ， 需 要 证 明 : 如 果 & 二 2*， 则 十 1 二 2**!。 为 了 证 明 对 所 有 正 整 数 k， 上 面 的 蕴含 
式 为 真 ， 先 在 k=2* 的 两 端 都 加 1， 注意 1 和 2 ， 于 是 有 


iH 
kk 十 1 过 2* 十 1 声 2* 十 2: 二 2 。2* 二 2*1+1 
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这 就 证 明了 PC(k 十 1) 为 真 ， 即 十 1 二 2 。 归 纳 步 又 完毕 。 
由 于 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤 ， 因 此 ， 根 据 数学 归纳 法 ， 我 们 已 经 证 明了 : 对 所 有 的 正 


整数 n, 1<C2” 成 立 。 


4 


例 6 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 每 个 满足 n 宇 4 的 正 整 数 n 来 说 ， 有 2"<~n!。( 注 意 ， 该 不 等 


式 对 n 二 1，2，3 是 不 成 立 的 。) 
解 ” 设 P(n) 是 命题 2" 一 721! 。 


基础 步骤 : 为 了 证 明 对 n 宇 4 来 说 这 个 不 等 式 成 立 ， 基 础 步骤 应 该 是 P(4)。 注 意 P(4) 为 


真 ， 因 为 24 王 16 一 24 一 41。 


归纳 步 又: 对 归纳 步骤 ,假定 对 二 4 的 正 整 数 而 言 ，P(k) 为 真 。 即 假定 对 之 4 的 正 整 数 
k，2*<<k! 成 立 。 必 须 证 明 在 此 假设 下 ，P(k 十 1) 也 为 真 。 也 就 是 说 ， 必 须 证 明 : 如 果 对 k 宇 4 
的 正 整 数 而 言 ，2* 二 &! 为 真 ， 则 有 2 天 (R 十 1)!。 因 为 


24 一 2 .24 
一 2.&! 
= (k++ DE! 
= (十 1)1! 


根据 指数 的 定义 
根据 归纳 假设 

因为 2 二 十 1 
根据 阶乘 函数 的 定义 


所 以 这 说 明 当 P(k) 为 真 时 PC 十 1) 为 真 。 归 纳 步骤 完成 。 
我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又。 因此， 根据 数学 归纳 法 ， 对 所 有 n 宇 4 的 正 整数 而 
言 ，P(n) 为 真 ， 即 已 经 证 明了 对 所 有 n 宇 4 的 正 整 数 ，2"<z! 为 真 。 本 
例 7 将 证 明 一 个 重要 的 关于 正 整 数 集 的 倒数 之 和 的 不 等 式 。 
例 7 关于 调和 数 的 一 个 不 等 式 ”调和 数 旦 ;(j 二 1，2，3，,，…) 的 定义 为 
二 1 直 志 二 可 中 心中 寺 


例如 
用 数学 归纳 法 证 明 


其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 

解 ” 为 了 完成 这 个 证 明 ， 设 P(7) 是 命题 ，H" 之 1 十 子 。 

基础 步骤 ， P(0) 为 真 ， 因为 H» = H,=1 之 1 二 0/2。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : P(CR) 为 真 ， 即 Hy 之 1 十 k/2， 其 中 是 非 负 整数 。 必 须 证 
明 : 如 果 PC(k) 为 真 ， 则 P(k 十 1) 也 为 真 ， 即 命题 H+ti 宇 1 十 (k 十 1)/2 为 真 。 因此， 由 归纳 
假设 ， 有 


Hun 一 1 十 于 十 可 十 十 南 十 3 十 …… 十 Br 根据 调和 数 的 定义 
Hy + ++ 根据 第 2: 个 调和 数 的 定义 
> (1 十 笃 ) 上 + 二 十 汪 十 下 根据 归纳 假设 
> (1+ 生 )+2 让 因为 有 2* 项 ,每 项 1/244 
> (1+ 和 去 ) 钱 总 第 2 项 中 消去 公共 因子 2 
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这 样 就 完成 了 归纳 步骤 的 证 明 。 
我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又 。 因 此 ， 根 据 数学 归纳 法 ， 对 所 有 的 非 负 整 数 ”， 
P(m) 为 真 。 也 就 是 说 ， 对 所 有 非 负 整数 ">， 关 于 调和 数 的 不 等 式 Hor 之 1 十 户 都 成 立 。 4 


评注 “可 以 用 这 里 证 明 的 不 等 式 去 证 明 调 和 级 数 
1 于 J 
是 一 个 发 散 的 无 穷 级 数 。 该 级 数 是 无 穷 级 数 研究 中 的 一 个 重要 的 例子 。 


证 明 整 除 性 结论 ”数学 归纳 法 可 用 来 证 明 整 数 的 整除 性 结论 。 尽 管 整 数 的 整除 性 问题 用 数 
论 中 的 基本 结论 更 容易 证 明 ， 但 了 解 如 何 利用 数学 归纳 法 来 证 明 这 种 问题 将 具有 一 定 的 指导 意 
义 ， 请 参见 例 8 和 例 9。 
例 8 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ，n 一 n 可 被 3 整除 。 
解 ” 为 了 构造 这 个 证 明 ， 设 P(n) 是 命题 “mn 一 n 可 被 3 整除 ”。 
基础 步骤 : 命题 P(1) 为 真 ， 因 为 1; 一 1 二 0 可 被 3 整除 ， 这 就 完成 了 基础 步骤 。 
归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 , 假定 PC(&) 为 真 ， 即 局 一 可 被 3 整除 。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 必 
须 证 明 在 归纳 假设 下 ，P(k 十 1) 为 真 。 即 证 明 (k 十 1)’ 一 (k 十 1) 可 被 3 整除。 注意 
(kk 十 1)? 一 (k 十 人 == (有 十 3 有 十 3k 十 1) 一 (十 1) 
一 (k’ 一 k) 十 3(k 十 &) 
因为 在 这 个 和 里 的 两 项 都 可 被 3 整除 (第 一 项 是 根据 归纳 假设 ， 第 二 项 是 因为 它 是 一 个 整数 的 3 
倍 ) ， 由 此 得 出 (CR 十 1)3 一 (十 1) 也 可 被 3 整除 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 
因为 我 们 既 完 成 了 基础 步骤， 又 完成 了 归纳 步骤 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 ， 当 nn 是 
正 整数 时 ， x 一 n 可 被 3 整除 。 S| 
下 一 个 例题 是 一 个 更 有 挑战 性 的 关于 整除 的 数学 归纳 法 证 明 题 。 
例 9 使 用 数学 归纳 法 证 明 7 一 十 8 能 被 57 整除 ，n 为 非 负 整数 。 
解 ”为 了 证 明 ， 设 P(n) 表 示 命 题 “7""? 十 8 能 被 57 整除 ”。 
基础 步骤 : 为 了 完成 基础 步 又， 我 们 必须 证 明 PC(0) 为 真 ， 因 为 我 们 要 证 明 PCn) 对 于 所 有 
的 非 负 整数 为 真 。 我 们 可 以 看 到 P(0) 为 真 ， 因 为 7 一 十 8 一 7 十 8: 一 57， 能 被 57 整除 。 这 样 
就 完成 了 基础 步骤 。 
归纳 步骤 : 对 归纳 假设 ,我 们 假设 对 于 任意 非 负 整数 有，P(k) 成 立 。 即 假设 7" 十 8*' 能 
被 57 整除 。 为 了 完成 归纳 步骤 ,我 们 必须 证 明 当 假设 归纳 假设 P(&) 为 真 时 ，P(k 十 1)， 即 
Vy Ai 十 8:*+? 几 1 能 被 57 整除 成 立 。 
证 明 中 难 的 一 部 分 是 如 何 应 用 归纳 假设 。 基 于 归纳 假设 ， 我 们 有 如 下 几 步 : 
PDT 十 82 一 Te 十 82 对 3 
一 7。7 针 2 十 82。826H 
一 7。7tz 十 64。82tH 
二 7(74? 十 82+1) 十 57。 82k+1 
现在 我 们 可 以 应 用 归纳 假设 ，7” 十 8*"! 能 被 57 整除 。 我 们 运用 4.1 节 定理 1 中 的 (iD 和 
(ii)。 由 定理 1 中 的 (iD 和 归纳 假设 ， 我 们 最 后 和 式 中 的 第 一 项 7(7" “十 8”') 能 被 57 整除 ; 由 
定理 1 中 的 (iD ， 和 式 中 的 第 二 项 57。8* 生 :能 被 57 整除 。 因 此 ， 由 定理 1 中 的 (D ， 我 们 可 以 得 
到 7(7 生 ?十 8 ) 十 57。82 一 7 十 8 人 能 被 57 整除 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 
因为 我 们 已 经 完成 了 基础 步 又 和 归纳 步 又， 所 以 根据 数学 归纳 法 ， 对 所 有 的 非 负 整数 m， 
7*t2 十 8”*! 能 被 57 整除 。 
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证 明 有 关 集 合 的 结论 ”数学 归纳 法 可 用 来 证 明 许多 有 关 集 合 的 结论 。 在 下 面 的 例 10 中 将 
证 明 一 个 关于 有 限 集 合子 集 个 数 的 结论 ， 而 在 例 11 中 将 建立 一 个 集合 恒等式 。 

例 10 有 限 集合 子 集 的 个 数 ” 用 数学 归纳 法 证 明 : 若 S$ 是 有 ?7 个 元 素 的 有 限 集合 ， 其 中 ? 
是 一 个 非 负 整数 ， 则 S 有 2" 个 子 集 。( 在 第 6 章 里 我 们 将 以 多 种 方式 直接 证 明 这 个 结果 。) 

解 ” 设 P(n) 是 命题 有 ?个 元 素 的 集合 有 2" 个 子 集 。 

基础 步骤 : P(0) 为 真 ， 因 为 有 0 个 元 素 的 集合 ， 即 空 集 , 恰 有 2 一 1 个 子 集 ， 即 它 自 身 。 

归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 ,假定 对 所 有 非 负 整 数 k，P(&) 为 真 ， 即 假定 所 有 上 & 个 元 素 的 集 
合 都 有 2* 个 子 集 。 必 须 证 明 在 此 假定 下 ， 命 题 P(k 十 1) (具有 十 1 个 元 素 的 集合 都 有 2 局 :个 子 
集 ) 也 为 真 。 为 此 ， 设 工 是 一 个 具有 A& 十 1 个 元 素 的 集合 ， 于 是 可 以 写成 T= 二 SU {a}, 其 中 a 
是 T 中 的 一 个 元 素 ， 且 S 一 T 一 {a}( 因 此 ，|S| 王 刀 。T 的 子 集 可 以 用 如 下 方式 得 到 : 对 S 的 
每 个 子 集 X 而 言 ， 恰 好 存在 工 的 两 个 子 集 ， 即 X 和 XUf{a}。( 图 3 将 对 此 给 出 解释 。.) 这 些 集 
体 构 成 了 工 的 所 有 子 集 ， 且 这 些 子 集 都 不 相同 。 因 为 S 有 2 个 子 集 ， 所 以 全 有 2，2* 二 2 个 


子 集 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 的 论证 。 
因为 我 们 既 完 成 了 基础 步 又 ， 又 完成 了 归 
纳 步骤， 所 以 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 ; 对 所 有 
有 非 负 整数 ”而 言 ，P(zm) 为 真 。 也 就 是 说 ， 我 ee 
们 已 经 证 明了 具有 nn 个 元 素 的 集合 有 2" 个 子 


集 ， 无 论 ”是 一 个 怎样 的 非 负 整 数 。 4 


例 11 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 对 德 。 摩根 SR 
律 之 一 的 推广 
门 A; = U A, 了 
aR 图 3 具有 十 1 个 元 素 的 集合 其 子 集 的 生成 
Ai,， A,， ss A, U 
So a 网 生 全 过 程 ， 这 里 T=SU {a} 


解 设 P(n) 是 对 nn 个 集合 来 说 的 上 述 人 恒等式 。 

基础 步骤 : 命题 P(2) 断 言 A 门 A, 一 A, UA,。 这 是 德 摩根 律 之 一 ， 在 2. 2 节 里 证 明 过 该 
定律 。 
归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : PC(k) 为 真 ， 其 中 是 正 整 数 ， 且 & 之 2。 即 归纳 假设 是 命题 


作 高 声 《j 乱 
其 中 A, ，A, ，…，A, 是 全 集 U 的 任意 子 集 。 要 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 ; 归纳 假设 蕴含 PC(k 十 1) 
为 真 。 也 就 是 说 ,需要 证 明 : 如 果 上 述 等 式 对 UU 的 任意 个 子 集 都 成 立 ， 那么 该 等 式 对 U 的 任意 
& 十 1 个 子 集 也 成 立 。 假定 Ai， 人， naa) Al， Ai1l 是 UU 的 子 集 ， 则 根据 归纳 假设 ， 有 








0 
门 4-( 门 4)nAw， 根据 交 的 定义 
=-( 们 Ai)UXGG 根据 德 。 摩根 律 ， 其 中 的 两 个 集合 分 别 为 站 A 和 Au 
=( 山 而 ) UA 根据 归纳 假设 
-=U 根据 并 的 定义 
这 就 完成 了 归纳 步骤。 


因为 我 们 既 完 成 了 基础 步骤 ， 又 完成 了 归纳 步骤 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 : 对 任意 
的 正 整数 2， 且 n 宇 2 时 ，P(n) 为 真 。 即 





站 4=US 
其 中 A，4: ，…，A4， 是 全 集 UU 的 任意 子 集 ， 且 ?之 2。 | 

证 明 有 关 算 法 的 结论 。 下面 证 明 一 个 阐述 数学 归纳 法 在 算法 研究 中 应 用 的 例子 (此 例子 要 
比 前 面 的 例子 难 一 些 ) 。 我 们 将 说 明 如 何 利用 数学 归纳 法 证 明 一 个 贪 禁 算法 ， 并 由 此 产生 一 个 
优化 解 ， 在 3. 1 节 有 关于 贪 焚 算 法 的 介绍 。 

例 12 回顾 在 3. 1 节 例 7 讨论 的 讲座 计划 的 算法 。 算 法 输入 是 一 组 m 个 预先 确定 开始 和 
结束 时 间 的 讲座 。 目 标 是 在 主讲 座 厅 尽量 安排 更 多 的 讲座 而 不 出 现 重 倒 。 设 讲座 的 开始 时 间 
为 6;， 结 束 时 间 为 e; (不 允许 两 个 讲座 同时 进行 但 允许 一 个 讲座 在 另 一 个 讲座 结束 时 马上 
进行 ) 。 

解 ”不 失 一 般 性 ， 假 定 把 讲座 排列 成 一 个 表 ， 以 保证 各 讲座 的 结束 时 间 是 非 降序 的 ， 即 保 
证 ee 二 …e。。 贪 梦 算 法 是 这 样 进行 的 : 在 算法 中 的 每 个 阶段 ， 都 从 可 以 开始 进行 的 讲座 
中 选择 一 个 最 早 结束 的 讲座 来 安排 。 注 意 算 法 总 是 选择 一 个 最 早 结束 的 讲座 来 安排 下 一 个 讲 
座 。 我 们 将 证 明 ， 从 在 主讲 座 厅 尽量 安排 更 多 讲座 的 意义 上 ， 这 种 贪 禁 算法 是 一 种 最 优 算法 。 
为 了 证 明 该 算法 的 最 优 性 ， 对 变量 应 用 数学 归纳 法 ， 其 中 是 算法 中 的 讲座 数 。 设 P(z) 是 
命题 : 如果 贪 禁 算法 安排 了 个 讲座 ， 那 么 不 可 能 安排 更 多 的 讲座 。 

基础 步骤 : 设 贪 禁 算法 在 主讲 座 厅 只 安排 一 个 讲座 。 这 意味 着 任何 其 他 讲座 都 不 能 在 忆 
的 结束 时 间 @ 或 之 后 进行 了 。 否 则 ， 根 据 讲 座 结束 时 间 非 降序 顺序 的 要 求 ， 就 应 该 存在 一 个 讲 
座 ， 它 应 该 在 所 讲座 之 前 进行 。 因 此 ,在 @ 时 刻 ， 每 个 剩余 的 讲座 都 要 求 使 用 讲座 厅 ， 因 为 它 
们 都 要 求 在 e 时 刻 或 ma 时刻 之 前 开始 ， 并 在 e 时 刻 之 后 结束 。 这 就 导致 了 主讲 座 厅 不 能 安排 两 
个 讲座 ， 因 为 它们 都 要 求 在 。 时 刻 使 用 讲座 厅 。 这 就 证 明了 P(1) 为 真 ， 因 此 基础 步 又 证 毕 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 P(P) 为 真 ， 其 中 & 是 一 个 正 整数 。 也 就 是 说 ， 对 给 定 的 一 组 讲座 ， 
无 论 讲座 个 数 有 多 少 ， 当 从 中 选择 & 个 讲座 时 (是 正 整数 ) ， 贪 禁 算 法 总 是 安排 了 最 多 的 讲座 。 
必须 证 明 : 在 PC(&) 为 真 的 假设 下 ，P(k 十 1) 也 为 真 ， 即 在 P(k) 为 真 的 假设 下 ， 当 需要 选择 十 
1 个 讲座 时 ， 贪 梦 算 法 也 总 是 安排 了 最 多 的 讲座 。 

现在 假定 算法 已 经 选择 了 & 十 1 个 讲座 。 要 完成 归纳 步骤 的 第 一 步 是 : 证 明 存 在 一 个 包含 
讲座 如 且 安 排 了 最 多 讲座 的 计划 表 ， 其 中 4 代表 最 先 结束 的 那个 讲座 。 容 易 看 出 ， 由 于 一 个 
开始 于 讲座 (i 汪 >1) 的 计划 表 是 可 以 改变 的 ， 使 得 成 为 第 一 个 讲座 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 注 
意 : 因为 e1 二 e;:， 所 以 i 之 后 的 讲座 仍然 可 以 被 安排 。 

一 旦 包含 了 讲座 所 ， 计 划 表 就 可 以 归结 为 : 在 e 时 刻 或 e 之 后 ， 安 排 尽 可 能 多 的 讲座 。 
因此 ， 如 果 已 经 安排 了 尽 可 能 多 的 讲座 ， 那 么 除了 讲座 之 外 ， 以 五 结束 时 开始 的 计划 表 就 
是 原始 计划 表 的 一 个 最 优 安排 。 这 是 因为 贪 焚 算 法 在 建立 这 个 计划 表 时 已 经 安排 了 & 个 讲座 ， 
根据 归纳 假设 ， 当 算法 安排 十 1 个 讲座 时 ， 它 已 经 安排 了 最 多 的 讲座 。 因 此 ，P(k 十 1) 也 为 
真 。 这 就 完成 了 归纳 步 又 。 

现在 已 经 完成 了 基础 步 又 和 归纳 步 又， 根据 数学 归纳 法 原理 可 知 : 对 所 有 正 整 数 x，P(n) 
为 真 。 这 就 完成 了 最 优 性 的 证 明 。 也 就 是 说 ， 我 们 已 经 证 明了 : 当 用 贪 楚 算法 安排 了 个 讲座 
时 ， 其 中 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 不 可 能 存在 多 于 ”个 讲座 的 安排 。 4 

数学 归纳 法 的 创新 性 用 法 ”数学 归纳 法 经 常 出 现 意 想 不 到 的 用 法 。 下 面 将 给 出 两 个 具体 的 
巧妙 用 法 ， 第 一 个 是 关于 馅 饼 战斗 中 的 幸存 者 问题 ， 第 二 个 是 关于 缺失 一 方 角 的 规则 棋盘 的 三 
联 履 盖 问 题 。 

例 13 奇数 个 馅 饼 的 战斗 有 奇数 个 人 站 在 一 个 院子 里 ,彼此 之 间 的 距离 不 同 ， 每 个 人 
都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 。 利 用 数学 归纳 法 证 明 : 人 群 中 至 少 有 一 个 幸存 
者 ， 即 至 少 有 一 个 人 没有 被 馅 饼 攻 击 ( 此 问题 是 由 Carmony[Ca79] 提 出 的 。 注 意 此 结果 对 偶数 
个 人 不 成 立 ， 参 见 练习 75) 。 
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解 ” 设 P(n) 是 命题 当 2n 十 1 个 人 站 在 院 中 ,彼此 之 间距 离 不 同 ， 每 个 人 都 同时 用 一 个 
馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 存在 一 个 幸存 者 。 为 了 证 明 此 结果 ， 将 证 明 对 所 有 的 正 
整数 n，P(n) 为 真 。 这 是 可 行 的 ， 因 为 当 n 取 遍 所 有 正 整 数 时 ，2n 十 1 则 取 遍 了 所 有 大 于 等 于 
3 的 奇数 。 注 意 一 个 人 的 馅 饼 战 斗 是 不 存在 的 ， 因 为 不 存在 另外 一 个 人 成 为 他 攻击 的 对 象 。 

基础 步骤 : 当 n 二 1 时 ,共有 2n 十 1 二 3 个 人 参与 战斗 。 在 这 3 个 人 中 ， 假设 距离 最 近 的 两 
个 人 是 A 和 B， 而 C 是 第 三 个 人 。 因 为 三 人 中 两 两 之 间 的 距离 是 不 同 的 ，A 与 C 之 间 的 距离 以 
及 B 与 C 之 间 的 距离 都 不 同 于 A 与 B 之 间 的 距离 ， 并 大 于 A 与 B 之 间 的 距离 ， 因此，C 不 会 
受到 馅 饼 的 攻击 。 这 表明 ， 三 个 人 中 至 少 有 一 个 人 不 会 受到 馅 饼 的 攻击 ， 这 就 完成 了 基础 
步骤 。 

归纳 步骤 : 关于 归纳 步骤， 假定 P(&) 为 真 。 即 ， 当 2 十 1 个 人 站 在 院 中 ， 彼 此 之 间距 离 不 同 ， 
每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 存在 一 个 幸存 者 。 必 须 证 明 : 如 果 归 纳 
假设 P() 为 真 ， 那么 PC(k 十 1)， 即 命题 “ 当 2(k 十 1) 十 1 二 2k 十 3 个 人 站 在 院 中 ， 彼 此 之 间距 离 不 同 ， 
每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 存在 一 个 幸存 者 ?也 为 真 。 

下 面 假设 有 2(& 十 1) 十 1 一 2& 十 3 个 人 站 在 院 中 ， 彼 此 之 间距 离 不 同 。 设 A 和 B 是 这 2& 十 3 
个 人 中 距离 最 近 的 两 个 人 ， 当 每 个 人 都 向 其 最 近 者 抛 击 馅 饼 时 ， 则 A 和 B 必 相 互 抛 击 。 我 们 
考虑 两 种 情况 : (iD 其 他 某 人 向 A 或 也 抛 击 馅 饼 ;， (iD 没有 其 他 人 向 A 或 下 抛 击 馅 饼 。 

GD 如 果 A 和 了 相互 抛 击 且 其 他 某 人 向 A 或 B 抛 击 时 ， 至 少 有 三 个 馅 饼 抛 击 了 A 和 B， 最 
多 有 (2k 十 3) 一 3 二 2k 个 馅 饼 抛 击 了 其 余 2k 十 1 个 人 。 这 就 保证 了 至 少 有 一 个 人 是 幸存 者 ， 因 为 
如 果 这 2& 十 1 个 人 都 至 少 被 一 个 馅 饼 攻击 ， 那 么 总 共 至 少 要 有 2k 十 1 个 馅 饼 来 攻击 他 们 (最 后 
一 步 所 用 的 推理 是 6. 2 节 将 要 讨论 的 名 巢 原理 的 一 个 例子 ) 。 

(让 假定 没有 其 他 人 向 A 或 B 抛 击 馅 饼 。 除 了 A 和 B 之 外 ， 共 有 2& 十 1 个人。 由 于 这 些 人 
之 间 的 距离 彼此 不 同 ， 可 利用 归纳 假设 得 出 结论 : 当 每 个 人 都 向 其 最 近 者 抛 击 馅 饼 时 ， 至 少 存 
在 一 个 幸存 者 S。 此 外 ， 由 于 A 和 B 必 相 互 抛 击 ， 因 此 S 也 不 会 受到 A 或 B 的 抛 击 ， 所 以 S 
是 个 幸存 者 ， 因 为 他 没有 受到 2 十 3 个 人 中 任何 一 个 人 的 抛 击 。 

因为 既 完 成 了 基础 步骤 ， 又 完成 了 归纳 步骤 ， 所 以 根据 数学 归纳 法 可 知 : 对 所 有 的 正 整 数 
z，P(z) 为 真 。 因 此 ， 得 出 结论 : 奇数 个 人 站 在 院子 里 ,彼此 之 间 的 距 
离 不 同 ， 每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 至 少 
存在 一 个 幸存 者 。 | 

1.8 节 曾 经 讨论 过 用 多 联 骨 牌 覆 盖 棋 盘 的 问题 。 例 14 将 阐述 如 何 
利用 数学 归纳 法 证 明 一 个 结论 : 关于 用 右 三 联 骨 牌 ， 即 形 如 字母 工 的 
碎片 去 覆盖 一 个 棋盘 问题 的 结论 。 

例 14 设 n 是 正 整数 。 证 明 : 可 以 用 右 三 联 骨 牌 去 覆盖 任何 一 个 
去 掉 1 个 格 的 2nX2n 格 的 棋盘 ， 其 中 每 一 个 右 三 联 骨 有 牌 都 能 覆盖 棋盘 图 4 一 个 右 三 联 骨 牌 
中 的 3 个 格子 ， 如 图 4 所 示 。 

解 ” 设 PCz) 是 命题 : 可 以 用 右 三 联 骨牌 覆盖 任何 一 个 去 掉 1 个 格 的 2nX2n 格 的 棋盘 。 可 
以 用 数学 归纳 法 证 明 对 所 有 正 整 数 n 来 说 ，P(n) 为 真 。 

基础 步骤 : 命题 P(1) 为 真 ， 因 为 对 任何 一 个 去 掉 1 个 格 的 2X2 格 棋 盘 而 言 ， 用 一 个 右 三 . 
联 骨 牌 就 能 将 它 覆 盖 ， 如 图 5 所 示 。 


图 5 用 一 个 右 三 联 骨 牌 覆盖 去 掉 1 个 格 的 2X2 格 棋盘 
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归纳 步骤 : 归纳 假设 是 对 正 整 数 &，P(A) 为 真 ， 即 ， 假 定 对 去 掉 1 个 格 的 2 X2* 格 棋盘 而 
言 ， 可 以 用 右 三 联 骨 牌 将 其 覆盖 。 必 须 证 明 : 在 归纳 假设 下 ，P(k 十 1) 也 必 为 真 ， 即 可 以 用 右 
三 联 骨牌 覆盖 任何 去 掉 1 个 格 的 2 X2… 格 的 棋盘 。 

为 此 ， 我 们 考虑 一 个 去 掉 1 个 格 的 2 X2… 格 棋盘 ， 把 这 个 棋盘 从 中 间 切 开 ， 分 成 大 小 为 
2 X2 个 格 的 4 个 棋盘 ， 如 图 6 所 示 。 在 这 4 个 棋盘 中 ， 有 3 个 不 缺失 任何 一 格 ， 第 四 个 2* X2* 
格 棋盘 缺失 1 个 格 ， 根据 数学 归纳 法 ， 可 以 用 右 三 联 骨 有 牌 将 其 覆盖 。 现 在 暂时 将 另外 三 个 2* 义 2 
格 的 棋盘 都 去 掉 1 个 格 ， 被 去 掉 的 这 3 个 格 是 原来 大 棋盘 的 中 心 ， 如 图 7 所 示 。 根 据 归纳 假设 ， 
可 以 用 右 三 联 骨 牌 将 这 3 个 去 掉 1 个 格 的 2 X2 格 棋盘 覆盖 。 此 外 ， 被 暂时 去 掉 的 3 个 格 可 以 用 
一 个 右 三 联 骨 牌 将 其 覆盖 。 因此， 整个 2 X2”… 格 的 棋盘 可 以 用 右 三 联 骨 牌 来 覆盖 。 


ee 





- 























图 6 把 一 个 247' X2… 格 棋盘 图 7 用 一 个 右 三 联 骨 有 牌 覆盖 
分 成 4 个 2 X2 格 棋盘 2 X21 中 格 棋 盘 


我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 又 。 因 此 ， 根 据 数学 归纳 法 知 : 对 所 有 的 正 整 数 ”， 
P(z) 为 真 。 这 就 证 明了 能 够 用 右 三 联 骨 牌 将 任何 一 个 去 掉 1 个 格 的 2nX2n 格 的 棋盘 覆盖 ， 其 
中 是 一 个 正 整数 。 4 


5. 1.6 使 用 数学 归纳 法 时 犯 的 错误 

和 任何 证 明 方法 一 样 ， 使 用 数学 归纳 法 也 有 时 会 犯错 误 。 许 多 著名 的 错误 ， 甚 至 有 些 娱 乐 
性 的 假 命 题 都 可 以 通过 数据 归纳 法 推导 出 来 , 如 例 15 和 练习 49 一 51。 在 这 样 的 一 个 错误 采用 
数学 归纳 法 的 证 明 中 ， 有 时 候 还 不 太 容 易 找到 其 中 的 错误 。 

为 了 发 现 数学 归纳 法 中 的 错误 ， 要 记 住 的 是 每 一 个 这 样 的 证 明 中 ， 基 础 步 又 和 归纳 步 又 都 
必须 是 正确 的 。 在 使 用 数学 归纳 法 证 明 时 不 完整 的 基础 步骤 会 导致 如 "对 于 正 整 数 za，? 一 ?2 十 1” 
这 样 非常 明显 荒 雇 的 结论 。( 我 们 将 这 个 证 明 留 给 读者 ， 通 过 构造 正确 的 归纳 步骤 容易 完成 这 个 
命题 的 尝试 性 证 明 。) 如 下 面 的 例 15 所 展示 的 ， 当 错误 隐藏 在 基础 步骤 时 ， 发 现 数学 归纳 法 错误 
证 明 的 错误 之 处 是 非常 诡秘 的 。 

例 15 找 出 一 个 明显 为 错误 断言 的 “证 明 ” 中 的 错误 : 平面 上 的 任何 一 组 相互 之 间 都 不 平 
行 的 直线 ， 必 相交 于 一 个 公共 点 。 

“证 ” 设 P(n) 是 命题 : 平面 上 的 任何 nn 条 相互 之 间 都 不 平行 的 直线 必 相 交 于 一 个 公共 点 。 
我 们 将 试图 证 明 : 对 所 有 的 正 整数 "之 2，P(z) 为 真 。 

基础 步骤 : 命题 P(2) 为 真 ， 因 为 平面 上 相交 的 两 条 直线 是 不 平行 的 (根据 平行 线 的 定义 ) 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : 对 正 整 数 k，P(k) 为 真 ， 即 假定 平面 上 的 任意 条 不 平行 的 
直线 相交 于 一 个 公共 点 。 为 了 完成 归纳 步 又， 必须 证 明 : 如 果 P(k) 为 真 ， 则 P(E 十 1) 也 必 为 
真 。 也 就 是 说 ， 必 须 证 明 : 如 果 平 面 上 任意 & 条 不 平行 的 直线 相交 于 一 个 公共 点 ， 那 么 平面 上 
任意 & 十 1 条 不 平行 的 直线 也 相交 于 一 个 公共 点 。 因 此 ， 考 虑 平面 上 & 十 1 条 不 同 的 直线 ， 根 据 
归纳 假设 ， 这些 直线 中 的 前 条 相交 于 一 个 公共 点 p;。 此 外 ， 根 据 归纳 假设 ,这些 直 线 中 的 后 
& 条 也 相交 于 一 个 公共 点 加 。 我 们 将 证 明 : p, 和 ps 必 为 同一 个 点 。 如 果 p, 和 ps 是 不 同 的 点 ， 


- 


则 包含 这 两 个 点 的 所 有 直线 必 是 同一 条 直线 ， 这 是 因为 两 点 确定 一 条 直线 。 这 与 我 们 的 假设 
“这 些 直线 是 不 同 的 直线 ” 相 了 矛盾 。 因 此 ，p, 和 轧 必 是 同一 个 点 。 为 此 得 到 结论 : p, 二 ps 在 所 
有 十 1 条 直线 上 。 这 样 就 证 明了 在 PC(k) 为 真 的 假设 下 ，P(k 十 1) 也 为 真 。 也 就 是 说 , 已 经 证 
明了 : 如 果 任 意 (& 宇 2) 条 不 同 直 线 交 于 一 个 公共 点 ， 那么 任意 十 1 条 不 同 的 直线 也 交 于 一 个 
公共 点 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤， 似乎 用 数学 归纳 法 完成 了 一 个 正确 的 证 明 。 

解 ”检查 这 个 似乎 是 利用 了 数学 归纳 法 的 证 明 ， 看 起 来 一 切 都 是 合情合理 的 。 然 而 ， 证 明 
中 有 一 个 错误 ， 也 必然 是 这 样 。 这 个 错误 相当 微妙 。 仔 细 检 查 归 纳 步 又 可 以 看 出 ， 归 纳 步 又 必 
须要 求 宇 3。 我 们 不 能 证 明 P(2) 蕴 含 P(3)。 当 二 2 时 ， 我 们 的 目标 是 证 明 任 意 三 条 不 同 的 
直线 交 于 一 点 。 前 两 条 直线 必 相 交 于 一 点 加， 后 两 条 直线 必 相 交 于 一 点 p;。 但 在 此 情况 下 ， 
力 和 ps 不 必 是 同一 个 点 ， 因 为 只 有 第 二 条 直线 是 两 组 直线 中 的 公共 直线 。 这 就 是 归纳 步骤 中 
所 犯 的 错误 。 4 


5. 1.7 运用 数学 归纳 法 证 明 的 原则 

例 1 一 14 说 明了 运用 数学 归纳 法 证 明 一 些 不 同 的 定理 。 每 个 例题 都 包含 了 数学 归纳 法 需要 
的 所 有 元 素 。 我 们 提供 了 一 个 无 效 的 数学 归纳 法 证 明 的 例子 。 总 结 我 们 前 面 学 习 的 这 些 例题 ， 
我 们 可 以 归纳 出 运用 数学 归纳 法 正确 证 明 的 有 用 原则 。 我 们 现在 列 出 这 些 原则 。 

数学 归纳 法 证 明 模 板 

1) 将 需要 证 明 的 命题 表示 为 ?对 于 所 有 的 n 三 7，，P(n)” 的 形式 ,5b 为 一 个 固定 的 整数 。 

2) 写 下 “基础 步骤 ”， 证 明 P(5) 为 真 ， 注 意 选 择 正确 的 656， 这 就 完成 了 证 明 的 第 一 步 。 

3) 写 下 “归纳 步骤 ”。 

4) 明 确 列 出 归纳 假设 ， 形 式 是 “假设 P(k) 为 真 ， 对 于 任意 固定 的 整数 & 宇 b”。 

5) 列 出 在 归纳 假设 的 前 提 下 需要 证 明 的 命题 ， 即 写 出 P(k 十 1) 的 含义 。 

6) 采 用 P(k) 证 明 P(k 十 1)， 确保 对 于 所 有 有，k 宇 65， 证 明 是 有 效 的 ， 特 别 注意 & 值 较 小 的 
时 候 ， 包 括 & 一 0。 

7) 在 归纳 步骤 明确 结论 ， 如 写 出 “这 样 完成 了 归纳 步骤 ”。 

8) 在 基础 步骤 和 归纳 步骤 之 后 ， 明 确 结论 。 即 依据 数据 归纳 法 ， 对 于 所 有 的 mn 三 ，P(n) 为 真 。 

值得 回顾 一 下 运用 数学 归纳 法 证 明 的 例 1 一 14， 看 一 看 这 些 步 又 是 否 遵循 了 。 在 需要 运用 
数学 归纳 法 的 练习 中 ， 遵 循 这 些 原则 是 有 帮助 的 。 在 练习 和 后 面 章节 中 的 其 他 各 种 数学 归纳 法 
中 ， 这 些 原则 都 是 适应 的 。 


练习 

1. 在 一 条 火车 线路 上 有 无 穷 多 个 车 站 。 假 设 火车 在 第 一 站 停车 ， 又 假设 如 果 火 车 在 一 个 站 停车 ， 则 它 在 
下 一 站 必 停 车 。 证 明 : 火车 在 所 有 的 车 站 都 停车 。 

2. 在 有 无 限 个 洞 的 高 尔 夫 线 路 上 ， 如 果 你 知道 一 个 选手 能 够 打 人 第 一 个 洞 ， 且 如 果 他 打 和 人 第 一 个 洞 ， 那 
么 他 一 定 能 打 人 下 一 个 洞 。 证 明 : 此 选手 能 够 打 和 线路 上 的 每 一 个 洞 。 
利用 数学 归纳 法 证 明 练 习 3 一 17 中 的 求 和 公式 。 注 意 明确 在 何 处 使 用 了 归纳 假设 。 

3. 设 P(n) 是 命题 ， 对 正 整 数 n 而 言 ，1 十 2 十 … 十 二 n(n 十 1) (2n 十 1)/6。 


4) 命题 P(1) 是 什么 ? b) 证 明 P(1) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 

归纳 假设 是 什么 ? d) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什 么 ? 

e) 完 成 归纳 步骤 。 f) 解 释 为 什么 只 要 n 是 一 个 正 整 数 ， 则 上 述 步 又 就 可 以 证 明 公 式 为 真 。 
4. 设 Pln) 是 命题 ， 对 正 整 数 nn 而 言 ， 二 十 2 十 … 十 二 (n(n 十 1)/2)?。 

a) 命题 P(1) 是 什么 ? b) 证 明 P(1) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 

归纳 假设 是 什么 ? 中) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什 么 ? 


e) 完 成 归纳 步骤 。 人 解释 为 什么 只 要 ?是 一 个 正 整数 ， 则 上 述 步骤 就 可 以 证 明 公式 为 真 。 


归纳 与 北 归 


5. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 则 
了 十 3 十 十 … 十 (2n 十 1)? 二 Cn 十 1) (2n 十 1) (2n 十 3)/3 
6. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整数 ， 则 
1.1! 十 2 .21! 十 …+avzal =(n+1D)! 一 1 
7. 证 明 : 只 要 n 是 一 个 非 负 整 数 ， 则 
3 十 3。5 十 3。5? 十 … 十 3。5" 二 3(5"+!1 一 1)/4 
8. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 则 
2 一 2。7 十 2，7? 一 … 十 2( 一 7)" 二 (1 一 (一 7)"11)/4 
9. a) 猜 想 前 个 正 偶 数 之 和 的 公式 。 





b) 证 明 你 所 猜想 的 公式 。 
10. a) 通 过 对 较 小 的 值 进行 考查 ， 猜 想 下 面 的 求 和 公式 : 
1 1 1 
De at 
b) 证 明 你 所 猜想 的 公式 。 


11. a) 通 过 对 较 小 的 4 值 进 行 考查 ， 猜 想 下 面 的 求 和 公式 : 
和 1 
ge 
b) 证 明 你 所 猜想 的 公式 。 
12. 证 明 : 只 要 ?是 一 个 非 负 整数 ， 则 
: 1 Yi 2 十 (一 1)* 
2 
13. 证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整数 ， 则 
1 一 2 十 3 一 … 十 (一 DD)"1n? 二 (一 1)"in(n 十 1)/2 


14. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 n 而 言 ， 都 有 





Dk2: 一 (一 1)2r 十 2 
k=1 


15. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 而 言 ， 都 有 
1。2 十 2。3 十 … 十 n(n 十 1) 二 n(n 十 1) (n 十 2)/3 
16. 证 明 : 对 所 有 正 整 数 nn 而 言 ， 都 有 
1*2。，3 十 2。，3。4 十 … 十 n(n 十 1)(n 十 2) 二 n(n 十 1)(n 十 2)(n 十 3)/4 
17. 证 明 : 只 要 n 是 一 个 正 整 数 ， 则 


Di: = nnt+ D2nt+ 1 (3+ 3n— 1)/30 


a 


利用 数学 归纳 法 证 明 练 习 18 一 30 中 的 不 等 式 。 
18. 设 P(n) 是 命题 n! 二 n"， 其 中 1 是 大 于 1 的 整数 。 
a3) 命题 P(2) 是 什么 ? 
b) 证 明 P(2) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 
0) 归纳 假设 是 什么 ? 
gd) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什么 ? 
e) 完 成 归纳 步 又 。 
f) 解 释 为 什么 只 要 nn 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 则 上 述 步骤 就 可 以 证 明 不 等 式 为 真 。 
19. 设 P(n) 是 命题 : 
1 生生 本 赴 六 si 下 二 2 二 小 
4 9 n? n 
其 中 是 大 于 1 的 整数 。 
a) 命题 P(2) 是 什么 ? b) 证 明 P(2) 为 真 ， 完 成 基础 步骤 的 证 明 。 
c) 归 纳 假设 是 什么 ? d) 在 归纳 步骤 中 你 需要 证 明 什么 ? 
e) 完 成 归纳 步 又。 


20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
* 25., 
* 26. 
* 27, 


28. 


* 29., 
* 30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
# 35, 
* 36. 
7. 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


* 46. 
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f) 解 释 为 什么 只 要 nn 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 则 上 述 步 又 就 可 以 证 明 不 等 式 为 真 。 
证 明 : 如 果 nn 是 一 个 大 于 6 的 整数 ， 则 3" 二 nl!。 
证 明 : 如 果 nn 是 一 个 大 于 4 的 整数 ， 则 2" 二 ni。 
对 怎样 的 非 负 整数 xn， 有 x 三 n1? 证 明 你 的 答案 。 
对 怎样 的 非 负 整数 n， 有 2n 十 3 三 2"? 证 明 你 的 答案 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整数 ， 则 
1/(2m<Ll 3+ 5° *» (2n—1)]/(2. 4. 1» 2n) 

证 明 :; 对 所 有 非 负 整数 nx， 如 果 有 二 一 1， 则 1 十 nh 过 (1 十 h)"。 该 不 等 式 称 为 伯 努 利 不 等 式 。 
设 a 和 6， 为 实数 ， 且 0 二 5 二 a。 证 明 :; 如 果 a 是 一 个 正 整 数 ， 则 a 一 "二 na”! (a 一 b)。 
证 明 : 对 每 个 正 整 数 n， 有 

1 

lt 让“ n 二 1—1) 

证 明 : ,只 要 nn 是 一 个 大 于 等 于 3 的 整数 ， 则 nw? 一 7n 十 12 就 是 非 负 的 。 
在 练习 29 和 30 中 ， 晶 , 表示 第 nn 个 调和 数 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 则 Hzr 1++n。 
证 明 : 本 十 Hs 十 … 十 H, 二 (n 十 1)H, 一 n。 
在 练习 31 一 37 中 ， 利 用 数学 归纳 法 证 明 整 除 性 问题 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 x? 十 n 可 被 2 整除 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 整 数 ， 则 zw 十 2n 可 被 3 整除 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 则 天 一 ?可 被 5 整除 。 
证 明 : 只 要 是 一 个 非 负 整数 ， 则 ww 一 n 可 被 6 整除 。 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 正 奇 数 ， 则 x 一 1 可 被 8 整除 。 
证 明 : 只 要 是 一 个 正 整 数 ， 则 4 :十 5” :可 被 21 整除 。 
证 明 : 只 要 是 一 个 正 整 数 ， 则 11”! 十 12”! 可 被 133 整除 。 
在 练习 38 一 46 中 ， 利 用 数学 归纳 法 证 明 集 合 的 有 关 结 论 。 
证 明 : 如 果 Ai ， A:， “AAs 和 Bi， Bas "rs BB 都 是 集合 ， 且 对 j=1， Dy 0 n 满 足 A; 二 B;， 则 


UscUs 


证 明 : 如 果 Al， A:,，…，A, 和 B),，B;,，…，B, 都 是 集合 ， 且 对 j=1， 2 nn 满足 A; 三 B;， 则 


Nac fs 
证 明 : 如 果 Al， A 3 4， 和 B 都 是 集合 ， 则 
(AiNAz:N:…NA)UB= (A UB)N GA UB NN (A,UB) 
证 明 : 如 果 Al，A:，…，A， 和 如 都 是 集合 ， 则 
(A1UA:U*…UA NB=(A NB UA NB UU (A, NB) 
证 明 : 如 果 Al， A:，…，A, 和 B 都 是 集合 ， 则 
(Ai—BNCGAs—BN:…NMNA,—B)=(ANAN:…NA,)—B 
证 明 : 如 果 A! ，A:，…，A，, 是 全 集 U 的 子 集 ， 则 


Ua=Ua 

证 明 : 如 果 Ai ， A A 和 B 都 是 集合 ， 则 

(Ai 一 B)U(A: 一 B)U…U(CA, 一 B) 王 (AUA:U…UA4A,) 一 也 
证 明 : 只 要 nn 是 一 个 大 于 等 于 2 的 整数 ， 则 具有 7 个 元 素 的 集合 中 有 n(n 一 1)/2 个 子 集 恰好 含有 2 个 
元 素 。 
证 明 : 只 要 n 是 一 个 大 于 等 于 3 的 整数 ， 则 具有 个 元 素 的 集合 中 有 n(n 一 1) (n 一 2)/6 个 子 集 恰 好 含 
有 3 个 元 素 。 
练习 47 一 48 关注 在 一 条 直路 上 设置 基站 塔 问题 ， 使 得 这 条 路 上 的 建筑 都 可 以 获得 蜂窝 通信 服务 。 假 


47. 


x* 48. 


49. 


S0. 


5S1. 


52., 


53. 


54. 


* SS。 
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设 建筑 物 位 于 塔 1 英里 范围 之 内 就 可 以 获得 服务 。 

设计 一 种 贪心 算法 ， 此 算法 可 以 从 路 的 起 点 开始 在 z1，xz;，…，za 位 置 上 设置 尽 可 能 少 的 塔 为 4 个 
建筑 物 提供 通信 服务 。[ 提 示 : 在 每 一 步 ， 在 离 尽 可 能 远 的 位 置 设置 通信 塔 ， 只 要 保证 没有 建筑 物 超 
出 通信 覆盖 范围 。] 

使 用 数学 归纳 法 证 明 你 设计 的 算法 能 为 练习 47 产生 一 个 优化 解 : 即 算法 可 以 得 到 最 少 的 塔 为 所 有 的 
建筑 物 提 供 蜂 窝 通信 服务 。 

练习 49 一 51 给 出 了 错误 的 利用 数学 归纳 法 的 证 明 ， 请 在 每 个 习题 中 都 找 出 一 个 推理 错误 。 

下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪儿 ? 所 有 的 马 都 有 相同 的 颜色 。 

设 P(n) 是 命题 “n 匹 马 的 集合 中 所 有 马 都 有 相同 的 颜色 ”。 

基础 步骤 : 显然 P(1) 为 真 。 

归纳 步骤 : 假设 PC(k) 为 真 ， 即 六 匹 马 的 集合 中 所 有 马 都 有 相同 的 颜色 。 考 虑 任意 十 1 匹 马 ， 将 这 些 
马 编号 为 1，2，3，…，R&,，R& 十 1。 我 们 有 前 开 匹 马 必 具有 相同 的 颜色 ， 而 后 & 匹 马 也 必 具 有 相同 的 
颜色 。 因 为 前 & 匹 马 的 集合 与 后 & 匹 马 的 集合 是 重 友 的， 因此， 所 有 & 十 1 匹 马 必 有 相同 的 颜色 。 这 
就 证 明了 P(k 十 1) 为 真 ， 归 纳 步 又 证 毕 。 

下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪儿 ? 


“定理 "， 对 每 个 正 整数 "而 言 ， 都 有 1i 一 (n 十 十 ) /2 。 
基础 步骤 ， 当 一 1 时 公式 为 真 。 
n 2 tl n 
归纳 步 又 :假设 i 一 (十 去 ) /2, 则 > 一 ( 2)i)+ Cn 十 D) 。 根 据 归纳 假设 ， 





i (n+ 二 ) /2+n+1 
吧 十 z 十 于 )/2 二 n+1 


= (下 十 3 十 卫 )/2 
( 
( 


归纳 步骤 证 毕 。 

下 面 的 “证 明 ” 错 在 哪儿 ? 

“定理 ”: 对 每 个 正 整数 n 而 言 ， 如 果 xz 和 yy 是 正 整数 ， 且 max(z，2y) 一 2， 则 z 一 y。 

基础 步 又: 设 n 二 1。 如 果 max(Cz，y)=1 且 工 和 y 是正 整 数 ， 有 z=1 和 y 一 1。 

归纳 步骤 : 设 & 是 一 个 正 整 数 。 假 定 只 要 max(z，y) 二 & 且 xz 和 yy 是 正 整 数 ， 则 必 有 z= 二 y。 现 在 令 
max(Zz，y) 一 & 十 1， 其 中 zx 和 >y 是 正 整数 。 于 是 有 max(x 一 1，y 一 1)= 二 k， 因 此 ， 根据 归 纳 假设 有 
Z 一 1 一 y 一 1。 由 此 得 zx 一 y， 归 纳 步 骤 证 毕 。 

设 m， 允 是 正 整 数 且 思 >2， 丰 是 集合 (1L，2，…，z} 到 集合 {1L，2，…，2)} 的 函数 。 采 用 数学 归纳 法 
对 变量 n 归纳 证 明 f 不 是 一 个 一 对 一 函数 。 

采用 数学 归纳 法 证 明 n 个 人 能 划分 一 个 蛋糕 (每 一 个 人 取得 1 份 或 者 多 块 蛋糕 ) 以 保证 蛋糕 能 公平 分 配 。 
即 每 一 个 人 至 少 取得 蛋糕 的 1/n。[ 提 示 : 在 归纳 步骤 ， 在 前 个 人 中 得 到 一 个 公平 的 划分 ， 每 一 个 人 
将 自己 的 那 份 划分 为 十 1 等 份 ， 第 十 1 个 人 从 这 前 个 人 中 得 到 的 份额 中 选取 一 部 分 。 证 明 这 样 能 对 


十 1 个 人 产生 一 个 公平 的 划分 ， 假 设 第 十 1 个 人 认为 第 i 个 人 得 到 了 p; 份 ，》) p; 一 1。] 


用 数学 归纳 法 证 明 : 给 定 一 个 具有 z 十 1 个 正 整 数 的 集合 ， 其 中 每 个 数 都 不 超过 2nx， 则 该 集合 中 至 少 
存在 一 个 整数 可 以 整除 集合 中 的 另 一 个 整数 。 

棋盘 上 的 骑士 可 以 一 次 沿 水 平方 向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 一 格 ， 沿 垂直 方向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 两 格 ， 
或 者 他 可 以 一 次 沿 水 平方 向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 两 格 ， 沿 垂直 方向 (任意 两 个 方向 ) 移 动 一 格 。 假 设 
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57. 
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我 们 有 一 个 无 限 大 的 棋盘 ， 它 是 由 所 有 格子 (mx，n) 所 构成 的 ， 其 中 mw、n 都 是 非 负 整 数 。 用 数学 归 
纳 法 证 明 : 从 (0，0) 格 开始 ， 经 过 有 限 次 移动 ， 该 骑士 可 以 访问 到 棋盘 中 的 每 一 个 格子 。[ 提 示 : 对 
变量 ;二 mx 十 n 用 归纳 法 .] 
设 
信息 
3 kr a 
其 中 a、5 是 实数 。 证 明 : 对 每 个 正 整 数 而 言 ， 都 有 
i 
人 el 
(需要 微 积 分 知识 ) 用 数学 归纳 法 证 明 : 只 要 n 是 一 个 正 整 数 ， 则 f(x) 二 zx" 的 导数 就 等 于 nx"!。( 在 
归纳 步 又 中 使 用 导数 乘积 的 规则 。) 
设 A、B 都 是 方 阵 ， 且 满足 4B 二 BA。 证 明 : 对 每 个 正 整 数 ” 而 言 ， 都 有 4B" 一 B4" 。 
设 m 是 一 个 正 整 数 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 a、5b 都 是 整数 ， 且 4 三 6C(mod mm) ， 则 当天 是 任意 一 个 
非 负 整数 时 ， 就 有 a* 夺 (mod m)。 
用 数学 归纳 法 证 明 : 当 志 . ，p,，…，p。 都 是 命题 时 ， 则 (Pr V Pp V…V ps) 等 价 于 广 人 名 入 … 人 5 轧 。 
证 明 : 只 要 pl，p:，…，p，, 都 是 命题 且 n 宇 2， 则 : 
[Cpi—> pa) A (pr > pa) A A (pri pr)) > [Cp A pA Mpri)—> p,] 
就 是 重 言 式 。 
证 明 : 如 果 nn 条 直线 中 任何 两 条 都 不 平行 ,任何 三 条 都 不 共 点 ， 则 这 些 直 线 就 能 把 平面 分 成 (x? 十 


n 十 2)/2 个 区 域 。 
设 ca ，a ，…，a 都 是 正 实数 ， 这 些 数 的 算术 均值 定义 为 A= (a 十 a; 十 … 十 a,)/n， 而 这 些 数 的 几 
何 均值 定义 为 G==(a1as…a,)""”。 用 数学 归纳 法 证 明 : 4 三 G。 

用 数学 归纳 法 证 明 4. 3 节 中 的 引 理 3， 其 命题 为 : 如 果 p 是 素数 ， 且 palas…a,， 其 中 ai(i==1,，2， 


3，…， 允 都 是 整数 ， 则 必 存 在 某 个 整数 i， 使 得 p |a:。 
证 明 : 只 要 是 一 个 正 整 数 ， 则 
1 


QI1Q2。…"GQ 





二 区 
(ay ag Sll,2,. on) 


(这 里 的 求 和 是 对 前 n 个 最 小 正 整数 所 构成 的 集合 的 所 有 非 空 子 集 进行 的 。) 

利用 良 序 性 公理 证 明 下 列 形式 的 数学 归纳 法 的 证 明 是 有 效 的 。 证 明 ; 对 所 有 正 整 数 n 而 言 ，P(n) 
为 真 。 

基础 步骤 : P(1) 和 P(2) 都 为 真 。 

归纳 步骤 :对 每 个 正 整 数 &， 如 果 PCk) 和 PC(k 十 1) 都 为 真 ， 则 PC(k 十 2) 为 真 。 

证 明 : 如 果 Al， 4:， rg 4, 是 集合 ， 其 中 7 之 2， 且 对 所 有 满足 l1<i<j<n 的 整数 对 i 和 j， 要 么 A; 
是 A; 的 子 集 ， 要 么 A; 是 A; 的 子 集 ， 则 必 存 在 一 个 整数 i，1 二 in， 使 得 对 所 有 的 整数 j,，1<j<<n， 
都 有 A; 是 A; 的 子 集 。 

在 一 个 聚会 上 ， 如 果 所 有 客人 都 认识 其 中 的 一 位 客人 ， 而 这 个 人 却 不 认识 其 他 任何 一 个 人 ， 则 这 个 
人 就 称 为 名 人 。 在 一 个 聚会 上 ， 最 多 只 有 一 个 名 人 ， 因 为 如 果 有 两 个 名 人 ， 则 他 们 必然 相互 认识 。 
某 个 特定 的 聚会 上 也 可 能 没有 名 人 。 你 的 任务 是 在 一 个 聚会 上 寻找 一 个 名 人 ， 如 果 该 聚会 上 确实 有 
名 人 ， 而 你 只 允许 向 每 个 客人 提问 一 种 类 型 的 问题 一 一 询问 他 是 否认 识 另 一 个 客人 。 每 个 客人 必须 
如 实 回答 你 的 问题 。 也 就 是 说 ， 如 爱丽 斯 和 鲍 勃 是 聚会 上 的 两 个 客人 ， 你 可 以 询问 爱丽 斯 是 否认 识 
鲍 勃 ， 她 必须 如 实 回答 。 利 用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 聚 会 上 有 nn 位 客人 ， 且 有 一 位 名 人 ， 那 么 你 只 
需要 询问 3(n 一 1) 次 客人， 你 就 能 找到 这 位 名 人 。[ 提 示 : 你 首先 提出 一 次 问题 ， 以 排除 一 位 客人 是 
名 人 的 可 能 。 然 后 用 归纳 假设 去 识别 一 个 可 能 的 名 人 。 最 后 再 问 两 次 问题 ， 以 确定 这 位 可 能 的 名 人 
是 否 是 真正 的 名 人 .] 

假设 人 群 中 有 nn 个人， 每 个 人 都 知道 一 件 其 他 人 都 不 知道 的 丑闻 。 这 些 人 相互 之 间 用 电话 交流 。 当 


两 个 人 在 电话 中 交流 时 ， 他 们 就 共享 了 两 人 所 知道 的 所 有 丑闻 。 例 如 ， 在 第 一 个 电话 中 ， 两 个 人 共享 信 
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息 后 ， 他 们 都 知道 了 两 件 丑闻 。 流 言 问题 是 求 G(n): 使 nn 个 人 都 知道 全 部 丑闻 所 需要 的 最 少 电 话 次 数 。 
练习 69 一 71 所 涉及 的 问题 都 是 流言 问题 。 

69. 求 G(1)、G(2)、G(3) 和 G(4)。 

70. 利用 数学 归纳 法 证 明 : 对 nn 三 4， 有 GCn) 志 2n 一 4。[ 提 示 : 在 归纳 步骤 的 开始 和 结束 时 刻 ， 让 一 个 第 


x*¥x 了 1 


一 次 打 电 话 的 人 向 某 个 特定 的 人 打 电 话 。] 


. 证 明 : 对 ?>>4， 有 GGCz) 一 22 一 4。 


* 72. 证 明 我 们 一 定 能 做 到 下 面 的 事情 : 将 数 1，2，…，n 排 成 一 排 ， 使 得 这 些 数 中 任何 两 个 数 的 均值 都 


73 


不 会 出 现在 这 两 个 数 之 间 。[ 提 示 : 证 明 当 是 2 的 整数 次 震 时 结论 成 立 就 足够 了 ， 然 后 用 数学 归纳 
法 证 明 当 ?是 2 的 整数 次 适时 结论 成 立 。] 


. 证 明 : 如 果 I，I,，…，J 是 实数 轴 上 的 一 组 开 区 间 ， 其 中 ”之 2， 且 这 些 区 间 中 任意 两 区 间 的 交 非 


空 ， 即 对 任意 的 1<i<n 和 1<j<n,， 都 有 Ti 站 I; 隆 名 ， 那 么 所 有 这 些 集 合 的 交 非 空 ， 即 五 门 顾 站 … 
门 , 隆 忆 。( 回 顾 开 区 间 的 概念 : 开 区 间 是 实数 z 的 集合 ， 其 中 se<z<0， 且 a、5 都 是 实数 。) 
有 时 用 数学 归纳 法 不 能 证 明 我 们 认为 是 真 的 结论 ， 但 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 更 强 的 结论 。 因 为 


较 强 结论 的 归纳 假设 提供 了 更 多 可 做 的 事情 ， 这 一 过 程 称 为 归纳 载 入 。 练 习 74 中 将 使 用 归纳 载 人 。 
74. 假如 对 所 有 正 整 数 n， 要 证 明 
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0 a 
a) 证 明 : 如 果 用 数学 归纳 法 证 明 上 述 不 等 式 ， 则 基础 步 又 有 效 ， 但 归纳 步 又 却 无 效 。 
b) 证 明 : 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 一 个 更 强 的 不 等 式 对 所 有 大 于 1 的 整数 ， 都 有 
1 . 3. 2 一 1 
将 2n 3n 十 1 
结合 2 二 1 时 的 结果 ， 就 可 以 建立 起 上 述 那 个 不 能 用 数学 归纳 法 证 明 的 较 弱 的 不 等 式 了 。 








. 设 是 一 个 正 的 偶数 。 证 明 : 当 n 个 人 站 在 院子 中 ,彼此 之 间距 离 不 同 ,每 个 人 都 同时 用 一 个 馅 饼 


抛 向 并 击 打 离 他 最 近 的 人 时 ， 每 个 人 都 可 能 受到 馅 饼 的 攻击 。 


. 用 右 三 联 骨 牌 覆 盖 一 个 去 掉 左 上 角 格 子 的 4X4 棋 盘 。 
: 用 右 三 联 骨 牌 覆盖 一 个 去 掉 左 上 角 格 子 的 8X8 棋盘 。 
. 证 明 或 反驳 : 只 要 是 一 个 正 整数 ， 就 可 用 右 三 联 骨 牌 完全 覆盖 下 述 形状 的 所 有 棋盘 。 


a)3X2" b)6X2” 
€)3"X3” d)6” X6". 


. 证 明 : 用 去 掉 了 一 个 1X1X1 立方 体 块 的 2X2X2 立方 体 ， 可 以 完全 覆盖 去 掉 了 一 个 1X1X1 立 方 体 


块 的 三 维 2* X2"X2" 棋盘 。 


* 80. 证 明 ; 如 果 n 大 于 5， 且 不 能 被 3 整除， 则 可 以 用 右 三 联 骨牌 完全 覆盖 去 掉 一 个 格子 的 nXn 棋盘 。 


81 
* 82 


83 


5， 
5. 


. 证 明 : 可 以 用 右 三 联 骨牌 覆盖 去 掉 了 一 个 角 上 格子 的 5X5 棋盘 。 
. 找 出 一 个 不 能 用 右 三 联 骨 上 牌 覆盖 去 掉 了 一 个 格子 的 5X5 棋盘 。 证 明 : 对 这 样 的 棋盘 ， 不 存在 右 三 联 


骨牌 的 覆盖 。 


. 利用 数学 归纳 法 原理 证 明 : 如 果 P(b) 为 真 ， 且 对 满足 & 之 2 的 所 有 正 整 数 &， 列 含 式 PC(k) 一 P(E 十 1) 


为 真 ， 则 对 n= 二 6，5 十 1，5 十 2，…，P(n) 为 真 ， 其 中 5 是 一 个 整数 。 


2 强 归纳 法 与 良 序 性 


2.1 引言 
5.1 节 介 绍 了 数学 归纳 法 ， 并 说 明了 如 何 用 它 来 证 明 许 多 定理 。 本 节 将 介绍 另外 一 种 形式 


的 数学 归纳 法 一 一 强 归 纳 法 ， 这 种 方法 通常 在 不 能 用 数学 归纳 法 轻易 证 明 一 个 结论 的 时 候 使 


用 
要 


。 强 归纳 法 证 明 中 的 基础 步骤 与 数学 归纳 法 证 明 中 的 基础 步骤 相同 ， 即 在 强 归纳 法 证 明 中 ， 
证 明 对 所 有 的 正 整 数 n 而 言 PCn) 为 真 ， 基础 步 台 中 必须 证 明 P(1) 为 真 。 但 在 这 两 种 证 明 方 


法 中 ， 归 纳 步骤 是 不 同 的 。 在 数学 归纳 法 的 证 明 中 ， 归 纳 步 又 是 要 证 明 : 如 果 归 纳 假设 PCR) 
为 真 ， 那 么 P(&A 十 1) 也 为 真 。 而 在 强 归纳 法 的 证 明 中 ， 归 纳 步骤 是 要 证 明 : 如 果 对 所 有 不 超过 
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而 言 ，P(j) 为 真 。 

数学 归纳 法 和 强 归纳 法 的 有 效 性 是 由 附录 A 中 的 良 序 性 公理 来 保证 的 。 事 实 上 ， 数 学 归 
纳 法 、 强 归纳 法 以 及 良 序 性 三 者 是 等 价 的 原理 ( 见 练习 41、42 和 43) 。 也 就 是 说 ， 三 者 中 任何 
一 种 原理 的 有 效 性 都 可 以 用 另外 两 种 原理 的 有 效 性 推导 出 来 。 这 也 意味 着 三 者 中 的 任何 一 种 原 
理 , 都 可 以 用 另外 两 种 原理 来 证 明 。 正 如 在 某 些 情况 下 ,我 们 所 看 到 的 用 强 归 纳 法 证 明 一 
论 ， 比 用 数学 归纳 法 证 明 容易 得 多 一 样 ， 有 了 时 用 良 序 性 证 明 一 个 结论 ， 也 要 比 用 两 种 形式 的 数 
学 归纳 法 容易 。 本 节 将 举 一 些 例子 来 说 明 如 何 使 用 良 序 性 来 证 明定 理 。 


5.2.2 强 归 纳 法 

在 阐述 如 何 使 用 强 归纳 法 之 前 ， 再 来 说 明 一 下 它 的 原理 。 

强 归 纳 法 ”要 证 明 对 所 有 的 正 整数 ”而 言 ， 都 有 P(z) 为 真 ， 其 中 PCn) 为 命题 函数 ， 我 们 
要 完成 如 下 两 个 步骤 : 

基础 步骤 : 证 明 P(1) 为 真 。 

归纳 步骤 : 要 证 明 对 所 有 正 整数 来 说 ， Ee “人 PCk)] 一 PC(k 十 1) 也 


为 真 。 

注意 当 用 强 归 纳 法 证 明 对 所 有 的 正 整数 nn 而 言 ， 都 有 PCn) 为 真 时 ， 归 纳 假设 是 : 对 j==1， 
2，…， 上 而 言 ，P(j) 为 真 。 也 就 是 说 ， 归 纳 假设 包含 了 个 命题 P(1)，P(2)，…，P(k)。 由 
于 我 们 只 是 利用 所 有 上 个 命题 P(1)，P(2)，…，P(k) 来 证 明 P(k 十 1)， 而 不 是 像 在 数学 归纳 


法 中 那样 只 利用 P(&) 一 个 命题 ， 因 此 ， 强 归纳 法 的 证 明 技 巧 更 加 灵活 。 因 为 这 个 原因 ， 一些 
数学 家 更 倾向 采用 加 强 数学 归纳 法 来 证 明 ， 即 使 数学 归纳 法 也 能 容易 获得 结果 。 

你 可 能 会 感到 奇怪 ， 为 什么 强 归纳 法 和 数学 归纳 法 是 等 价 的 ， 即 每 一 种 技巧 的 有 效 性 都 可 以 用 
另外 一 种 技巧 的 有 效 性 来 证 明 。 特 别 地 ， 任 何 使 用 数学 归纳 法 的 证 明 也 可 以 认为 是 使 用 强 归 纳 法 的 
证 明 ， 这 是 因为 数学 归纳 法 证 明 中 的 归纳 假设 是 强 归 纳 法 证 明 中 的 归纳 假设 的 一 个 部 分 。 也 就 是 
说 ， 如 果 使 用 数学 归纳 法 对 每 个 正 整数 k， 都 证 明了 P(k) 蕴 含 PE 十 1)， 我 们 就 完成 了 证 明 中 的 归 
纳 步 骤 。 然 而 ， 上 述 蕴 含 关系 也 等 价 于 所 有 命题 P(1)，P(2)，…，P(k) 蕴 含 P(R 十 1) ， 因 为 我 们 不 
仅 假定 P(8) 真 ， 还 假定 了 更 多 的 条 件 ， 即 & 一 1 个 命题 P(1)，P(2)，…，P(R 一 1) 也 为 真 。 然 而 ， 
将 一 个 用 强 归纳 法 的 证 明 转 化 为 一 个 用 数学 归纳 法 的 证 明 却 困难 得 多 ( 见 练习 42) 。 

强 归 纳 法 有 时 也 称 为 数学 归纳 法 第 二 原理 ， 或 称 为 完全 归纳 法 。 当 使 用 “完全 归纳 法 ”这 一 
术语 时 ， 数 学 归纳 法 原理 就 称 为 不 完全 归纳 法 。 这 一 术语 只 是 一 种 无 奈 的 选择 ， 因 为 数学 归纳 
法 根本 就 不 是 不 完全 的 ， 毕 竟 它 是 一 种 有 效 的 证 明 技巧 。 

强 归纳 法 与 无 限 高 的 梯子 ”为 了 更 好 地 理解 强 归纳 法 ， 考 虑 5.1 节 中 那个 无 限 高 的 梯子 。 
强 归 纳 法 告诉 我 们 ， 我 们 能 到 达 每 一 个 阶梯 ， 如 果 

1) 我 们 能 到 达 第 1 个 阶梯 ， 且 

2) 对 于 每 一 个 整数 有 ， 如 果 能 到 达 所 有 前 个 阶梯 ， 那 么 我 们 就 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 。 

也 就 是 说 ， 如 果 P(n) 是 命题 “我 们 能 够 到 达 第 n 个 阶梯 ”， 那 么 根据 强 归 纳 法 知道 ， 对 所 
有 正 整 数 n，P(n) 为 真 。 因 为 由 1) 可 知 ，P(1) 为 真 ， 这 就 完成 了 基础 步骤 ; 再 由 2)， 知 道 
P(1) 人 P(2) 人 …AP(k) 葡 含 着 P(k 十 1)， 这 就 完成 了 归纳 步骤 。 

下 面 的 例 1 阐述 了 强 归 纳 法 如 何 帮助 我 们 证 明 一 个 用 数学 归纳 法 不 能 轻易 证 明 出 来 的 

例 1 假设 我 们 能 到 达 无 限 高 梯子 的 第 1 个 和 第 2 个 阶梯 ， 且 知道 如 果 我 们 能 到 达 某 个 阶 
梯 ， 那么 就 能 到 达 高 出 两 阶 的 那个 阶梯 。 我 们 能 用 数学 归纳 法 证 明 “ 我 们 能 到 达 每 一 个 阶梯 ” 
吗 ? 我 们 又 能 用 强 归纳 法 证 明 “ 我 们 能 到 达 每 一 个 阶梯 ” 吗 ? 

解 ” 首先 用 数学 归纳 法 试 着 证 明 这 个 结论 。 

基础 步骤 : 该 证 明 的 基础 步骤 是 成 立 的 ， 这 里 只 需 验 证 我 们 到 达 第 1 个 阶梯 。 

尝试 归纳 步骤: 归纳 假设 是 命题 “我 们 能 到 达 第 & 个 阶梯 ”。 为 了 能 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 
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明 : 如 果 假 定 归纳 假设 是 对 正 整 数 & 而 言 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 假 定 我 们 能 够 到 达 第 个 阶梯 ， 
那么 就 能 证 明 我 们 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 。 然 而 ， 并 没有 明显 的 方式 来 完成 这 一 归纳 步骤 ， 这 
是 因为 从 所 给 信息 来 看 ， 我 们 不 知道 是 否 能 从 第 个 阶梯 到 达 第 十 1 个 阶梯 。 毕 竟 我 们 只 知 
道 “ 如 果 我 们 能 到 达 一 个 阶梯 ， 则 我 们 能 到 达 高 出 两 阶 的 那个 阶梯 ”。 

现在 用 强 归纳 法 证 明 。 

基础 步骤 : 基础 步骤 和 前 面 是 相同 的 ， 只 需 验 证 我 们 到 达 第 1 个 阶梯 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 “我 们 能 到 达 前 个 阶梯 中 的 每 个 阶梯 ”"。 为 了 能 完成 归纳 步 
又 ， 需 要 证 明 : 在 归纳 假设 为 真 的 情况 下 ， 即 如 果 我 们 能 到 达 前 & 个 阶梯 中 的 每 个 阶梯 ， 那 么 
我 们 就 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 。 已 经 证 明了 我 们 能 到 达 第 2 个 阶梯 。 这 里 只 需 注意 : 只 要 & 之 2， 
那么 就 可 从 第 & 一 1 个 阶梯 到 达 第 & 十 1 个 阶梯 ， 因 为 知道 我 们 可 以 从 某 个 阶梯 到 达 高 出 两 阶 的 
那个 阶梯 。 这 样 就 由 强 归 纳 法 完成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 证 明了 : 如 果 我 们 能 到 达 一 个 无 限 高 梯子 的 前 两 个 阶梯 ， 且 对 每 个 整数 &， 如 果 我 
们 能 到 达 所 有 前 个 阶梯 ， 那 么 我 们 就 能 到 达 第 十 1 个 阶梯 ， 于 是 也 就 能 到 达 所 有 的 阶梯 。 本 


5.2.3 利用 强 归 纳 法 证 明 的 例子 

现在 既 有 了 数学 归纳 法 又 有 了 强 归纳 法 ， 那 么 在 某 种 特定 的 情况 下 ， 如 何 确定 到 底 使 用 哪 
种 方法 呢 ? 尽管 不 存在 什么 固定 的 答案 ， 但 仍 可 利用 一 些 有 用 的 建议 。 在 实际 中 ， 要 直截了当 
地 证 明 对 所 有 的 正 整数 &k，P(k) 一 P(k 十 1) 为 真 时 ， 就 应 该 使 用 数学 归纳 法 。5.1 节 中 的 所 有 例 
子 都 是 这 种 情况 。 一 般 情况 下 ， 我 们 应 该 尽量 限制 数学 归纳 法 的 使 用 。 除 非 已 经 看 出 数学 归纳 
法 的 归纳 步骤 证 明 是 明显 成 立 的 ， 否 则 应 该 尽量 用 强 归 纳 法 。 也 就 是 说 ， 当 看 出 如 何 利用 对 所 
有 不 超过 上 的 正 整 数 7， 试 图 从 PCG7) 为 真 来 证 明 PC(k 十 1) 为 真 ， 而 我 们 却 看 不 出 如 何 只 利用 PCA) 
来 证 明 P(& 十 1) 时 ， 就 用 强 归 纳 法 ， 而 不 用 数学 归纳 法 。 在 本 节 的 证 明 中 ， 请 将 这 一 点 记 在 脑子 
里 ， 以 便 印证 。 对 本 节 证 明 中 的 每 一 个 例子 ， 考 虑 为 什么 强 归纳 法 比 数学 归纳 法 更 好 用 。 

例 2~4 将 阐述 如 何 使 用 强 归纳 法 。 这 些 例 子 将 证 明 多 种 不 同类 型 的 结论 。 在 每 个 例子 中 
要 特别 注意 归纳 步骤 ， 因 为 在 此 步骤 中 ， 要 证 明 对 所 有 不 超过 的 正 整 数 ; 了 ， 如 果 P(7) 为 真 ， 
则 PCR 二 1) 为 真 ， 其 中 P(n) 是 命题 函数 。 

从 一 个 最 著名 的 强 归纳 法 证 明 ( 算 术 基 本 定理 之 一 ) 的 证 明 开始 ， 该 定理 断言 : 每 个 正 整数 
都 可 写成 素数 的 乘积 。 

例 2 证 明 : 若 n 是 大 于 1 的 整数 ， 则 nn 可 以 写成 素数 之 积 。 

解 ” 设 P(n) 是 命题 : n 可 以 写成 素数 之 积 。 

基础 步骤 : P(2) 为 真 ， 因 为 2 可 以 写成 一 个 素数 之 积 ， 即 它 自身 。( 注 意 P(2) 是 需要 证 明 
的 第 一 个 情形 .) 

归纳 步骤 :假定 对 所 有 满足 2 二; 的 正 整 数 j 来 说 P(7) 为 真 。 即 假设 对 于 大 于 等 于 2 并 
不 大 于 有 的 正 整 数 ， 可 以 写成 素数 积 的 形式 。 要 完成 归纳 步骤 ,就 必须 证 明 在 这 个 假定 下 
P(k 十 1) 为 真 。 

有 两 种 要 沽 虑 的 情形 ， 即 & 十 1 是 素数 和 十 1 是 合 数 。 若 & 十 1 是 素数 ， 则 立即 看 出 PC 十 
1) 为 真 。 否 则 ，& 十 1 是 合 数 并 且 可 以 写成 满足 2 二 a 二 5 十 1 的 两 个 整数 a 和 2 之 积 。 因 为 < 
和 六 是 大 于 等 于 2 并 不 大 于 的 正 整 数 ， 所 以 根据 归纳 假设 ,a 和 2 都 可 以 写成 素数 之 积 。 因 
此 ， 若 & 二 1 是 合 数 ， 则 它 可 以 写成 素数 之 积 ， 即 在 a 的 因子 分 解 中 的 那些 素数 与 在 2 的 因子 
分 解 中 的 那些 素数 之 积 。 a 


评注 ”因为 1 是 素数 之 积 ， 即 不 包含 任何 素数 的 空 积 ， 所 以 可 以 在 例 2 里 用 P(1) 作 为 

基础 步骤 来 开始 证 明 。 没 有 选择 这 样 做 是 因为 许多 人 对 此 感到 迷惑 不 解 。 

例 2 完成 了 对 算术 基本 定理 的 证 明 ， 该 定理 断言 : 每 个 非 负 整数 可 以 唯一 地 写成 以 非 降 顺 
序 排 列 的 素数 之 积 。 在 4. 3 节 里 证 明 过 整数 最 多 有 一 种 这 样 的 素 因 子 分 解 。 例 2 证明 至 少 有 一 


IF 
frames 
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种 这 样 的 分 解 。 

下 面 来 看 看 如 何 利用 强 归纳 法 证 明 : 在 一 场 游戏 中 一 个 选手 具有 获胜 的 策略 。 

例 3 考虑 一 种 游戏 ， 其 中 两 名 选手 轮流 从 两 堆 火 柴 中 的 一 堆 取 出 任意 正 整 数 的 火柴 。 取 
走 最 后 一 根 火 柴 的 选手 获胜 。 证 明 : 如 果 开 始 时 两 堆 火 柴 的 数目 相同 ， 则 第 二 名 选手 总 是 可 以 
保证 获胜 。 

解 ” 设 ? 是 每 堆 火 柴 的 数目 。 将 用 强 归 纳 法 来 证 明 PC(n)， 即 命题 ， 当 每 堆 开 始 有 nn 根 火 
此 时 ， 第 二 名 选手 可 以 获胜 。 

基础 步骤 : 当 ? 王 1 时 ， 先 拿 火 柴 的 选手 只 有 一 种 选择 ， 从 某 一 堆 中 取 走 一 根 火 柴 ， 剩 下 
一 堆 只 有 一 根 ， 第 二 名 选手 可 以 取 走 这 根 火 柴 而 获胜 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : 对 于 所 有 1 二 jk 的 ;7 来 说 ，P(j) 为 真 ， 也 就 是 说 ， 只 要 游 
戏 开 始 时 两 堆 各 有 j 根 火柴 ,其 中 1 和 7) 委 &， 第 二 名 选手 就 总 是 可 以 获胜 。 需 要 证 明 PC(k 十 1) 
为 真 ， 即 ， 开 始 时 每 堆 火 柴 都 有 十 1 根 火 柴 ， 且 在 PC))(j 二 1，2，…， 有 ) 为 真 的 条 件 下 ， 第 
二 个 选手 获胜 。 因 此 ， 现 在 假设 游戏 开始 时 两 堆 火 柴 中 都 有 & 十 1 根 火柴 ， 且 第 一 个 选手 从 其 
中 的 一 堆 中 拿 走 r(1<r<k) 根 火柴 ， 那 么 此 堆 中 剩 下 十 1 一 r 根 火 柴 。 如 果 第 二 个 选手 从 另 一 
堆 中 也 拿 走 同样 数量 的 火柴 ,那么 两 堆 火 此 中 就 都 剩 下 了 & 十 1 一 ~ 根 火 此 。 因 为 
1<k 十 1 一 rk， 使 用 归纳 假设 ,可 以 得 到 第 二 个 选手 获胜 。 注 意 如 果 第 一 个 选手 从 其 中 的 一 
堆 中 拿 走 全 部 十 1 根 火 柴 ， 那 么 第 二 个 选手 也 从 另外 一 堆 中 拿 走 全 部 火柴 ， 因 此 仍然 是 第 二 
个 选手 获胜 。 4 

如 果 用 数学 归纳 法 而 不 是 用 强 归纳 法 来 证 明 例 2 和 例 3 的 结论 ， 那 么 将 是 非常 困难 的 。 但 
是 ， 正 如 例 4 所 示 ， 有 些 结论 用 两 种 方法 证 明 都 比较 容易 。 

在 给 出 例 4 之前， 注意 只 要 对 强 归纳 法 稍 加 改变 ， 就 可 以 处 理 更 为 广泛 的 一 类 问题 。 特 别 
是 在 强 归 纳 步骤 只 对 大 于 某 个 特定 的 整数 有 效 时 ， 可 以 改变 强 归 纳 法 来 适应 这 种 情况 。 设 2 是 
一 个 固定 的 整数 ， 而 j 是 一 个 固定 的 正 整数 。 如 果 能 完成 如 下 两 个 步 又， 那么 强 归纳 法 就 可 以 
断言 : 对 所 有 n 宇 b 的 整数 而 言 ，P(n) 为 真 。 

基础 步骤 : 验证 命题 P(5)，P(5 十 1)，…，P(b 十 )) 为 真 。 

归纳 步骤 : 证 明 对 所 有 宇 b 十 j 的 整数 而 言 ，[ PC(6) PC6 十 1) 人 …AP(k)] 一 PC(k 十 1) 
为 真 。 
我 们 将 利用 这 种 变形 的 强 归纳 法 来 证 明 例 4。 这 种 变形 的 强 归 纳 法 与 强 归 纳 法 的 等 效 性 的 
证 明 留 作 练 习 28。 

例 4 证 明 : 仅 用 4 分 和 5 分 邮票 就 可 以 组 成 大 于 或 等 于 12 分 的 每 种 邮资 。 

解 ” 将 要 用 数学 归纳 法 原理 来 证 明 这 个 结果 ， 然 后 用 强 归 纳 法 证 明 。 设 P(z) 是 命题 : 可 
以 用 4 分 和 5 分 邮票 来 组 成 n 分 邮资 。 首先 使 用 数学 归纳 法 原理 。 

基础 步骤 : 可 以 用 3 个 4 分 邮票 来 组 成 12 分 邮资 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 P(k) 为 真 。 即 ， 在 归纳 假设 下 ,可 以 用 4 分 和 5 分 邮票 来 构 
成 分 邮资 。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 : 当 P(k) 为 真 时 ，P(k 十 1) 也 为 真 ， 其 中 & 之 12。 
也 就 是 说 ， 需 要 证 明 : 如 果 能 构成 分 邮资 ,那么 也 能 构成 十 1 分 邮资 。 这 样 ， 假 设 归纳 假 
设 为 真 ， 即 假设 分 邮资 能 用 4 分 和 5 分 邮票 来 构成 。 考 虑 两 种 情况 : 至 少 用 了 1 个 4 分 邮票 
和 没有 用 到 任何 4 分 邮票 。 首先 ， 至少 用 了 1 个 4 分 邮票 来 构成 分 邮资 。 于 是 可 以 用 1 个 5 
分 邮票 取而代之 来 构成 十 1 分 邮资 。 但 是 ， 如 果 丰 分 邮资 中 没有 用 到 任何 4 分 邮票 ， 则 说 明 
分 邮资 中 只 用 到 了 5 分 的 邮票 。 又 由 于 k 宇 12， 所 以 至 少 需 要 3 个 5 分 的 邮票 来 构成 这 分 邮 
资 。 因 此 ， 用 4 个 4 分 的 邮票 来 代替 3 个 5 分 的 邮票 就 可 以 构成 & 十 1 分 邮资 。 这 就 完成 了 归纳 
步骤 。 

因为 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步骤， 所 以 我 们 知道 对 所 有 的 n 宇 12，P(n) 为 真 。 即 ， 当 
n 宇 12 时 ， 就 可 以 只 用 4 分 和 5 分 邮票 来 构成 n 分 邮资 。 这 样 完 成 了 通过 数学 归纳 法 的 证 明 。 
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接 下 来 ,再 用 强 归纳 法 来 证 明 上 述 结论 。 在 该 证 明 的 基础 步骤 中 ， 要 证 明 P(12)、P(13)、 
P(14) 和 P(15) 都 为 真 ， 即 12、13、14 和 15 分 的 邮资 都 可 以 用 4 分 和 5 分 的 邮票 来 构成 。 在 
归纳 步骤， 要 证 明 : 对 k 宇 15 时 ， 如 何 从 & 一 3 分 邮资 来 得 到 十 1 分 邮资 。 

基础 步骤 : 可 以 分 别 用 3 个 4 分 的 邮票 来 构成 12 分 的 邮资 、2 个 4 分 邮票 和 1 个 5 分 邮票 
来 构成 13 分 的 邮资 、1 个 4 分 邮票 和 2 个 5 分 邮票 来 构成 14 分 的 邮资 ， 以 及 3 个 5 分 的 邮票 
来 构成 15 分 的 邮资 。 这 说 明 P(12) 、P(13)、P(14) 和 P(15) 都 为 真 。 因 此 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 : 当 12 二 ;三 & 时，P(j) 为 真 ， 其 中 是 满足 & 宇 15 的 整数 。 
为 了 完成 归纳 步骤， 假定 能 构成 7 分 的 邮资 ， 其 中 12 委 7j 委 4&。 需 要 证 明 在 此 假设 下 ，P(CR 十 1) 
为 真 ， 即 能 构成 & 十 1 分 的 邮资 。 利 用 归纳 假设 ， 可 以 假定 PC( 一 3) 为 真 ， 这 是 因为 一 3 宇 12， 
即 只 用 4 分 和 5 分 的 邮票 就 能 构成 上 一 3 分 的 邮资 。 为 了 构成 十 1 分 的 邮资 ， 只 需 对 构成 & 一 3 
分 邮资 的 邮票 中 增加 一 张 4 分 的 邮票 就 可 以 了 ， 即 已 经 证 明了 “如 朱 归 纳 假设 为 真 ， 那么 
P(E 十 1) 也 为 真 ”。 这 就 完成 了 归纳 步 又。 

因为 已 经 完成 了 强 归 纳 法 中 的 基础 步骤 和 归纳 步 又， 所 以 根据 强 归纳 法 可 知 : 对 所 有 zx 之 
12 的 整数 n，P(n) 为 真 ， 即 ， 证 明了 对 所 有 满足 不 小 于 12 分 的 邮资 ， 都 可 以 用 4 分 和 5 分 的 
邮票 来 构成 。 这 样 完 成 了 利用 加 强 归纳 法 的 证 明 。 

(除了 这 里 描述 的 方法 以 外 ， 还 有 处 理 这 个 问题 的 其 他 方法 。 读 者 能 否 找 出 不 使 用 数学 归 
纳 法 的 解答 ?) 4 


5.2.4 计算 几何 学 中 使 用 强 归 纳 法 

下 一 个 强 归纳 法 的 例子 来 自 计 算 几 何 学 。 计 算 几 何 学 是 离散 数学 的 一 部 分 ， 它 涉及 几何 对 
” 象 的 计算 问题 。 计 算 几 何 广泛 应 用 于 计算 机 图 形 学 、 计 算 机 游戏 、 机 器 人 技术 、 科 学 计算 ， 以 
及 许多 其 他 领域 。 在 给 出 结论 之 前 ， 先 介绍 一 些 术 语 ， 这 些 术语 在 以 往 学 过 的 几何 学 中 可 能 已 


经 遇 到 过 了 。 
多 边 形 是 一 个 封闭 的 图 形 ， 它 是 由 一 系列 叫做 边 的 线段 ss ，s,，…，5s, 所 构成 的 。 图 形 中 
每 一 对 相 邻 的 边 5; 和 js (= 王 1，2，…，7 一 1) 以 及 最 后 一 条 边 s, 和 第 一 条 边 s， 都 相交 于 一 个 


公共 的 端点 ， 称 其 为 顶点。 如 果 两 条 不 相 邻 的 边 没有 交点 ， 则 称 该 多 边 形 为 简单 多 边 形 。 每 个 
简单 多 边 形 都 把 整个 平面 划分 为 两 个 区 域 : 内 部 区 域 和 外 部 区 域 ， 内 部 区 域 是 由 曲线 内 部 的 点 
构成 的 ， 外 部 区 域 是 由 曲线 外 部 的 点 构成 的 。 后 一 个 事实 的 证 明 相 当 复 杂 ， 它 是 著名 的 乔丹 
(Jordan) 曲 线 定理 的 一 种 特殊 情况 ， 该 定理 告诉 我 们 : 每 一 条 简单 曲线 都 把 平面 划分 成 两 个 区 
域 。 例 如 ， 参 见 LOr00] 。 

如 果 连 接 多 边 形 内 部 任意 两 点 的 线段 都 整个 包含 在 该 多 边 形 内 ， 则 称 该 多 边 形 是 凸 的 。 
(不 是 凸 多 边 形 的 多 边 形 称 为 非 凸 的 .) 图 1 给 出 了 4 个 多 边 形 ， 其 中 图 1a 和 图 1b 是 凸 的 ， 而 图 
lc 和 图 1d 是 非 凸 的 。 简 单 多 边 形 的 对 角 线 是 连接 多 边 形 两 个 不 相 邻 顶点 的 线段 ， 如 果 一 条 对 
角 线 除了 两 个 端点 外 ， 整 个 包含 在 多 边 形 内 部 ， 则 称 该 对 角 线 为 内 部 对 角 线 。 例 如 ， 在 多 边 形 
1d 中 ， 连 接 a 和 的 线段 是 一 条 内 部 对 角 线 ， 而 连接 a 和 d 的 线段 是 对 角 线 ， 但 不 是 内 部 对 
角 线 。 


a a 8 
a d a r SN 
2 Yi 
b 
b 

pf > 
af 是 内 部 对 角 线 
b c c d b d c ad 不 是 内 部 对 角 线 
a) b) c) 


d 
1 凸 多 边 形 与 非 凸 多 边 形 
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计算 几何 学 中 最 基本 的 操作 之 一 ， 是 通过 加 入 不 相交 的 对 角 线 把 一 个 简单 多 边 形 划分 成 多 
个 三 角形 ， 这 个 过 程 叫做 三 角形 化 。 注 意 一 个 简单 
多 边 形 可 以 有 许多 不 同 的 三 角形 划分 ， 如 图 2 所 
示 。 计 算 几 何 学 中 最 基本 的 事实 或 许 就 是 下 面 的 定 
理 1 所 叙述 的 : 每 个 简单 多 边 形 都 可 以 三 角形 化 。 
此 外 ， 定 理 1 还 告诉 我 们 : 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 
形 的 任何 一 种 三 角形 化 ， 都 包含 n 一 2 个 三 角形 。 

EEE 到 有 具有 ?条 边 的 简单 多 边 形 能 够 被 三 角 
形 化 为 n 一 2 个 三 角形 ， 其 中 妹 是 大 于 等 于 3 的 
整数 。 

结论 看 起 来 似乎 很 明显 : 通过 不 断 加 入 内 部 对 
角 线 ， 就 可 以 将 一 个 简单 多 边 形 三 角形 化 。 因 此 ， 用 强 归 纳 法 证 明 该 定理 似乎 很 有 希望 。 然 
而 ， 这 种 证 明 却 需要 如 下 一 个 关键 的 引 理 。 

每 个 简单 的 至 少 四 边 的 多 边 形 都 存在 一 条 内 部 对 角 线 。 

尽管 引 理 1 看 起 来 非常 简单 ， 但 证 明 起 来 却 非常 困难 。 事 实 上 ， 就 在 30 年 以 前 ， 曾 经 有 
许多 被 认为 是 正确 而 其 实 是 不 正确 的 证 明 ， 它 们 经 常 出 现在 教科 书 或 文章 中 。 先 用 引 理 1 证 明 
定理 1， 然 后 再 证 明 引 理 1， 这 在 证 明定 理 时 是 一 种 常见 手法 。 

证 (定理 1) 用 强 归 纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 设 T(n) 是 命题 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 形 能 够 
被 三 角形 化 为 2 一 2 个 三 角形 。 

基础 步骤 : T(3) 为 真 ， 因 为 具有 三 条 边 的 多 边 形 是 一 个 三 角形 。 不 需要 对 一 个 三 角形 加 
和 人 任何 对 角 线 。 该 三 角形 已 经 被 三 角形 化 了 ， 即 它 自 身 。 因 此 ， 对 于 简单 多 边 形 n= 二 3 可 以 分 
为 2 一 2 一 3 一 2 一 1 个 三 角形 。 

归纳 步骤 : 关于 归纳 假设 ， 假 定 对 所 有 3 委 7 委 & 的 7 而 言 ，T(j) 为 真 。 也 就 是 说 ， 假 定 只 
要 3 委 ) 委 &， 就 能 将 具有 7 条 边 的 简单 多 边 形 三 角形 化 为 7 一 2 个 三 角形 。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 
必须 证 明 : 当归 纳 假设 为 真 时 ，T(k 十 1) 为 真 ， 也 就 是 说 ， 具 有 十 1 条 边 的 任意 简单 多 边 形 都 
能 被 三 角形 化 为 (& 十 1) 一 2 一 & 一 1 个 三 角形 。 

因此 ， 假 定 有 一 个 具有 & 十 1 条 边 的 简单 多 边 形 P。 因 为 十 1 三 4， 所 以 由 引 理 1，P 中 存 
在 一 条 内 部 对 角 线 ab。 现 在 ，ab 将 P 分 成 了 两 个 简单 多 边 形 Q 和 R， 且 QQ 有 ;条 边 ，R 有 t 条 
边 。Q 和 R 的 边 都 是 P 的 边 ， 还 有 一 条 边 ab， 它 是 Q@ 和 R 的 公共 边 。 注 意 由 于 Q 和 RR 都 至 少 
比 P 少 一 条 边 ( 因 为 它们 都 是 由 了 通过 去 掉 至 少 两 条 边 ， 同 时 增加 了 对 角 线 ab 而 形成 的 )， 因 
此 有 3 三 sk 和 3 二 tk。 此 外 ，P 的 边 数 比 Q 和 尺 的 边 数 之 和 少 两 条 ， 因 为 P 的 每 条 边 要 人 么 
是 Q 的 一 条 边 ， 要 么 是 RR 的 一 条 边 , 但 不 能 既是 Q 的 一 条 边 又 是 R 的 一 条 边 ， 而 对 角 线 ab 是 
Q 和 尺 的 一 条 公共 边 ， 但 却 不 是 也 的 一 条 边 。 即 ，& 十 1 一 * 十 :一 2。 

根据 归纳 假设 ， 由 于 3 三 sk 和 3 二 i 都 成 立 ， 所 以 可 以 将 Q 和 尺 分别 三 角形 化 为 一 2 
个 和 :一 2 个 三 角形 。 其 次 ,注意 Q 和 尺 的 三 角形 化 合 在 一 起 构成 了 P 的 一 个 三 角形 化 。( 在 Q 
和 尺 中 加 入 的 每 个 对 角 线 都 是 P 的 一 条 对 角 线 。) 因 此 ， 可 以 将 P 三 角形 化 为 总 数 为 (s 一 2) 十 
(1 一 2) 二 s 十 t 一 4 二 (十 1) 一 2 个 三 角形 。 这 就 完成 了 强 归 纳 法 的 证 明 。 即 已 经 证 明了 ; 具有 
条 边 的 简单 多 边 形 能 够 被 三 角形 化 为 n 一 2 个 三 角形 ， 其 中 n 宇 3。 4 

下 面 再 来 证 明 引 理 1。 这 里 给 出 由 Chung-Wu Ho 所 发 表 的 证 明 LHo75]j。 注 意 尽 管 这 个 证 
明 可 以 忽略 ， 且 不 会 影响 学 习 的 连续 性 ， 但 该 证 明说 明 的 问题 是 : 一 个 看 起 来 非常 明显 的 结 
论 ， 证 明 起 来 有 时 是 多 么 困难 。 

证 ”假设 已 是 平面 上 画 出 的 一 个 简单 多 边 形 。 另 外 ， 设 2 是 已 上 或 已 内 的 一 点 ， 该 点 是 z 
坐标 最 小 的 顶点 中 y 坐标 最 小 的 一 点 。 于 是 ，2 一 定 是 书 的 一 个 项 点， 因为 如 果 2 是 己 的 一 
内 部 点 ， 那 么 已 中 将 存在 一 个 项 点， 其 工 坐标 比 2 的 z 坐标 还 小 。 设 另外 两 个 顶点 & 和 * 与 5 


一 由 7 条 边 构成 的 简单 


化 ， 分 别 由 虚线 和 点 
线 表示 





图 2 多 边 形 的 三 角形 化 
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是 邻接 点 ， 于 是 由 ab 和 bc 所 构成 的 P 内 的 角 必 小 于 180"( 否 则 ，P 中 必 有 一 点 ， 其 z 坐标 要 
比 5 的 坐标 还 小 ) 。 

现在 设 工 是 三 角形 人 Aatpc。 如 果 己 中 没有 顶点 在 IT 上 或 工 内 ， 那 么 可 以 连接 ac 而 得 到 一 
条 内 部 对 角 线 。 男 一 方面 ， 如 果 P 中 有 顶点 在 内， 那么 可 以 找到 PP 的 一 个 顶点 p， 它 在 T 
上 或 在 T 内 ,使 得 5b, 是 一 条 内 部 对 角 线 。( 这 是 个 难点 ，Ho 曾 注 释 过 : 在 许多 已 发 表 的 该 引 
理 的 证 明 中 ， 这 样 的 顶点 p 是 可 以 找到 的 ， 只 要 b, 不 一 定 非得 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 就 行 ， 
见 练习 21。) 问 题 的 关键 是 选择 一 个 顶点 p， 使 得 人 bap 最 小 。 为 了 说 明 能 做 到 这 点 ， 注 意 从 a 
点 出 发 经 过 p 点 的 射线 必 与 线段 bc 相交 于 一 点 ， 比 如 说 相交 于 g 点 。 于 是 人 Abad 内 部 不 可 能 含 
有 P 中 的 任何 项 点 。 因 此， 可 以 连接 5b 和 zp 而 形成 P 的 一 条 内 部 对 角 线 。 图 3 给 出 了 zp 点 位 置 
的 说 明 。 4 


7 是 三 角形 人 Aabc 
P 是 7 内 P 的 顶点 ， 使 得 和 bap 最 小 
bp 必定 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 





图 3 在 简单 多 边 形 中 建立 一 条 内 部 对 角 线 


5.2.5 利用 良 序 性 证 明 

数学 归纳 法 原理 和 强 归纳 法 的 有 效 性 源 于 整数 集合 的 基本 公理 一 一 良 序 性 公理 ( 见 附录 
A)。 良 序 性 公理 断言 : 任意 一 个 非 空 的 非 负 整数 集合 都 有 最 小 元 素 。 我 们 将 会 看 到 ， 良 序 性 
公理 是 怎样 直接 应 用 于 证 明 中 的 。 此 外 ， 可 以 证 明 : 良 序 性 公理 、 数 学 归纳 法 原理 以 及 强 归纳 
法 之 间 是 等 价 的 。 也 就 是 说 ， 给 定 三 种 技巧 中 的 任何 一 种 ， 其 有 效 性 都 可 以 用 另外 两 种 技巧 中 
的 任何 一 种 来 证 明 。 在 5.1 节 中 ， 我 们 曾 证 明 过 和 良 序 性 公理 蕴含 着 数学 归纳 法 原理 ， 关 于 它们 
等 价 性 的 另 一 半 证 明 ， 在 本 节 最 后 留 作 练 习 ， 见 练习 31、42 和 43。 

良 序 性 公理 ”任意 一 个 非 空 的 非 负 整 数 集合 都 有 最 小 元 素 。 

良 序 性 公理 经 常 可 以 直接 应 用 于 证 明 中 。 

例 5 用 良 序 性 证 明 整 除 算法 。 整 除 算法 说 : 若 “ 是 整数 且 a 是 正 整数 ， 则 存在 唯一 的 整 
数 g 和 7r 满足 0 二 r+r<d 和 a 王 da 十 ~。 

解 设 S 是 形 如 a 一 dq 的 非 负 整数 的 集合 ， 其 中 g 是 整数 。 这 个 集合 非 空 ， 因 为 一 dg 可 
以 任意 大 ( 取 9 是 绝对 值 很 大 的 负 整 数 )。 根 据 良 序 性 ，S 有 最 小 元 + 二 a 一 dgq。。 

整数 7 非 负 且 r 二 4。 若 不 是 这 样 ， 则 S 里 存在 更 小 的 非 负 整数 ， 即 a 一 d(g, 十 1)。 为 了 看 
出 这 一 点 ,假设 + 宇 4。 因 为 a 二 dqo 十 r， 所 以 a 一 d(gqo 十 1) 二 (a 一 dqo) 一 d 二 +r 一 d 宇 0。 因此 ， 
存在 满足 0 过 r=<4 的 整数 r 和 ga。 证 明 g 和 都 是 唯一 的 ， 留 给 读者 作为 练习 37。 4 

例 6 在 一 种 主客 场 循 环 赛 中 ， 每 个 选手 与 其 他 每 个 选手 恰好 比赛 一 次 并 且 每 次 比赛 分 出 
胜 负 。 所 谓 选 手 p, ，ps，…，p, 形成 回路 ， 就 是 p, 战胜 p，ps 战胜 p3，…，p。-1 战 胜 p,， 
pm 战胜 p，。 用 良 序 性 公理 证 明 : 如 果 在 主客 场 循 环 赛 的 选手 中 存在 长 度 为 m(m 宇 3) 的 回路 ， 
则 必定 存在 这 些 选手 中 三 个 选手 的 回路 。 

解 ” 假 设 不 存在 三 个 选手 的 回路 。 因 为 在 主客 场 循 环 赛 中 至 少 有 一 个 回路 ， 所 以 存在 长 度 
为 地 的 回路 的 所 有 正 整数 ”的 集合 是 非 空 的。 根据 良 序 性 ， 这 个 正 整 数 集合 有 最 小 元 &， 假 设 
& 必定 大 于 3。 因此， 存在 选手 回路 p,，p;，p;，…，p 并 且 不 存在 更 短 的 回路 。 
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现在 假设 不 存在 这 些 选 手中 三 个 选手 的 回路 ， 所 以 &>>3。 考 虑 这 个 回路 的 前 三 个 元 素 户 ， 
pP:，ps。 在 pi 与 ps 之 间 的 比赛 有 两 种 可 能 的 结果 。 如 果 p， 战胜 p,， 那 么 p,，p;，ps 就 是 长 
度 为 3 的 回路 ， 与 不 存在 三 个 选手 的 回路 的 假设 相 矛 盾 。 因 此， 必定 是 访 战胜 p;。 这 意味 着 


可 以 从 回路 pl ，p;，p;，…，p; 中 忽略 ps 来 获得 长 度 为 & 一 1 的 回路 pi», ps; Psi, *, prs 
与 最 短 回路 长 度 为 的 假设 相 矛 盾 。 结 论 是 必定 存在 长 度 为 3 的 回路 。 4 
练习 


1. 用 强 归纳 法 证 明 : 如 果 你 能 跑 一 英里 或 两 英里 ， 且 如 果 你 能 跑 一 个 特定 的 英里 数 ， 那 你 就 还 能 多 跑 两 
英里 ,证 明 你 能 跑 任 意 的 英里 数 。 

2. 用 强 归纳 法 证 明 : 如 果 你 知道 排列 着 无 限 长 的 多 米 诺 骨 有 牌 中 的 前 3 个 会 倒 下 ， 且 如 果 1 个 多 米 诺 骨 有 牌 
倒 下 ， 那 么 排 在 它 后 面 的 3 个 骨牌 也 会 倒 下 ,证 明 所 有 的 多 米 诺 骨牌 都 会 倒 下 。 

3. 设 P(n) 是 命题 一 份 n 分 邮资 可 以 只 用 3 分 和 5 分 的 邮票 来 构成 。 此 练习 简 述 了 用 强 归 纳 法 证 明 对 
7 之 8，P(7z) 为 真 时 的 要 点 。 

a) 证 明 P(8)、P(9) 和 P(10) 为 真 ， 从 而 完成 基础 步骤 的 证 明 。 
b) 证 明 中 的 归纳 假设 是 什么 ? 

©) 在 归纳 步骤 需要 证 明 什么 ? 

d) 对 k 宇 10， 完 成 归纳 步 又 。 

e) 解 释 为 什么 上 述 步 又 证 明了 : 只 要 n 宇 8， 命 题 就 为 真 。 

4. 设 P(n) 是 命题 ， 一 份 n 分 邮资 可 以 只 用 4 分 和 7 分 的 邮票 来 构成 。 此 练习 简 述 了 用 强 归 纳 法 证 明 对 

n 宇 18，P(n) 为 真 时 的 要 点 。 
a) 证 明 P(18)、P(19)、P(20) 和 P(21) 为 真 ， 从 而 完成 基础 步 又 的 证 明 。 
b) 证 明 中 的 归纳 假设 是 什么 ? 
©) 在 归纳 步骤 需要 证 明 什么 ? 
gd) 对 k 宇 21， 完 成 归纳 步骤 。 
e) 解 释 为 什么 上 述 步骤 证 明了 : 只 要 n 宇 18 时 ,命题 就 为 真 。 
5. a) 确 定 只 用 4 分 和 11 分 的 邮票 可 以 构成 多 少数 量 的 邮资 。 
b) 用 数学 归纳 法 原理 证 明 你 对 a) 的 回答 。 注 意 必须 明确 陈述 归纳 步骤 中 的 归纳 假设 。 
©) 用 强 归 纳 法 证 明 你 对 a) 的 回答 。 在 该 证 明 中 ， 归 纳 假设 与 用 数学 归纳 法 原理 证 明 中 的 归纳 假设 有 什 
么 不 同 ? 
6. a) 确 定 只 用 3 分 和 10 分 的 邮票 可 以 构成 多 少数 量 的 邮资 。 
b) 用 数学 归纳 法 原理 证 明 你 对 a) 的 回答 。 注 意 必须 明确 陈述 归纳 步骤 中 的 归纳 假设 。 
c) 用 强 归 纳 法 证 明 你 对 a) 的 回答 。 在 该 证 明 中 ， 归 纳 假设 与 用 数学 归纳 法 原理 证 明 中 的 归纳 假设 有 什 
么 不 同 ? 

7. 只 用 2 美元 和 5 美元 的 钞票 可 以 构成 多 少数 量 的 钱 ? 用 强 归纳 法 证 明 你 的 回答 。 

8. 假设 商店 提供 面额 为 25 美元 和 40 美元 的 礼券 ， 确 定 用 这 些 礼券 可 以 构成 多 少 可 能 的 总 量 。 用 强 归 纳 
法 证 明 你 的 回答 。 

* 9. 用 强 归 纳 法 证 明 V2 是 无 理 数 。[ 提 示 : 设 P(z) 是 命题 : 对 任意 正 整数 0，V2 尖 zx/p。] 

10. 假设 一 种 巧克力 棒 由 排列 成 长 方形 的 个 方块 组 成 。 整 个 棒 或 棒 的 较 小 的 长 方形 块 可 以 沿 着 分 隔 方 
块 的 垂直 线 或 水 平 线 折 断 。 假 设 一 次 只 能 折断 一 块 ， 确 定 为 了 把 整个 棒 折 断 成 对 个 分 开 的 方块 ， 必 
须 先 后 折断 多 少 次 。 用 强 归 纳 法 证 明 你 的 答案 。 

11. 考虑 Nim 游戏 的 如 下 变种 。 这 个 游戏 从 寻根 火柴 开始 。 两 名 选手 轮流 取 走 火柴 ， 每 次 取 一 根 、 两 根 
或 三 根 。 取 走 最 后 一 根 火柴 的 选手 落 败 。 用 强 归 纳 法 证 明 : 如 果 每 名 选手 按照 最 好 可 能 的 策略 来 玩 游 
戏 ， 那么 若 对 于 某 个 非 负 整 数 j 来 说 ，n 二 47、 条 十 2 或 条 十 3 时 ， 则 第 一 名 选手 获胜 ， 而 在 n= 二 4j 十 1 
的 其 他 情形 下 第 二 名 选手 获胜 。 

12. 用 强 归 纳 法 证 明 : 任意 正 整 数 n 都 可 以 写成 2 的 不 同 窒 次 之 和 ， 即 可 以 写成 整数 的 一 个 子 集 2" 二 1、 
2! 二 2、2? 二 4 等 的 和 。[ 提 示 : 对 归纳 步 又， 分 别 考虑 & 十 1 是 偶数 和 奇数 时 的 情况 。 当 & 十 1 是 偶数 
时 ， 注 意 (& 十 1)/2 是 整数 。] 


* 13. 拼 板 游戏 是 将 拼 板 相继 拼 在 一 起 而 形成 一 块 。 每 一 步 都 将 一 片 拼 板 拼 到 块 上 去 或 者 将 两 块 拼 接 在 一 起 。 


14. 


15. 


* 16. 


17。 


# 18. 


* 1. 


用 强 归纳 法 证 明 : 无 论 采 用 什么 样 的 步骤 ， 要 拼 成 n 片 拼 板 的 一 块 ， 都 恰好 需要 n 一 1 步 才能 完成 。 
假设 从 一 堆 n 块 石头 开始 ， 通 过 连续 地 把 一 堆 石 头 分 成 较 小 的 两 堆 石 头 ， 把 开始 的 这 堆 石 头 分 成 
堆 ， 每 堆 只 有 1 块 石头 。 每 次 分 开 一 堆 石头 时 ， 就 把 所 分 出 的 较 小 的 两 堆 石头 的 数目 相 乘 ， 即 如 果 
分 出 的 这 两 堆 分 别 有 > 和 s 块 石头 ， 则 计算 出 rs。 证 明 : 无 论 如 何 分 这 些 堆 ， 每 一 步 计算 出 来 的 乘积 
之 和 等 于 n(n 一 1)/2。 

证 明 : 在 1.8 节 例 12 的 生食 游戏 中 ， 如 果 初 始 格子 是 方形 ， 那 么 第 一 选手 具有 一 个 获胜 的 策略 。[ 提 
示 : 用 强 归纳 法 证 明 下 面 的 策略 是 有 效 的 。 第 一 步 ， 第 一 个 选手 咬 掉 除了 左边 和 上 边 以 外 的 所 有 饼 
干 。 在 接 下 来 的 步骤 中 ， 当 第 二 个 选手 咬 掉 上 边 或 左边 的 饼干 以 后 ， 第 一 个 选手 分 别 在 左边 或 上 边 
以 相同 的 相对 位 置 咬 掉 饼干 。] 

证 明 : 在 1.8 节 例 12 的 蚕食 游戏 中 ， 如 果 初 始 格子 是 两 个 方形 ， 即 台子 是 2Xz 的 格子 ， 那 么 第 一 选 
手 具 有 获胜 的 策略 。[ 提 示 : 用 强 归纳 法 证 明 。 第 一 个 选手 的 第 一 步 应 该 先 咬 掉 最 底层 最 右 端 的 那 块 
饼干 。] 

用 强 归纳 法 证 明 : 如 果 对 一 个 具有 4 条 边 的 简单 多 边 形 进行 三 角形 化 ， 那 么 三 角形 化 时 至 少 有 两 个 
三 角形 都 有 两 条 边 是 该 多 边 形 的 外 部 边界 。 

用 强 归 纳 法 证 明 : 当 把 一 个 具有 相 邻 顶点 ww，vs，…，w 的 凸 多 边 形 P 三 角形 化 为 n 一 2 个 三 角形 
时 ， 这 n 一 2 个 三 角形 可 以 编号 为 ]，2，…，n 一 2， 使 得 对 i 二 1，2，…，n 一 2， 都 有 wv 是 三 角形 的 
一 个 顶点 。 

Pick 定理 断言 : 平面 上 顶点 都 在 格 点 上 ( 即 顶点 都 具有 整数 坐标 ) 的 简单 多 边 形 的 面积 等 于 I(P) 十 
B(P)/2 一 1， 其 中 I(P) 和 BCP) 分 别 是 PP 内 和 P 的 边界 上 格 点 的 个 数 。 利 用 强 归纳 法 证 明 关于 PP 的 
顶点 数 来 证 明 Pick 定理 。[ 提 示 : 关于 基础 步骤 ， 首 先 对 矩形 证 明定 理 成 立 ， 然 后 对 直角 三 角形 证 明 
定理 成 立 ， 最 后 注意 到 : 一 个 三 角形 区 域 是 由 包含 该 三 角形 在 内 的 一 个 较 大 的 和 矩形 区 域 减 去 至 多 三 
个 角形 区 域 所 得 到 的 结果 。 关 于 归纳 步骤 ， 利 用 引 理 1 即 可 。] 


*x 20. 设 忆 是 简单 多 边 形 ， 其 顶点 分 别 为 wm， 也 ，…，zu， 相 邻 顶点 之 间 都 有 一 条 边 ， 且 mm 和 vw, 之 间 也 有 


2 


jt 


一 条 边 。 如 果 连 接 ~ 的 两 个 邻接 的 线段 是 该 简单 多 边 形 的 一 条 内 部 对 角 线 ， 则 称 顶 点 v; 是 一 只 耳 
采 。 如 果 具 有 耳 条 v; 和 它 的 两 个 邻接 顶点 所 构成 的 三 角形 内 部 与 耳 打 vw; 和 它 的 两 个 邻接 顶点 所 构成 
的 三 角形 内 部 不 相交 ， 则 称 耳 条 v: 和 耳 采 是 不 重叠 的 。 证明 : 任何 具有 至 少 4 个 顶点 的 简单 多 边 
形 都 具有 至 少 两 只 不 重合 的 耳 朱 。 


. 在 引 理 1 的 证 明 中 曾 提 到 过 : 关于 寻找 顶点 p， 使 得 线段 5, 是 已 的 一 条 内 部 对 角 线 的 许多 不 正确 的 


方法 也 都 得 到 了 发 表 。 该 练习 给 出 了 一 些 错误 证 明 中 选择 p 的 方法 。 考 虑 下 图 所 示 的 两 个 多 边 形 ， 
证 明 对 如 下 每 种 关于 p 的 错误 选择 ， 线 段 om 不 一 定 是 P 的 一 条 内 部 对 角 线 。 

a)p 是 P 的 满足 角 和 人 abp 最 小 的 顶点 。 

b)p 是 P 的 具有 最 小 xz 坐标 (6 除外) 的 顶点 。 

pp 是 P 的 与 5 距离 最 近 的 顶点 。 


练习 22 和 23 给 出 了 归纳 载 人 可 用 于 证 明 计 算 几 何 学 中 一 些 结论 的 例子 。 


* 22。 


23. 


* 24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


* 30. 
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设 P(Co) 是 命题 : 当 不 相交 的 对 角 线 画 于 具有 ?条 边 的 凸 多 边 形 内 部 时 ， 多 边 形 中 至 少 有 两 个 顶点 不 

是 这 些 对 角 线 的 端点 。 

a) 证 明 : 当 利用 强 归纳 法 对 所 有 大 于 等 于 3 的 整数 nn 证明 P(n) 为 真 时 ， 归 纳 步骤 是 行 不 通 的 。 

b) 证 明 : 可 以 用 强 归纳 法 证 明 更 强 的 断言 对 7n 宇 4，Q(n) 为 真 。 其 中 Q(n) 是 命题 当 不 相交 的 对 角 
线 画 于 具有 ?条 边 的 西 多 边 形 内 部 时 ， 至 少 有 两 个 不 相 邻 的 顶点 不 是 这 些 对 角 线 的 端点 。 从 而 也 
就 证 明了 P(n) 为 真 。 

设 E(n) 是 命题 对 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 形 三 角 化 时 ， 这 些 三 角形 中 至 少 有 一 个 三 角形 的 两 条 边 都 

是 多 边 形 的 外 部 边界 。 

a) 解 释 当 使 用 强 归 纳 法 证 明 对 所 有 大 于 等 于 4 的 整数 证 明 巨 (n) 为 真 时 ,会 陷 人 困难 境地 。 

b) 证 明 可 以 用 强 归纳 法 证 明 更 强 的 断言 : 对 所 有 n 宇 4，T(n) 为 真 。 其 中 T(z) 是 命题 : 对 简单 多 边 形 
的 任何 三 角 化 时 ， 这 些 三 角形 中 至 少 有 两 个 三 角形 的 两 条 边 都 是 多 边 形 的 外 部 边界 。 

在 3.1 节 练习 60 的 说 明 中 定义 的 稳定 指派 称 为 一 个 最 佳 配对 ， 如 果 不 存在 这 样 的 稳定 指派 : 一 个 求 

婚 者 与 一 个 他 喜欢 的 被 追求 者 配 成 了 一 对 。 用 强 归纳 法 证 明 : 延期 接纳 算法 对 求婚 者 将 产生 一 个 最 

佳 稳定 指派 。 

设 P(z) 是 命题 函数 。 确 定 对 哪些 正 整数 n， 命题 P(n) 必 为 真 ， 验 证 你 的 答案 ， 如 果 

a)P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整 数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 P(n 十 2) 为 真 。 

b)P(1) 和 PC(2) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整 数 n， 如 果 PC(n) 和 PCn 十 1) 为 真 ， 那么 PCn 十 2) 为 真 。 

c)P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 P(2n) 为 真 。 

d)P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 正 整 数 n， 如 果 PC(n) 为 真 ， 那么 Pln 十 1) 为 真 。 

设 Pln) 是 命题 函数 。 确 定 对 哪些 非 负 整数 xn， 命题 P(n) 必 为 真 ， 如 果 

a) P(0) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整数 n， 如 果 PCn) 为 真 ， 那么 Pln 十 2) 为 真 。 

b) P(0) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 Pln 十 3) 为 真 。 

c)P(0) 和 P(1) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整数 n， 如 果 P(n) 和 P(n 十 1) 为 真 , 那么 PCn 十 2) 为 真 。 

d)P(0) 为 真 ; 对 所 有 的 非 负 整 数 n， 如 果 P(n) 为 真 ， 那么 Pln 十 2) 和 P(n 十 3) 为 真 。 

证 明 如 果 命 题 : 对 无 限 多 的 正 整 数 nP(n) 为 真 ， 且 对 所 有 正 整 数 nPCn 十 1) 一 P(n) 为 真 ， 那么 ， 对 

所 有 正 整 数 nP(n) 为 真 。 

设 5 是 一 个 固定 的 整数 ，j 是 一 个 固定 的 正 整 数 。 证 明 : 如 果 对 所 有 正 整 数 k 宇 6 十 j， 都 有 P(5)， 

P(65 十 1)，…，P(5 十 门 为 真 ， 上 且 [P(6) 和 PCb 十 1) 人 …AP(k)]>PCk 十 1) 为 真 (k 宇 6b 十 j)) ， 则 对 所 n 宇 

5b 的 整数 n，P(n) 为 真 。 

下 面 强 归纳 法 的 “证 明 ” 有 什么 错误 ? 

“定理 ”:， 对 所 有 非 负 整数 n, 都 有 5Xn=0。 

基础 步骤 : 550=0,。 

归纳 步骤 : 假设 对 所 有 满足 0j<<&k 的 非 负 整数 ; ,都 有 57 二 0。 设 二 1=i 十 j， 其 中 i、j 都 是 小 于 

k 十 1 的 自然 数 。 根 据 归纳 假设 有 54 十 1)==5(i 十 站 = 二 5i 十 5j 二 0 十 0 二 0。 

找 出 下 列 “ 证 明 ” 的 错误 : 当 a 是 非 零 实数 时 ， 对 所 有 非 负 整 数 n 来 说 ， 有 a" 二 1。 

基础 步骤 : 根据 a? 的 定义 ，a" 二 1 为 真 。 

归纳 步骤 : 假定 对 满足 jk 的 所 有 非 负 整数 j 来 说 ， a’ 二 1。 

注意 


通过 证 明 从 良 序 性 公理 得 出 强 归纳 法 来 证 明 强 归纳 法 是 有 效 的 证 明 方 法 。 

找 出 下 面 “ 证 明 ” 中 的 瑕 羔 : 任意 大 于 等 于 3 分 的 邮资 都 可 以 只 用 3 分 和 4 分 的 邮票 来 构成 。 

基础 步骤 : 可 以 只 用 一 张 3 分 的 邮票 来 构成 3 分 的 邮资 ， 只 用 一 张 4 分 的 邮票 来 构成 4 分 的 邮资 。 
归纳 步骤 : 假设 对 所 有 满足 jk 的 非 负 整数 ) ， 只 用 3 分 和 4 分 的 邮票 就 能 构成 7 分 的 邮资 。 那 么 就 
可 以 通过 用 一 张 4 分 的 邮票 代替 一 张 3 分 的 邮票 ， 或 通过 用 三 张 3 分 的 邮票 代替 两 张 4 分 的 邮票 来 构 
成 & 十 1 分 的 邮资 。 

证 明 :; 如 果 能 够 证 明 如 下 命题 ， 那 么 就 可 以 证 明 : 对 所 有 的 正 整 数 z 和 有 &，P(Cz，A&) 为 真 。 
a)P(1，1) 为 真 ， 且 对 所 有 的 正 整 数 n 和 上 ，P(ln，k) 一 [Pln 十 1，k) 人 Pl(n，k 十 1) ] 为 真 。 


34. 


* 35, 


x 36. 


37, 


38. 


#39: 


40. 


x* 41. 
x* 42. 
* 43. 


5 
5. 


的 
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b) 对 所 有 的 正 整 数 k，P(1，k) 为 真 ， 且 对 所 有 的 正 整 数 n 各 ，Pln，k) 一 Pln 十 1，k) 为 真 。 
C0) 对 所 有 的 正 整 数 n，P(l(n，1) 为 真 ， 且 对 所 有 的 正 整 数 n 和 上 ，Pln，k) 一 Pl(n，k 十 1) 为 真 。 
证 明 : 对 所 有 的 正 整 数 n 和， 


nn 


>7710T+T1DG 二 2)…G 十 一 1) = i Dm nm EEF 1) 


[提示 : 利用 练习 33 中 的 技巧 。] 

证 明 : 若 aa，a ，…，an 是 nn 个 不 同 的 实数 ， 则 无 论 在 它们 的 乘积 中 插入 多 少 对 括号 ,计算 这 个 

数 之 积 都 要 使 用 一 1 次 乘法 。[ 提 示 : 利用 强 归纳 法 并 且 考 虑 最 后 一 次 的 乘法 。] 

良 序 性 可 以 用 来 证 明 : 两 个 正 整 数 有 唯一 的 最 大 公 因 子 。 设 4 和 2 都 是 正 整数 ， 设 S 是 形 如 as 十 bt 

的 正 整数 的 集合 ， 其 中 * 和 + 都 是 正 整数 。 

a) 证 明 : 驴 非 堂 。 

b) 用 良 序 性 证 明 : S 有 最 小 元 ce。 

c) 证 明 : 车 4 是 a 和 2 的 公 因 子 ， 则 d 是 c 的 因子 。 

dd) 证 明 : c|a 和 c 15。[ 提 示 : 首先 假定 cha。 则 a 二 gc 十 +-， 其 中 0 二 r 过 ec。 证 明 rES， 这 与 对 c 的 选 
择 相 矛盾 。] 

e) 从 c) 和 d) 得 出 : a 和 2 的 最 大 公 因 子 存在 。 通 过 证 明 两 个 正 整数 的 最 大 公 因 子 是 唯一 的 来 完成 
证 明 。 

设 < 是 一 个 整数 ，d 是 一 个 正 整数 。 证 明 : 满足 a 二 dg 十 r 及 0 过 r=<d 的 整数 g 和 + 是 唯一 的 。g 和 

的 存在 性 已 在 例 5 中 证 明 过 了 。 

用 数学 归纳 法 证 明 : 具有 偶数 个 格子 且 去 掉 了 一 个 黑 格 和 一 个 白 格 的 矩形 棋盘 可 用 多 米 诺 骨 牌 覆盖 。 

你 能 用 良 序 性 证 明 下 面 的 命题 吗 ?“ 每 一 个 正 整数 都 可 以 用 不 超过 15 个 英语 单词 来 描述 ”。 

假定 这 些 词 取 自 某 个 特定 的 英语 词典 。[ 提 示 : 假如 存在 正 整数 ， 它 们 不 能 用 不 超过 15 个 英语 单词 

来 描述 。 那 么 ， 根 据 良 序 性 公理 ， 不 能 用 不 超过 15 个 英语 单词 来 描述 的 最 小 整数 是 存在 的 。] 

用 良 序 性 证 明 : 若 x 和 y 是 满足 z=y 的 实数 ， 则 存在 有 理 数 7 满足 z 二 r 二 y。[ 提 示 : 证 明 存在 正 整 

数 A 满足 A 二 1/(y 一 z)。 然 后 通过 考虑 数 |zj] 十 j/A， 其 中 j 是 正 整数 ， 来 证 明 存 在 有 理 数 > 具有 介 

于 zx 和 yy 之 间 的 分 母 A。] 

证 明 : 如 果 把 数学 归纳 法 原理 作为 公理 ， 那 么 良 序 性 是 可 以 证 明 的 。 

证 明 : 数学 归纳 法 原理 与 强 归纳 法 是 等 价 的 ， 即 每 一 个 的 有 效 性 都 可 利用 另 一 个 的 有 效 性 来 证 明 。 

证 明 : 如 果 我 们 不 把 良 序 性 作为 公理 ， 而 是 把 数学 归纳 法 原理 或 强 归纳 法 作为 公理 ， 那 么 良 序 性 是 

可 以 证 明 的 。 


3 递归 定义 与 结构 归纳 法 


3.1 引言 
有 时 难以 用 明确 的 方式 来 定义 一 个 对 象 。 不 过 ， 用 这 个 对 象 来 定义 它 自身 ， 这 也 许 是 容易 
。 这 种 过 程 称 为 递归 。 例 如 ， 图 1 所 示 的 图 画 是 递归 产生 的 。 首 先 ， 给 出 一 幅 原 图 。 然 后 实 


现在 前 一 幅 图 画 的 中 央 递 归 地 放 上 更 小 的 图 画 这 样 一 个 过 程 。 


可 以 用 递归 来 定义 序列 、 函 数 和 集合 。 在 前 面 的 讨论 里 ， 用 显 式 的 公式 来 规定 序列 里 的 


项 。 例 如 ， 用 “对 n 一 0，1，2，… 来 说 ，a, 王 2"” 来 给 出 2 的 宕 的 序列 。 不 过 ， 通 过 给 出 这 个 序 


列 


的 第 一 项 ， 即 a 二 1， 以 及 从 该 序列 前 面 的 项 来 求 出 当前 项 的 公式 ， 即 对 2 一 0，1，2，… 来 


说 ati 二 2a,， 也 可 以 定义 这 个 序列 。 当 通过 规定 如 何 从 前 面 的 各 项 求 出 序列 各 项 来 递归 地 定 
义 序列 时 ， 可 以 用 归纳 法 来 证 明 关 于 这 个 序列 的 结果 。 


则 


当 递归 地 定义 集合 时 ， 在 基础 步 又 里 规定 一 些 初 始 元 素 ， 并 且 在 递归 步骤 里 提供 一 条 规 
， 从 已 有 的 那些 元 素来 构造 新 的 元 素 。 为 了 证 明 关于 递归 定义 的 集合 的 结果 ， 使 用 所 谓 的 结 


构 归 纳 法 。 


5, 


3.2 递归 地 定义 函数 
为 了 定义 以 非 负 整数 集合 作为 其 定义 域 的 函数 ， 使 用 两 个 步骤 : 


2 





1 递归 定义 的 图 画 


基础 步骤 : 规定 这 个 函数 在 0 处 的 值 。 
[| 递归 步骤 : 给 出 从 较 小 的 整数 处 的 值 来 求 出 当前 的 值 的 规则 。 
这 样 的 定义 称 为 递归 定义 或 归纳 定义 。 注 意 一 个 从 非 负 整数 集合 到 实数 集合 的 函数 f(n) 
就 是 一 个 序列 a,。 ，a1…， 其 中 a; 是 一 个 实数 ，i 是 非 负 整数 。 所 以 ，2. 4 节 中 采用 递 推 关 系 定 
义 一 个 实数 序列 a。 ，w … 就 是 定义 一 个 从 非 负 整数 集合 到 实数 集合 的 函数 。 
ee 例 1 假定 了 是 用 
WO = 3 
flni+1) = 2f(W) 3 
来 递归 定义 的 。 求 出 f(1)、fC(2)、f(3) 和 f(4)。 
解 ” 从 这 个 递归 定义 得 出 
f(1)= 2f(0)++3==2.3 十 3 二 9 
f(2)= 2f(1)+3=2.9+3= 21 
f(3)= 2f(2)+3=2.21 二 3 二 45 
f(4)= 2f(3) 二 3 二 2，45 十 3 一 93 本 
递归 定义 的 函数 是 良 定义 的 。 即 对 于 每 一 个 正 整 数 ， 函 数 对 应 取 值 是 清楚 定义 的 。 这 意味 
着 给 定 任 意 整数 ， 我 们 可 以 使 用 定义 的 这 两 个 部 分 得 到 对 应 整数 的 函数 值 ， 无 论 怎么 使 用 这 两 
部 分 定义 都 会 得 到 同样 的 值 。 这 是 数学 归纳 法 原理 的 一 个 结果 ( 见 本 节 练 习 56)。 在 下 面 的 例 2 
和 例 3 中 给 出 递归 定义 的 其 他 例子 。 
例 2 给 出 a" 的 递归 定义 ， 其 中 a 是非 零 实 数 且 nn 是 非 负 整数 。 
解 ” 这 个 递归 定义 包括 两 个 部 分 。 首 先 规定 aa， 即 a 二 1。 然 后 给 出 从 a" 求 出 a”"! 的 规 
则 ， 即 对 n= 二 0，1，2，3，*"…，a"! 二 a。，。a"。 这 两 个 等 式 对 所 有 非 负 整 数 唯一 地 定义 了 a"。 者 


例 3 给 出 3 a, 的 递归 定义 。 
解 ” 这 个 递归 定义 的 第 一 部 分 是 
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第 二 部 分 是 


2 = (Do) ta 
在 函数 的 某 些 递归 定义 中 ， 规 定 了 函数 在 前 & 个 正 整数 处 的 值 ， 而 且 给 出 了 从 一 个 较 大 的 
整数 之 前 的 部 分 或 全 部 & 个 整数 处 的 函数 值 来 确定 在 该 整数 处 的 函数 值 的 规则 。 从 强 归 纳 法 可 
以 得 出 这 样 的 递归 定义 的 函数 是 良 定义 的 函数 ( 见 本 节 练 习 57) 。 
回忆 2.4 节 斐 波 那 契 数 f, ， ，f;，…， 是 用 方程 组 f。 二 0，f 二 1 和 
f= fi fe 
来 定义 的 ， 其 中 n= 二 2，3，4，…。[ 我 们 认为 斐 波 那 契 数 f, 或 者 是 序列 f,。，f，… 的 第 nn 项 或 
者 是 函数 jz 在 时 的 取 值 。] 
可 以 用 斐 波 那 契 数 的 递归 定义 来 证 明 这 些 数 的 许多 性 质 。 在 例 4 里 给 出 一 个 这 样 的 性 质 。 
例 4 证 明 : 当 n 宇 3 时 ， 有 f,>a”*， 其 中 4a 二 (1 十 V5)/2。 
解 ” 可 以 用 强 归纳 法 来 证 明 这 个 不 等 式 。 设 P(n) 是 命题 六 > 。 想 要 证 明 的 是 当 ) 是 
大 于 或 等 于 3 的 整数 时 ， 有 P(n) 为 真 。 
基础 步骤 : 首先 注意 
a pa = (8 A 3 = 
所 以 P(3) 和 P(4) 都 为 真 。 
归纳 步骤 : 现在 假定 P(j) 为 真 ， 即 对 所 有 满足 3 三 j 过 k 的 整数 7 来 说 有 方 >w  ， 其 中 
k 宇 4。 必 须 证 明 P(k 十 1) 为 真 ， 即 后 >o 和 : 。 因 为 是 产 一 z 一 1 一 0 的 解 ( 二 次 方程 求 根 公式 
说 明 这 一 点 );， 所 以 得 出 a 二 a 十 1。 因 此 ， 
a !=a a =(gTl)a =a a 十 1。o 和 一 o Ta 
根据 归纳 假设 ， 因 为 & 之 4， 所 以 得 出 
Re 
因此 就 有 
fn=+f >a ta :=a! 
由 此 得 出 PC(4 十 1) 为 真 ， 证 毕 。 4 
评注 ”归纳 步骤 证 明了 当 宇 4 时 ， 从 对 3 三 j 二 来 说 P(j) 为 真 的 假定 就 可 以 得 出 
P(k 十 1)。 因 此 ， 归 纳 步骤 没有 证 明 P(3)->P(4)。 因 此 ， 不 得 不 单独 证 明 P(4) 为 真 。 


现在 可 以 证 明 : 欧 几 里 得 算法 用 O(log 5) 次 除法 来 求 出 正 整 数 a 和 2 的 最 大 公 因 子 ， 其 中 
a 宇 b。 
瑟 本 | 拉 梅 定理 设 w 和 0 是 满足 a 过 0 的 正 整数 。 则 欧 几 里 得 算法 为 了 求 出 gcd(a，6b) 
而 使 用 的 除法 的 次 数 小 于 或 等 于 65 的 十 进 制 位 数 的 5 倍 。 
证 回忆 一 下 ， 当 用 欧 几 里 得 算法 求 满足 a 宇 b 的 gcd(a,， 4b) 时， 得 出 了 下 面 的 等 式 序列 
(其 中 4a==76， 65 二 7j)。 
n=ngqtr, 0 和 过 区 
入 一 :他 Go 二 术 0 入 


r= fede O70 Ti 
Tn—l > Tndn 


这 里 为 了 求 r, = gcd(a, 5b) 而 使 用 了 n 次 除法 。 注意 商 1) q,-1 都 至 少 是 a 另外 ， 


nn) 


de] 


Ere 


se 





a 


4q: 之 2， 因为 7,<<r,-!。 这 就 蕴含 着 
= 
Pd 27 Sf = fs 
eh 
a 
v7 rt i 
由 此 得 出 ， 若 欧 几 里 得 算法 为 了 求 出 满足 a 宇 5 的 gcd(a,， 56) 而 使 用 了 nn 次 除法 ， 则 
6 之 f+1。 从 例 4 中 知道 ， 对 nn 二 2 来 说 六 :> ， 其 中 = 一 (1 二 V5)/2。 因 此 得 出 b>o" : 。 另 
外 ， 因 为 logioas:0. 208 二 1/5， 所 以 可 以 看 出 
logiop 二 (2 一 1)logioa 二 (2 一 1)/5 
因此 ,n 一 1<5， logi,6b。 现 在 假定 5 有 个 十 进 制 位 。 则 5 二 10* 且 logo2p<R。 由 此 得 出 n 一 1 过 5k， 
而 且 因 为 是 整数 ， 所 以 得 出 n<5k。 证 毕 。 4 
因为 5 的 十 进 制 位 数 等 于 Llogi,6] 十 1， 它 小 于 或 等 于 logwob 十 1， 所 以 定理 1 说 求 出 满足 a 二 5 
的 gcd(a， 如 所 需要 的 除法 次 数 小 于 或 等 于 5(logiob 十 1)。 因 为 5(logio5b 十 1) 是 O(log 5)， 所 以 
可 以 看 出 当 > 时 ， 欧 几 里 得 算法 就 用 O(log 5) 次 除法 来 求 出 gcd(a，5)。 


5.3.3 递归 地 定义 集合 与 结构 

前 面 探讨 了 如 何 递归 地 定义 函数 。 现 在 把 注意 力 转 移 到 如 何 递归 地 定义 集合 。 正 如 在 函数 
的 递归 定义 中 那样 ， 集 合 的 递归 定义 有 两 个 部 分 : 基础 步骤 和 递归 步骤 。 在 基础 步骤 中 ， 规 定 
初始 的 一 些 元 素 。 在 递归 步骤 中 ， 给 出 用 来 从 已 知 属 于 集合 的 元 素来 构造 集合 的 新 元 素 的 规 
则 。 递 归 定 义 也 可 以 包含 一 条 排斥 规则 ， 这 条 规则 规定 ， 递 归 定 义 的 集合 仅仅 包含 基础 步骤 所 
规定 的 以 及 递归 步骤 的 应 用 所 生成 的 那些 元 素 。 在 本 书 的 讨论 中 ， 将 总 是 默认 排斥 规则 成 立 ， 
因而 任何 元 素 都 不 属于 递归 定义 的 集合 ， 除 非 这 个 元 素 属于 基础 步骤 所 规定 的 初始 的 一 些 元 
素 ， 或 者 是 可 以 一 次 或 多 次 使 用 递归 步骤 来 生成 的 。 稍 后 将 介绍 如 何 用 所 谓 的 结构 归纳 法 技术 
来 证 明 关于 递归 定义 的 集合 的 结果 。 

例 5、 例 6、 例 8 和 例 9 解释 集合 的 递归 定义 。 在 每 个 例子 中 ， 都 说 明 递 归 步 又 的 头 几 次 
应 用 所 生成 的 那些 元 素 。 

例 5 考虑 如 下 定义 的 整数 集合 的 子 集 5。 

基础 步骤 : 3ES。 

递归 步骤 : 车 XES 且 y€ES, 则 z+y€S。 

基础 步骤 中 求 出 的 S 中 的 新 元 素 是 3, 递归 步骤 的 首次 应 用 求 出 的 是 3 十 3 二 6， 递归 步骤 
的 第 二 次 应 用 求 出 的 是 3 十 6 二 6 十 3 二 9 以 及 6 十 6 二 12， 等 等 。 4 

在 对 字符 串 的 研究 中 ,递归 定义 起 着 重要 作用 (例如 ， 参 见 第 13 章 对 形式 语言 的 介绍 )。 
在 2.4 节 中 ， 字母 表 上 的 字符 串 是 里 符号 的 有 穷 序列 。 定 义 1 说 明 可 以 递归 地 定义 上 的 
字符 串 的 集合 3 。 


斐 波 那 契 (Fibonacci，1170 一 1250) 斐 波 那 契 出 生 在 意大利 的 商业 中 心 比 萨 ， 称 
为 比萨 的 列 奥 那 多 (Leonardo) 。 斐 波 那 契 是 一 位 商人 。 他 遍 游 中 东 各 地 ， 那 里 他 接触 
到 阿拉 伯 数 学 。 在 他 的 著作 《算盘 书 》(Liber Abaci) 中 ， 斐 波 那 契 向 欧洲 人 介绍 了 阿拉 
伯 的 数字 记号 和 算术 的 算法 。 著 名 的 兔子 问题 (在 8. 1 节 描 述 ) 就 出 自 此 书 。 斐 波 那 契 
还 写 过 关于 几何 学 和 三 角 学 以 及 关于 丢 番 图 方程 的 各 种 论著 ， 丢 番 图 方程 是 关于 寻找 
方程 整数 解 的 。 
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字母 表 互 上 的 字符 串 的 集合 瑟 " 递归 地 定义 为 : 

基础 步骤 : A4E3*( 其 中 4 是 不 包含 任何 符号 的 空 串 )。 

递归 步骤 : 车 wEB' 有 是 XE3 时 ， 则 wxE€E23"。 

字符 串 的 递归 定义 的 基础 步骤 说 空 串 属于 3" 。 递 归 步 又 说 把 王 的 符号 添加 到 三 " 的 字符 串 
结尾 后 面 就 生成 新 的 字符 串 。 在 递归 步骤 的 每 次 应 用 中 ， 都 生成 包含 一 个 更 多 符号 的 字符 串 。 

例 6 车 ={0，1}， 则 53” 中 的 字符 串 ( 即 所 有 位 串 的 集合 ) 是 : 在 基础 步骤 中 规定 属于 
3 的， 在 递归 步骤 的 首次 应 用 中 形成 的 0 和 1， 在 递归 步骤 的 第 二 次 应 用 中 形成 的 00、01、 
10 和 11， 等 等 。 4 

递归 定义 可 用 于 在 递归 定义 的 集合 的 元 素 上 来 定义 运算 或 函数 。 定 义 2 说 明了 这 一 点 ， 定 
义 2 是 关于 两 个 字符 串 的 连接 ， 例 7 是 关于 字符 串 的 长 度 。 

通过 连接 运算 可 以 组 合 两 个 字符 囊 。 设 号 是 符号 的 集合 ，5" 是 号 中 符号 形成 的 
字符 串 的 集合 。 可 以 如 下 定义 两 个 字符 串 的 连接 ， 用 。 表 示 : 

基础 步骤 : 车 wEZ" ， 则 w，4 二 w， 其 中 4 是 空 囊 。 

递归 步骤 : 若 wE3* 目 ws€3* 以 及 XEZ, 则 ww * (wx) 二 (wi * vw,)x。 

字符 串 zw 和 ww 的 连接 通常 写成 rm rw ， 而 不 是 w,，w, 。 通 过 反复 应 用 递归 定义 ， 就 可 以 
得 出 两 个 字符 串 rw 和 w, 的 连接 是 rw 中 的 符号 后 面 跟着 ww 中 的 符号 。 例 如 ，m 三 apra 和 
w, 二 cadabra 的 连接 是 ww, 一 abracadapra 。 

例 7 字符 串 的 长 度 给 出 字符 串 记 的 长 度 !(z) 的 递归 定义 。 

解 字符 串 的 长 度 可 以 定义 为 

LA) 一 0 | 
1(wz)==l(w) 十 1]， 若 wEB3* 且 XE3 

递归 定义 的 另 一 种 重要 用 途 是 定义 各 种 类 型 的 合式 公式 。 在 例 8 和 例 9 里 说 明 这 一 点 。 

例 8 复合 命题 的 合式 公式 “可 以 定义 关于 T、F、 命 题 变 元 以 及 集合 {]，A 人 ，V ， 一 ，*)} 
中 运算 的 复合 命题 的 合式 公式 的 集合 。 

基础 步骤 : T、F 和 ;都 是 合式 公式 ， 其中; 是 命题 变 元 。 

递归 步骤 : 车 玉 和 下 都 是 合式 公式 ， 则 (E)、(EAF)、(EVF)、(E>F) 和 (Ee 下) 都 是 
合式 公式 。 

例如 ， 根 据 基 础 步骤， 就 可 以 知道 T、F、p 和 9 都 是 合式 公式 ， 其 中 p 和 4g 都 是 命题 变 
元 。 从 递归 步 又 的 初次 应 用 就 可 以 知道 (pV do)、(Czp->E) 、(CF-~q) 和 (qAE) 都 是 合式 公式 。 递 
归 步 又 的 第 二 次 应 用 就 说 明 ((pVg) 一 (gq 入 F))、(gV (pV gq)) 和 ((p 一 F) 一 了) 都 是 合式 公式 。 
我 们 留 给 读者 证 明 pn 人 gqg、pq 人 和 1 人 pg 不 是 合式 公式 ， 可 以 通过 不 能 采用 基础 步骤 和 多 次 运 
用 递归 步骤 得 到 这 些 公式 的 方式 来 证 明 。 4 


ne 


加 布 里 尔 。 拉 梅 (Gabriel Lamé€，1795 一 1870) 于 1813 年 进入 工业 高 等 专科 学 
校 ，1817 年 毕业 。 他 在 米内 效 高 等 专科 学 校 继续 接受 教育 ， 于 1820 年 毕业 。 

1820 年 拉 梅 来 到 俄国 ， 被 任命 为 圣彼得堡 公路 与 运输 学 校 的 校长 。 在 俄国 期 间 他 
不 仅 教书 ,而且 设计 道路 和 桥梁 。 他 在 1832 年 回 到 巴黎 ， 帮助 成 立 一 家 工程 公司 。 
不 过 ， 他 很 快 离开 这 个 公司 ,接受 了 工业 高 等 专科 学 校 的 物理 学 教授 职务 ， 担 任 这 个 
职务 直到 1844 年 。 在 此 期 间 ， 他 作为 工程 顾问 活跃 在 学 术 之 外 的 领域 ,担任 过 煤矿 
的 首席 工程 师 并 且 参 与 过 铁路 建设 。 

拉 梅 对 数论 、 应 用 数学 以 及 热力 学 都 做 出 了 开创 性 工作 。 他 最 著名 的 工作 包括 引入 曲线 坐标 。 他 研 
究 数论 ， 证 明了 n==7 时 的 费 马 大 定理 ， 以 及 本 文 给 出 的 欧 几 里 得 算法 所 用 除法 次 数 的 上 界 。 

有 史 以 来 最 伟大 的 数学 家 之 一 的 高 斯 ， 认 为 拉 梅 是 法 国 当 时 最 出 色 的 数学 家 。 不 过 ， 法 国 数学 家 认 
为 他 太 工 程 化 ， 而 法 国 科学 家 认为 他 太 理论 化 。 
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例 9 运算 符 与 运算 数 的 合式 公式 ”可 以 递归 地 定义 由 变量 、 数 字 以 及 集合 {十 ， 一 ， 
* ，/， 人 个)( 其 中 * 表示 乘法 ， 人 表示 指数 ) 上 的 运算 符 所 组 成 的 合式 公式 的 集合 。 

基础 步骤 : 若 工 是 数字 或 变量 ， 则 z 是 合式 公式 。 

递归 步骤 : 若 下 和 G 是 合式 公式 ， 则 (FF 十 G)、(F 一 G)、(FxG)、(F/G) 和 (F^G) 都 是 
合式 公式 。 

例如 ， 根 据 基 础 步 又 就 可 以 看 出 T+、y、0 和 3 都 是 合式 公式 (因为 任何 变量 和 数字 都 是 合式 
公式 )。 应 用 递归 步骤 一 次 所 生成 的 合式 公式 包括 (x 十 3)、(3 十 y)、(z 一 y)、(3 一 0)、(z x 3)、 
(3x*y)、(3/0)、(z/y)、(3 人 Zz) 以 及 (0 个 3) 等 。 应 用 递归 步骤 两 次 就 可 以 说 明 像 (Cz 十 3) 十 3) 
和 (zx 一 (3x* y)) 这 样 的 公式 也 是 合式 公式 。[ 注 意 (3/0) 是 合式 公式 ， 因 为 这 里 只 考虑 语法 。] 我 
们 留 给 读者 证 明 z3 十 、y* 十 和 *z/y 不 是 合式 公式 ， 可 以 通过 不 能 采用 基础 步骤 和 多 次 运 
用 递归 步骤 来 得 到 这 些 公式 的 方式 来 证 明 。 4 

第 11 章 将 深入 研究 树 。 树 是 特殊 类 型 的 图 ， 图 是 由 项 点 和 连接 一 些 顶 点 对 的 边 所 组 成 的 。 
第 10 章 将 研究 图 。 这 里 将 简单 地 介绍 树 和 图 以 说 明 如 何 递归 地 定义 树 和 图 。 

以 下 这 些 步骤 可 以 递归 地 定义 根 树 的 集合 ， 其 中 根 树 是 由 一 个 顶点 集合 和 连接 这 
些 顶 点 的 边 组 成 的 ， 顶 点 集合 包含 的 一 个 特殊 顶点 ， 称 为 树 根 。 

基础 步骤 : 单个 顶点 7 是 根 树 。 

递归 步骤 : 假设 T，T,，…,，T 工 , 是 根 树 ， 分 别 带 有 树 根 ri ，r;，…， r,。 则 如 下 形成 的 
图 也 是 根 树 : 从 树 根 > 开始 ,7r 不 属于 根 树 T,，T。,，…,， 工 , 中 的 任何 一 个 ， 从 r 到 顶点 1， 
r2，…，7, 中 的 每 个 都 加 入 一 条 边 。 

图 2 解释 了 从 基础 步骤 开始 并 应 用 递归 步骤 一 次 和 两 次 所 形成 的 一 些 根 树 。 注 意 ， 递 归 定 
义 的 每 次 应 用 都 形成 了 无 穷 多 个 根 树 。 


基础 步骤 @ 


ls a 


2 建立 根 树 


根 树 是 特殊 情形 的 二 叉 树 。 我 们 将 给 出 两 种 类 型 的 二 叉 树 的 定义 ， 即 满 二 叉 树 和 扩展 二 叉 
树 。 在 每 种 类 型 二 叉 树 的 定义 的 递归 步骤 中 ， 都 把 两 个 二 叉 树 组 合 起 来 形成 一 个 新 的 二 叉 树 ， 
指定 这 两 个 二 叉 树 中 的 一 个 作为 左 子 树 ， 另 一 个 作为 右 子 树 。 在 扩展 二 叉 树 中 ， 左 子 树 或 右 子 
树 可 以 为 空 ， 但 是 在 满 二 叉 树 中 ， 这 是 不 允许 的 。 在 计算 机 科学 中 ， 二 又 树 是 最 重要 的 结构 类 
型 之 一 。 第 11 章 将 看 到 二 叉 树 如 何 用 在 搜索 和 排序 算法 、 数 据 压缩 算法 以 及 许多 其 他 应 用 中 。 
首先 定义 扩展 二 叉 树 。 

以 下 这 些 步骤 可 以 递归 地 定义 扩展 二 又 树 的 集合 : 

基础 步骤 : 空 集 是 扩展 二 叉 树 。 

递归 步骤 : 如 果 T， 和 TT 都 是 扩展 二 叉 树 ， 则 存在 一 个 表示 为 T， T; 的 扩展 二 叉 树 ， 它 
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包含 树 根 > 和 当 左 子 树 T， 和 右 子 树 T, 都 非 空 时 ， 连 接 从 > 到 这 两 个 子 树 各 自 的 根 的 边 。 
图 3 解释 如 何 通 过 应 用 递归 步骤 一 次 至 三 次 来 建立 扩展 二 又 树 。 





基础 步骤 纪 














图 3 建立 扩展 二 叉 树 


现在 说 明 如 何 定义 满 二 又 树 的 集合 。 注 意 ， 这 个 递归 定义 与 扩展 二 叉 树 的 递归 定义 之 间 的 
差别 完全 在 于 基础 步骤。 

以 下 这 些 步骤 可 以 递归 地 定义 满 二 又 树 的 集合 : 

基础 步骤 : 存在 一 个 只 含有 单个 顶点 的 满 二 又 树 。 

递归 步骤 : 如 果 了 全 和 了 都 是 满 二 又 树 ， 则 存在 一 个 表示 为 TI， T, 的 满 二 又 树 ， 它 包含 
树 根 > 和 连接 从 到 左 子 树 Ti 和 右 子 树 T; 各 自 的 根 的 边 。 

图 4 解释 如 何 通过 应 用 递归 步骤 一 次 和 两 次 来 建立 满 二 叉 树 。 














图 4 建立 满 二 叉 树 
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5. 3.4 结构 归纳 法 

为 了 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 ， 一 般 都 使 用 某 种 形式 的 数学 归纳 法 。 例 10 解释 递 
归 定 义 的 集合 与 数学 归纳 法 之 间 的 关系 。 

例 10 证 明 : 例 5 所 定义 集合 S 是 所 有 为 3 的 倍数 的 正 整数 的 集合 。 

解 设 A 是 被 3 整除 的 所 有 正 整 数 的 集合 。 为 了 证 明 A 二 S， 必 须 证明 A 是 S 的 子 集 且 S 
是 A 的 子 集 。 为 了 证 明和 A 是 S 的 子 集 ， 必须 证 明 被 3 整除 的 每 个 正 整 数 都 属于 S。 我 们 将 用 数 
学 归纳 法 来 证 明 它 。 

设 P(z) 是 命题 : 3” 属于 S。 基 础 步骤 成 立 ， 因 为 根据 S 的 递归 定义 的 第 一 部 分 ，3*， 1=3 
是 属于 S 的 。 为 了 证 明 归 纳 步 又 ， 假 定 P(k) 为 真 ， 即 3k 属 于 S。 因 为 3k 属 于 S 而 且 因为 3 属 
于 S， 所 以 从 S 的 递归 定义 的 第 二 部 分 得 出 3& 十 3 二 3(k 十 1) 也 属于 S。 

为 了 证 明 S 是 A 的 子 集 ,使 用 S 的 递归 定义 。 首 先 ， 该 定义 的 基础 步骤 规定 3 属于 S。 因 
为 3 二 3。1， 所 以 所 有 在 这 个 步 又 里 属于 S 的 元 素 都 被 3 整除 。 为 了 完成 证 明 ， 必 须 证 明 所 有 
用 该 递归 定义 的 第 二 部 分 所 生成 的 属于 S 的 元 素 都 属于 A。 这 包括 证 明 当 xz 和 y 都 是 S 中 的 元 
素 并 且 假 定 它们 都 属于 A 时 ,就 有 zz 十 y 属 于 A。 现 在 若 z 和 y 都 属于 A， 则 可 以 得 出 3|z 和 
3|y。 根 据 4.1 节 的 定理 1， 得 出 3|z 十 y， 证 毕 。 4 

例 10 使 用 正 整 数 集合 上 的 数学 归纳 法 和 递归 定义 来 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 。 但 
是 ， 除 了 直接 使 用 数学 归纳 法 来 证 明 关于 递归 定义 的 集合 的 结果 外 ， 还 有 一 种 更 方便 的 称 为 结 
构 归 纳 法 的 归纳 法 形式 ， 它 不 直接 使 用 数学 归纳 法 也 可 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 。 结 构 
归纳 法 证 明 包 含 如 下 两 个 部 分 : 

基础 步骤 : 证 明 对 于 递归 定义 的 基础 步骤 所 规定 的 属于 该 集合 的 所 有 元 素来 说 ， 结 果 
成 立 。 
递归 步骤 : 证 明 如 果 对 于 定义 的 递归 步骤 中 用 来 构造 新 元 素 的 每 个 元 素来 说 命题 为 真 ， 则 
对 于 这 些 新 的 元 素来 说 结果 成 立 。 

结构 归纳 法 的 有 效 性 来 自 非 负 整数 的 数学 归纳 法 原理 。 为 了 看 出 这 一 点 , 设 P(n) 为 : 对 
于 递归 定义 的 递归 步骤 的 不 超过 n 次 应 用 所 生成 的 所 有 元 素来 说 ， 断 言 为 真 。 如 果 能 够 证 明 当 
n 是 正 整 数 时 PCn) 为 真 ， 那 就 证 明了 数学 归纳 法 原理 蕴含 着 结构 归纳 法 原理 。 在 结构 归纳 法 的 
基础 步骤 中 ， 证明 P(0) 为 真 。 换 句 话 说 ， 证 明 对 于 所 有 在 定义 的 基础 步骤 中 规定 为 属于 集合 
的 元 素来 说 ,结果 为 真 。 归 纳 步 骤 的 后 果 是 ， 如 果 假 设 P(E) 为 真 ， 则 得 出 PC(k 十 1) 为 真 。 当 
用 结构 归纳 法 完成 一 个 证 明 时 ， 就 已 经 证 明了 P(0) 为 真 并 且 P(k) 蕴 含 P(k 十 1)。 根 据 数 学 归 
纳 法 就 可 以 得 出 对 于 所 有 非 负 整数 来 说 ，P(n) 为 真 。 这 也 就 证 明了 对 于 递归 定义 生成 的 所 有 
元 素来 说 结果 为 真 ， 并 且 证 明了 结构 归纳 法 是 一 种 有 效 的 证 明 技 术 。 

使 用 结构 归纳 法 证 明 的 例子 ”结构 归纳 法 可 以 用 于 证 明 递 归 构 造 的 集合 中 的 所 有 元 素 具 有 
一 个 特殊 的 性 质 。 我 们 将 使 用 结构 归纳 法 证 明 关 于 合式 公式 、 字 符 串 和 二 又 树 的 结果 来 表明 这 
一 思想 。 对 于 每 个 证 明 ， 我 们 必须 执行 适当 的 基础 步骤 和 递归 步骤。 例如 ， 用 结构 归纳 法 证 明 
例 8 中 定义 的 合式 公式 集合 的 相关 结果 ， 其 中 指定 T、F 和 每 个 命题 变量 * 是 合式 公式 ， 并 且 
要 求 如 果 正 和 下 是 合式 公式 ， 那 么 CE) 、(EAF)、(CEVEF)、(CE->~F) 和 (CE<>F) 是 合式 公式 ， 
我 们 需要 完成 这 个 基础 步骤 和 递归 步骤 。 

基础 步骤 : 证 明 当 :是 命题 变 元 时 ， 对 于 TIT、F 和 来 说 结果 为 真 。 

递归 步骤 : 证 明 如 果 对 于 复合 命题 p 和 g 来 说 ， 结果 为 真 ， 则 对 于 (pp)、 (pVq)、 (pA 
gq)、(p 习 gq) 和 (p<*9q) 来 说 ， 结 果 都 为 真 。 

例 11 解释 如 何 用 结构 归纳 法 证 明 关 于 合式 公式 的 结果 。 

例 11 证 明 : 例 8 所 定义 的 复合 命题 的 每 个 合式 公式 都 含有 相等 个 数 的 左 括号 和 右 括号 。 

解 基础 步骤 : 公式 T、F 和 ;每 个 都 不 包含 括号 ， 所 以 显然 它们 含有 相等 个 数 的 左 括号 
和 右 括号 。 
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递归 步骤: 假设 p 和 9g 都 是 各 自 含 有 相等 个 数 的 左 括号 和 右 括号 的 合式 公式 。 换 句 话 说 ， 
如 果 1 和 1 分别 是 p 和 g 中 左 括号 的 个 数 ，r, 和 ,分别 是 p 和 9g 中 右 括号 的 个 数 ， 则 1, = 二， 
且 7,=r,。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 (~p)、(pVg)、(pAgq)、(p>q) 和 (pe>q) 也 各 自 含有 
相等 个 数 的 左 括号 和 右 括 号 。 这 些 复合 命题 中 第 一 个 的 左 括 号 的 个 数 等 于 i, 十 1， 其 他 每 个 复 
” 合 命 题 的 左 括号 个 数 等 于 l, 十 i, 十 1。 同 样 ， 这 些 复 合 命 题 中 第 一 个 的 右 括号 个 数 等 于 ,十 1， 
其 他 每 个 复合 命题 的 右 括号 个 数 等 于 7 十 7, 十 1。 因 为 /1, 二 rs 且 17, 二 r,， 所 以 这 些 复合 表达 式 每 
个 都 含有 相等 个 数 的 左 括号 和 右 括 号 。 这 样 就 完成 了 归纳 证 明 。 4 

假设 P(w) 是 wE 3" 的 字符 串 集合 上 的 命题 函数 。 为 了 用 结构 归纳 法 来 证 明 对 于 所 有 
wE 5" 的 字符 串 来 说 P(w) 成 立 ， 需 要 同时 完成 基础 步骤 和 递归 步骤 。 这 些 步 又 是 : 

基础 步骤 : 证 明 P(X4) 为 真 。 

递归 步骤 : 假设 PC(w) 为 真 ， 其 中 wE3"， 证 明 如 果 zEZ3， 则 P(wz) 也 必定 为 真 。 

例 12 解释 如 何在 关于 字符 串 的 证 明 中 使 用 结构 归纳 法 。 

例 12 用 结构 归纳 法 证 明 i(zxy)== 必 xz) 十 1(y)， 其 中 zx 和 wy 属于 53" ， 即 字母 表 了 上 的 字符 
串 的 集合 。 

解 ” 本 证 明 将 基于 定义 1 所 给 出 对 集合 5" 的 递归 定义 和 例 7 对 字符 串 长 度 的 定义 。 设 
P(y) 是 命题 ， 当 xE53' 时 就 有 !(Czy) 王 上 Cz) 十 2Cy) 。 

基础 步骤 : 为 了 完成 基础 步 又， 必须 证 明 P(X) 为 真 。 即 必须 证 明 对 所 有 xzE5* 来 说 ， 有 
lzA) 二 Lx) 十 1(X4)。 因 为 对 每 个 字符 串 z 来 说 ，!(Cz) =!Cz) 一 1Cz) 十 0 一 4Cz) 十 LA)， 所 以 
P(4) 为 真 。 

归纳 步骤 : 为 了 完成 归纳 步骤， 假定 P(y) 为 真 ， 而且 证 明 这 个 假定 蕴含 着 当 aE€5 时 ， 就 
有 P(ya) 为 真 。 需 要 证 明 的 是 ， 对 每 个 aE 了 来 说 有 !(zya) 王 !(z) 十 (ya)。 为 了 证 明 这 一 点 ， 
注意 根据 1(w) 的 递归 定义 (在 例 7 中 给 出 )， 有 L(xya) 二 ixy) 十 1 和 人 (ya) 二 1(y) 十 1。 而 且 ， 
根据 归纳 假设 ， 有 !(zy) 王 上 (z) 十 4(y) 。 故 得 出 !Czya) 王 上 Cz) 十 4) 十 1 一 上 Cz) 十 1Cya) 。 本 

可 以 用 结构 归纳 法 证 明 关 于 树 或 特殊 类 别 的 树 的 结果 。 例 如 ， 为 了 用 结构 归纳 法 证 明 关于 
满 二 又 树 的 结果 ， 需 要 证 明 下 面 的 基础 步骤 和 递归 步骤 。 

基础 步骤 : 证 明 对 于 只 含有 单个 顶点 的 树 来 说 ， 结 果 为 真 。 

递归 步骤 : 证 明 如 果 对 于 树 T， 和 T, 来 说 结果 为 真 ， 则 对 于 包含 树 根 > 和 以 作为 左 子 
树 且 以 三 作为 右 子 树 的 树 T;，T 来 说 结果 为 真 。 

在 给 出 例子 说 明 如 何 用 结构 归纳 法 来 证 明 关于 满 二 叉 树 的 结果 之 前 ， 需 要 一 些 定义 。 将 递 
归 地 定义 满 二 叉 树 的 高 度 h(T) 和 顶点 数 n(T)。 首 先 定义 满 二 叉 树 的 高 度 。 
递归 地 定义 满 二 又 树 本 的 高 度 h(T)。 

基础 步骤 : 只 含有 树 根 + 的 满 二 又 树 T 的 高 度 是 h(T) 一 0。 

递归 步骤 : 如 果 T 和 了 都 是 满 二 叉 树 ， 则 满 二 叉 树 T= 二 TT, 。T。 有 高 度 h(T)= 二 1 十 max 
(CT CT YY 

如 果 设 n(T) 表 示 满 二 又 树 的 顶点 个 数 ， 则 注意 nC 了 T) 满 足下 面 的 递归 定义 : 

基础 步骤 : 只 含有 树 根 7 的 满 二 叉 树 工 的 顶点 数 n(T) 是 nC(T)==1。 

递归 步骤 : 如 果 TT 和 Ts 都 是 满 二 又 树 ， 则 满 二 叉 树 T= 二 T，，。T, 的 顶点 数 是 n(T) 二 1 十 
n(T)+n(T,). 

现在 说 明 如 何 用 结构 归纳 法 来 证 明 一 个 关于 满 二 又 树 的 结果 。 
如 果 苯 是 满 二 又 树 ， 则 nC(T) 志 2* 了 +11 一 1。 

证 ”用 结构 归纳 法 证 明 这 个 不 等 式 。 

基础 步骤 : 对 于 只 含有 树 根 ~ 的 满 二 又 树 来 说 ， 结 果 为 真 ， 因 为 na(T) 二 1 并且 /TD 三 0， 
所 以 zaT) 王 1] 委 2 一 1 一 1。 
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归纳 步骤 : 对 于 归纳 假设 ,假定 当 T 和 也 都 是 满 二 叉 树 时 ， z(T) 委 24m+ 一 1 并 且 
2CT:D) 委 2 一 1。 根 据 z(T)7 和 IT) 的 递归 公式 ， 就 有 2z(CT) 王 1 十 zh) 十 2CT 7) 和 贿 (T) 一 
IT 十 max(iKGCTD， 大 CI))。 


我 们 发 现 
n(T)=1++n(T)++n(T,) 根据 zx(T) 的 递归 公式 

过 1 十 (2ATIH a 1) 十 (2MT)+1 pe 1 根据 归纳 假设 
mast 因为 两 项 之 和 至 多 是 较 大 项 的 2 倍 
sk 2 训 DmaxChCT) sh T,))+1 bE hn 因 为 max(2” ,2”) i Da #3) 
= MD) 根据 h(T) 的 递归 定义 
5 4 一 十 

这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 4 


5.3.5 广义 归纳 法 

可 以 扩展 数学 归纳 法 来 证 明 关 于 除 整 数 集合 以 外 的 其 他 具有 良 序 性 的 集合 的 结果 。 虽 然 
9. 6 节 将 讨论 这 个 概念 ， 但 是 这 里 给 出 一 个 例子 来 说 明 这 种 方法 的 有 用 性 。 

作为 一 个 例子 ， 注 意 可 以 定义 NXN( 非 负 整 数 的 有 序 对 ) 上 的 序 ， 规定 如 果 zi 二 zs 或 者 
Zi 一 2 且 六 < ， 则 (zi ，y) 小 于 等 于 (z ，%)。 这 称 为 字典 序 。 具 有 这 个 序 的 集合 NXN 有 具 
有 性 质 : NXN 的 每 个 子 集合 都 有 最 小 元 (参见 9. 6 节 补 充 练习 53) 。 这 意味 着 可 以 递归 地 定义 
满足 mEN 和 nEN 的 项 a,,,， 并 且 用 数学 归纳 法 的 变种 来 证 明 关于 这 些 项 的 结果 ， 例 13 说 明 
这 一 点 。 

例 13 假设 对 于 (m，n) ENXN 来 说 递归 地 定义 acw,， 令 aoo 王 0 并 且 

ay 一 Qi 十 1 n=0 且 mm>0 
Wn nS 

证 明 对 于 所 有 (Cm，n) ENXN 来 说 ( 即 对 于 非 负 整 数 的 所 有 有 序 对 来 说 )，a, 二 mnCn 十 1)/2。 

解 ” 用 广义 的 数学 归纳 法 可 以 证 明 a,,, 二 m 十 n(n 十 1)/2。 基 础 步骤 要 求证 明 : 当 (m，n) 二 
(0，0) 时 这 个 公式 是 有 效 的 。 归 纳 步骤 要 求证 明 : 如 果 对 于 按照 NXN 上 字典 序 小 于 (m，n) 的 
所 有 有 序 对 来 说 ， 这 个 公式 是 有 效 的 ， 则 对 于 (mm，7m 来 说 这 个 公式 也 是 成 立 的 。 

基础 步骤 : 设 (m，n) 二 (0，0)。 于 是 根据 c, 递 归 定 义 的 基础 情形 就 有 ao 二 0。 另外， 当 
M 一 ?2 一 0 时 ，m 十 z(z2 十 1)/2 王 0 十 (0。1)/2=0。 这 样 就 完成 了 基础 步骤。 

归纳 步骤 : 假设 当 按 照 NXN 上 字典 序 Cm'， nn 小 于 Gm， 1) 时 aww= 二 m 十 n(n 十 1)/2。 
根据 递归 定义 ， 如 果 n= 二 0， 则 a 二 4,_1 十 1。 因 为 (mx 一 1， 0) 小 于 mx，n)， 归 纳 假设 a,i,, 二 
m 一 1 十 n(n 十 1)/2， 所 以 a 二 m 一 1 十 n(n 十 1)/2 十 1 二 m 十 n(n 十 1)/2， 给 出 了 所 需要 的 等 式 。 
现在 假设 n>0， 所 以 a 二 awr_1 十 n。 因 为 (m,n 一 1) 小 于 (m，n)， 归 纳 假设 告诉 我 们 a..,-; 二 
Mm 十 (n 一 1)n/2， 所 以 a 二 十 (n 一 1)n/2 十 n= 二 m 十 (Ww 一 n 十 2n)/2 二 m 十 n(n 十 1)/2。 这 样 就 完 
成 了 归纳 步骤 。 4 

已 经 说 过 ， 在 9. 6 节 将 说 明 这 种 证 明 技 术 的 合理 性 。 


练习 
1. 求 出 f(1)、f(2)、f(3) 和 f(4)， 车 fl 加) 递归 地 定义 成 : f(0) 二 1， 而 且 对 nn 二 0，1，2，… 来 说 ， 
a) fl(nt+1)=f(n)+2 b) flnt+1)=3f(n) 
ec) flnt+1)=27" d) font+1)=fn) ?+f(n)+l 
2. 求 出 f(1)、f(2)、f(3)、f(4) 和 f(5)， 车 fln) 递 归 地 定义 成 :， Fj(0) 王 3， 而 且 对 2 一 0，1，2，… 
来 说 ， 
a) flnt+1)=—2f(n) b) fn 二 +1)==3f(m) 十 7 
ce) FCa 十 1) 一 Fo)2 一 2702) 一 2 d) fl(nt1)=37"/s 


9. 


10. 
11. 


12. 
13. 
* 14. 
* 15, 
x* 16. 
17. 


18. 


19. 


* 20, 
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. 求 出 f(2)、f(3)、f(4) 和 f(5), 车 f 递 归 地 定义 成 : f(0)= 二 一 1，f(1) 二 2， 而且 对 n= 二 1，2,… 


来 说 ， 
a) fnt+1)=f(n)+3f(n—1) b) fnt1)=f0)’ fn—1) 
© fnt1)=3fm)—4fn—1)? d) fnt+1)= fn—1)/fn) 
. 求 出 f(2)、f(3)、f(4) 和 f(5),， 车 f 递归 地 定义 成 : f(0) 二 (1) 二 1， 而 且 对 n= 二 1，2，… 来 说 ， 
a) fntl1)= f(D — fn—1) b) fnt1)= ff6n—1) 
c) flnt1)=fn) Tf nm1)s Dfnt+l)=f/fn—1) 


. 确定 下 列 这 些 所 谓 的 定义 是 否 每 个 都 是 从 非 负 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 f 的 有 效 递 归 定 义 。 如 果 了 


是 良 定义 ， 则 求 出 当 是 非 负 整数 时 f(n) 的 一 个 公式 并 证 明 这 个 公式 是 有 效 的 。 

a) f(0) 二 0， 对 于 n 宇 1 来 说 f(n)= 二 2f(n 一 2)。 

b) f(0) = 二 1， 对 于 n 宇 1 来 说 f(n)=f(n 一 1) 一 1。 

©)f(0)= 二 2，f(1)= 二 3， 对 于 n 之 2 来 说 f(n)==f(n 一 1) 一 1。 

d) f(0)= 二 1，f(1)= 二 2， 对 于 n 宇 2 来 说 f(n)==2f(n 一 2)。 

e)f(0)= 二 1， 如 果 nn 是 奇数 且 n 宇 1 则 f(n)= 二 3f(n 一 1); 如 果 n 是 偶数 且 n 宇 2 则 f(n)= 二 9f(n 一 2)。 


. 确定 下 列 这 些 所 谓 的 定义 是 否 每 个 都 是 从 非 负 整数 集合 到 整数 集合 的 函数 了 的 有 效 递 归 定 义 。 如 果 了 


是 良 定义 ， 则 求 出 当 n 是非 负 整 数 时 f(n) 的 一 个 公式 并 证 明 这 个 公式 是 有 效 的 。 

a) f(0)= 二 1， 对 于 n 宇 1 来 说 f(n)= 一 f(n 一 1)。 

b) f(0)==1，f(1)=0，f(2)=2， 对 于 x 过 3 来 说 f(n)==2f(n 一 3)。 
©)f(0)=0，f(1)==1， 对 于 n 宇 2 来 说 ，f(n)==2f(n 十 1)。 

d) f(0)==0，f(1)==1， 对 于 n 宇 1 来 说 ，f(n)=2f(n 一 1)。 

e) f(0) = 二 2， 如 果 nn 是 奇数 且 n 宇 1 则 f(n)= 二 fln 一 1); 如 果 n 宇 2 则 f(n)=2f(n 一 2)。 


. 给 出 序列 {a,} 的 递归 定义 ,n= 二 1，2，3，…， 若 
a)an =6n b)a,=2n 二 1 
C)a, = 10” d)a, 一 5 

.给 出 序列 {a, } 的 递归 定义 ，z 王 1，2，3，…， 若 
a)a 一 47 一 2 b)a, 王 1 十 (一 1)” 


c)a, 一 ?2(72 十 1) d)a, 一 7 

设 下 是 这 样 的 函数 ， 使 得 FC(n) 是 前 个 正 整数 之 和 。 给 出 F(n) 的 递归 定义 。 
给 出 Su (n) 的 递归 定义 ， 即 整数 m 与 非 负 整 数 n 之 和 。 

给 出 P,(z) 的 递归 定义 ， 即 整数 m 与 非 负 整数 ”之 积 。 

在 练习 12 一 19 中 ，f, 是 第 n 个 斐 波 那 契 数 。 

证 明 : 当 是 正 整 数 时 ， 有 天 

证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 万 十 户 十 … 十 -一 。 

证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 ffri 一 所 二 (一 1)"。 

证 明 : 当 n 是正 整数 时 ， 有 fofi+fifzt*** 二 fan fon= fi 

证 明 : 当 n 是 正 整数 时 ， 有 fo 一 十 fz 一 … 一 fan-1 十 fzx 二 fzn-1 一 1。 

确定 用 欧 几 里 得 算法 求 出 斐 波 那 契 数 f, 和 f,+1 的 最 大 公 因子 所 用 的 除法 次 数 ， 其 中 是非 负 整 数 。 
用 数学 归纳 法 验证 你 的 答案 。 

设 


li 


| 


通过 在 练习 18 中 等 式 的 两 边 取 行 列 式 ， 证 明 练 习 14 中 给 出 的 恒等式 。( 本 题 依赖 于 2X2 和 矩阵 的 行列 
式 概念 。) 
给 出 函数 max 和 min 的 递归 定义 ， 使 得 max(al ，as ，…，a;) 和 min(al ，az ，…，an) 分 别 是 对 个 数 


证 明 当 ”是 正 整 数 时 ， 有 


0 


* 21。 


22. 
23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


34. 


a1，azs，"…，an 中 的 最 大 值 和 最 小 值 。 
设 m，a，…，a 和 bi，b,，*…，b, 都 是 实数 。 用 练习 20 中 给 出 的 递归 定义 来 证 明 下 面 的 结果 。 


a)max(—a,s —ass 一 人) 一 一 minGail，Q2 cn) 
b)max(aih, azTbho, = arTb Cmax(ar, as, **, ar)Tmax(bl, b, *…, b,) 
minCGath, astby ,ato min(ay, as, ,an)+min(b, b2, ***, b,) 


证 明 集 合 S 是 正 整 数 集合 ， 它 定义 成 : 1€5S, 而 且 当 sE€S 和 tE€S 时 就 有 5s 十 :€ S。 
给 出 是 5 的 倍数 的 正 整 数 集合 的 递归 定义 。 


给 出 下 述 集 合 的 递归 定义 : 

a) 正 奇数 集合 b)3 的 正 整 数 次 寡 的 集合 

c) 整 系数 多 项 式 的 集合 

给 出 下 述 集 合 的 递归 定义 : 

a) 正 偶数 集合 b) 模 3 与 2 同 余 的 正 整数 的 集合 


c) 不 能 被 5 整除 的 正 整 数 的 集合 

设 S 是 如 下 递归 定义 的 整数 有 序 对 的 集合 : 

基础 步骤 : (0, 0)E€S。 

递归 步骤 : 如 果 (a, 5)ES， 则 (a 十 2, 5 十 3)ES 目 (a 十 3, b 十 2)E€S。 

a) 列 出 递归 定义 的 前 5 次 应 用 所 产生 的 S 的 元 素 。 

b) 对 定义 的 递归 步骤 的 应 用 次 数 使 用 强 归纳 法 来 证 明 : 当 (a, 5)ES 时 ,5|a+tb。 

c) 用 结构 归纳 法 证 明 : 当 (a, 5B)ES 时 ，5 |a 十 b。 

设 S 是 如 下 递归 地 定义 的 整数 有 序 对 的 集合 : 

基础 步骤 : (0,，0)ES。 

递归 步骤 : 如 果 (a, ES， 则 (a, 6 十 1)ES、(a+1, b+1)ES 有 目 (a+2, 6b 二 1)ES。 
a) 列 出 递归 定义 的 前 4 次 应 用 所 产生 的 S 的 元 素 。 

b) 对 定义 的 递归 步骤 的 应 用 次 数 使 用 强 归 纳 法 来 证 明 : 当 (a, 5)E5 时 , a<2b。 

ec) 用 结构 归纳 法 证 明 : 当 (a,， 5)ES 时 , a<<2b。 

给 出 下 列 每 个 正 整 数 有 序 对 的 集合 的 递归 定义 。[ 提 示 : 把 集合 中 的 点 画 在 平面 上 并 且 寻 找 包 含 集合 
中 的 点 的 直线 。] 

a)S 二 {(a, 5) |a€EZ1+，bEZV' 且 ab 是 奇数 } 

b)S={(a, |a€Zt, bEZ* HE alb} 

©)S={(a, |a€EZ', bEZ+ HE 3|at6)} 

给 出 下 列 每 个 正 整数 有 序 对 的 集合 的 递归 定义 。 用 结构 归纳 法 证 明 所 找到 的 递归 定义 是 正确 的 。[ 提 
示 : 为 了 找 出 递归 定义 ， 把 集合 中 的 点 画 在 平面 上 并 且 寻 找 模 式 。] 

a)S=={(a, b) |a€2V1+，65EZV' 且 a 十 b 是 偶数 ) 

b)S={(a, b)|a€EZ+,，65EZT* 且 a 或 6 是 奇数 } 

c)S={(a, 6b) |a€EZ1+ ,bEZ1 且 a 十 b 是 奇数 且 316} 


. 证 明 : 在 位 串 中 ， 字 符 串 01 至 多 比 字符 串 10 多 出 现 1 次 。 
. 定义 由 表示 集合 的 变量 和 {” ，U ， 门 ,- } 中 的 运算 符 所 组 成 的 集合 的 合式 公式 。 
. 3) 给 出 计算 位 串 * 中 1 的 个 数 的 函数 ones(s) 的 递归 定义 。 


b) 用 结构 归纳 法 证 明 ones(st) 二 ones(s) 十 ones(1)。 


. a) 给 出 等 于 十 进 制 数字 的 非 空 字符 串 中 最 小 数字 的 函数 m(s) 的 递归 定义 。 


b) 用 结构 归纳 法 证 明 m(st) 二 min(m(s)，m(t))。 
一 个 字符 串 的 倒置 ( 反 转 ) ， 是 由 原 字符 串 里 的 符号 以 相反 顺序 组 成 的 字符 串 。 把 字符 串 w 的 倒置 
表示 成 z" 。 

求 出 下 面 位 串 的 倒置 。 

a)0101 b)1 1011 

c)1000 1001 0111 
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35. 给 出 字符 串 的 倒置 的 递归 定义 。[ 提 示 : 首先 定义 空 串 的 倒置 。 然 后 把 长 度 为 n 十 1 的 字符 串 w 写成 
Zzy， 其 中 工 是 长 度 为 的 字符 串 ， 并 且 利 用 xz* 和 y 来 表示 w 的 倒置 。] 
* 36. 用 结构 归纳 法 证 明 : (rw rwz)R 一 zzv 。 
37. 给 出 wi 的 递归 定义 ， 其 中 w 是 字符 串 而 ; 是 非 负 整数 。( 这 里 w' 表示 字符 串 w 的 i 份 复 制品 的 
连接 。) 
* 38. 给 出 回 文 位 串 的 集合 的 递归 定义 。 
39. 位 串 集合 A 定义 成 
AEA 
0OziEA ZEA 
其 中 4 是 空 串 。 哪 些 字符 串 属于 A? 
* 40. 递归 地 定义 : 所 包含 的 0 比 1 多 的 位 串 的 集合 。 
41. 用 练习 37 和 数学 归纳 法 证 明 : i(wi) = 二 i， lw)， 其 中 ww 是 位 串 而 i 是 非 负 整数 。 
* 42. 证 明 : 当 也 是 位 串 而 ; 是 非 负 整 数 时 ， 有 (wr*)’ 二 (wi)*。 即 证 明 一 个 字符 串 的 倒置 的 i 次 短 是 这 个 
字符 串 的 ;z 次 寡 的 倒置 。 
43. 用 结构 归纳 法 证 明 : z(T) 三 284(T) 十 1， 其 中 工 是 满 二 叉 树 ，z(CT) 等 于 工 的 顶点 数 ，ACT) 是 T 的 
高 度 。 
可 以 递归 地 定义 满 二 叉 树 的 树叶 和 内 点 。 
基础 步骤 : 树 根 ~ 是 恰 有 一 个 顶点 的 满 二 叉 树 的 树叶 。 这 个 树 没有 内 点 。 
递归 步骤 : 树 T= 二 T，T, 的 树叶 集合 是 Ti 的 树叶 集合 与 T 的 树叶 集合 的 并 。 械 的 内 点 集合 是 的 
树 根 ~ 与 Ti 的 内 点 集合 与 T 的 内 点 集合 的 并 。 
44. 用 结构 归纳 法 证 明 : 满 二 叉 树 工 的 树叶 数 !(T) 比 工 的 内 点 数 iCT) 多 1。 
45. 仿照 例 13 用 广义 归纳 法 证 明 : 如 果 把 a,,, 递 归 地 定义 成 ao,o 二 0 并且 
二 es 7 一 0 且 m>>0 
anni Tl ‘750 
则 对 于 所 有 Cm，n) ENXN 来 说 ，aw,, 三 m 十 n。 
46. 仿照 例 15 用 广义 归纳 法 证 明 : 如 果 把 a 递归 地 定义 成 a1,1 二 5 并 且 
ann 一 Qnr_lin 十 2 n=1 有 m>1 
jz n>1 
则 对 于 所 有 Cm，n) EZ'T XZi' 来 说 ，anm,n 二 2Cm 十 nn) 十 1。 
* 47. 正 整 数 n 的 分 拆 是 把 n 写成 正 整 数 之 和 的 方式 。 例 如 ，7= 二 3 十 2 十 1 十 1 是 7 的 分 拆 。 设 P。 等 于 m 的 
不 同 分 拆 的 数目 ， 其 中 和 式 里 项 的 顺序 无 关 紧 要 ， 并 设 P,,, 是 用 不 超过 的 正 整 数 之 和 来 表示 m 的 
不 同方 式 数 。 
a) 证 明 : Pana= Pns 
b) 证 明 : 下 面 的 P。, 的 递归 定义 是 正确 的 。 


由 m 二 

1 7 一 上 
Pn—< Pa,n m=n 

DP m 二 n 之 1 


Pn 1+P, ,» m>n>1 

e) 用 这 个 递归 定义 求 出 5 和 6 的 分 拆 数 。 

考虑 阿 克 曼 函数 的 一 个 变种 的 下 述 归 纳 定 义 。 这 个 函数 是 根据 德国 数学 家 威 尔 海 姆 。 阿 克 曼 的 名 字 癌 
来 命名 的 ， 他 是 大 数学 家 大 卫 ， 希 尔 伯 特 的 学 生 。 在 递归 函数 论 以 及 涉及 集合 合并 的 某 些 算法 的 复杂 性 
研究 中 ， 阿 克 曼 函数 起 到 了 重要 的 作用 。( 这 个 函数 有 多 种 不 同 的 变种 ， 都 称 为 阿 克 曼 函 数 ， 并 且 都 有 类 
似 的 性 质 ， 尽 管 它们 的 值 不 一 定 相 等 。) 
练习 48 一 55 涉及 这 种 形式 的 阿 克 曼 函数 。 
48. 求 出 下 列 阿 克 曼 函数 的 值 。 

a)A(l, 0) b)A(0, 1) 


x 
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c)A(1，1) d)A(2, 2) 
49, 证 明 : 当 m 宇 1 时， 有 Alm，2)=4。 
50. 证 明 ; 当 n 宇 1 时 ， 有 A(l, n)==2"。 
51. 求 出 下 列 阿 克 曼 函数 的 值 。 
a)A(2，3) x b)A(3, 3) 
52. 求 出 A(3，4)。 
53. 证 明 : 当 m 和 nn 都 是 非 负 整数 时 ， 有 ACm, nn 十 1) 室 A(m,，n)。 
54. 证 明 ， 当 m 和 nn 都 是 非 负 整 数 时 ， 有 Alm 二 1, nn) 宇 A(m,，n)。 
55. 证 明 : 当 ; 和 7 都 是 非 负 整数 时 ， 有 A(i, 门 宇 j。 
56. 用 数学 归纳 法 证 明 : 通过 规定 (0) 和 从 FF(n) 获 得 下 (n 十 1) 的 规则 所 定义 的 函数 下 是 良 定 义 的。 
57. 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 : 通过 规定 (0) 以 及 从 F(k) (k= 二 0，1，2，…，n) 获 得 FCn 十 1) 的 规则 所 
定义 的 函数 是 良 定义 的 。 
58. 证 明 : 下 述 每 一 个 所 谓 的 对 正 整 数 集合 上 的 函数 的 递归 定义 都 不 能 产生 良 定义 的 函数 。 
a) 对 n 宇 1 来 说 Fln)=1 十 F([n/2]), 且 F(1)=1。 
b) 对 n 宇 2 来 说 FF(n)==1 十 F(n 一 3),， 且 F(1)=2 和 F(2)==3。 
0) 对 n 宇 2 来 说 下 (n)=1 十 F(n/2),， 且 F(1)=1 和 F(2) 二 2。 
dg) 车 nn 是 偶数 且 n 宇 2， 则 下 (n)==1 十 F(n/2); 车 nn 是 奇数 ， 则 FCn)==1 一 F(n 一 1), 且 F(1)=1。 
e) 若 是 偶数 且 n 宇 2， 则 下 (mn)==1 十 Fl(n/2); 车 nn 是 奇数 且 n 宇 3,， 则 FF(n)=F(3n 一 1), 且 F(1)=1。 
59. 证 明 : 下 述 每 一 个 所 谓 的 对 正 整 数 集合 上 的 函数 的 递归 定义 都 不 能 产生 良 定义 的 函数 。 
a) 对 n 宇 1 来 说 下 (n) 二 1 十 F([(n 十 1)/2]), 且 F(1)=1。 
b) 对 n 宇 2 来 说 FF(n)==1 十 Fl(n 一 2), 且 F(1)==0。 
©) 对 n 宇 3 来 说 FF(n)==1 十 F(n/3), 且 F(G1) 王 1，F(2) 一 2，F(C3) 一 3。 
d) 若 ”是 偶数 且 ” 志 2， 则 F(n)==1 十 F(n/2); 车 nn 是 奇数 ， 则 F(n)==1 十 F(n 一 2),， 且 F(1)==1。 
e) 若 "过 2， 则 F(n)==1 十 F(F(n 一 1)), 且 F(1)==2。 
练习 60 一 62 处 理 对 数 函 数 的 迭代 。 像 通常 一 样 ， 设 log n 表示 以 2 为 底 nn 的 对 数 。 函 数 log 递归 地 定 
义 成 


n k=0 
log'* lec n) log* “Jn 有 定义 且 为 正 数 

无 定义 其 他 情况 
迭代 对 数 是 函数 log* n， 它 在 n 处 的 值 是 使 得 log”n<<1 的 最 小 的 非 负 整数 &。 
60. 求 出 下 述 的 每 一 个 值 : 


a)log'2) 16 b)log's 256 Olog 2 d)log(9 22 
61. 对 下 述 的 每 一 个 log* n 的 值 ， 求 出 的 值 : 
a)2 b)4 c)8 d)16 
”e)256 f)65 536 三 2 


62. 求 出 使 得 log * n= 二 5 的 最 小 整数 n。 确 定 这 个 数 的 十 进 制 位 数 。 
练习 63 一 65 处 理 和 迭代 函数 的 值 。 假 定 f(n) 是 从 实数 集合 或 正 实数 集合 或 某 些 其 他 的 实数 集合 到 实 
数 集合 的 函数 ， 使 得 f(n) 是 单调 递增 的 ( 即 当 n 二 mm 时， 有 fln) 二 fl(m)， 并 且 对 f 的 定义 域 里 的 所 及 n 
来 说 ，f(n) 二 n)。 函 数 f* (n) 递 归 地 定义 成 
n k=0 


Pe k>0 
另外 ， 设 < 是 正 实 数 。 和 迭代 函数 f* 是 为 了 把 f 的 自 变量 缩小 到 小 于 或 等 于 c 所 需要 的 yj 的 迭代 次 数 ， 所 
以 fr () 是 使 得 Fe (2) 委 c 的 最 小 的 非 负 整数 &。 
63. 设 f(n) 二 n 一 a， 其 中 a 是 正 整 数 。 求 出 Fe (mn) 的 公式 。 当 nn 是 正 整 数 时 ，f3 (n) 的 值 是 什么 ? 
64. 设 f(n)= 二 n/2。 求 出 fn) 的 公式 。 当 nn 是 正 整 数 时 ，f? (n) 的 值 是 什么 ? 
65. 设 fln) = 二 Vn。 求 出 fn) 的 公式 。 当 nn 是正 整数 时 ，f2 (n) 的 值 是 什么 ? 
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5.4 递归 算法 


5.4.1 引言 

有 时 可 以 把 带 有 具体 的 一 组 输入 问题 的 解 归 约 到 带 更 小 的 一 组 输入 的 相同 问题 的 解 。 例 
如 ， 求 两 个 正 整 数 a 和 2 的 最 大 公 因 子 的 问题 ， 其 中 5 盖 a， 就 可 以 归 约 到 求 一 对 更 小 的 整数 
( 即 5 mod a 和 a) 的 最 大 公 因 子 的 问题 ， 因 为 gcd(b mod a，a) 二 gcd(a，b)。 当 可 以 实现 这 样 的 
归 约 时 ， 就 可 以 用 一 系列 归 约 来 求 出 原 问题 的 解 ， 直 到 把 问题 归 约 到 解 是 已 知 的 某 个 初始 情形 
为 止 。 例 如 ， 对 求 最 大 公 因 子 来 说 ， 归 约 持 续 到 两 个 数 中 较 小 的 一 个 为 零 ， 因 为 当 a 二 0 时 ， 
gcd(a, 0)=a。 

我 们 将 看 到 ， 连 续 地 把 问题 归 约 到 带 更 小 输入 的 相同 问题 ， 这 样 的 算法 可 用 来 解决 广泛 的 
问题 。 

若 一 个 算法 通过 把 问题 归 约 到 带 更 小 给 入 的 相同 问题 的 实例 来 解决 原来 的 问题 ， 
则 这 个 算法 称 为 递归 的 。 

本 节 将 描述 大 量 不 同 的 递归 算法 。 

例 1 给 出 计算 2! 的 递归 算法 ， 其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 

解 ” 可 以 建立 一 个 求 n! 的 递归 算法 ， 其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 根 据 n! 的 递归 定义 ， 当 > 
是 一 个 正 整数 时 ，z! 二 rn， (n 一 1)!， 且 0! = 二 1。 为 了 对 某 个 特定 的 整数 求 n!， 执行 n 次 递 
归 ， 每 一 次 都 用 在 下 一 个 较 小 整数 处 的 阶乘 函数 值 代替 阶乘 函数 的 值 。 在 最 后 一 步 时 ， 代 入 
0!。 所 得 到 的 递归 算法 由 算法 1 所 示 。 

为 了 理解 该 算法 是 如 何 工 作 的 ， 我 们 来 追踪 用 算法 计算 4! 时 的 每 一 步 。 首 先 ， 利 用 归纳 步 
又 ， 有 41! 一 4。3!。 然 后 ， 重 复 使 用 归纳 步骤 ， 有 3! 三 3 .2!、2! 一 2 .1!、1! = 二 1，0!。 代 
入 0! =1 的 值 ， 并 回 代 以 上 各 步 ， 即 得 1! =1*1=1、 2! 一 2 .1! 一 2、31! 一 3 .2! =3.2= 
6、41! =4° 3! 三 4。6 一 24。 4 





算法 1 计算 n! 的 递归 算法 
procedure factorial(n: 非 负 整数 ) 
if n=0 then return 1 

else return n * factorial(n—1) 
{输出 是 n1) 








例 2 说 明了 如 何 构造 一 个 递归 算法 ， 从 函数 的 递归 定义 来 计算 函数 的 值 。 

例 2 给 出 计算 a" 的 递归 算法 ,其 中 a 是非 零 实数 而 n 是 非 负 整数 。 

解 ”可 以 让 递归 算法 是 基于 a" 的 递归 定义 。 这 个 定义 说 对 n 二 0 来 说 有 a” 二 a* a"， 而 初 
始 条 件 是 a 二 1。 为 了 求 出 a"， 连 续 地 用 这 个 递归 定义 来 缩小 指数 ， 直 到 指数 是 0。 在 算法 2 
里 给 出 了 这 个 过 程 。 4 








算法 2 计算 a" 的 递归 算法 

procedure power(a: 非 零 实数 ，n: 非 负 整数 ) 
if n=0 then return 1 

else return a * power(a, 7—1) 

{输出 是 a”)} 





下 面 给 出 求 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
例 3 给 出 求 满足 a=<6 的 两 个 非 负 整 数 a 和 2 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
解 ” 可 以 基于 gcd(a, 二 gcd(b5 mod a，a) 和 当 65 二 0 时 gcd(0,， 6) 二 5b 找 出 递归 算法 中 的 过 


us 到 


Bs 


区 
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程 。 这 产生 了 欧 几 里 得 算法 的 递归 版 本 算法 3。 

当 输 入 为 a 二 5、6b 二 8 时 ， 跟 踪 算法 3 以 说 明 它 是 如 何 工 作 的 。 对 该 输入 ， 算 法 执行 “else” 
语句 ， 得 到 gcd(5，8) 二 gcd(8 mod 5，5) 一 gcd(3，5) 。 再 执行 此 语句 ， 得 到 gcd(3，5) 一 gcd(5 
mod 3，3) 一 gcd(2，3) ， 然 后 得 到 gcd(2，3) 一 gcd(3 mod 2，2) 一 gcd(1，2)， 再 得 到 gcd(1， 
2) 王 gcd(2 mod 1，1) 王 gcd(0，1)。 最 后 ， 算 法 执行 第 一 步 ， 由 a 二 0 得 到 gcd(C0，1) 王 1。 因 
此 ， 算 法 的 执行 结果 是 gcd(5，8) 王 1。 4 








算法 3 计算 gcd(a,， 的 递归 算法 
procedure gcd(a,，b: 非 负 整数 日 a 二 5) 
这 a=0 then return b 


else return gcd(b mod a, a) 


{输出 是 gcd(a，5))} 








例 4 设计 一 个 计算 多 mod m 的 递归 算法 ， 其 中 5、n 和 m 是 满足 m 宇 2、n 宇 0 且 1<b<m 
的 整数 。 

解 ” 可 以 基于 5 mod m 二 (5，(b”!med m))mod m 这 个 事实 来 构建 递归 算法 ， 这 个 事实 来 
自 4. 1 节 推 论 2 和 初始 条 件 % mod m= 二 1。 在 本 节 把 这 个 事实 留 给 读者 作为 练习 12。 

然而 ， 通 过 观察 下 面 的 事实 ， 可 以 设计 出 效率 更 高 的 递归 算法 。 

b” mod m= (bmod m)’ mod m 
当 寻 是 偶数 时 ， 以 及 
b” mod mm 一 (Comod m)’ mod m * b mod m) mod m 

当 nn 是 奇数 时 ， 用 伪 码 将 其 写成 算法 4。 

下 面 对 输入 5 二 2、n 二 5 及 m 二 3 来 跟踪 算法 4， 以 说 明 该 算法 是 如 何 工 作 的 。 首 先 ， 由 于 "一 5 
是 奇数 ， 所 以 执行 “else” 语 句 ， 从 而 有 mpower(2，5，3) 王 (mpower(2，2，3) mod 3。2 mod 3) mod 
3。 接 下 来 执行 “else 论语 句 ， 得 到 mpower(2，2，3) 一 mpower(2，1，3)* mod 3。 再 执行 “else” 语 句 ， 
得 到 mpower(2，1，3) 一 Cmpower(2，0，3): mod 3。2 mod 3) mod 3。 最 后 ， 执 行 “if 语句 ， 得 到 
mpower(2，0，3) 王 1。 下 面 进 行 回 代 ， 得 到 mpower(2，1，3) 二 1 mod 3， 2 mod 3) mod 3 一 2， 从 而 
mpower(2，2，3) 一 2 mod 3 一 1， 最 后 ，mpower(2，5， 3) 王 (1: mod 3。2 mod 3) mod 3 一 2。 可 





算法 4 递归 模 指数 
procedure mpower(b5，n，m: 整数 且 5 和 0，m 宇 2,，n 宇 0) 
if n=0 then 
return 1 
else fn 是 偶数 then 


return mpower(b, n/2, m)’ mod m 





else 
return(mpower(b, [n/2], m)’ mod m* b mod m)mod m 


{输出 是 如 mod zn} 








现在 将 要 给 出 3. 1 节 所 介绍 的 搜索 算法 的 递归 形式 。 

例 5 把 线性 搜索 算法 表达 成 递归 过 程 。 

解 ” 为 了 在 搜索 序列 wm ，a ，…，a, 中 搜索 z， 在 算法 的 第 ; 步 比 较 z 与 ai。 若 工 等 于 ai， 
则 i 是 xz 的 位 置 。 否则 ， 对 z 的 搜索 就 归 约 到 在 少 了 一 个 元 素 的 序列 ( 即 序 列 as，…，a,) 中 
的 搜索 。 现 在 给 出 一 个 递归 过 程 ， 用 伪 码 把 这 个 过 程 表 示 成 算法 5。 

设 searchGi，7，z) 是 在 序列 ww，ari，…，w 中 搜索 xz 的 过 程 。 过 程 的 输入 包括 三 元 组 
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(1，n，Z)。 若 剩余 序列 的 第 一 项 是 +， 或 者 车 序列 只 有 一 项 并 且 它 不 是 +， 则 过 程 在 这 一 步 终 
止 。 若 z 不 是 第 一 项 而 且 存在 其 他 的 项 ， 则 执行 同样 的 过 程 ， 但 是 搜索 序列 减少 一 项 ， 它 是 通 
过 删除 搜索 序列 的 第 一 项 而 获得 的 。 4 








算法 5 递归 线性 搜索 算法 
procedure search(i，j，Zx: i，j， 工 是 整数 ，1 志 ij 声 n) 
if a;= xz then 
return 1 
else if-i = 7; then 
return 0 





else 
return search(i 十 1, j, xz) 


{输出 是 ai ， G2 Qnr 中 工 的 位 置 ， 如 果 有 zi 否则 它 是 0} 


例 6 构造 二 分 搜索 算法 的 递归 形式 。 

解 ” 假 定 要 在 序列 mw ，as，…，a, 中 求 出 工 的 位 置 。 为 了 执行 二 分 搜索 ， 首 先 比较 z 与 中 
间 项 aln 十 1)/2。 若 zx 等 于 这 一 项 ， 则 算法 将 终止 。 否则， 把 搜索 归 约 到 更 小 的 搜索 序列 ， 即 若 
Zz 小 于 原 序列 的 中 间 项 ， 则 归 约 到 序列 的 前 一 半 ， 否 则 归 约 到 后 一 半 。 已 经 把 搜索 问题 的 解 归 约 
到 带 长 度 近似 为 一 半 的 序列 的 相同 问题 的 解 。 二 分 搜索 算法 的 这 种 递归 形式 表达 成 算法 6。 囊 











算法 6 递归 二 分 搜索 算法 
procedure binary search(i，;j，x: i,，j， 工 是 整数 ，1 志 i<n,，1<j 和 nn) | 
m := [Ci ++ 7)/2] 
if z=a,, then 

return m 
else if(z<a, and i=m)then 

return binary search(i, m—1, zx) 
else if(zx>a», and j>m)then 

return binary search(m 十 1, j}, Zz) 


else return 0 


{ 输 出 是 ai，az ，…，qaw 中 工 的 位 置 ， 如果 有 z; 否则 为 0} 

















5.4.2 证 明 递归 算法 的 正确 性 

数学 归纳 法 以 及 它 的 变种 一 一 强 归纳 法 ， 都 可 以 证 明 一 个 递归 算法 的 正确 性 ， 即 可 以 证 明 
算法 对 所 有 可 能 的 输入 值 ， 都 能 产生 所 需要 的 输出 。 例 7 和 例 8 说 明了 如 何 用 数学 归纳 法 或 强 
归纳 法 来 证 明 算法 的 正确 性 。 首 先 ， 证 明 算 法 2 的 正确 性 。 

例 7 证 明 算 法 2( 求 实数 的 短 ) 的 正确 性 。 

解 ” 我 们 对 指数 做 数学 归纳 法 。 

基础 步骤 : 如果 n 二 0， 算 法 的 第 一 步 告 诉 我 们 : power(a，0) 二 1。 这 是 正确 的 ， 因 为 对 
任意 非 零 实数 a， 都 有 a 二 1。 这 就 完成 了 基础 步骤 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 是 命题 对 所 有 a 翅 0 及 非 负 整数 &， 都 有 power(a， 二 a 。 即 归纳 假设 是 
命题 算法 能 正确 地 计算 a 。 为 了 完成 归纳 步骤 ， 需 要 证 明 : 如 果 归 纳 假设 为 真 ， 那 么 算法 能 正确 
计算 ar+!。 因 为 十 1 是 正 整 数 ， 所 以 当 算 法 计算 o 和 :时 ， 它 将 做 power(ae，& 十 1) 一 a。Ppower(a，A) 。 
根据 归纳 假设 ， 有 power(a，k 二 a ， 所 以 power(a， 上 十 1) 二 a，power(a， 习 二 a*，a 二 a 。 这 就 完 
成 了 归纳 步骤 。 

我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 和 归纳 步 台 ， 因 此 可 以 得 出 结论 : 当天 0 及 n 是 一 个 非 负 整 数 
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时 ， 算 法 2 总 能 正确 地 计算 a”。. a 
一 般 情况 下 ， 需 要 用 强 归 纳 法 而 不 是 数学 归纳 法 来 证 明 算 法 的 正确 性 。 例 8 就 说 明了 这 一 
点 。 例 8 说 明了 如 何 用 强 归纳 法 来 证 明 算 法 4 的 正确 性 。 
例 8 证 明 算法 4( 求 模 指 数 ) 的 正确 性 。 
解 ” 对 指数 nn 用 强 归 纳 法 。 
基础 步骤 : 当 n 二 0 时 ，mpower(b，n，m) 二 1。 因 为 当 b 是 整数 ，m 是 整数 ， 满 足 m 宇 2 
时 多 mod m 二 1， 所 以 基础 步 又 就 完成 了 。 
归纳 步骤 : 归纳 假设 是 当 6b 是 正 整数 ，m 是 整数 ， 满 足 m 宇 2 时 ， 对 于 所 有 整数 0 三 j 二 
来 说 ，mpower(b，j，m) 一 mod m。 为 了 完成 归纳 步 台 ,我 们 证 明 当 归纳 假设 正确 时 ， 
mpower(b，k，m) 一 久 mod m。 因 为 递归 算法 对 于 在 奇数 和 偶数 时 处 理 不 同 ， 所 以 我 们 将 归 
纳 步骤 分 为 两 种 情况 。 
当 & 是 偶数 时 ， 有 mpower(b,，k，m) 二 mpower(b, k/2,，m)’ mod m= (bb mod m)’ mod 
mm 二 5 mod m， 其 中 使 用 了 归纳 假设 以 便 把 mpower(5，k/2，m) 换 成 ?mod m。 
当 & 是 奇数 时 ， 有 
mpower(b, k, m)=((mpower(b, [k/2], m))’ mod m* b mod m) mod m 
一 (CO mod m)’ mod m * b mod m) mod m=P LY" mod m=b mod m 
利用 4.1 节 推论 2， 因 为 当 k 是 奇数 时 2Lk/2」 十 1 二 2(k 一 1)/2 十 1 二 k&。 这 里 使 用 了 归纳 假设 以 
便 把 mpower(b6，[k/2 ]，m) 换 成 bL%5Jmod m。 这 样 就 完成 了 归纳 步 又 。 
我 们 已 经 完成 了 基础 步骤 0 和 归纳 步骤， 根据 归纳 假设 知道 算法 4 是 正确 的 。 S| 


5.4.3 递归 与 迭代 

函数 在 取 某 一 个 正 整数 时 的 值 通过 函数 在 较 小 整数 时 的 值 来 表示 ， 这 是 一 个 递归 定义 。 这 意味 
着 我 们 可 以 设计 递归 算法 来 计算 在 取 某 一 个 正 整数 时 该 递归 定义 的 函数 值 。 我 们 不 是 连续 地 在 较 小 
的 整数 点 处 计算 函数 的 值 ， 而 是 从 函数 在 一 个 或 多 个 整数 点 处 的 函数 值 开始 ， 然 后 连续 地 应 用 递归 
定义 一 个 一 个 地 求 得 函数 在 较 大 整数 点 处 的 函数 值 。 这 样 的 过 程 就 称 为 迁 代 。 通 常 ， 一 个 用 递归 定 
义 的 迭代 算法 序列 要 比 用 递归 过 程 计算 会 减少 很 多 计算 量 ( 除 非 使 用 特定 用 途 的 递归 机 )。 这 一 点 可 
以 通过 用 计算 第 ”个 裴 波 那 契 数 的 迭代 过 程 和 递归 过 程 来 说 明 。 我 们 先 给 出 递归 过 程 。 





算法 7 斐 波 那 契 数 的 递归 算法 
procedure fibonacci(n: 非 负 整数 ) 
证 n=0 then return 0 


else if n=1 then return 1 
else return fibonacci(n—1) 十 fibonacci(n—2) 
{输出 是 fibonacci(Czz) } 





当 使 用 递归 算法 求 f, 时 ， 首 先 把 f, 表示 成 矿 -:; 十 帮 -:。 然 后 把 这 两 个 斐 波 那 契 数 都 换 成 两 个 
前 面 的 斐 波 那 契 数 之 和 。 当 大 或 妨 出 现时 ， 就 直接 换 成 它 的 值 。 

注意 ， 在 递归 的 每 个 阶段 ， 直 到 获得 户 或 六 为止， 需要 
求 值 的 斐 波 那 契 数 的 个 数 都 一 直 翻 倍 。 例 如 ， 当 使 用 这 个 递归 
算法 求 出 f, 时 ， 就 必须 完成 图 1 中 的 树 形 图 所 说 明 的 全 部 计 
算 。 这 个 树 包 括 用 f 标记 的 根 以 及 从 根 到 用 两 个 斐 波 那 契 数 
和 fi 标记 的 顶点 的 分 支 ， 它们 出 现在 f 的 计算 的 归 约 中 。 
每 个 后 续 的 归 约 都 产生 树 中 的 两 个 分 支 。 当 遇 到 f。 和 万 时， 
这 种 分 支 结 束 。 读 者 可 以 验证 一 下 ， 这 个 算法 需要 /一 1 次 
加 法 来 求 出 f,。 图 1 递归 地 求 f 的 值 
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现在 考虑 用 算法 8 中 的 迭代 过 程 来 求 出 f, 所 需要 的 计算 量 。 








算法 8 计算 斐 波 那 契 数 的 迭代 算法 
procedure iterative fibonacci(n: 非 负 整数 ) 
证 2 一 0 then return 0 


else 

w=0 

4 

for i :一 1] to n—1 
z :二 ZX 十 y 
| 
3 :一 z 

return y 


{输出 是 第 个 斐 波 那 契 数 } 











这 个 过 程 把 工 初始 化 成 户 =0， 把 > 初始 化 成 方 =1。 当 经 过 循环 时 ， 把 工 和 > 的 和 赋 给 
辅助 变量 xz。 然后 把 工 赋 成 y 的 值 ， 而 把 y 赋 成 辅助 变量 z 的 值 。 因 此 ， 在 经 过 第 一 次 循环 之 
后 得 出 z 等 于 fi 而 y 等 于 fo 十 有 二 fi。 男 外 ， 在 经 过 n 一 1 次 循环 之 后 工 等 于 f,-!1 而 > 等 于 ff， 
〈 读 者 应 当 验 证 这 个 命题 ) 。 当 ?之 1 时 ， 用 这 个 迭代 方法 求 出 f, 仅仅 使 用 了 n 一 1 次 加 法 。 因 
此 ， 这 个 算法 比 递归 算法 需要 的 计算 少 得 多 。 

已 经 说 明 当 求 递 归 定 义 的 函数 的 值 时 ， 递 归 算 法 可 能 比 迭 代 算法 需要 更 多 的 计算 量 。 有 
时 使 用 递归 算法 可 能 更 好 ， 即 使 它 比 迭代 过 程 更 低 效 ， 特 别 是 当 递 归 方 法 容易 实现 而 迭代 方 
法 不 容易 实现 时 。( 另 外 ， 或 许可 以 用 专门 设计 来 处 理 递归 的 机 器 ， 它 们 抵消 了 使 用 迭代 的 
好 处 。) 


5.4.4 归并 排序 

现在 描述 称 为 归并 排序 算法 的 递归 排序 算法 。 在 概括 性 地 描述 归并 排序 算法 之 前 ， 将 用 一 
个 例子 来 说 明 它 是 如 何 工 作 的 。 

例 9 用 归并 排序 来 排序 列表 8，2，4，6，9，7，10，1，5，3。 

解 ”归并 排序 首先 通过 不 断 地 把 表 一 分 为 二 来 把 表 分 成 单个 的 元 素 。 这 个 例子 的 子 表 的 序 
列表 示 成 图 2 上 方 所 示 的 高 度 为 4 的 平衡 二 又 树 。 

排序 是 通过 不 断 地 合并 成 对 的 表 来 完成 的 。 在 第 一 阶段 里 ， 把 成 对 的 单个 元 素 合 并 成 按 升 
序 排列 的 长 度 为 二 的 表 。 然 后 对 成 对 的 表 进 行 连续 的 合并 ， 直 到 整个 表 都 排 成 升序 为 止 。 把 这 
些 合并 成 按 升序 排列 的 表 的 序列 表示 成 图 2 下 方 所 示 的 高 度 为 4 的 平衡 二 叉 树 (注意 ， 这 个 树 
是 * 上 下 颠倒 地 ”显示 的 )。 4 

在 一 般 情 况 下 ， 归 并 排序 是 这 样 进行 的 ， 反复 地 把 表 分 成 长 度 相 等 的 两 个 子 表 ( 或 者 其 中 
一 个 子 表 比 另 一 个 子 表 多 一 个 元 素 )， 直 到 每 个 子 表 包 含 一 个 元 素 为 止 。 这 些 子 表 的 序列 可 以 
表示 成 平衡 二 又 树 。 这 个 过 程 继续 进行 : 不 断 地 合并 成 对 的 子 表 ， 其 中 的 两 个 表 都 是 按 升序 排 
列 的 ， 把 它们 合并 成 元 素 都 是 按 升序 排列 的 较 大 的 表 ， 直 到 原来 的 表 排 成 升序 为 止 。 这 些 合并 
的 子 表 的 序列 可 以 表示 成 平衡 二 又 树 。 

也 可 以 递归 地 描述 归并 排序 。 为 了 做 归并 排序 ， 把 表 分 成 大 小 相等 或 近似 相等 的 两 个 子 
表 ， 用 归并 排序 算法 排序 每 个 子 表 ， 然 后 合并 这 两 个 子 表 。 算 法 9 给 出 归并 排序 的 递归 形式 。 
这 个 算法 使 用 子 过 程 merge， 算 法 10 描述 merge。 
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图 2 对 8，2，4，6，9，7，10，1，5，3 的 归并 排序 


算法 9 递归 归并 排序 
procedure mergesort( 工 一 al ，…，an) 
证 2” 之 1 then 

m :一 |z/2] 


Li So Vas “ys Gm 
Ly T=— Qt Vets “sy Ge 
工 :一 merge(mergesort(L!), mergesort(L;)) 


{现在 工 中 的 元 素 以 非 降序 排列 } 








为 了 实现 归并 排序 ， 需 要 把 两 个 有 序 表 合并 成 更 大 有 序 表 的 有 效 算法 。 现 在 将 描述 这 样 的 
过 程 。 

例 10 ”描述 如 何 合并 两 个 表 2，3，5，6 和 1，4。 

解 表 1 说 明 所 使 用 的 步 又 。 首 先 ， 比 较 两 个 表 中 的 最 小 元 素 ， 它 们 分 别 是 2 和 1。 因 为 
1 较 小 ， 所 以 把 它 放 在 合并 的 表 的 开头 并 且 从 第 二 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 2， 
3，5，6， 第 二 个 表 是 4， 组 合 而 成 的 表 是 1。 


表 1 合并 已 排序 的 表 2, 3, 5, 6 和 1, 4 






12 
主攻 六 
1234 
123456 


4=5 
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其 次 ， 比 较 2 和 4， 它们 是 两 个 表 中 的 最 小 元 素 。 因 为 2 较 小 ， 所 以 将 它 添加 到 组 合 的 表 并 
且 从 第 一 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 3，5，6， 第 二 个 表 是 4， 组 合 而 成 的 表 是 
ls 2 

继续 比较 3 和 4， 它 们 是 各 自 表 中 的 最 小 元 素 。 因 为 3 是 这 两 个 元 素 中 较 小 的 ， 所 以 将 它 
添加 到 组 合 的 表 并 且 从 第 一 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 5，6， 第 二 个 表 是 4， 组 
合 而 成 的 表 是 1，2，3。 

然后 比较 5 和 4， 它 们 是 两 个 表 里 的 最 小 元 素 。 因 为 4 是 这 两 个 元 素 中 较 小 的 ， 所 以 将 它 
添加 到 组 合 的 表 并 且 从 第 二 个 表 中 删除 它 。 在 这 个 阶段 ， 第 一 个 表 是 5，6， 第 二 个 表 是 空 的 ， 
组 合 而 成 的 表 是 1，2，3，4。 

最 后 ， 因 为 第 二 个 表 是 空 的 ， 所 以 第 一 个 表 中 的 所 有 元 素 可 以 附加 到 组 合 表 的 后 面 ， 保 持 
它们 在 第 一 个 表 中 的 出 现 顺 序 。 这 样 就 产生 出 有 序 表 1，2，3，4，5，6。 | 

现在 考虑 将 两 个 有 序 表 L, 和 工 : 合并 成 一 个 有 序 表 工 的 一 般 问 题 。 可 以 使 用 下 面 的 过 程 。 
从 空 表 工 开始 。 比 较 两 个 表 的 最 小 元 素 。 把 这 两 个 元 素 中 较 小 的 放 到 工 后 面 ， 并 且 从 它 所 在 的 
表 中 删除 它 。 下 一 步 ， 车 L, 和 工 有 一 个 是 空 的 ， 则 附加 另 一 个 ( 非 空 ) 表 到 工 ， 这 样 就 完成 了 
合并 。 若 志和 工 ; 都 非 空 ， 则 重复 这 个 过 程 。 算 法 10 给 出 这 个 过 程 的 伪 代 码 描述 。 





算法 10 归并 两 个 表 
procedure merge(L; ，L,: 已 排序 的 表 ) 
工 :一 空 表 
while 志和 工 : 都 非 空 
从 Li 和 工 ; 的 第 一 元 素 中 较 小 的 元 素 所 在 的 表 中 删除 这 个 元 素 并 且 把 这 个 元 素 放 到 工 的 左 端 
论 删 除 这 个 元 素 导 致 一 个 表 为 空 then 从 另 一 个 表 中 删除 所 有 元 素 并 且 把 这 些 元 素 附加 到 工 的 后 面 
return L{L 是 元 素 按 照 递 增 顺 序 排列 的 已 归并 的 表 ) 








在 对 归并 排序 的 分 析 中 ， 将 需要 估计 合并 两 个 有 序 表 Lt 和 LIL 所 用 的 比较 次 数 。 对 于 算法 10 
来 说 ， 可 以 容易 地 得 出 这 样 的 估计 。 每 次 比较 Di 的 一 个 元 素 与 L; 的 一 个 元 素 ， 把 一 个 附加 
元 素 添加 到 合并 的 表 工 中 。 不 过 ， 当 工 或 L, 为 空 时 ， 就 不 需要 更 多 的 比较 了 。 因 此 ， 当 执 
行 m 十 n 一 2 次 比较 时 ， 其 中 m 和 nn 分 别 是 L 和 工 : 中 的 元 素 个 数 ， 算 法 10 效率 最 低 ， 和 
L, 每 个 只 剩 下 一 个 元 素 。 下 一 次 比较 将 是 最 后 一 次 ， 因 为 这 次 比较 使 得 这 两 个 表 之 一 为 空 。 
因此 ， 算 法 10 使 用 不 超过 m 十 n 一 1 次 比较 。 下 面 的 引 理 总 结 了 这 个 估计 。 

使 用 不 超过 m 十 n 一 1 次 比较 ， 可 以 把 m 个 元 素 和 n 个 元 素 的 两 个 有 序 表 合并 成 
一 个 有 序 表 。 

有 时 使 用 远 远 少 于 m 十 n 一 1 次 比较 就 可 以 合并 两 个 长 度 为 mx 和 n 的 有 序 表 。 例 如 ， 当 
m 二 1 时 ， 可 以 用 二 叉 搜 索 过 程 来 把 第 一 个 表 里 的 这 一 个 元 素 放 到 第 二 个 表 中 。 这 只 需要 [logn|] 
次 比较 ， 对 m= 二 1 来 说 ，[log | 比 m 十 n 一 1 二 nn 小 得 多 。 在 另 一 方面 ,对 m 和 的 某 些 值 来 说 ， 
引 理 1 给 出 了 最 好 可 能 的 界限 。 即 存在 着 带 有 m 个 和 个 元 素 的 表 ， 比 较 次 数 少 于 m 十 n 一 1 
次 是 无 法 合并 它们 的 。( 见 本 节 练 习 47.) 

现在 可 以 分 析 归 并 排序 的 复杂 性 了 。 与 研究 一 般 性 问题 不 一 样 的 是 ， 将 假定 表 中 的 元 素 个 
数 n 是 2 的 寡 ， 比 方 说 2" 。 这 样 将 使 分 析 不 太 复 杂 ， 但 是 当 实际 情况 不 是 这 样 时 ， 还 可 以 做 各 
种 修改 ， 这 些 修改 将 产生 同样 的 估计 。 

在 分 解 过 程 的 第 一 阶段 ， 把 表 分 解 成 两 个 子 表 ， 每 个 子 表 都 有 2” 个 元 素 ， 位 于 分 解 所 生 
成 的 树 的 1 层 上 。 这 个 过 程 继 续 下 去 ， 把 两 个 带 2" “个 元 素 的 子 表 分 解 成 4 个 在 2 层 上 各 有 
2 个 元 素 的 子 表 ， 以 此 类 推 。 在 一 般 情况 下 ， 在 & 一 1 层 上 有 2 和 :个 表 ， 每 个 表 有 2” ”个 元 
素 。 在 k 一 1 层 上 的 这 些 表 分 解 成 在 & 层 上 的 2 个 表 ， 每 个 表 有 2"“ 个 元 素 。 在 这 个 过 程 的 最 
后 ， 有 2" 个 表 ， 每 个 表 有 一 个 元 素 ， 在 m 层 上 。 
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可 以 这 样 来 开始 合并 : 把 2” 个 含有 一 个 元 素 的 表 成 对 地 组 合成 2 个 表 ， 都 在 m 一 1 层 
上 ， 各 有 两 个 元 素 。 为 了 这 样 做 ， 把 2” 对 含 一 个 元 素 的 表 合并 。 每 一 对 表 的 合并 恰好 需要 一 
次 比较 。 

这 个 过 程 继续 下 去 ， 使 得 在 & 层 上 (k= 二 m，m 一 1，m 一 2，…，3，2，1)，2: 个 各 有 2" 个 
元 素 的 表 合并 成 2“ 个 表 ， 各 有 2"“ 十 1 个 元 素 ， 都 在 & 一 1 层 上 。 为 了 这 样 做 ,需要 总 共 2 和 
次 合并 两 个 表 ， 每 个 表 有 2"“ 个 元 素 。 但 是 ， 根 据 引 理 1， 这 些 合并 每 个 都 可 以 用 至 多 2" 十 
2 “一 1 一 2” “一 1 次 比较 来 完成 。 因 此 ， 从 不 层 进行 到 & 一 1 层 ， 可 以 用 至 多 2 和 (2” 全 :一 1) 
次 比较 来 完成 。 

对 所 有 这 些 估计 求 和 就 证 明了 归并 排序 所 需要 的 比较 次 数 至 多 是 


> 2 和 (2 一 1) 一 >) 2 一 》 2 和 一 mm2" 一 (2 一 1) 一 2logz 一 2 十 1 
k=1 k=1 k=1 





因为 ==log n 和 n= 二 2"。( 这 样 求 》12" 的 值 ， 注 意 它 是 加 个 相同 项 的 和 ， 每 个 都 等 于 2m。 这 


样 求 > 2 的 值 ， 用 2.4 节 定理 1 几何 级 数 各 项 求 和 的 公式 


定理 1 总 结 了 我 们 发 现 的 归并 排序 达到 了 排序 算法 所 需 比 较 次 数 的 最 好 可 能 的 大 O 估计 。 

对 nn 个 元 素 的 表 进 行 归 并 排序 所 需要 的 比较 次 数 是 O(nlog n)。 

在 第 11 章 ， 我们 将 证 明 最 快 的 比较 排序 算法 具有 OCnlog n) 时 间 复 杂 度 。( 比 较 排 序 算法 
是 以 两 个 数 比 较为 基础 的 。) 定 理 1 告诉 我 们 归并 排序 算法 针对 排序 算法 取得 了 最 好 可 能 的 大 O 
估计 时 间 复 杂 度 。 练 习 50 将 描述 另 一 个 有 效 的 算法 一 一 快速 排序 。 


练习 

1. 当 给 定 * 王 5 作为 输入 时 ， 跟 踪 算 法 1。 即 ， 像 例 4 中 求 4! 那样 ,证明 算 法 1 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 
求 51。 

2. 当 给 定 n= 二 6 作为 输入 时 ， 跟 踪 算 法 1。 即 ， 像 例 4 中 求 4! 那样 ， 证 明 算 法 1 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 
求 61。 

3. 跟踪 算法 4 计算 gcd(8，13)。 即 ,证 明 算 法 4 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 gcd(8，13)。 

4. 跟踪 算法 4 计算 gcd(12，7)。 即 ， 证 明 算 法 4 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 gcd(12，7) 。 

5. 当 给 定 m= 二 5， nn 二 11 和 0 一 3 作为 输入 时 ， 跟 踪 算法 3。 即 ,证 明 算法 3 中 的 所 有 步 又 都 是 为 了 求 3” 
mod 5 。 

6. 当 给 定 m= 二 7，n 二 10 和 0 一 2 作为 输入 时 ， 跟 踪 算 法 3。 即 ， 证 明 算 法 3 中 的 所 有 步骤 都 是 为 了 求 22 
mod 7 。 

7. 给 出 当 n 是 正 整 数 而 zx 是 整数 时 ， 只 用 加 法 计算 nz 的 递归 算法 。 

8. 给 出 求 前 个 正 整 数 之 和 的 递归 算法 。 

9. 给 出 求 前 nn 个 正 奇数 之 和 的 递归 算法 。 

10. 给 出 求 有 限 整 数 集合 中 的 最 大 值 的 递归 算法 ， 利 用 事实 : ”个 整数 中 的 最 大 值 是 列表 中 最 后 一 个 整数 
与 2 一 1 个 整数 列表 中 最 大 值 之 间 的 较 大 者 。 

11. 给 出 求 有 限 整数 集合 中 的 最 小 值 的 递归 算法 ， 利 用 事实 : n 个 整数 中 的 最 小 值 是 列表 中 最 后 一 个 整数 
与 2 一 1 个 整数 列表 中 最 小 值 之 间 的 较 小 者 。 

12. 设计 一 个 递归 算法 ， 当 n、z 和 m 都 是 正 整数 时 ， 基 于 事实 zx" mod m 二 (x”'mod m* x mod m) mod 
m， 求 出 zx" mod m。 

13. 给 出 当 n 和 m 都 是 正 整 数 时 ， 求 n! mod m 的 递归 算法 。 

14. 给 出 求 整 数列 表 中 的 众 数 的 递归 算法 。( 众 数 是 列表 中 出 现 的 频繁 程度 至 少 与 其 他 每 个 元 素 一 样 的 
元 素 .) 

15. 设计 一 个 递归 算法 ， 它 计算 假如 gcd(a， 565) 二 gcd(a， 6 一 a) 时 ， 满足 a=b 的 两 个 非 负 整 数 a 和 2 的 最 
大 公 因 子 。 

16. 证 明 : 练习 8 找到 的 求 前 个 正 整数 之 和 的 递归 算法 是 正确 的 。 


17. 设计 把 两 个 非 负 整数 zx 和 yy 相 乘 的 递归 算法 ， 基 于 这 样 的 事实 ; 当 > 是 偶数 时 zy 一 2(z。(y/2))， 
当 y 是 奇数 时 zy 二 2Cz，|y/2]) 十 z， 以 及 初始 条 件 : 当 y=0 时 zy 一 0。 

18. 证 明 : 当 n 是 非 负 整数 时 ， 算 法 1 关于 求 n! 是 正确 的 。 

19. 证 明 : 当 a、5 是非 负 整 数 且 a 二 5 时， 算法 3 关于 求 gcd(a,，5) 是 正确 的 。 

20. 证 明 : 练习 17 中 设计 的 算法 是 正确 的 。 

21. 证 明 : 练习 7 中 找到 的 递归 算法 是 正确 的 。 

22. 证 明 ; 练习 10 中 找到 的 递归 算法 是 正确 的 。 

23. 利用 事实 (z 十 1)2 一 到 十 22 十 1， 设 计 一 个 求 痉 的 递归 算法 ， 其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 然 后 证 明 该 算 
法 的 正确 性 。 

24. 设计 求 oz 的 递归 算法 ， 其 中 a 是 实数 而 n 是 正 整 数 。[ 提 示 : 利用 等 式 az 二 (a”)?。] 

25. 对 于 求 a” 的 值 ， 练 习 24 的 算法 所 用 的 乘法 次 数 与 算法 2 所 用 的 乘法 次 数 相 比 较 的 结果 如 何 ? 

26. 用 练习 24 的 算法 ,设计 当 n 是非 负 整数 时 求 a” 的 值 的 算法 。[ 提 示 : 利用 nn 的 二 进 制 展开 式 。] 

27. 对 于 求 a" 的 值 ， 练 习 26 的 算法 所 用 的 乘法 次 数 与 算法 2 所 用 的 乘法 次 数 相 比较 的 结果 如 何 ? 

28. 为 了 求 出 斐 波 那 契 数 f;， 在 算法 7 和 算法 8 里 给 出 的 递归 算法 和 和 迭代 算法 ， 各 自分 别 使 用 多 少 次 
加 法 ? 

29. 设计 求 一 个 序列 的 第 ”项 的 递归 算法 ， 该 序列 定义 成 : ao 王 1，w 一 2， 而 且 对 ”一 2，3，4，… 来 说 
有 a 二 4aw-1 * 4an-2。 

30. 设计 求 练习 29 定义 的 序列 的 第 n 项 的 迭代 算法 。 

31. 求 练习 29 的 序列 的 递归 算法 与 迭代 算法 ， 哪 个 算法 更 有 效 ? 

32. 设计 求 一 个 序列 的 第 ”项 的 递归 算法 ， 该 序列 定义 成 : m 王 1，aw 一 2，a 一 3， 而 且 对 2 一 3，4，5，… 
来 说 有 0 a ele 

33. 设计 求 练习 32 定义 的 序列 的 第 项 的 迭代 算法 。 

34. 求 练习 32 的 序列 的 递归 算法 与 迭代 算法 ， 哪 个 算法 更 有 效 ? 

35. 给 出 求 一 个 序列 的 第 ”项 的 递归 算法 和 和 迭代 算法 ， 该 序列 定义 成 : ao 二 1，a1 二 3，az 二 5， 而 且 a 二 
a-l1。a_。a_ ss。 哪个 算法 更 有 效 ? 

36. 根据 5. 3 节 练 习 47 给 出 的 递归 定义 ， 给 出 求 正 整数 的 划分 数 的 递归 算法 。 

37. 给 出 求 字符 串 的 倒置 的 递归 算法 。( 见 5. 3 节 练 习 34 前 面 的 说 明 对 位 串 的 倒置 的 定义 。) 

38. 给 出 当 w 是 位 串 时 ， 求 字符 串 wi( 即 记 的 ;个 复制 品 的 连接 ) 的 递归 算法 。 

39. 证 明 : 练习 37 所 给 出 的 关于 字符 串 倒 置 的 递归 算法 是 正确 的 。 

40. 证 明 : 练习 38 所 给 出 的 关于 字符 串 连接 的 递归 算法 是 正确 的 。 

41. 给 出 用 右 三 联 骨 牌 覆盖 一 个 去 掉 了 一 格 的 2"X2" 棋盘 的 递归 算法 。 

42. 利用 5. 2 节 中 的 引 理 1， 给 出 对 具有 nn 条 边 的 简单 多 边 形 三 角 化 的 递归 算法 。 

43. 给 出 递归 算法 来 计算 阿 克 曼 函数 的 值 。[ 提 示 : 见 5. 3 节 练 习 48 前 面 的 说 明 .] 

44. 用 归并 排序 来 排序 4，3，2，5，1，8，7，6， 说 明 算 法 所 用 的 所 有 步骤 。 

45. 用 归并 排序 来 排序 5, d, a, f, g, h, zx, p， 0o, k， 说 明 算法 所 用 的 所 有 步骤 。 

46. 为 了 用 算法 10 来 合并 下 面 的 成 对 的 表 ， 需 要 多 少 次 比较 ? 
nl By 7 dy dy Ga. By 0 
Dl, 2 9 dds 7 ds qs 0 
ot 人 全 克 六 三 

47. 证 明 : 存在 着 带 有 m 个 和 n 个 元 素 的 表 ， 使 得 它们 不 能 用 算法 10 以 少 于 m 十 n 一 1 次 的 比较 来 合并 成 
一 个 有 序 表 。 

48. 当 两 个 升序 的 表 里 的 元 素 个 数 如 下 时 ， 把 它们 合并 成 一 个 升序 的 表 ， 所 需要 的 最 少 比较 次 数 是 什么 ? 
a)1，4 b)2, 4 ©)3, 4 d)4, 4 

49. 证 明 : 归并 排序 算法 是 正确 的 。 
快速 排序 是 一 个 有 效 算法 。 为 了 排序 ca ，az ，…，a,， 这 个 算法 首先 挑 出 第 一 个 元 素 ai 并 构造 两 个 

子 表 ， 第 一 个 子 表 包 含 小 于 w 的 元 素 ， 是 按照 元 素 出 现 的 顺序 排列 的 。 第 二 个 子 表 包含 大 于 ww 的 元 素 ， 

是 按照 元 素 出 现 的 顺序 排列 的 。 然 后 把 w 放 在 第 一 个 子 表 的 后 面 。 对 每 个 子 表 递 归 地 重复 这 个 过 程 ， 直 
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到 所 有 子 表 都 只 包含 一 个 项 为 止 。n 个 项 的 有 序 表 是 这 样 获得 的 : 按照 只 含有 一 个 项 的 子 表 出 现 的 顺序 

来 组 合 它们 。 

50. 用 快速 排序 来 排序 3，5，7，8，1，9，2，4，6。 

51. 设 ca ，a ，…，a。 是 nn 个 不 同 实数 的 表 。 从 这 个 表 构 造 两 个 子 表 ， 第 一 个 子 表 包 含 小 于 ai 的 元 素 而 
第 二 个 子 表 包 含 大 于 ai 的 元 素 ， 那 么 需要 多 少 次 比较 ? 

52. 用 伪 代 码 描述 快速 排序 算法 。 

53. 用 快速 排序 算法 来 排序 四 个 元 素 的 表 ， 需 要 的 最 大 比较 次 数 是 什么 ? 

54. 用 快速 排序 算法 来 排序 四 个 元 素 的 表 ， 需 要 的 最 小 比较 次 数 是 什么 ? 

55. 就 所 用 的 比较 次 数 而 言 ， 确 定 快速 排序 算法 的 最 坏 情形 复杂 性 。 


5.5 程序 正确 性 


5.5.1 引言 

假定 设计 了 一 个 解决 问题 的 算法 ,而且 编写 了 实现 它 的 程序 。 如 何 才能 保证 这 个 程序 总 是 
产生 正确 的 答案 ? 在 消除 了 所 有 的 错误 使 得 语法 正确 之 后 ， 可 以 用 简单 的 输入 来 测试 这 个 程 
序 。 若 对 任何 简单 输入 来 说 产生 了 不 正确 的 结果 ， 则 它 是 不 正确 的 。 但 是 即使 对 所 有 的 简单 输 
人 来 说 这 个 程序 都 给 出 了 正确 的 答案 ， 它 也 不 一 定 总 是 产生 正确 的 答案 (除非 已 经 测试 了 所 有 
可 能 的 输入 ) 。 需 要 一 个 说 明 这 个 程序 总 是 给 出 正确 答案 的 证 明 。 

程序 验证 ( 即 程序 正确 性 的 证 明 ) 使 用 在 本 章 里 描述 的 推理 规则 和 证 明 技 术 ， 包 括 数学 归纳 法 。 
因为 不 正确 的 程序 可 能 导致 灾难 性 的 后 果 ， 所 以 已 经 构造 了 大 量 的 方法 来 对 程序 进行 验证 。 在 使 程 
序 验证 自动 化 以 便 可 以 用 计算 机 来 完成 方面 已 经 做 出 了 大 量 努 力 ， 但 取得 的 进展 是 非常 有 限 的 。 事 
实 上 ， 一 些 数学 家 和 计算 机 理论 家 争论 的 使 复杂 程序 的 正确 性 证 明 机 械 化 永远 是 不 现实 的 。 

本 节 将 介绍 用 来 证 明 程序 正确 的 一 些 概念 和 方法 。 有 许多 不 同方 法 用 来 证 明 程序 的 正确 
性 。 在 本 节 中 我 们 将 讨论 广泛 使 用 的 由 Tony Hoare 提出 的 程序 验证 方法 。 还 有 一 些 其 他 方法 
也 同样 常用 。 不 过 ， 在 本 书 中 将 不 展开 讨论 程序 验证 的 完整 方法 。 本 节 将 把 逻辑 规则 、 证 明 技 
术 以 及 算法 的 概念 联系 在 一 起 ， 对 程序 验证 领域 给 予 粗 略 的 介绍 。 


5.5.2 程序 验证 

车 对 每 个 可 能 的 输入 来 说 程序 都 产生 正确 的 输出 ， 则 说 这 个 程序 是 正确 的 。 一 个 程序 的 正 
确 性 证 明 包 括 两 个 部 分 。 第 一 部 分 证 明 : 若 程序 终止 ， 则 获得 正确 的 答案 。 证 明 的 这 一 部 分 证 
明了 程序 的 部 分 正确 性 。 证 明 的 第 二 部 分 证 明 : 程序 总 是 终止 。 

为 了 规定 程序 产生 正确 的 输出 是 什么 意思 ， 使 用 两 个 命题 。 第 一 个 是 初始 断言 ， 它 给 出 输 
人 值 必须 具有 的 性 质 。 第 二 个 是 终结 断言 ， 它 给 出 假如 程序 做 了 要 求 它 做 的 事情 ， 则 程序 的 输 
出 应 当 具 有 的 性 质 。 当 验证 一 个 程序 时 ， 必 须 提供 适当 的 初始 断言 和 终结 断言 。 

ER 若 当 对 一 个 程序 或 程序 段 S 的 输入 值 来 说 初始 断言 旋 为 真 时 ， 就 有 对 S 的 输出 什 
来 说 终结 断言 9 为 真 ， 则 说 S 是 相对 于 p 和 g 部 分 正确 的 。 记 号 p{S}q 说 明 程 序 或 程序 段 S 是 
相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 部 分 正确 的 。 

注意 记号 p{S}gq 称 为 霍 尔 三 元 组 ， 因 为 托尼 。 霍 尔 引入 了 部 分 正确 性 的 概念 。 

wuld 注意 ， 部 分 正确 性 的 概念 与 程序 是 否 终 止 是 无 关 的 ， 它 仅仅 关注 车 程序 终止 ， 则 程序 是 否 


w 


做 了 期 待 它 做 的 事情 。 
可 以 用 一 个 简单 的 例子 说 明 初 始 断 言 和 终结 断言 的 概念 。 
例 1 证 明 程序 段 
和 4 
zz: 二 ZX 十 y 


em 人 是 相对 于 初始 断言 p: z 一 1 和 终结 断言 a: x 二 3 部 分 正确 的 。 
解 ”假定 p 为 真 ， 所 以 在 程序 开始 时 z= 二 1。 则 把 y 赋值 成 2， 而 把 z 赋值 成 zx 和 y 值 之 
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和 ， 即 3。 因 此，S 是 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 9 部 分 正确 的 。 因 此 ，p{S}g 为 真 。 4 


5. 5.3 推理 规则 
一 条 有 用 的 推理 规则 是 通过 把 一 个 程序 分 成 一 系列 子 程序 ， 然 后 证 明 每 个 子 程序 为 正确 的 
来 证 明 这 个 程序 为 正确 的 。 
假定 把 程序 S 分 成 子 程序 S, 和 S:。 写 S 二 S,; S; 来 表示 S 是 由 Si 后 接 S, 来 组 成 的 。 假 
定 已 经 证 明了 S, 相对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 q 的 正确 性 ， 以 及 S, 相对 于 初始 断言 9 和 终结 
言 7 的 正确 性 。 由 此 得 出 了 若 p 为 真 且 Si 执行 并 终止 则 q 为 真 ; 若 9 为 真 且 S; 执行 并 终止 
则 7 为 真 。 因 此 ， 若 p 为 真 且 S 二 S,; S, 执行 并 终止 则 ~ 为 真 。 这 条 推理 规则 称 为 合成 规则 ， 
它 可 以 叙述 成 
p{Si}g 
g{S;}r 





» plS1; Sz}r 


在 本 节 后 面 将 使 用 这 条 推理 规则 。 
下 一 步 ， 将 给 出 含有 条 件 语句 和 循环 的 程序 段 的 推理 规则 。 因 为 可 以 把 程序 分 成 程序 段 ， 
以 便 进 行 正 确 性 证 明 ， 所 以 这 样 就 能 够 验证 许多 不 同 的 程序 。 


5.5.4 条 件 语句 
首先 将 给 出 条 件 语句 的 推理 规则 。 假 定 一 个 程序 段 形 如 


If condition then 
号 


其 中 S 是 一 个 语句 块 。 若 condition( 条 件 ) 为 真 ， 则 S 执行 ， 而 当 condition 为 假 时 ， 则 S 不 执 
行 。 为 了 验证 这 个 程序 段 相 对 于 初始 断言 p 和 终结 断言 9g 来 说 是 正确 的 ， 必 须 做 两 件 事情 。 首 
先 ， 必 须 证 明 当 p 为 真 且 condition 也 为 真 时 ,在 S 终 止 之 后 gq 为 真 。 其 次 ， 必 须 证 明 当 为 真 
且 condition 为 假 时 ，g 为 真 (因为 在 这 种 情形 中 S 不 执行 ) 。 

这 导致 下 面 的 推理 规则 : 


(pA condition){S}g 





(pA-condition)—>g 


,pp{if condition then S}g 


例 2 说 明 如 何 使 用 这 条 推理 规则 。 
例 2 验证 程序 段 


if zx 之 y then 
了 :一 工 


相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 y 之 zx 是 正确 的 。 

解 ” 当 初始 断言 为 真 且 z>y 时 ， 则 执行 赋值 语句 y :二 z+。 因 此， 在 这 种 情形 里 ， 断 言 y 宇 zx 的 
终结 断言 为 真 。 男 外 ， 当 初始 断言 为 真 且 z>y 为 假 因 而 zx<y 时 ,终结 断言 再 次 为 真 。 因 此 ,使 用 
这 种 类 型 的 程序 段 的 推理 规则 ， 这 个 程序 相对 于 给 定 的 初始 断言 和 终结 断言 是 正确 的 。 本 

同 理 ， 考 虑 含有 如 下 命题 的 程序 。 


3 








if condition then 
Si 
else 


S52 





若 condition( 条 件 ) 为 真 ， 则 执行 S, ; 若 condition 为 假 ， 则 执行 S;。 为 了 验证 这 个 程序 段 相 对 
于 初始 断言 p 和 终结 断言 g 是 正确 的 ， 必 须 做 两 件 事情 。 首 先 ， 必 须 证 明 当 p 为 真 且 condition 
为 真 时 ， 在 Si 终止 之 后 g 为 真 。 其 次 ， 必 须 证 明 当 p 为 真 且 condition 为 假 时 ， 在 S; 终止 之 后 
9 为 真 。 这 导致 下 面 的 推理 规则 : 

(pA condition){S.}g 

(pA-condition){S,}g 


Ra “pp{if condition then S$, else S,}g 


例 3 说 明 如 何 使 用 这 条 推理 规则 。 
例 3 验证 程序 段 








证 z=0 then 
abs :一 一 工 
else 


abs :一 工 








相对 于 初始 断言 了 和 终结 断言 abs 一 |z| 是 正确 的 。 

解 ”必须 证 明 两 件 事情 。 首 先 必 须 证 明 : 若 初始 断言 为 真 且 zx<0， 则 abs 一 |z| 。 这 是 正确 的 ， 
因为 当 z<0 时 赋值 语句 abs : 二 一 x 让 abs 二 一 + 成立， 根据 定义 当 z<0 时 它 是 |z| 。 其 次 必须 证 
明 : 车 初始 断言 为 真 且 zx<0 为 假 时 ，( 所 以 x 宇 0) 则 abs= |z| 。 这 是 正确 的 ， 因 为 在 这 种 情形 中 ， 
程序 使 用 赋值 语句 abs : 一 z， 而 根据 定义 ， 当 zx 宇 0 时 zx 是 |x|， 所 以 abs 一 z。 因 此 ， 利 用 对 于 这 
种 类 型 的 程序 段 的 推理 规则 ， 这 个 程序 相对 于 给 定 的 初始 断言 和 终结 断言 是 正确 的 。 4 


5.5.5 循环 不 变量 
a 下 面 将 描述 while 循环 的 正确 性 证 明 。 为 了 逐步 如 下 类 型 程序 段 的 推理 规则 ， 


is 


C. 安东尼 R. 霍 尔 (C. ANTHONY R. HOARE， 生 于 1934 年 ) 托尼 * 霍 尔 出 生 在 
科伦坡 ， 锡 兰 ( 现 在 称 为 斯 里 兰 卡 )， 他 的 父亲 是 大 英 帝 国 在 锡 兰 的 公务 员 ， 他 的 外 祖 
父 在 锡 兰 拥有 一 个 种 植 园 。 他 在 那里 度 过 了 他 的 少年 时 光 ， 并 于 1945 年 移居 英格兰 。 
霍 尔 在 牛津 大 学 学 习 哲学 和 古典 学 ， 同 时 ， 对 数理 逻辑 的 力量 和 数学 真 值 的 确定 性 的 
痴迷 使 得 他 开始 对 计算 技术 感 兴趣 。 他 于 1956 年 从 牛津 大 学 获得 学 士 学 位 。 

霍 尔 在 英国 皇家 海军 服务 期 间 学 习 了 俄语 ， 后 来 ， 他 在 莫斯科 国立 大 学 研究 计算 
机 自然 语言 翻译 。 他 于 1960 年 回 到 了 英格兰 ， 在 一 家 小 型 计算 机 制造 厂 工作 ， 那 里 
他 写 出 了 Algol 编程 语言 的 编译 器 。1968 年 ， 他 成 为 贝尔 法 斯 特 女 王 大 学 的 计算 机 科学 教授 ; 1977 年 ， 
他 移居 到 英国 牛津 大 学 ， 成 为 一 名 计算 技术 教授 ， 他 现在 还 是 一 名 名 誉 教授 。 他 是 英国 皇家 学 会 的 院士 ， 
并 在 微软 剑桥 研究 中 心 拥 有 一 个 职位 。 

霍 尔 在 编程 语言 和 编程 方法 论 方面 做 出 了 许多 贡献 。 他 首次 定义 了 一 种 基于 如 何 证 明 程序 正确 符合 
其 需求 规格 的 编程 语言 。 霍 尔 还 发 明了 一 种 最 常用 的 排序 算法 : 快速 排序 算法 ( 见 5.4 节 练 习 50 的 说 
明 ) 。1980 年 他 获得 ACM Turing 图 灵 奖 ，2000 年 他 因 在 教育 和 计算 机 科学 的 贡献 被 封 为 珊 士 。 和 起 尔 还 
是 一 位 计算 机 科学 在 技术 和 社会 方面 的 著名 作家 。 
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while condition 
3 


注意 5 反复 执行 直到 condition 变 假 为止 。 必 须 选择 一 个 每 次 执行 S 时 都 保持 为 真 的 断言 。 
这 样 的 断言 称 为 循环 不 变量 。 换 名 话说 ， 若 (pA condition){S}p 为 真 ， 则 p 是 循环 不 变量 。 

假定 p 是 循环 不 变量 。 可 以 得 出 车 在 执行 这 个 程序 段 之 前 p 为 真 ， 则 在 程序 终止 后 和 
了 condition 都 为 真 ， 假 如 程序 真 的 终止 。 这 个 推理 规则 是 


(pA condition){S}p 








“pp{while condition S} (~ condition A p) 


例 4 说 明 如 何 使 用 循环 不 变量 。 
例 4 需要 一 个 循环 不 变量 来 验证 当 是正 整数 时 ， 如 下 程序 段 以 factorial 一 2z! 终止 。 





i: 二 1 
factorial := 1 
while ;一 >” 


begin 
z :一 1 十 1 


factorial :一 factorial «i 





设 记 是 命题 :“factorial 二 il 并 且 i<n”。 首 先 证 明 p 是 循环 不 变量 。 假 设 在 执行 一 遍 while 循 
环 的 开头 时 ，zp 为 真 而 且 while 循环 的 条 件 成 立 。 换 名 话说，factorial 一 il 且 i<n。i 和 factorial 的 
新 值 记 .,。 和 factorial,。w 现 在 是 i, 二 i 十 1 和 factorial,。w 二 factorial。 (i 十 1) 二 (i 十 1)1 二 iiw!。 由 于 
i<n， 所 以 也 有 iw 二 i 十 1 二 n。 因 此 在 循环 执行 的 结尾 p 为 真 。 这 就 证 明了 p 是 循环 不 变量 。 

现在 考虑 上 述 程 序 段 。 在 正好 要 进入 循环 之 前 ,i 二 1<n 和 factorial 二 1 二 1! 二 il 都 为 真 ， 
所 以 pp 为 真 。 由 于 是 循环 不 变量 ， 所 以 刚刚 介绍 过 的 推理 规则 就 蕴含 着 如 果 while 循环 终止 ， 
那么 循环 终止 时 p 为 真 且 in 为 假 。 在 这 样 的 情况 下 ， 最 终 factorial 二 il 和 i<n 都 为 真 , 但 
i 二 n 为 假 。 换 句 话说 ，i 二 n 且 factorial 王 zi! 三 221， 这 正 是 想 要 的 结果 。 

最 后 还 需要 验证 while 循环 确实 终止 。 在 程序 开头 把 i 赋值 成 1， 所 以 在 一 1 次 执行 循环 
后 ,i 的 新 的 值 是 x， 循环 在 这 时 就 终止 了 。 本 

下 面 将 给 出 最 后 一 个 例子 来 说 明 如 何 用 各 种 推理 规则 来 验证 较 长 的 程序 的 正确 性 。 

例 5 简 述 如 何 验证 计算 两 个 整数 之 积 的 程序 S 的 正确 性 。 






procedure multiply(m, n: 整数 ) 
证 2 < 0thena :一 一 7 












while = a 
=| 工 : 一 工 十 7 
k :二 k 十 1 
pe then product :一 一 工 
4 





else product :一 工 
return product 
{product 等 于 mn)} 
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目标 是 证 明 在 执行 S 之 后 product 有 值 mn。 通 过 把 S 分 成 SS 二 S11; S,; S;; S,， 如 S 的 程 
序 清单 所 示 那 样 ， 就 可 以 完成 正确 性 证 明 。 可 以 用 合成 规则 来 建立 正确 性 证 明 。 细 节 将 留 给 读 
者 作为 练习 。 

设 是 初始 断言 m 和 nn 都 是 整数 。 则 可 以 证 明 当 gq 是 命题 p 人 (a==|n|) 时 ，p{S1)g 为 
真 。 下 一 步 , 设 r 是 命题 gq 人 (k= 二 0) 人 (zx 二 0)。 容 易 验 证 g{ S,}r 为 真 。 可 以 证 明 “z 王 zk 且 
ka” 是 S; 中 的 循环 不 变量 。 另 外 ， 容 易 看 出 ， 在 a 次 循环 之 后 循环 终止 且 有 二 a， 所 以 这 时 
ZK 二 ma。 因 为 r 蕴含 着 z+ 二 m*0 和 0 三 a， 所 以 在 进入 循环 之 前 循环 不 变量 为 真 。 因 为 循环 终止 
且 有 二 a， 所 以 得 出 r{S;)s 为 真 ， 其 中 :是 命题 “+ 二 ma 且 a 二 |n|”。 最 后 ， 可 以 证 明 S, 相对 于 
初始 断言 * 和 终结 断言 t+ 是 正确 的 ， 其 中 是 命题 “product 二 mn”。 

把 所 有 这 些 结果 放 到 一 起 来 考虑 ， 因 为 p{S,}q、gq{Ss}r、r{S;}s 和 s{S,)t 都 为 真 ， 所 以 从 
合成 规则 得 出 p{S})z 为 真 。 男 外 ， 因 为 所 有 4 个 程序 段 都 终止 ， 所 以 S 终 止 。 这 样 就 验证 了 这 
个 程序 的 正确 性 。 a 


练习 
1. 证 明 程序 段 


ws 

z :一 并 十 》 

相对 于 初始 断言 z= 二 0 和 终结 断言 z= 二 1 是 正确 的 。 
2. 验证 程序 段 


证 zx<0 then zx :一 0 


相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 zx 宇 0 是 正确 的 。 
3. 验证 程序 段 


立 8 一 及 
z :一 并 十 
if y>0 then 
z :一 z 十 1 
else 
z :一 0 
相对 于 初始 断言 > 一 3 和 终结 断言 x 二 6 是 正确 的 。 
4. 验证 程序 段 
if z 一 y then 
min :一 工 
else 
min :一 
相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 (zx 委 y>A min 王 z) V (z 二 >yA 人 min 一 y) 是 正确 的 。 
* 5. 设计 一 条 推理 规则 来 验证 形 如 
if condition 1 then 
Si 
else if condition 2 then 
Sz 
else 
S, 


的 语句 的 部 分 正确 性 ， 其 中 Ss Sr “ss Se 都 是 语句 块 。 
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6. 使 用 在 练习 5 讨论 的 推理 规则 来 验证 程序 


if z=~0 then 
ni 汤 几 / 

else 证 zx>0 then 
>: 一 2| 工 | /z 

else if xz 一 0 then 
WI 


相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 > 一 2 是 正确 的 。 
7. 用 循环 不 变量 证 明 下 述 计 算 实数 z 的 n 次 方 矫 的 程序 是 正确 的 ， 其 中 是 正 整数 。 


power :一 1 

i3 一 1 

while i<n 
power :一 POWer * x 
i :二 i 十 1 


* 8. 证 明 在 5.4 节 给 出 的 求 f, 的 和 迭代 程序 是 正确 的 。 
9. 给 出 在 例 5 给 出 的 正确 性 证 明 的 所 有 细节 。 
10. 假定 蕴含 式 加 一 加 和 程序 断言 加 {S}9 都 为 真 。 证 明 po{S}g 也 必然 为 真 。 
11. 假定 程序 断言 p{ S)q。 和 蕴 含 式 go 一 gi 都 为 真 。 证 明 p{S)gqi 也 必然 为 真 。 
12. 下 面 的 程序 计算 商 数 和 余数 。 
9 :一 0 
while r>d 
r:=r—d 
43 一 2 二 1 


验证 它 相 对 于 初始 断言 “a 和 a 都 是 正 整数 "和 终结 断言 “< 和 7 是 使 得 a 二 dq 十 r 和 0<<r<a 的 整数 ”是 


正确 的 。 


13. 用 循环 不 变量 验证 欧 几 里 得 算法 (4. 3 节 算 法 1) 相 对 于 初始 断言 “a 和 2 都 是 正 整 数 ” 和 终结 断言 


“zx 二 gcd(a，5b)” 是 部 分 正确 的 。 


关键 术语 和 结论 


术语 
序列 (sequence): 以 整数 集合 的 子 集合 作为 定义 域 的 函数 。 
几何 序列 (geometric progression) : 形 如 a，ar，ar，… 的 序列 ， 其 中 a 和 > 都 是 实数 。 


等 差 序列 (arithmetic progression) : 形 如 a，a 十 d，a 十 24，… 的 序列 ， 其 中 a 和 4 都 是 实数 。 
数学 归纳 法 原理 (the principle of mathematical induction): 命题 “ 若 P(1) 为 真是 VkLP(k) 一 


P(k 十 1) 为 真 ， 则 YnP(n) 为 真 ”。 
基础 步骤 (basis step): 在 VnP(n) 的 数学 归纳 法 证 明 中 对 P(1) 的 证 明 。 
归纳 步骤 (inductive step): 在 YnP(Cn) 的 数学 归纳 法 证 明 中 对 P(k) 一 P(E 十 1) 的 证 明 。 


强 归 纳 法 (strong induction) :命题 “ 若 P(1) 为 真 且 VkL(P(1) 人 … 人 PC(k)) 一 P(k 十 1) ] 为 真 ， 则 


YnP(n) 为 真 ”。 , 
良 序 性 (well-ordering property) : 非 负 整数 的 每 个 非 空 集合 都 有 最 小 元 素 。 


函数 的 递归 定义 (recursive definition of a function): 规定 一 组 初始 的 函数 值 以 及 从 较 小 整数 处 


的 函数 值 获得 较 大 整数 处 的 函数 值 的 规则 。 


集合 的 递归 定义 (recursive definition of a set) : 规定 集合 里 的 一 组 初始 元 素 以 及 从 已 知 属于 集 


合 的 元 素 获得 其 他 元 素 的 规则 。 
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结构 归纳 法 (structural induction) : 证 明 关 于 递归 定义 的 集合 的 结果 的 技术 。 

递归 算法 (recursive algorithm): 通过 把 问题 归 约 到 带 有 和 较 小 输入 的 同样 问题 而 进行 的 算法 。 

归并 排序 (merge sort) :排序 一 个 表 的 排序 算法 ， 它 把 一 个 表 分 成 两 个 表 ， 对 得 出 的 两 个 表 各 
自 进行 排序 ， 并 且 把 结果 归并 成 一 个 有 序 表 。 

迭代 (iteration) : 基于 反复 利用 循环 中 的 操作 的 过 程 。 

程序 正确 性 (program correctness) : 对 过 程 总 是 产生 正确 结果 的 验证 。 

循环 不 变量 (loop invariant) : 在 循环 的 每 次 执行 期 间 都 保持 为 真 的 性 质 。 

初始 断言 (initial assertion) : 规定 程序 的 输入 值 所 具有 的 性 质 的 命题 。 

终结 断言 (final assertion) : 规定 车 程序 正确 地 工作 则 输出 值 所 应 当 具 有 的 性 质 的 命题 。 


复习 题 
1. a) 能 否 用 数学 归纳 法 原理 求 出 一 个 序列 的 前 nn 项 之 和 的 公式 ? 
b) 能 否 用 数学 归纳 法 原理 来 判定 一 个 序列 的 前 n 项 之 和 的 给 定 公 式 是 正确 的 ? 
©) 求 出 前 个 正 偶 数 之 和 的 公式 ， 并 且 用 数学 归纳 法 证 明 它 。 
2. a) 对 哪些 正 整 数 来 说 11n 十 17<2” 为 真 ? 
b) 用 数学 归纳 法 来 证 明 a) 中 所 做 的 猜想 。 
3. a) 仅 用 5 分 和 9 分 的 邮票 ， 可 以 组 成 哪些 数量 的 邮资 ? 
b) 用 数学 归纳 法 证 明 所 做 的 猜想 。 
c) 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 所 做 的 猜想 。 
d) 找 出 与 b 和 c) 中 所 给 出 的 证 明 不 同 之 处 。 
4. 给 出 使 用 强 归 纳 法 的 三 个 不 同 的 证 明 例子 。 
. 5., a) 叙 述 正 整数 集合 的 良 序 性 。 
b) 利 用 这 个 性 质证 明 : 每 个 正 整 数 都 可 以 写成 素数 之 积 。 
6. a) 解 释 为 什么 若 通过 规定 f(1) 以 及 从 fln 一 1) 求 出 fl) 的 规则 来 递归 地 定义 一 个 函数 ， 则 这 个 函数 是 
良 定义 的 。 
b) 给 出 函数 Foz) 一 (2 十 1)1 的 递归 定义 。 
7. a) 给 出 斐 波 那 契 数 的 递归 定义 。 
b) 证 明 : 当 x>3 时 ， 有 广 >o ， 其 中 f 是 斐 波 那 契 序列 的 第 ”项 而 一 (1 二 V5)/2。 


8. a) 解 释 为 什么 若 通过 规定 ca: 和 az 以 及 从 aa ，a ，…，aw-i(Cz 一 3，4，5，…) 来 求 a, 的 规则 来 递归 地 
定义 一 个 序列 ， 则 这 个 序列 是 良 定 义 的 。 
b) 若 w 王 1，a 一 2，a, 一 ai 十 as 十 … 十 al ，72 一 3，4，5，…， 试 求 出 wo 的 值 。 


9. 给 出 两 个 例子 说 明 对 由 元 素 和 运算 组 成 的 不 同 集合 来 说 ， 如 何 递归 地 定义 合式 公式 。 
10. a) 给 出 字符 串 长 度 的 递归 定义 。 
b) 用 a) 的 递归 定义 来 证 明 !Czy) 王 上 Cz) 十 2Cy) 。 
11. a) 什 么 是 递归 算法 ? 
b) 描 述 计 算 序 列 里 ”个 数 之 和 的 递归 算法 。 
12. 描述 计算 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
13. a) 描 述 归 并 排序 算法 。 
b) 用 归并 排序 算法 把 表 4，10，1，5，3，8，7，2，6，9 排 成 升序 。 
c) 给 出 归并 排序 使 用 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 
14. a) 测 试 一 个 计算 机 程序 ， 看 看 对 某 些 输入 值 来 说 它 是 否 产生 了 正确 的 输出 ， 是 否 这 样 就 验证 了 这 个 
程序 总 是 产生 正确 的 输出 ? 
b) 证 明了 一 个 计算 机 程序 是 相对 于 初始 断言 和 终结 断言 为 部 分 正确 的 ， 是 否 这 样 就 验证 了 这 个 程序 
总 是 产生 正确 的 输出 ? 若 不 是 ， 则 还 需要 证 明 什 么 其 他 东西 ? 
15. 可 以 用 什么 技术 来 证 明 长 的 计算 机 程序 相对 于 初始 断言 和 终结 断言 是 部 分 正确 的 ? 
16. 什么 是 循环 不 变量 ? 如 何 使 用 循环 不 变量 ? 
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补充 练习 
1. 用 数学 归纳 法 证 是 2 十 总 十 … 十 包 一 1 一 二 ， 其 中 是 正 整 数 。 


2. 证 明 : 当 ) 是 正 整 数 时 ， 有 13 十 3: 十 5 十 … 十 (2 十 1)3 一 (2 十 1)2(22z2 十 42 十 1) 。 
3. 证 明 : 当 n 是正 整数 时 ， 有 1*， 2" 十 2。21 十 3. 22 十 … 十 2。2 一 :一 (2 一 1)。2* 十 1。 
4. 证 明 : 当 是 正 整数 时 ， 有 


1 1 __n 
I 


5. 证 明 : 当 ” 是 正 整 数 时 ， 有 


1 -2 
1 。 2 "ti 


6. 证 明 : 当 n 是 大 于 4 的 正 整 数 时 ， 有 2" 之 n? 十 n。 
7. 用 数学 归纳 法 证 明 ; 当 n 是 大 于 9 的 正 整 数 时 ,就 有 2" 二 ni。 
8. 求 出 整数 N， 使 得 当 n 大 于 N 时 ， 有 2"n*。 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 结果 是 正确 的 。 
9. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 是 正 整 数 时 ，a 一 5 是 a" 一 br 的 因子 。 
10. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 nn 是非 负 整 数 时 ,zw 十 (n 十 1)? 十 (n 十 2)? 能 被 9 整除 。 
11. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ，6""! 十 7”! 能 被 43 整除 。 
12. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整数 时 ，3”'? 十 56n 十 55 能 被 64 整除 。 
13. 用 数学 归纳 法 证 明 等 差 序列 各 项 之 和 的 公式 : 
a 十 (a 十 Qd) 十 … 十 (a 二 nd) 二 (n 十 1) (2a 十 nd)/2 
14. 假定 对 j= 二 1，2，…，n 来 说 ，aj 三 6b; (mod m)。 用 数学 归纳 法 证 明 : 


D3 qj = 3 b; (mod m) 


j=1 j=1 


» II 4 = TF b; (mod m) 
一 1 


15. 证 明 ， 若是 正 整数 ， 则 


Sn kk 十 4 n(3n 十 7) 


名 ER 二 1)C 十 2) 2Cn+1)(nt+2) 
16. 对 于 哪些 正 整 数 n，n 十 6 二 (mr? 一 8n)/16? 用 数学 归纳 法 证 明 你 的 答案 。 
17. (需要 微 积 分 知识 ) 假 设 f(z) 二 e* 并 且 g(z) 一 zer 。 用 数学 归纳 法 以 及 乘积 求 导 规则 和 f(x) 二 er? 的 
事实 来 证 明 : 当 ) 交 是 正 整数 时 ，g(z)(z) 一 (z 十 zz)er 。 
18. (需要 微 积 分 知识 ) 假 设 f(x) 二 e* 并 且 g(Cz) 一 e ， 其 中 < 是 常数 。 用 数学 归纳 法 以 及 复合 求 导 规 则 和 
(Zz) 二 er” 的 事实 来 证 明 : 当 ?” 是 正 整 数 时 ，g(z) 一 ces 。 
* 19. 确定 哪些 斐 波 那 契 数 是 偶数 ， 用 数学 归纳 法 的 一 种 形式 来 证 明 你 的 猜想 。 
* 20. 确定 哪些 斐 波 那 契 数 能 被 3 整除 ， 用 数学 归纳 法 的 一 种 形式 来 证 明 你 的 猜想 。 
* 21. 证 明 : 对 所 有 非 负 整 数 n 来 说 ，fif; 十 fi fot 二 fw+r+1， 其 中 是 非 负 整 数 且 f; 表示 第 ;个 斐 波 那 
契 数 。 
卢 卡 斯 (Lucas) 数 的 序列 定义 成 : lo=2, 0 一 1 以 及 对 7 一 2， 3，4， … 来 说 ， = 
22. 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 所 十 f+z 二 lr1， 其 中 fi 和 4 分别 是 第 i 个 非 波 那 契 数 和 第 i 个 卢 卡 
斯 数 。 
23. 证 明 : 当 n 是 非 负 整 数 且 i; 是 第 i 个 卢 卡 斯 数 时 ， 有 如 十 8 十 … 十 妈 二 blnti 十 2。 
* 24, 用 数学 归纳 法 证 明 : 任意 个 连续 正 整数 之 积 能 被 n! 整除 。[ 提 示 : 利用 恒等式 mCm 十 1)*…(m 十 
n—1)/n!=(m— Dm(mt1) (m+n—2)/n!l 二 mC(m 二 1)*…(m 二 n 一 2)/(n 一 1)!1).] 
25. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整 数 时 ， 有 (cos zx 十 i sin z)" 王 cos nzx 十 i sin nzx。[ 提 示 : 利用 恒等式 
cos(a+b)=cos a cos b—sina sinb 和 sin(a+b)=sin a cos 0 十 cos a sin g。] 


* 26. 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 n 是 正 整 数 且 sin(x/2) 隆 0 时， 有 
pe jx = cos[ (n+ 1)z/2]sin(nr/2)sin(z/2) 


3 


27， 


28. 


29. 


30. 


* 31 


J 


32. 


33， 


34. 


35. 


* 36. 
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* 38, 


39. 


* 40. 
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44. 


322 第 5 章 





用 数学 归纳 法 证 明 : 对 于 每 个 正 整 数 n 


> i nz 22+1 一 n2"t? 十 3 四 Zatl Da 6 


janl 


(需要 微 积 分 知识 ) 假 设 序列 zi1，zs，…，z,，… 弟 归 地 定义 成 zi 二 0 和 zi 一 Wz 十 6。 
a) 用 数学 归纳 法 证 明 ; zi 过 zz 二 … 二 zx, 二 …， 即 序列 {zx,}) 是 单调 递增 的 。 

b) 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 于 n=1,，2,，…， zx, 二 3。 

ce) 证明: limz, 王 3。 


证 明 : 如 果 nn 是 正 整数 ， 且 ”之 2， 则 

= n—1)(3n+2 

3 
用 数学 归纳 法 证 明 3.6 节 中 的 定理 1， 即 证 明 如 果 5 是 一 个 正 整数 ,5 二 1,，n 也 是 一 个 正 整 数 ， 那 么 
n 可 以 唯一 表示 为 n= 二 axb* 十 ar_16*! 十 … 十 a1b 十 ao。 
如 果 平 面 上 的 点 (x，y) 中 zx 和 yy 都 是 整数 ， 则 称 点 (zx，») 为 格 点 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 至 少 需要 n 十 1 
条 直线 才能 确保 满足 zx 之 0、y>0 及 z 十 y<n 的 格 点 (x+，) 位 于 其 中 的 一 条 直线 上 。 
(需要 微 积 分 知识 ) 利 用 数学 归纳 法 和 乘积 规则 证 明 : 如 果 n 是 一 个 正 整 数 , 且 f(z)，fi (xz),，…， 
(Zz) 都 是 可 导 函 数 ， 那 么 


CfiCx) folxj fx))” _ filz) + f(z) 2 
fi Cz) F (zz) f(x) fy fol) CE 


(需要 2. 6 节 中 的 知识 ) 设 B 一 MAM  ， 其 中 4 和 了 召 都 是 2X7 和 矩阵 ，M 可 逆 。 证 明 : 对 所 有 的 正 整数 
k& 都 有 B* 一 MA*M : 。 

用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 在 平面 上 画 线 时 ， 只 需要 用 两 种 颜色 来 对 所 形成 的 区 域 着 色 ， 使 得 具有 共 
同 边界 的 区 域 都 有 不 同 的 颜色 。 

证 明 : 当 n 宇 3 时 ,nl! 总 可 以 表示 成 n 的 不 同 正 因子 之 和 。[ 提 示 ; 利用 归纳 载 人 。 首 先 试 着 用 数学 
归纳 法 证 明 该 结论 。 当 你 发 现 证 明 失 败 时 ， 找 出 一 个 用 数学 归纳 法 容易 证 明 的 更 强 的 断言 。] 

用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 XTi», TX2s “9 Tn 都 是 正 实数 ， 且 ”之 2， 则 有 


(= + 二) 人 (+ 二)…(+ 去 )> (=+ 去 )(a+ 去 ) (ct 本) 人 (+ 二 











Xs Xl 
用 数学 归纳 法 证 明 : 车 nn 个 人 站 成 一 队 ， 其 中 是 正 整 数 ， 并 且 若 该 队 中 第 一 个 人 是 女人 ， 最 后 一 
个 人 是 男人 ， 则 队 中 某 处 有 一 个 女人 直接 站 在 一 个 男人 的 前 面 。 
假设 在 一 个 国家 中 有 直达 的 单行 道路 连接 每 一 对 城市 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 存在 一 个 城市 ， 从 其 他 
每 个 城市 都 可 以 直达 这 个 城市 ， 或 者 恰好 经 由 一 个 其 他 城市 而 到 达 这 个 城市 。 
用 数学 归纳 法 证 明 : 当 个 圆周 把 平面 分 成 区 域 时 ， 这 些 区域 可 以 用 两 种 颜色 着 色 ， 使 得 具有 共同 
边界 的 区 域 都 染 成 不 同 的 颜色 。 
假设 有 足够 的 燃料 让 环行 赛 道上 一 组 汽车 中 的 一 辆 跑 完 一 圈 。 用 数学 归纳 法 证 明 : 在 这 组 汽车 中 存 
在 一 辆 汽车 ， 当 它 沿 着 赛 道 前 进 时 ， 可 以 通过 从 其 他 汽车 获得 加 油 来 跑 完 一 圈 。 
证 明 : 如 果 是 正 整数 ， 则 有 


p> 二 Wk) 一 nCn+t 1)/2 
j=1 k=j 


用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 a、5 和 c 是 一 个 直角 三 角形 的 三 条 边 长 ，c 是 斜 边 的 边 长 ， 则 对 于 所 有 整 
数 nn 三 3， 有 a 十 "二 c" 成 立 。 


用 数学 归纳 法 证 明 : 如 果 n 为 整数 ， 序 列 2mod n，2? mod n，2” mod n， 2 modn 0 地质 是 = 水 
常数 。( 即 在 有 限 个 项 以 后 的 所 有 项 都 一 样 。) 

单位 分 数 或 埃及 分 数 是 形 如 1/n 的 分 数 ， 其 中 n 是 正 整数 。 在 本 题 中 ， 将 用 强 归纳 法 证 明 : 可 以 用 贪 
心算 法 把 每 个 满足 0 二 p/g<1 的 有 理 数 p/g 表达 成 不 同 的 单位 分 数 之 和 。 在 算法 的 每 一 步 ， 求 出 最 小 
的 正 整 数 n 使 得 这 个 和 可 以 加 上 1/n 而 不 超过 p/g。 例 如 ,为 了 表达 5/7， 从 1/2 这 个 和 开始 。 由 于 5/ 
7 一 1/2 王 3/14， 所 以 把 1/5 加 上 这 个 和 ， 因 为 5 是 最 小 的 正 整数 使 得 1/k 二 3/14。 由 于 3/14 一 1/5 二 
1/70， 所 以 算法 终止 ， 证 明 5/7==1/2 十 1/5 十 1/70。 设 T(p) 是 命题 对 于 所 有 满足 0 二 p/g 二 1 的 有 理 
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数 p/gq 来 说 这 个 算法 终止 。 通 过 证 明 对 于 所 有 正 整 数 p 来 说 T(p) 为 真 ， 将 证 明 这 个 算法 总 是 终止 。 

3) 证 明基 础 步骤 T(1) 成 立 。 

b) 假 设 对 于 满足 =p 的 正 整 数 来 说 T(&) 成 立 。 换 句 话 说 ,假设 对 于 所 有 有 理 数 &/r 来 说 算法 终止 ,其 
中 1<k<p。 证明: 如 果 从 p/g 开始 并 且 算 法 第 一 步 选择 分 数 1/n， 则 p/g==p'/g 十 1/n， 其 中 p 二 np 一 
gq 且 g 二 nq。 在 考虑 p/g 二 1/n 的 情形 之 后 ， 用 归纳 假设 证 明 : 当 贪 心算 法 从 p'/g 开始 时 ， 这 个 算法 总 
会 终止 ， 从 而 完成 归纳 步 又 。 

麦卡锡 91 函数 (人 工 智能 的 奠基 人 之 一 一 John McCarthy 所 定义 ) 定 义 成 : 对 所 有 正 整 数 nn 来 说 应 用 

规则 


Rn— 10 n> 100 
M(n) = 
MM(nt11)) n<100 
45. 通过 连续 地 使 用 M(n) 的 定义 规则 求 
a) M(102) b>M(101) c)M(99) 
d)M(97) e)M(87) 人 MGC76) 


xx 46. 证 明 : 函数 M(n) 是 从 正 整 数 集合 到 正 整 数 集合 的 良 定义 函数 。[ 提 示 : 证 明 对 所 有 满足 n 三 101 的 正 
整数 nn 来 说 都 有 M(n) 二 91。] 
47. 下 述 的 证 明 当 nn 是 正 整 数 时 有 
和 
= 
是 否 正 确 ? 为 你 的 答案 给 出 理由 。 
基础 步骤 : 当 n==1 时 结果 为 真 ， 因 为 


i 名 
让 





归纳 步 又: 假定 对 ?来 说 结果 为 真 。 则 
1 业 1 
下 n (3 nd | 
因此 ， 若 对 ?来 说 结果 为 真 ， 则 对 2 十 1 来 说 结果 为 真 。 证 毕 。 

48. 设 Al ，As: ，…，A, 是 一 组 集合 ， 且 对 k= 二 3，4，…， nn 都 有 R= 二 Ai 加 As 及 Ri 一 Ri_1 外 At。 利用 数学 
归纳 法 证 明 : 当 且 仅 当 z 属 于 Ai ，A: ，…，A, 中 一 个 奇数 下 标的 集合 时 ， 有 zxER,。( 回 忆 2.2 节 中 的 
定义 : S 名 本 是 集合 S 和 本 的 对 称 差 。) 

* 49. 证 明 : 车 在 nn 个 圆 中 每 两 个 都 恰好 相交 于 两 点 ， 而 任意 三 个 都 没有 公共 点 ， 则 这 些 圆 把 平面 划分 成 
7 一 7 十 2 个 区 域 。 
* 50. 证 明 : 若 在 个 平面 中 任意 三 个 都 有 公共 点 ， 而 任意 四 个 都 没有 公共 点 ， 则 这 些 平面 把 三 维 空间 划 
分 成 (ws 十 5n 十 6)/6 个 区 域 。 
* 5S1. 用 良 序 性 证 明 : V2 是 无 理 数 。[ 提 示 : 假定 V2 是 有 理 数 。 证 明 形 如 5V2 的 正 整 数组 成 的 集合 有 最 小 元 
素 a。 然 后 证 明 a V2 一 a 是 具有 这 种 形式 的 更 小 的 正 整数 。] 
52. 若 一 个 集合 的 每 个 非 空子 集合 都 有 最 小 元 素 ， 则 这 个 集合 是 良 序 性 的 。 判 断 下 面 的 每 个 集合 是 否 良 








序 性 的 。 
a) 整 数 集合 b) 大 于 一 100 的 整数 的 集合 
c) 正 有 理 数 集合 d) 分 母 小 于 100 的 正 有 理 数 的 集合 
53. a) 证 明 : 若 a， CQ 9 an 都 是 正 整 数 ， 则 gcd(Cal ，a ，…，an-1， ax)=gcd(ais ass Cn 一 35 


gcd(as-i, ax)) 
b) 利 用 a) 和 欧 几 里 得 算法 得 出 一 个 计算 nn 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
< 54. 描述 一 个 递归 算法 ， 把 n 个 正 整 数 的 最 大 公 因 子 表示 成 这 些 整 数 的 线性 组 合 。 

55. 求 出 f(n) 的 显 式 公 式 ， 其 中 f(1)==1 而 且 车 n 宇 2 则 f(nw) 二 fn 一 1) 十 2n 一 1。 用 数学 归纳 法 证 明 你 

的 结果 。 
xx 56. 给 出 由 所 含有 的 0 是 1L 的 两 倍 的 位 串 所 组 成 的 集合 的 递归 定义 。 

57. 设 S 是 位 串 的 集合 ， 它 递归 地 定义 成 : ME S， 并 且 若 zxE S,， 则 0zES，zES， 其 中 是 空 串 。 

a) 求 出 S 中 所 有 长 度 不 超过 5 的 串 。 b) 给 出 对 S 中 元 素 的 显 式 描述 。 


关 关 
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58. 





设 S 是 字符 串 的 集合 ， 它 递归 地 定义 成 : abc€ES，bac€ S，acbE€ S， 并 且 若 zxES 则 apczES，aprcE S， 
azrpcES 和 zapcES。 

a) 求 出 S 中 长 度 为 8 或 更 短 的 所 有 串 。 

b) 证 明 : S 中 的 每 个 元 素 都 有 能 被 3 整除 的 长 度 。 

由 所 有 平衡 的 括号 串 组 成 的 集合 递归 地 定义 成 : ME， 其 中 ) 是 空 串 。 若 zx，yEB， 则 (z)EeB， 


zyEDB: 


59. 
60. 
61. 
62. 


证 明 :〈()()) 是 平衡 的 括号 串 而 (())) 不 是 平衡 的 括号 串 。 
求 出 所 有 恰好 带 6 个 符号 的 平衡 的 括号 串 。 
求 出 所 有 带 4 个 或 更 少 符号 的 平衡 的 括号 串 。 
用 归纳 法 证 明 : 若 工 是 平衡 的 括号 串 ， 则 在 z 左 括号 的 个 数 等 于 右 括 号 的 个 数 。 
在 括号 串 的 集合 上 定义 函数 N 为 : 
N(2)= 0,N(O) = 1,N(O) =—1 
N(u)= N(u) 十 NCo) 


其 中 4 是 空 串 ，w 和 w 都 是 串 。 可 以 证 明 N 是 良 定义 的 。 


63. 


64. 
65. 
66. 


67. 


68. 
69. 


{inks 





求 
a) N((O)) b) NO)) CO) CO 
c)NCCGOCC)) dNCGOCO)) OO)) 


证 明 : 括号 串 多 是 平衡 的 当 且 仅 当 N(w) 二 0， 而且 当 是 w 的 前 级 ( 即 w==uv) 时 ， 有 N(w) 宇 0。 
给 出 一 个 求 所 有 包含 ”个 或 更 少 符号 的 平衡 的 括号 串 的 递归 算法 。 
根据 下 述 的 事实 : 若 a 二 5 则 gcd(a, 四 二 gcd(5，a); 若 a 和 4 都 是 偶数 则 gcdla, 65) 二 2gcd(a/2, 5b/ 
2)，gcd(0， 565) 二 6; 车 a 是 偶数 而 5 是 奇数 ，gcdla, 65) 二 gcd(a, 6 一 a) 则 gcd(a, 5) 二 gcd(a/2, b)， 
给 出 一 个 求 满足 两 个 非 负 整 数 a 和 2 的 最 大 公 因 子 的 递归 算法 。 
验证 程序 段 
if zx>y then 
wy 
相对 于 初始 断言 T 和 终结 断言 x 委 > 是 正确 的 。 
提出 一 条 验证 递归 程序 的 推理 规则 ， 并 用 它 验证 5.4 节 给 出 的 计算 阶乘 的 递归 程序 。 


设计 求 整数 表 中 整数 0 出 现 次 数 的 递归 算法 。 
练习 70 一 77 处 理 某 些 不 寻常 的 序列 ， 这 些 序列 非 正式 地 称 为 自生 成 序列 ， 它 们 是 用 简单 的 递归 关系 





约翰 。 麦 卡 锡 (John McCarthy，1927 一 2011) 出 生 在 波士顿 。 他 在 波士顿 和 洛 杉 
矶 长 大 。 他 在 本 科 和 研究 生 阶 段 学 习 的 都 是 数学 。1948 年 他 从 加 州 理 工学 院 获 得 学 士 
学 位 并 在 1951 年 从 普林斯顿 获得 博士 学 位 。 从 普林斯顿 毕业 后 ， 麦 卡 锡 在 普林斯顿 
大 学 、 斯 坦 福 大 学 、 达 特 茅 斯 和 麻 省 理工 学 院 任职 。1962~1994 年 他 一 直 在 斯 坦 福 大 
学 任职 ， 是 那里 的 荣誉 教授 。 在 斯 坦 福 大 学 ， 他 是 人 工 智 能 实验 室 的 主任 ， 担 任 工程 
学 院 的 名 誉 院 长 ， 并 且 是 胡 佛 学 院 的 资深 院士 。 

麦卡锡 是 人 工 智能 研究 的 开拓 者 ,，“ 人 工 智 能 ”就 是 他 在 1955 年 发 明 的 术语 。 他 


致力 于 关于 智能 的 计算 机 行为 所 需要 的 推理 和 信息 需求 的 问题 。 麦 卡 锡 是 设计 分 时 计算 机 系统 的 首 批 计 
算 机 科学 家 之 一 。 他 开发 了 LISP， 这 是 用 符号 表达 式 来 计算 的 一 种 程序 设计 语言 。 他 在 用 逻辑 来 验证 计 
算 机 程序 的 正确 性 方面 起 到 了 重要 作用 。 麦 卡 锡 还 致力 于 研究 计算 机 技术 的 社会 影响 问题 。 他 还 致力 于 
研究 在 情况 不 是 错综复杂 的 假设 下 人 和 计算 机 如 何 形成 猜想 的 问题 。 麦 卡 锡 是 人 类 可 持续 性 发 展 的 倡导 
者 并 且 是 关于 人 类 未 来 的 乐观 者 。 他 还 编写 科幻 故事 。 他 最 近 的 一 些 著作 探索 了 我 们 的 世界 是 由 更 高 的 
力量 所 编写 的 计算 机 程序 的 可 能 性 。 


麦卡锡 所 获得 过 的 国际 奖励 有 : 美国 计算 机 学 会 的 图 灵 奖 、 国 际 人 工 智 能 会 议 的 杰出 研究 工作 奖 、 


京都 奖 和 美国 国家 科学 奖章 。 


闪闪 


六 
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或 规则 产生 的 。 尤 其 是 ， 练 习 70 一 75 处 理 序 列 {a(n)}， 它 定义 成 : 对 n 宇 1 来 说 ， a(n) = 二 n 一 a(a(n 一 
1))， 且 a(0)= 二 0。( 这 个 序列 以 及 在 练习 74 和 练习 75 里 的 序列 ， 都 是 在 道格拉斯 。 霍 夫 斯 塔 德 的 奇妙 的 
书 《 歌 德尔 、 埃 会 尔 、 巴 赫 )(G6del，Escher，Bach)[Ho99] 中 定义 的 )。 


70. 
71. 


72. 


73. 
74. 


75. 


数 


76. 
77, 


求 出 在 本 题 前 面 的 说 明 中 定义 的 序列 {a(z) } 的 前 10 项 。 

证 明 : 这 个 序列 是 良 定义 的 。 即 证 明 对 所 有 非 负 整 数 来 说 ，a(n) 是 唯一 定义 的 。 

证 明 : ao) 二 [Cn 十 D/p] wx， 其 中 pw 一 (一 1+V5)/2。[ 提 示 : 首先 证 明 对 所 有 n>0 来 说 ，Czm 一 Lm ) 十 
(zn 一 Ln]) 二 1。 然后 ,证明 对 满足 0<a<1 和 a 关 1 一 py 的 所 有 实数 a 来 说 ，|(1 十 /0) (1 一 @)| 十 let+p|=1， 
分 别 考虑 0<a 二 1 一 yy 和 1 一 y<a<1 的 情形 。] 

利用 练习 72 的 公式 证 明 : 若 jn 一 [pn] 过 1 一 xy， 则 a(n)==a(n 一 1)， 否 则 a(n) = 二 a(n 一 1) 十 1。 

求 出 下 面 每 个 自生 成 序列 的 前 10 项 : 

a) 对 n 宇 1 来 说 ,a(n)= 二 nn 一 a(a(a(n 一 1))),， 有 目 a(0)= 二 0。 

b) 对 n 宇 1 来 说 ,a(n)==n 一 a(a(a(a(n 一 1)))),， 且 a(0)==0。 

c) 对 n 宇 3 来 说 ，a(n)==a(n 一 a(n 一 1)) 十 a(n 一 a(n 一 2)),， 且 a(1)= 二 1 和 a(2)= 二 1。 

求 出 序列 mn) 和 fCn) 的 前 10 项， 它们 是 用 下 面 的 租 套 的 递归 关系 来 定义 的 : 对 n 宇 1 来 说 ，m(n) = 
n—flm(ln—1)), f(n)=n—m(f(n—1)), 有 £8 f(0)=1 和 m(0)=0。 

哥伦布 的 自生 成 序列 是 具有 下 述 性 质 的 、 唯 一 的 、 非 减 的 正 整 数 序列 wa ，a ，as ，…， 对 每 个 正 整 
kk 来 说 ， 这 个 序列 恰好 包含 的 a 次 出 现 。 

求 出 哥伦布 的 自生 成 序列 的 前 20 项 。 

证 明 : 车 f(x) 是 使 得 a, 一 n 的 最 大 整数 mx， 其 中 ae。 是 哥伦布 的 自生 成 序列 的 第 mm 项 ， 则 f(n) = 


$1 BD Thi, 


k=1 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 


给 定 去 掉 一 个 格子 的 2"X2” 棋盘 ， 用 工 形状 的 拼 片 构造 出 这 个 棋盘 。 


. 对 含有 变量 z+、y 和 z 以 及 运算 符 { 十 ，* ，/， 一 } 的 表达 式 来 说 ， 生 成 所 有 的 带 有 7 个 或 更 少 符号 的 


合式 公式 。 


. 生成 所 有 带 有 x 个 或 更 少 符号 的 命题 的 合式 公式 ， 其 中 每 个 符号 是 T、F、 命 题 变量 p 和 9g 之 一 或 {D， 


Vy A = =} 中 的 一 个 运算 符 。 


. 给 定 一 个 字符 串 ， 求 出 它 的 倒置 。 

. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 上 上， 用 递归 求 a”。 

. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 x， 用 递归 求 a”。 | 

. 给 定 实数 a 和 非 负 整数 x， 利用 的 二 进 制 展开 式 和 计算 a” 的 递归 算法 来 求 a”。 

. 给 定 两 个 不 全 为 零 的 整数 ， 用 递归 求 它们 的 最 大 公 因 子 。 

,给 定 整数 的 列表 和 元 素 xz， 用 线性 搜索 的 递归 实现 求 z 在 这 个 列表 中 的 位 置 。 

.给 定 整 数 的 列表 和 元 素 z， 用 二 叉 搜 索 的 递归 实现 求 x 在 这 个 列表 中 的 位 置 。 

. 给 定 非 负 整数 2， 用 迭代 来 求 第 个 斐 波 那 契 数 。 

.给 定 非 负 整 数 >， 用 递归 来 求 第 ”个 斐 波 那 契 数 。 

. 给 定 一 个 正 整数 ， 求 出 这 个 整数 的 划分 的 数目 。( 参 见 5. 3 节 练 习 47。) 

.给 定 正 整 数 m 和 nn， 求 出 阿 克 曼 函数 在 (m，n) 处 的 值 A(m，n)。( 参 见 5. 3 节 练 习 48 前 面 的 说 明 。) 
15. 


给 定 n 个 整数 的 列表 ， 用 归并 排序 给 这 些 整 数 排序 。 


计算 和 探索 
用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1. 
2. 


让 n! 具有 不 超过 100 位 十 进 制 数字 和 不 超过 1000 位 十 进 制 数字 的 n 的 最 大 值 是 多 少 ? 
确定 哪些 斐 波 那 契 数 能 被 5 整除 、 哪 些 能 被 7 整除 、 哪 些 能 被 11 整除 。 证 明 你 的 猜想 是 正确 的 。 


3， 
4. 
xx 5, 
xx 6。 
J 
8. 
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用 右 三 联 骨 牌 构造 出 去 掉 一 个 格子 的 16X16、32X32 和 64X64 的 棋盘 。 

探索 用 右 三 联 骨 牌 可 以 完全 地 覆盖 哪些 mxXn 棋盘 。 能 否 形成 关于 这 个 问题 的 猜想 ? 
设计 一 个 算法 : 确定 一 点 是 否 为 一 个 简单 多 边 形 的 内 点 或 外 点 。 

设计 一 个 算法 : 将 一 个 简单 多 边 形 三 角 化 。 

阿 克 曼 函数 的 哪些 值 是 足够 小 的 使 得 能 够 计算 出 它们 ? 

比较 一 下 递归 地 计算 斐 波 那 契 数 与 迭代 地 计算 它们 所 需要 的 运算 次 数 或 时 间 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


1. 


2. 


A 


描述 数学 归纳 法 的 起 源 。 谁 是 第 一 批 使 用 它 的 人 ? 他 们 在 哪个 问题 上 用 到 了 它 ? 
解释 如 何 证 明 关 于 简单 多 边 形 的 约 当 曲线 定理 ， 并 给 出 一 个 算法 : 确定 一 点 是 否 为 一 个 简单 多 边 形 的 
内 点 或 外 点 。 


. 描述 在 计算 几何 学 中 ， 简 单 多 边 形 的 三 角 化 是 如 何 应 用 于 某 些 关键 的 算法 中 的 。 

. 描述 斐 波 那 契 数 在 生物 物理 学 中 大 量 不 同 的 应 用 。 

. 描述 在 递归 定义 的 理论 里 以 及 在 集合 合并 算法 的 复杂 性 分 析 里 对 阿 克 曼 函数 的 使 用 情况 。 
. 讨论 一 些 用 来 证 明 程序 正确 性 的 方法 ， 并 且 将 它们 与 5. 5 节 所 描述 的 霍 尔 方法 进行 比较 。 
. 解释 如 何 扩充 程序 正确 性 的 思想 和 概念 来 证 明 操 作 系 统 是 安全 的 。 
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组 合 数学 是 离散 数学 的 重要 部 分 。 早 在 17 世纪 就 开始 了 这 类 课题 的 研究 ， 当 时 在 赌博 游 
戏 的 研究 中 出 现 了 组 合 问题 。 枚 举 ， 具 有 确定 性 质 的 个 体 的 计数 ， 是 组 合 数学 的 一 个 重要 部 
分 。 我 们 必须 对 个 体 计 数 来 求解 许多 不 同类 型 的 问题 。 例 如 ， 用 计数 确定 算法 的 复杂 性 。 计 数 
也 用 于 确定 是 否 存在 着 能 够 充分 满足 需求 的 电话 号 码 或 因特网 地 址 。 此 外 ， 计 数 技术 也 广泛 用 
于 计算 事件 的 概率 。 

6. 1 节 将 要 研究 的 基本 计数 规则 可 以 求解 各 种 问题 。 例 如 ， 可 以 用 这 些 规 则 来 计数 美国 各 
种 可 能 不 同 的 电话 号 码 、 计 算 机 系统 中 允许 使 用 的 密码 ， 以 及 在 比赛 结束 时 赛跑 运动 员 的 不 同 
名 次 。 另 一 个 重要 的 组 合 工具 是 铝 巢 原理 ， 将 在 6. 2 节 研 究 。 这 个 原理 指出 ， 当 把 物体 放 在 盒 
子 里 时 ， 若 物体 比 盒子 多 ， 那 么 存在 一 个 盒子 包含 至 少 两 个 物体 。 例 如 ， 我 们 可 以 用 这 个 原理 
证 明 在 15 个 或 者 更 多 的 学 生 中 至 少 有 3 人 出 生 在 相同 的 星期 几 。 

我 们 可 以 用 集合 中 个 体 可 重复 或 者 不 可 重复 的 有 序 或 无 序 安 排 来 描述 许多 计数 问题 。 这 些 
安排 称 为 排列 和 组 合 ， 在 许多 计数 问题 中 都 会 用 到 它们 。 例 如 ， 在 2000 个 学 生 参 加 的 考试 竞 
赛 中 最 终 将 有 100 个 获胜 者 被 邀请 赴 宣 。* 我 们 可 以 枚 举 将 被 邀请 的 100 个 学 生 的 可 能 的 组 合 ， 
以 及 最 终 10 名 获奖 者 的 产生 方式 。 

组 合 数学 的 另 一 个 问题 涉及 生成 某 个 特定 类 型 的 所 有 排列 。 这 在 计算 机 模拟 中 通常 是 很 重 
要 的 。 我 们 将 设计 算法 来 生成 各 种 类 型 的 排列 。 


6.1 计数 的 基础 


6.1.1 引言 

计算 机 系统 的 密码 由 6、7 或 8 个 字符 组 成 。 每 个 字符 必须 是 数字 或 字母 表 中 的 字母 。 每 
个 密码 必须 至 少 包含 一 位 数字 。 问 有 多 少 个 这 样 的 密码 ? 本 节 将 介绍 回答 这 个 问题 及 各 种 其 他 
计数 问题 所 需要 的 技术 。 

数学 和 计算 机 科学 中 存在 着 计数 问题 。 例 如 ， 我 们 必须 为 成 功 的 实验 结果 和 所 有 可 能 的 实 
验 结 果 计 数 ， 以 确定 离散 事件 的 概率 。 我 们 需要 对 某 个 算法 用 到 的 操作 数 计 数 ， 以 便 研 究 它 的 
时 间 复 杂 性 。 

本 节 将 介绍 基本 的 计数 方法 。 这 些 方法 是 几乎 所 有 计数 技术 的 基础 。 


6. 1.2 基本 的 计数 原则 

我 们 将 提出 两 个 基本 的 计数 原则 ， 乘积 法 则 和 求 和 法 则 。 然 后 将 说 明 怎 样 用 它们 来 求解 许 
多 不 同 的 计数 问题 。 

当 一 个 过 程 由 独立 的 任务 组 成 时 使 用 乘积 法 则 。 

乘积 法 则 ”假定 一 个 过 程 可 以 被 分 解 成 两 个 任务 。 如 果 完 成 第 一 个 任务 有 xn 种 方式 ,在 
第 一 个 任务 完成 之 后 有 ns 种 方式 完成 第 二 个 任务 ， 那 么 完成 这 个 过 程 有 nn 种 方式 。 

例 1 一 10 显示 怎样 使 用 乘积 法 则 。 

例 1 一 个 新 建 公 司 中 只 有 两 个 雇员 Sanchez 和 Patel， 公 司 租用 了 一 个 大 楼 的 底层 ， 共 12 
个 办 公 室 。 有 多 少 种 方法 为 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 ? 

解 ” 对 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 的 过 程 是 这 样 的 : 为 Sanchez 分 配 办 公 室 ， 有 12 种 方法 ， 然 
后 为 Patel 分 配 一 个 不 同 的 办 公 室 ， 有 11 种 方法 。 根 据 乘积 法 则 ， 为 这 两 个 雇员 分 配 办 公 室 共 


um ee) 


Ne 
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有 12。11 王 132 种 方法 。 本 
例 2 用 一 个 大 写 英文 字母 和 一 个 不 超过 100 的 正 整数 给 礼堂 的 座位 编号 。 那 么 不 同 编号 
的 座位 最 多 有 多 少 ? 


解 ”给 一 个 座位 编号 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 ， 即 从 26 个 字母 中 先 选 择 一 个 字母 分 配给 这 个 座 
位 ， 然 后 再 从 100 个 正 整数 中 选择 一 个 整数 分 配给 它 。 乘 积 法 则 表明 一 个 座位 可 以 有 26* 100= 
2600 种 不 同 的 编号 方式 。 因 此 ， 不 同 编号 的 座位 数 至 多 是 2600。 本 

例 3 某 个 计算 机 中 心 有 32 台 微 机 ， 每 台 微 机 有 24 个 端口 。 问 在 这 个 中 心里 有 多 少 个 不 
同 的 微机 端口 ? 

解 ”选择 一 个 端口 的 过 程 由 两 个 任务 组 成 。 首 先 挑 一 台 微机 ， 然 后 在 这 台 微 机 上 挑 一 个 端 
口 。 因 为 有 32 种 方式 选择 微机 ， 而 不 管 选择 了 哪 台 微 机 ， 又 有 24 种 方式 选择 端口 ， 所 以 由 乘 


积 法 则 存在 32。24 一 768 个 端口 。 4 
经 常会 用 到 推广 的 乘积 法 则 。 假 定 一 个 过 程 由 执行 任务 T,，T, ，…，T, 来 完成 。 如 果 在 
完成 任务 之 后 用 n; 种 方式 来 完成 T;， 那 么 完成 这 个 过 程 有 ho，n。，…。n。 种 方式 。 可 以 由 两 


个 任务 的 乘积 法 则 通过 数学 归纳 法 证 明 推广 的 乘积 法 则 ( 见 本 节 练 习 72) 。 

例 4 有 多 少 个 不 同 的 7 位 位 串 ? 

解 ”每 位 有 两 种 选择 方式 ， 可 以 是 0 或 1。 因 此 ， 乘 积 法 则 表明 总 共有 2 一 128 个 不 同 的 7 
位 位 串 。 4 

例 5 如 果 每 个 车 牌 由 3 个 大 写 英 文字 母后 跟 3 个 数字 的 序列 构成 (任何 字母 的 序列 都 允 
许 ， 即 使 是 不 良 词汇 )， 那 么 有 多 少 个 不 同 的 有 效 车 牌 ? 

解 对 3 个 字母 中 的 每 个 字母 有 26 种 选择 ， 对 3 个 数字 中 的 每 个 数字 有 10 种 选择 。 因 
此 ， 由 乘积 法 则 总 共有 26。26,，26。10。10. 10 王 17 576 000 个 可 能 的 车 牌 。 


和 全 
每 个 字母 有 26 种 选择 ”每 个 数字 有 10 种 选择 机 
例 6 计数 函数 从 一 个 nn 元 集 到 一 个 m 元 集 存在 多 少 个 函数 ? 
解 ” 函 数 对 于 定义 域 中 mm 个 元 素 中 的 每 个 元 素 都 要 选择 陪 域 中 个 元 素 中 的 一 个 元 素来 对 
应 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 存在 n*n*，…。n 二 n” 个 从 m 元 集 到 7 元 集 的 函数 。 例 如 ， 从 一 个 3 元 
集 到 一 个 5 元 集 存在 5 个 不 同 的 函数 。 S| 
例 7 计数 一 对 一 函数 从 一 个 m 元 集 到 一 个 n 元 集 存在 多 少 个 一 对 一 函数 ? 
解 ” 首先 注意 当 mm 之 n 时 没有 从 m 元 集 到 nn 元 集 的 一 对 一 函数 。 现 在 令 mn。 假 设 定义 
域 中 的 元 素 是 ca ，a; ，…，a。 有 7 种 方式 选择 函数 在 a, 的 值 。 因 为 函数 是 一 对 一 的 ， 所 以 
可 以 有 7 一 1 种 方式 选择 函数 在 a, 的 值 ( 因 为 a; 用 过 的 值 不 能 再 用 )。 一 般 地 ， 有 nn 一 & 十 1 种 方 
式 选 择 函 数 在 w 的 值 。 由 乘积 法 则 ， 从 一 个 mr 元 集 到 一 个 n 元 集 存在 着 n(n 一 1)(n 一 2)…(n 一 
m 十 1) 个 一 对 一 函数 。 例 如 ， 从 一 个 3 元 集 到 一 个 5 元 集 存在 5.，4，3 二 60 个 一 对 一 函数 。 4 
例 8 电话 编号 计划 ”北美 洲 编号 计划 (NANP) 规 定 美 国 、 加 拿 大 以 及 北美 洲 许多 其 他 地 
区 的 电话 号 码 的 格式 。 在 这 个 编号 计划 中 ， 一 个 电话 号 码 由 10 个 数字 组 成 ， 这 些 数 字 由 一 个 3 
位 的 地 区 代码 、 一 个 3 位 的 局 代码 以 及 一 个 4 位 的 话机 代码 组 成 。 出 于 信和 号 的 考虑 ， 在 一 些 数 
字 上 有 某 种 限制 。 为 了 规定 允许 的 格式 ， 令 和 表示 可 以 在 0 到 9 之 间 任 意 选 取 的 数字 ，N 表示 
可 以 在 2 到 9 之 间 选 取 的 数字 ， 而 了 表示 必须 取 0 或 1 的 数字 。 下 面 讨 论 两 个 编号 计划 ， 分 别 
称 为 老 计划 和 新 计划 ( 老 计划 是 20 世纪 60 年 代 使 用 的 , 已 经 被 新 计划 代替 了 ， 但 目前 对 新 号 
码 需 求 的 迅速 增长 使 得 这 个 新 计划 也 将 显得 落伍 了 ) 在 这 个 例题 中 ， 用 于 表示 数字 的 字母 遵循 
“北美 编号 计划 ”。 正 如 将 要 证 明 的 ， 新 计划 允许 使 用 更 多 的 号 码 。 
在 老 计划 中 ， 地 区 代码 、 局 代码 和 话机 代码 的 格式 分 别 为 NYX、NNX 和 XXXX ， 因 而 
电话 号 码 的 形式 为 NYX-NNX-XXXX。 在 新 计划 中 ， 这 些 代 码 的 格式 分 别 为 NXX、NXX 和 
XXXX， 因 而 电话 号 码 的 形式 为 NXX-NXX-XXXX。 在 老 计划 和 新 计划 下 分 别 可 能 有 和 多少 个 
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不 同 的 北美 洲 电 话 号 码 ? 

解 ”由 乘积 法 则 ， 格 式 为 NYX 的 地 区 代码 有 8， 2 10 一 160 个 ， 格 式 为 NXX 的 地 区 代 
码 有 8. 10，10 王 800 个 。 类 似 地 ， 由 乘积 法 则 ， 存 在 8. 8 10 一 640 个 格式 为 NNX 的 局 代 
码 。 乘 积 法 则 也 表明 存在 着 10。 10， 10。10 二 10 000 个 格式 为 XXXX 的 话机 代码 。 

因此 ， 再 次 使 用 乘积 法 则 ， 在 老 计划 下 存在 

160。640。10 000 王 1024 000 000 
个 不 同 的 北美 洲 有 效 的 电话 号 码 。 在 新 计划 下 存在 
800。800。10 000 王 6 400 000 000 
个 不 同 的 电话 号 码 。 本 
例 9 执行 下 面 的 代码 以 后 ,& 的 值 是 什么 ? 


一 一 
有 :一 0 


for i :=1 to 7 





for i, :=]1 to n, 


for i, :=1 to n,, 
k :一 & 十 1 








解 & 的 初 值 是 0。 这 个 藤 套 的 循环 每 执行 一 次 ，& 就 加 1。 令 工 表示 执行 第 i 个 循环 的 任 
务 ， 那 么 循环 执行 的 次 数 就 是 完成 任务 卫 ，T ，…，T 的 方法 数 。 因 为 对 每 个 整数 六，1 所 石和 
助 ， 第 7 个 循环 都 执行 一 次 ， 所 以 执行 任务 T(j 王 1，2，…，zm) 的 方法 数 就 是 n;。 由 乘积 法 则 ， 
这 个 舱 套 的 循环 执行 了 nn…n, 次 。 因 此 最 后 的 值 是 nn6*…n。 4 


例 10 计数 有 穷 集 的 子 集 ”用 乘积 法 则 证 明 = 个 有 穷 集 S 的 不 同 的 子 集 数 是 215| 。 
解 设 S 是 有 穷 集 。 按 任意 的 顺序 将 S 的 元 素 列 成 一 个 表 。 考 虑 到 在 S 的 子 集 和 长 度 为 
|S | 的 位 串 之 间 存在 着 一 对 一 的 对 应 ， 即 如 果 表 的 第 i 个 元 素 在 这 个 子 集中 ， 则 该 子 集 对 应 的 


位 串 的 第 i 位 为 1， 否 则 该 位 为 0。 由 乘积 法 则 ， 存 在 着 215| 个 长 度 为 |S | 的 位 串 。 因 此 |P 


(S) | =21s| 。(5.1 节 中 例题 10 用 数学 归纳 法 证 明了 这 个 实事 。) 4 
乘积 法 则 也 常用 集合 的 语言 表述 如 下 : 如 果 A, ，4A, ，…，A, 是 有 穷 集 ， 那 么 在 这 些 集合 
的 笛 卡 儿 积 中 的 元 素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 积 。 为 了 把 这 种 表述 与 乘积 法 则 联系 起 来 ， 注 意 
在 笛 卡 儿 积 A, XA, X… XA 中 选 一 个 元 素 的 任务 是 通过 在 A, 中 选 一 个 元 素 ，A, 中 选 一 个 元 
素 ，…，A,。 中 选 一 个 元 素来 完成 的 。 由 乘积 法 则 得 到 
[A XA XxXxA.|=|Ai|* 14 1。… .|A. | 

例 11 DNA 和 基因 组 ”生物 体 的 遗传 信息 是 使 用 脱氧 核糖 核酸 (DNA) 编 码 的 ， 或 对 于 某 
些 病 毒 ， 采 用 核糖 核酸 (RNA)。DNA 和 RNA 是 非常 复杂 的 分 子 ， 采 用 非常 多 的 分 子 相 互 作 
用 方式 支持 生命 中 不 同 过 程 。 对 于 我 们 而 言 ， 我 们 只 对 DNA 和 RNA 如 何 进行 遗传 信息 编码 
给 出 简短 的 描述 。 

DNA 分 子 由 2 条 脱氧 核糖 核 背 酸 链 组 成 ， 每 个 核 苷 酸 的 子 部 分 称 为 碱 基 ， 其 中 有 腺 嗓 哈 
(A)、 胞 喀 啶 (CC) 、 鸟 味 叭 (G) 或 胸腺 喀 啶 (T)。DNA 包括 不 同 碱 基 的 两 条 链 通 过 和 氨 键 结合 
一 起 ， 而 且 A 仅 与 配对 ，C 键 只 与 G 配对 。 与 DNA 不同，DNA 分 子 由 1 条 核糖 核 苷 酸 链 
组 成 ， 其 中 尿 喀 啶 (U) 代 替 了 胸腺 喀 啶 。 因 此 ， 在 DNA 中 可 能 碱 基 对 是 A-T 和 C-G， 而 在 
RNA 中 碱 基 对 是 A-U 和 C-G。 生 物 的 DNA 包括 多 段 DNA， 它 们 形成 不 同 的 染色 体 ， 一 个 基 
因 是 一 个 DNA 分 子 的 片段 ， 编 码 一 种 特定 蛋白 质 。 一 个 生物 体 的 全 部 基因 信息 称 为 基因 组 。 

DNA 和 RNA 碱 基 序 列 编码 的 蛋白 质 长 链 称 为 氨基 酸 。 人 类 必需 22 种 氨基 酸 。 我 们 很 快 能 
看 到 至 少 三 个 碱 基 的 序列 就 可 以 编码 出 这 22 种 不 同 的 氨基 酸 。 首 先 ， 因 为 在 DNA 中 有 四 种 可 能 
的 碱 基 : A、C、G 和 T， 所 以 由 乘积 法 则 ， 和 二 16 二 22 种 不 同 的 两 个 碱 基 序 列 。 但 生 三 64 种 不 
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同 的 三 个 碱 基 序列 ， 这 样 可 以 足够 编码 22 种 不 同 的 氨基 酸 。( 甚 至 可 以 出 现 不 同 的 三 碱 基 序 列 对 
应 相同 的 氨基 酸 的 情况 。) 

像 藻类 和 细菌 这 样 的 简单 生物 的 DNA 具有 10 和 107 个 链接 。 每 个 链接 都 这 四 种 可 能 碱 
基 的 一 种 。 更 复杂 的 生物 ， 如 昆虫 、 鸟 类 和 哺乳 动物 ， 它 们 的 DNA 具有 10 和 10" 个 链接 。 
因此 ， 由 乘积 法 则 ,在 简单 生物 中 具有 至 少 4" 种 不 同 的 碱 基 序列 ， 而 复杂 生物 中 具有 至 少 
4 种 不 同 的 碱 基 序列 。 这 些 都 是 不 可 想象 的 大 数字 ， 这 也 帮助 我 们 解释 为 什么 生物 有 这 么 多 
种 类 。 在 过 去 的 数 十 年 中 ， 确 定 不 同 生物 体 的 基因 组 的 技术 一 直 在 发 展 。 第 一 步 就 是 确定 第 一 
个 基因 在 生物 体 DNA 中 的 位 置 。 接 着 的 任务 称 为 基因 测序 ， 确 定 每 个 基因 的 链接 序列 。( 当 
然 ， 这 些 基因 上 链接 的 特定 序列 取决 于 一 个 物种 特定 的 个 体 表达 ， 对 它 的 DNA 进行 了 分 析 。) 
例如 ， 人 类 基因 组 包含 大 约 23 000 个 基因 ， 每 一 个 基因 有 1000 或 者 更 多 链接 。 基 因 测 序 技术 
运用 了 许多 新 开发 出 的 算法 ， 也 运用 了 组 合 学 中 大 量 的 新 思路 。 许 多 数学 家 和 计算 机 科学 家 在 
解决 涉及 基因 组 的 问题 时 ， 参 与 了 对 分 子 信息 学 和 计算 生物 学 这 一 快速 发 展 领域 的 研究 。 

现在 引入 求 和 法 则 。 4 

求 和 法 则 ”如 果 完 成 第 一 项 任务 有 x 种 方式 ， 完 成 第 二 项 任务 有 n 种 方式 ， 并 且 这 些 任 
务 不 能 同时 执行 ， 那 么 完成 第 一 或 第 二 项 任务 有 nn 十 no 种 方式 。 

例 12 说 明 怎样 使 用 求 和 法 则 。 

例 12 假定 要 选 一 位 数学 学 院 的 教师 或 数学 专业 的 学 生 作 为 校 委 会 的 代表 。 如 果 有 37 位 
数学 学 院 的 教师 和 83 位 数学 专业 的 学 生 ， 那 么 这 个 代表 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 

解 ” 完 成 第 一 项 任务 ， 选 一 位 数学 学 院 的 教师 ， 可 以 有 37 种 方式 。 完 成 第 二 项 任务 ， 选 
一 位 数学 专业 的 学 生 ， 有 83 种 方式 。 根 据 求 和 法 则 ， 结 果 有 37 十 83 王 120 种 可 能 的 方式 来 挑 
选 这 个 代表 。 4 

可 以 把 求 和 法 则 推广 到 多 于 两 项 任务 的 情况 。 假 定 任务 卫 ， 五 ，…， 开 分 别 有 nh，ns，…*， 
nm 种 完成 的 方式 ， 并 且 任 何 两 项 任务 都 不 能 同时 执行 ， 那 么 完成 其 中 一 项 任务 的 方式 数 是 ni 十 
u 十 … 十 nn。 如 例 13 和 例 14 所 示 ， 这 个 推广 的 求 和 法 则 在 计数 问题 中 常常 用 到 。 这 个 求 和 法 
则 可 以 使 用 数学 归纳 法 从 两 个 集合 的 求 和 法 则 加 以 证 明 ( 见 本 节 练 习 71) 。 

例 13 一 个 学 生 可 以 从 三 个 表 中 的 一 个 表 选 择 一 个 计算 机 课题 。 这 三 个 表 分 别 包 含 23、 
15 和 19 个 可 能 的 课题 。 那 么 课题 的 选择 可 能 有 多 少 种 ? 

解 ” 这 个 学 生 有 23 种 方式 从 第 一 个 表 中 选择 课题 ， 有 15 种 方式 从 第 二 个 表 中 选择 课题 ， 
有 19 种 方式 从 第 三 个 表 中 选择 课题 。 因 此 ， 共 有 23 十 15 十 19 王 57 种 选择 课题 的 方式 。 4 

例 14 在 执行 下 面 的 代码 后 ,的 值 是 什么 (n, ，n,，…，n 是 正 整数 )? 





k:=0 

for i :一 1 ton, 
k :二 kk 十 1 

for 1, :=1] to n; 
k :=k 十 1 


for i, :=1 to n,, 
k :一 有 十 1 








解 的 初 值 是 0。 这 个 代码 块 由 mx 个 不 同 的 循环 构成 。 循 环 中 的 每 次 执行 都 要 加 1。 令 
T; 是 执行 第 i 个 循环 的 任务 。 因 为 第 i 个 循环 被 执行 n; 次 ， 所 以 任务 五 可 以 用 ni 种 方式 完成 。 
由 于 任何 两 个 任务 不 能 同时 执行 ， 所 以 求 和 法 则 证 明 上 的 最 后 值 ， 即 完成 任务 T.(i=1，2，…， 
Mm) 的 方式 数 是 nn 十 nw 十 … 十 nn。 4 
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求 和 法 则 可 以 用 集合 的 语言 表述 : 如 果 A, ，A, ，…，A 是 不 交 的 集合 ， 那 么 在 其 并 集中 的 元 
素数 是 每 个 集合 的 元 素数 之 和 。 为 了 把 这 种 表述 与 求 和 法 则 联系 起 来 , 令 T 是 从 A.(i 二 1，2, …， 
m) 中 选择 一 个 元 素 的 任务 。 有 | A; | 种 方式 执行 T+。 由 于 任何 两 个 任务 不 可 能 同时 执行 ， 所 以 根据 
求 和 法 则 ， 从 其 中 某 个 集合 中 选择 一 个 元 素 的 方式 数 ， 即 在 并 集中 的 元 素数 ， 是 

IAUAsU…UA,|=|Ai| 十 |As | 十 … 十 |A。| 当 Ai 站 Aj 二 名 ， 对 于 所 有 的 i， j 

这 个 等 式 仅 适 用 于 问题 中 的 集合 是 不 相交 的 情况 。 当 这 些 集合 含有 公共 元 素 时 ， 人 情况 要 复 

杂 得 多 。 本 节 的 后 面 将 对 这 种 情况 进行 简要 的 讨论 ， 更 深入 的 讨论 放 在 第 8 章 。 


6.1.3 比较 复杂 的 计数 问题 

许多 计数 问题 不 能 仅仅 使 用 求 和 法 则 或 者 乘积 法 则 来 求解 。 但 是 ， 许 多 复杂 的 计数 问题 可 
以 使 用 这 两 个 法 则 来 求解 。 我 们 从 编程 语言 BASIC 中 变量 名 个 数 的 计数 开始 。( 在 练习 中 ， 我 
们 将 考虑 Java 中 变量 名 的 个 数 。) 然 后 对 满足 一 组 特别 限制 的 有 效 密码 个 数 进行 计数 。 

例 15 在 计算 机 语言 BASIC 的 某 个 版 本 中 ， 变 量 的 名 字 是 含有 一 个 或 两 个 字符 的 符号 串 ， 
其 中 的 大 写 和 小 写字 母 是 不 加 区 分 的 (一 个 字母 数字 字符 或 者 取 自 26 个 英文 字母 ， 或 者 取 自 10 
个 数字 ) 。 此 外 ， 变 量 名 必须 以 字母 开始 ， 并 且 必 须 与 由 两 个 字符 构成 的 用 于 程序 设计 的 5 个 
保留 字 相 区 别 。 在 BASIC 的 这 个 版 本 中 有 多 少 个 不 同 的 变量 名 ? 

解 ” 令 V 等 于 在 这 个 BASIC 版 本 中 的 不 同 变 量 名 的 个 数 ，V, 是 单字 符 的 变量 名 的 个 数 ， 
V, 是 两 个 字符 的 变量 名 的 个 数 。 那 么 由 求 和 法 则 , V= 二 Vi 十 V;。 由 于 单字 符 变量 名 必须 是 字 
母 ， 所 以 Vi 二 26。 又 根据 乘积 法 则 存在 26，36 个 以 字母 打头 且 以 字母 数字 结尾 的 2 位 字符 串 。 
但 是 其 中 5 个 不 包含 在 内 ， 因 此 V,= 二 26，36 一 5 二 931。 因 此 ， 在 这 个 BASIC 版 本 中 存在 V= 
V, 十 ww 一 26 十 931 一 957 个 不 同 的 变量 名 。 4 

例 16 计算 机 系统 的 每 个 用 户 有 一 个 由 6 一 8 个 字符 构成 的 密码 ， 其 中 每 个 字符 是 大 写字 
母 或 者 数字 ， 且 每 个 密码 必须 至 少 包含 一 个 数字 。 有 多 少 可 能 的 密码 ? 

解 ” 设 已 是 可 能 的 密码 总 数 ， 且 已 、P,、P; 分 别 表示 6、7 或 8 位 的 可 能 的 密码 数 。 由 求 和 法 
则 ， 了 P= 及 守 户 十 入 我 们 现在 求 Bes pb 和 Ps。 直接 求 P. 是 困难 的 。 而 求 由 6 个 大 写字 母 和 数字 
构成 的 字符 串 的 个 数 是 容易 的 ， 其 中 包含 那些 没有 数字 的 串 ， 然 后 从 中 减 去 没有 数字 的 串 数 就 得 到 
P, 。 由 乘积 法 则 ，6 个 字符 的 串 的 个 数 是 36: ， 而 没有 数字 的 字符 串 的 个 数 是 265 。 因 此 ， 

P, 一 365 一 265 一 2 176 782 336 一 308 915 776 一 1 867 866 560 


类 似 地 ， 得 到 
P,=36’—26’=78 364 164 096 一 8 031 810 176 一 70 332 353 920 


和 
了 ,一 36" 一 26* 一 2 821 109 907 456 一 208 827 064 576=2 612 282 842 880 


因此 
P= P+P;+tP, = 2684483063360 
例 17 计数 因特网 网 址 在 由 计算 机 的 物理 网 络 互 连 而 构成 的 因特网 中 ， 每 台 计 算 机 (或 
者 更 精确 地 说 是 计算 机 的 每 个 网 络 连接 ) 被 分 配 一 个 因特网 地 址 (IP 地 址 )。 目 前 正在 使 用 的 因 
特 网 协议 版 本 4(IPv4) 中 ， 一 个 地 址 是 一 个 32 位 的 位 串 。 它 以 网 络 号 Cnetid) 开 始 ， 后 面 跟随 着 
主机 号 (hostid) ， 它 把 一 个 计算 机 认定 为 某 个 指定 网 络 的 成 员 。 
根据 网 络 号 和 主机 号 位 数 的 不 同 ， 使 用 3 种 地 址 形式 。 用 于 最 大 网 络 的 A 类 地 址 ， 由 0 后 
跟 7 位 的 网 络 号 和 24 位 的 主机 号 构成 。 用 于 中 等 规模 网 络 的 B 类 地 址 ， 由 10 后 跟 14 位 的 网 
络 号 和 16 位 的 主机 号 构成 。 用 于 最 小 网 络 的 C 类 地 址 ， 由 110 后 跟 21 位 的 网 络 号 和 8 位 的 主 
机 号 构成 。 由 于 特定 用 途 ， 对 地 址 有 着 某 些 限制 : 1111111 在 A 类 网 络 的 网 络 号 中 是 无 效 的 ， 
全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 对 任何 网 络 都 是 无 效 的 。 因 特 网 上 的 一 台 计 算 机 有 一 个 A 类 、B 类 或 
C 类 地 址 。( 除 了 A 类 、B 类 和 C 类 地 址 外 ， 还 有 D 类 地 址 和 王 类 地 址 。D 类 地 址 在 多 台 计 算 
机 同时 编 址 时 用 于 组 播 ， 它 由 1110 后 跟 28 位 组 成 。E 类 地 址 保留 为 将 来 应 用 ， 由 11110 后 跟 
27 位 组 成 。D 和 玉 类 地 址 不 会 分 配给 因特网 中 的 计算 机 作为 下 地 址 .图 1 显示 了 IPv4 的 编 
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址 。(A 类 和 B 类 网 络 号 的 数量 限制 已 经 使 得 IPv4 编 址 不 够 用 了 。 将 代替 IPv4 的 IPv6 使 用 
128 dt nd ) 
1 


| 
| gi 主机 号 

EN 
注入 
这 六 玉 交 密生 洲 半 六 沁 


图 1 因特网 地 址 (IPv4) 


对 因特网 上 的 计算 机 有 多 少 不 同 的 有 效 IPv4 地 址 ? 

解 令 工 是 因特网 上 计算 机 的 有 效 地 址 数 ，za、xza 和 zc 分 别 表示 A 类 、B 类 和 C 类 的 有 
效 地 址 数 。 由 求 和 法 则 ，zx 二 zs 十 Zs 十 zc。 为 了 找到 xs， 由 于 1111111 是 无 效 的 ， 所 以 存在 2 一 1 一 
127 个 A 类 的 网 络 号 。 对 于 每 个 网 络 号 ， 存在 2” 一 2 二 16 777 214 个 主机 号 ， 这 是 由 于 全 0 和 全 1 组 
成 的 主机 号 是 无 效 的 。 因 此 ， 

zA 一 127。16 777 214 一 2 130 706 178 

为 了 找到 zs 和 zc， 首先 注意 存在 2" 二 16 384 个 也 类 网 络 号 和 2 一 2 097 152 个 C 类 网 络 
号 。 对 每 个 了 类 网络 号 存在 2" 一 2 一 65 534 个 主机 号 ， 而 对 每 个 C 类 网 络 号 存在 2 一 2 一 254 个 
主机 号 ， 这 也 考虑 到 全 0 和 全 1 组 成 的 主机 号 是 无 效 的 。 因 此 ， 

Za 一 1 073709056, zc=532 676 608 
我 们 可 以 断言 IPv4 有 效 地 址 的 总 数 是 
z 一 ZA 十 ze 十 zc 一 2 130 706 178 十 1 073 709 056 十 532 676 608 一 3 737 091 842 4 


6. 1.4 减法 法 则 (两 个 集合 的 容 斥 原理 ) 

当 同 时 执行 两 个 任务 时 ， 我 们 不 能 使 用 求 和 法 则 来 计数 执行 其 中 一 个 任务 的 方式 。 把 对 每 
个 任务 的 方式 数 加 起 来 将 导致 计数 结果 的 增 大 ， 因 为 同时 执行 两 个 任务 的 那些 方式 被 计数 了 两 
次 。 为 了 正确 地 计数 执行 其 中 一 个 任务 的 方式 ， 我 们 先 把 执行 每 个 任务 的 方式 数 加 起 来 ， 然 后 
再 减 去 同时 执行 两 个 任务 的 方式 数 。 这 就 产生 了 一 个 重要 的 计数 法 则 。 

减法 法 则 ”如 果 一 个 任务 或 者 可 以 通过 nn 种 方法 执行 或 者 可 以 通过 nn 种 另 一 类 方法 执行 ， 
那么 执行 这 个 任务 的 方法 数 是 ni 十 n, 减 去 两 类 方法 中 执行 这 个 任务 相同 的 方法 。 

减法 法 则 也 称 为 容 斥 原理 ， 特 别 是 在 计算 两 个 集合 并 集 的 元 素 个 数 时 。 令 A, 和 A, 是 集 
合 ，|4, | 是 从 A 选择 一 个 元 素 的 方法 数 ，| A; | 是 从 A, 选择 一 个 元 素 的 方法 数 。 从 Al 或 4， 
中 选择 一 个 元 素 的 方法 数 是 从 它们 的 并 集中 选择 元 素 的 方法 数 ， 这 等 于 从 A, 选择 一 个 元 素 的 
方法 数 与 从 A, 选择 一 个 元 素 的 方法 数 的 和 减 去 从 A! 和 A, 中 都 选择 一 个 元 素 的 方法 数 。 因 为 
| A， UA4， | 表示 从 A， 或 者 A; 中 选择 一 个 元 素 的 方法 数 ， | A， NA, | 表示 从 Al 和 A 中 同时 选择 
一 个 元 素 的 方法 数 ， 所 以 我 们 有 

1:UAs| = 三 | 机 | 十 14] 一 1A, mA:| 

这 就 是 2. 2 节 给 出 的 计数 两 个 集合 并 集中 元 素 的 公式 。 

例 18 显示 了 怎样 用 减法 法 则 来 求解 计数 问题 。 1 

例 18 以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 位 串 有 多 少 个 ? 一 一 一 一 一 

au 解 ”第 一 个 任务 ， 构 造 以 1 开始 的 8 位 位 串 ， 完 成 它 有 2 一 128 种 2 一 128 种 方式 













位 数 
一 二 一 T。 
| 
| 类 | 
| Dp 类 | 
| EE 妆 | 








方式 ， 这 是 由 乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 第 一 位 只 有 一 种 选择 方式 , 而 其 他 一 一 一 一 一 一 人 人 
7 位 中 的 每 位 有 两 种 选择 方式 。 25 一 64 种 方式 
第 二 个 任务 ， 构 造 以 00 结束 的 8 位 位 串 ， 完 成 它 有 2 一 64 种 方 1 





式 ， 这 也 是 由 乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 前 6 位 的 每 位 有 两 种 选择 方式 ， 而 一 一 一 一 
“最 后 两 位 只 有 一 种 选择 方式 。 同 时 完成 两 个 任务 ， 构 造 以 1 开始 以 00 2 一 32 种 方式 
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结束 的 8 位 位 串 ， 完 成 它 有 2 一 32 种 方式 。 这 里 也 使 用 了 乘积 法 则 ， 因 为 第 一 位 只 有 一 种 选 
择 方式 ， 从 第 二 位 到 第 六 位 每 位 可 以 有 两 种 选择 方式 ， 最 后 两 位 也 只 有 一 种 选择 方式 。 因 而 ， 
以 1 开始 或 者 以 00 结束 的 8 位 位 串 的 个 数 ， 即 完成 第 一 或 第 二 个 任务 的 方式 数 ， 等 于 128 十 
64 一 32 二 160。 本 

我 们 将 给 出 一 个 例题 说 明 容 斥 原 理 的 公式 如 何 用 于 解决 计数 问题 。 

例 19 某 计 算 机 公司 收 到 了 350 份 计算 机 毕业 生 设 计 一 组 新 网 络 服务 器 工作 的 工作 申请 
书 。 假 如 这 些 申 请 人 中 有 220 人 主 修 的 是 计算 机 科学 专业 ， 有 147 人 主 修 的 是 商务 专业 ， 有 51 
人 既 主 修了 计算 机 科学 专业 又 主 修了 商务 专业 。 那 么 ， 有 多 少 个 申请 人 既 没 有 主 修 计 算 机 科学 
专业 又 没有 主 修 商 务 专 业 ? 

解 为 了 求 出 既 没 有 主 修 计 算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商务 专业 的 申请 人 的 个 数 ， 可 以 从 总 
的 申请 人 数 中 减 去 主 修 计 算 机 科学 专业 的 人 数 ， 或 减 去 主 修 商 务 专业 的 人 数 ( 或 减 去 二 者 人 数 
之 和 )。 设 A, 是 主 修 计 算 机 科学 专业 学 生 的 集合 ，A, 是 主 修 商务 专业 学 生 的 集合 ,那么 A, U 
A, 是 主 修 计 算 机 科学 专业 或 主 修 商 务 专业 学 生 的 集合 ，Al 门 A, 是 既 主 修 计算 机 科学 专业 又 主 
修 商 务 专业 学 生 的 集合 。 根 据 减 法 法 则 ， 主 修 计算 机 科学 专业 或 主 修 商 务 专业 (或 二 者 都 主 修 ) 
学 生 的 人 数 为 

[AUAs|=|A|+|As|—|AiNA,|=220+147 一 51=316 

因此 得 到 结论 : 有 350 一 316 王 34 个 申请 人 既 没 有 主 修 计 算 机 科学 专业 又 没有 主 修 商务 
专业 。 S| 

减法 法 则 或 者 容 斥 原理 可 以 推广 来 求 完成 nn 个 不 同 任务 中 的 一 个 任务 的 方式 数 ， 换 句 话 
说 ， 就 是 寻找 n 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 ， 其 中 是 正 整 数 。 我 们 将 在 第 8 章 研 究 容 斥 原理 和 
它 的 某 些 广泛 应 用 。 


6. 1.5 除法 法 则 

我 们 介绍 了 计数 中 的 乘积 法 则 、 求 和 法 则 和 减法 法 则 。 是 否 有 除法 法 则 呢 ? 实际 上 ， 在 解 
决 某 些 计数 问题 时 ， 也 存在 这 样 的 法 则 。 

除法 法 则 ”如 果 一 个 任务 能 由 一 个 可 以 用 n 种 方式 完成 的 过 程 实现 ， 而 对 于 每 种 完成 任务 
的 方式 w， 在 n 种 方式 中 正好 有 4 种 与 之 对 应 ， 那 么 完成 这 个 任务 的 方法 数 为 n/d。 

我 们 可 用 集合 的 方式 再 描述 除法 法 则 :“ 如 果 一 个 有 限 集 A 是 n 个 有 4d 个 元 素 的 互 斥 集 合 
的 并 集 ， 那么 n= |A|/ad。” 

我 们 也 可 用 函数 的 方式 定义 除法 法 则 :“ 如 果 f 是 一 个 A 到 B 的 函数 ，A 和 B 都 是 有 限 集 
合 ， 那 么 对 于 每 一 个 取 值 yYE B， 正 好 有 dd 个 值 zE€ A 使 得 f(x) 二 y( 在 这 种 情况 下 ，f 是 nn 到 1 
的 )， 那么 1|B|=|A|/d。” 

我 们 将 用 一 个 例题 说 明 除 法 法 则 在 计数 中 的 使 用 。 

例 20 4 个 人 坐 在 一 个 圆桌 旁边 ， 有 多 少 种 坐 法 ? 如 果 每 个 人 左右 相 邻 的 人 都 相同 就 认为 
是 同一 种 坐 法 。 

解 ”我 们 任意 选择 一 个 桌子 旁边 的 椅子 ， 标 记 为 座位 1， 依 圆桌 顺 时 针 依 次 标记 其 他 椅 
子 。 座 位 1 有 4 种 选择 坐 人 的 方法 ， 座 位 2 有 3 种 选择 坐 人 的 方法 ， 座 位 3 有 2 种 选择 坐 人 的 
方法 ， 座 位 4 有 1 种 选择 坐 人 的 方法 ， 这 样 4! 一 24 种 方法 将 4 个 人 安排 在 圆桌 旁边 。 然 而 ， 
每 一 个 座位 1 可 选 的 4 种 坐 法 中 都 会 产生 相同 的 安排 ， 因 为 我 们 仅 将 一 个 人 左边 或 者 右边 相 邻 
的 人 不 一 样 才 视 为 两 种 不 同 的 安排 。 因 为 有 4 种 选择 人 坐 座位 1 的 方法 ， 所 以 由 除法 法 则 将 4 
个 人 安排 到 一 个 圆桌 旁 的 不 同 的 方法 数 是 24/4 一 6 种 。 站 


6.1.6 树 图 
可 以 使 用 树 图 求解 计数 问题 。 一 棵 树 由 根 、 从 根 出 发 的 许多 分 支 以 及 可 能 从 其 他 分 支 端点 
出 发 的 新 的 分 支 构成 (我 们 将 在 第 11 章 详细 地 研究 树 ) 。 为 了 在 计数 中 使 用 树 ， 我 们 用 一 个 分 
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支 表 示 每 个 可 能 的 选择 ， 用 树叶 表示 可 能 的 结果 。 这 些 树叶 是 某 些 分 支 的 端点 ， 从 这 些 端点 不 
再 进一步 分 支 。 

注意 ， 当 用 树 图 求解 计数 问题 时 ， 为 到 达 一 片 树叶 所 做 的 选择 个 
数 可 能 是 不 同 的 (作为 例子 ， 见 例 21)。 

例 21 有 多 少 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 位 串 ? 

解 2 的 树 图 给 出 了 所 有 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 位 串 。 我 们 看 


第 1 位 1 0 
第 位 0 J 0 
第 3 位 1 WO |0 $1 %O 


出 存在 8 个 不 含 连续 两 个 1 的 4 位 位 串 。 4 290919011 
例 22 在 两 个 队 ( 队 1 和 队 2) 之 间 的 决赛 至 多 由 5 次 比赛 构成 。 S383338 
先 胜 3 次 的 队 赢得 决赛 。 决 赛 可 能 出 现 多 少 种 不 同 的 方式 ? 图 2 不 含 连续 两 个 1 
解 ” 在 图 3 的 树 图 中 ， 以 每 次 比赛 的 得 胜 者 给 出 了 决赛 可 能 进行 的 4 位 位 串 
的 所 有 方式 。 我 们 看 到 有 20 种 不 同 的 决赛 的 方式 。 4 
灰色 表示 得 胜 
队 2 队 1 
第 ! 声 
队 2 队 1 队 2 队 1 第 2 场 
队 1 队 2 队 1 队 2 队 1 队 2 第 3 声 
队 2> 队 1 
队 1 队 1 队 2 队 1 队 2 队 2 第 4 场 
队 2 队 2 队 1 队 2 队 1 队 ] 
第 5 场 
队 2 队 i 队 2 队 ! 队 2 队 ] 队 2 队 1 队 2 队 1 队 2 队 ! 


图 3 5 次 决赛 胜 3 次 

例 23 假设 “我 爱 新 泽 西 ? 工 恤 衫 有 5 种 不 同 的 规格 : S、M、L、XL 和 XXL。 又 知道 XL 
规格 只 有 三 种 颜色 : 红色 、 绿 色 和 黑色 ，XXL 规格 只 有 绿色 和 黑色 。 除 此 之 外 ， 其 他 规格 有 
四 种 颜色 : 白色 、 红 色 、 绿 色 和 黑色 。 如 果 每 种 规格 和 颜色 的 工作 衫 至 少 一 件 ， 那 么 一 个 纪念 
品 商 店 必须 库存 多 少 件 不 同 的 工 恤 衫 ? 

解 图 4 的 树 图 给 出 了 所 有 规格 和 颜色 的 配对 。 从 图 4 中 可 知 这 个 纪念 品 商店 老板 必须 库 
存 17 件 不 同 的 工 恤 衫 。 4 

W= 白 色 , R= 红色 , G= 绿 色 , B= 黑色 


S M Eb XL XXL 


WRGBWRGBWRGBRGBGB 
图 4 计数 不 同 的 工 恤衫 


练习 
1. 一 个 学 院 有 18 个 数学 专业 和 325 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 。 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
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a) 选 两 个 代表 ， 使 得 一 个 是 数学 专业 的 而 另 一 个 是 计算 机 科学 专业 的 ， 有 多 少 种 方式 ? 
b) 选 一 个 数学 专业 或 计算 机 科学 专业 的 代表 又 有 多 少 种 方式 ? 


. 一 个 办 公 大 楼 有 27 层 ， 每 层 有 37 个 办 公 室 ， 那 么 在 这 个 大 楼 里 有 多 少 个 办 公 室 ? 
. 一 次 多 项 选择 考试 包含 10 个 问题 。 每 个 问题 有 4 个 可 能 的 答案 。 


a) 在 这 次 考试 中 如 果 每 个 问题 都 要 回答 ， 一 个 学 生 回答 这 些 问题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 
b) 在 这 次 考试 中 如 果 人 允许 某 些 答案 空缺 ， 一 个 学 生 回答 这 些 问题 可 能 有 多 少 种 方式 ? 


. 某 种 商标 的 衬衫 有 12 种 颜色 ， 有 男 式 和 女 式 2 种 样式 ， 每 种 样式 有 3 种 大 小 型 号 。 这 些 衬衫 有 多 少 种 


不 同 的 类 型 ? 


- 从 纽约 到 丹佛 有 6 条 不 同 的 航线 ， 而 从 丹佛 到 旧金山 有 7 条 。 如 果 选 一 个 到 丹佛 的 航班 ， 接 着 选 一 个 


到 旧金山 的 航班 ， 那么 从 纽约 经 丹佛 到 旧金山 的 旅行 有 和 多少 种 不 同 的 可 能 性 ? 


. 从 波士顿 到 底特律 有 4 条 汽车 主干 线 ， 而 从 底特律 到 洛杉矶 有 6 条 。 那 么 从 波士顿 经 底特律 到 洛杉矶 


的 汽车 主干 线 有 多 少 条 ? 


. 如 果 用 3 个 字母 作为 姓名 的 缩写 ， 人 们 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 
.如果 这 3 个 字母 不 允许 重复 ， 人 们 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 
.如 果 这 3 个 字母 以 A 开始， 人 们 又 可 以 有 多 少 种 不 同 的 选择 ? 

. 8 位 位 串 有 多 少 个 ? 

. 首尾 都 是 1 的 10 位 位 串 有 多 少 个 ? 

. 位 数 不 超 过 6 的 位 串 有 多 少 个 ? 

. 位 数 不 超 过 nn 且 全 由 1 组 成 的 位 串 有 多 少 个 ? 这 里 的 二 是 正 整 数 。 
. 首 、 尾 都 是 1 的 2 位 位 串 有 多 少 个 ? 这 里 的 是正 整 数 。 

. 位 数 不 超 过 4 且 由 小 写字 母 构 成 的 串 有 多 少 个 ? 

. 由 4 个 小 写字 母 构成 且 含 有 字母 z 的 串 有 和 多少 个 ? 

. 由 5 个 ASCII 码 构成 且 至 少 (在 符号 位 ) 包 含 一 个 @ 字 符 的 串 有 多 少 个 ? [注意 : 有 128 个 不 同 的 ASCI 码 。] 


.。 有 多 少 5 元 素 DNA 序列 


a) 由 A 结束 ? 

©) 只 包含 A 和 TT? 

有 多 少 6 元 素 RNA 序列 

a) 不 包含 U? 

c) 开 始 于 C? 

在 5 到 31 之 间 有 多 少 个 正 整 数 

a) 能 被 3 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 

c) 能 被 3 和 4 同时 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 
在 50 到 100 之 间 有 多 少 个 正 整数 

a) 能 被 7 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 

c) 能 被 7 和 11 同时 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 
有 多 少 个 小 于 1000 的 正 整 数 

a) 被 7 整除 ?- 

©) 同时 被 7 和 11 整除 ? 

e) 恰 好 被 7 或 11 中 的 一 个 数 整除 ? 
g) 含 有 不 同 的 数字 ? 

在 100 到 999 之 间 包 含 多 少 个 正 整数 
a) 被 7 整除 ? 

c) 有 相同 的 3 个 十 进 制 数字 ? 

e) 被 3 或 4 整除 ? 

g) 被 3 整除 但 不 被 4 整除 ? 

在 1000 到 9999 之 间 包 含 多 少 个 正 整数 
a) 被 9 整除 ? 

c) 有 不 同 的 十 进 制 数字 ? 


b) 开 始 于 工 并 结束 于 G? 
d) 不 包含 C? 


b) 结 束 于 GU? 
d) 只 包含 A 或 者 U? 


b) 能 被 4 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 


b) 能 被 11 整除 ? 这 些 整数 是 什么 ? 


b) 被 7 整除 但 不 被 11 整除 ? 

d) 被 7 或 11 整除 ? 

f) 既 不 被 7 整除 ， 也 不 被 11 整除 ? 
h) 含 有 不 同 的 数字 且 是 偶数 ? 


b) 是 奇数 ? 

d) 不 被 4 整除 ? 

人 不 被 3 也 不 被 4 整除 ? 
h) 被 3 和 4 整除 ? 


b) 是 偶数 ? 
d) 不 被 3 整除 ? 
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e) 被 5 或 7 整除 ? f) 不 被 5 也 不 被 7 整除 ? 
g) 被 5 整除 但 不 被 7 整除 ? h) 被 5 和 7 整除 ? 

有 多 少 个 串 含 有 3 个 十 进 制 数 字 且 

a) 同 一 数字 不 能 出 现 3 次 ? b) 以 奇数 字 开 始 ? 

©) 恰 有 2 个 数字 是 4? 

有 多 少 个 串 含 有 4 个 十 进 制 数字 且 

a) 同 一 数字 不 出 现 两 次 ? b) 以 偶数 字 结 束 ? 


c) 恰 有 3 个 数字 是 9? 

一 个 委员 会 由 50 个 州 构成 ， 每 个 州 可 从 州长 或 两 个 参议 员 中 选 一 个 人 参加 ， 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
用 3 个 数字 后 跟 3 个 字母 或 者 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 

用 2 个 字母 后 跟 4 个 数字 或 者 2 个 数字 后 跟 4 个 字母 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 

用 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 或 者 4 个 字母 后 跟 2 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 

用 2 个 或 3 个 字母 后 跟 2 个 或 3 个 数字 可 构成 多 少 种 车 牌 ? 

由 8 个 英语 字母 可 构成 多 少 个 串 ? 


a) 如 果 字 母 可 以 重复 b) 如 果 字 母 不 能 重复 
如果 字母 可 以 重复 且 以 X 开 始 由 如 果 字 母 不 能 重复 且 以 X 开 始 
如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 和 结束 人 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 


外 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 和 结束 ”h) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 BO( 按 此 次 序 ) 开 始 或 结束 
由 8 个 英语 字母 可 构成 多 少 个 串 ? 

a) 如 果 字 母 可 以 重复 且 不 包含 元 音字 母 

b) 如 果 字 母 不 能 重复 且 不 包含 元 音字 母 

ec) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 元 音字 母 开 始 

d) 如 果 字 母 不 能 重复 且 以 元 音字 母 开 始 

e) 如 果 字 母 可 以 重复 且 包 含 至 少 一 个 元 音字 母 

人 如 果 字 母 可 以 重复 且 包含 恰好 一 个 元 音字 母 

外 ) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 并 至 少 包含 一 个 元 音字 母 

h) 如 果 字 母 可 以 重复 且 以 X 开 始 和 结束 并 至 少 包 含 一 个 元 音字 母 

从 10 元 素 集合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 个 不 同 的 函数 ? 

a)2 b)3 c)4 d)5 

从 5 元 素 集合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 一 对 一 的 函数 ? 

a)4 b)5 c)6 gd)7 

从 集合 {1，2，…，n} 到 集合 {0，1}) 有 多 少 个 函数 ? 这 里 的 nn 是 正 整数 。 

从 集合 {1，2，…，n} 到 集合 {0，1} 有 多 少 个 满足 下 列 条 件 的 函数 ? 这 里 的 nn 是 正 整数 。 

a) 一 对 一 的 b) 对 1 和 赋值 为 0 ”人 ) 对 恰好 一 个 小 于 的 正 整数 赋值 为 1 

从 5 元 素 集合 到 含有 下 述 元 素数 的 集合 有 多 少 个 部 分 函数 ( 见 2. 3 节 )? 

a)1 b)2 c)5 d)9 

从 mx 元 素 集合 到 nn 元 素 集 合 有 多 少 个 部 分 函数 ( 见 2. 3 节 的 定义 13)? 这 里 的 m 和 n 是 正 整 数 。 


如 果 一 个 字符 串 反 转 后 所 得 结果 与 原来 的 字符 串 一 样 ， 就 称 它 是 一 个 回 文 。 有 多 少 个 长 为 n 的 位 串 


是 回 文 ? 

有 多 少 4 元素 DNA 序列 

a) 不 包含 碱 基 T? b) 包 含 序列 ACG? 

c) 包 含 所 有 4 种 碱 基 A、T、C 和 G? d) 只 包含 4 种 碱 基 A、T、C 和 G 中 的 3 种 碱 基 ? 
有 和 多少 4 元素 RNA 序列 

a) 碱 基 包 含 U? b) 不 包含 序列 CUG? 

c) 不 包含 所 有 4 种 碱 基 A、U、C 和 G? d) 只 包含 4 种 碱 基 A、U、C 和 G 中 两 种 碱 基 ? 


一 组 10 个 人 选取 4 人 坐 在 4 人 的 圆桌 旁边 ， 一 共有 多 少 种 坐 法 ? 当 每 个 人 左右 邻 座 都 相同 时 算 为 同 
一 种 坐 法 。 
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6 个 人 坐 在 一 个 圆桌 旁边 ， 一 共有 多 少 种 坐 法 ? 当 每 一 个 人 有 相同 邻 座 而 不 考虑 左右 算 为 同一 种 会 坐 法 。 
在 一 个 婚礼 上 摄影 师 从 10 个 人 中 安排 6 个 人 在 一 排 拍照 ， 其 中 新 娘 和 新 郎 也 在 这 10 个 人 中 ， 如 果 满 
足下 述 条 件 ， 有 多 少 种 安排 方式 ? 

a) 新 娘 必 须 在 照片 中 b) 新 娘 和 新 郎 必 须 都 在 照片 中 

中 ;新娘 和 新 郎 恰好 有 一 人 在 照片 中 

在 一 个 婚礼 上 摄影 师 安排 6 个 人 在 一 排 拍照 ， 包 含 新 娘 和 新 郎 在 内 ， 如 果 满 足下 述 条 件 ， 有 多 少 种 
安排 方式 ? 

a) 新 娘 必须 在 新 郎 旁 边 b) 新 娘 不 在 新 郎 旁边 

c) 新 娘 在 新 郎 左边 的 某 个 位 置 

有 多 少 个 7 位 位 串 以 2 个 0 开始 或 以 3 个 1 结束 ? 

有 多 少 个 10 位 位 串 以 3 个 0 开始 或 以 2 个 0 结束 ? 

有 和 多少 个 10 位 位 串 包含 5 个 连续 的 0 或 者 5 个 连续 的 1? 

有 多 少 个 8 位 位 串 包 含 3 个 连续 的 0 或 者 4 个 连续 的 1? 

离散 数学 班 的 每 个 学 生 都 是 计算 机 科学 或 数学 专业 的 ， 或 者 是 同时 修 这 两 个 专业 的 。 如 果 有 38 个 人 
是 计算 机 科学 专业 的 (包含 同时 修 两 个 专业 的 )，23 个 人 是 数学 专业 的 (包含 同时 修 两 个 专业 的 )，7 
个 人 是 同时 修 两 个 专业 的 ， 那 么 这 个 班 有 多 少 个 学 生 ? 

有 多 少 个 不 超过 100 的 正 整数 能 被 4 或 6 整除 ? 

如 果 一 个 人 最 少 有 2 个 、 最 多 有 5 个 不 同 的 姓名 首 字 母 ， 那 么 他 能 有 多 少 个 不 同 的 姓名 首 字 母 呢 ? 
假定 每 个 姓名 首 字母 都 取 自 26 个 英文 字母 。 

假定 一 个 计算 机 系统 的 口令 最 少 有 8 个 、 最 多 有 12 个 字符 ， 其 中 口令 中 的 每 个 字符 可 以 是 小 写 英文 
字母 、 大 写 英文 字母 、 数 字 或 6 个 特殊 字符 (* 、 之 、 塘 、!、 十 、 王 ) 中 的 一 个 。 

a) 该 计算 机 系统 可 以 有 多 少 个 不 同 的 口令 ? b) 有 多 少 个 口令 含有 6 个 特殊 字符 中 的 一 个 ? 

©) 如 果 一 个 黑客 核对 每 个 可 能 的 口令 需要 1 纳 秒 时 间 ， 他 要 核对 完 所 有 可 能 的 口令 需要 多 少时 间 ? 

在 C 程序 设计 语言 中 的 变量 名 是 一 个 字符 串 ， 可 以 包含 大 写字 母 、 小 写字 母 、 数 字 或 下 画 线 。 此 外 ， 
字符 串 的 第 一 个 字符 必须 是 字母 (大 写 或 小 写字 母 ) 或 下 画 线 。 如 果 一 个 变量 名 由 它 的 前 8 个 字符 确 
定 ， 那 么 在 C 语言 中 可 以 命名 多 少 个 不 同 的 变量 ? (注意 : 变量 名 包含 的 字符 数 可 以 少 于 8 个)。 


.Java 程序 设计 语言 中 的 变量 名 是 一 个 长 度 从 1 到 65 535 的 字符 串 ， 可 包含 大 、 小 写字 母 、 美 元 符号 、 


下 画 线 或 者 数字 ， 第 一 字符 不 能 是 数字 。 那 么 在 Java 语言 中 可 以 命名 多 少 个 不 同 的 变量 ? 
国际 电信 联盟 (ITU) 规 定 一 个 电话 号 码 包含 国家 编码 为 1 到 3 的 数字 ，0 不 能 为 国家 编码 ， 接 着 是 最 
多 15 位 数字 的 号 码 ， 满 足 这 种 规定 的 电话 号 码 一 共有 多 少 个 ? 

假定 在 将 来 的 某 个 时 间 世 界 上 的 每 部 电话 将 被 分 配 一 个 号 码 ， 这 个 号 码 包 含 一 个 1 到 3 位 数字 的 形 

如 X、XX 或 XXX 的 国家 代码 ， 后 面 跟随 着 一 个 10 位 数字 的 形 如 NXX-NXX-XXXX 的 电话 号 码 

(如 例 8 所 描述 的 ) 。 在 这 个 编码 计划 中 ， 全 世界 将 有 多 少 个 不 同 的 有 效 电话 号 码 ? 

维 吉 尼 亚 密 码 系统 中 密码 是 一 个 英文 字母 早 ， 大 小 写 无 关 。 在 这 个 密码 系统 中 有 多 少 长 度 为 3、4、 

5， 或 者 6 个 字母 的 不 同 密码 ? 

用 于 Wi-Fi( 无 线 保 真 ) 网 络 的 有 线 等 效 保密 (WEP) 协 议 的 密码 是 一 个 或 者 10、26， 或 者 58 位 的 十 六 

进 制 数字 串 ， 一 共 能 有 多 少 种 这 样 的 密码 ? 

设 p 和 g 都 是 素数 ，n 二 pq。 使 用 容 斥 原理 计算 不 超过 n 并 与 互 素 的 正 整数 的 个 数 。 

使 用 容 斥 原理 计算 小 于 1 000 000 不 能 被 4 或 者 6 整除 的 正 整数 的 个 数 。 

使 用 树 图 找 出 不 含 3 个 连续 0 的 4 位 位 串 的 个 数 。 

有 多 少 种 不 同 的 方式 排列 字母 a、b、c 和 d， 使 得 b 不 紧 跟 在 a 的 后 边 ? 

使 用 树 图 找 出 世界 职业 棒球 大 赛 可 能 出 现 的 方式 数 ， 其 中 7 场 中 先 胜 4 场 的 队 赢得 这 个 比赛 。 

使 用 树 图 确定 {3，7，9，11，24} 的 子 集 数 ， 使 得 子 集 中 的 元 素 之 和 小 于 28。 

a) 假 设 一 个 商店 出 售 6 种 不 同 的 软饮料 : 可 乐 、 姜 汁 茶 、 橙 汁 、 乐 啤 露 、 柠 榜 茶 和 奶油 苏打 。 所 有 
品种 的 瓶装 饮料 都 有 12 宕 司 规格 的 。 除 了 柠 榜 茶 外 ， 其 他 品种 都 有 20 矢 司 规格 的 。 只 有 可 乐 和 姜 
汁 茶 有 32 窒 司 规格 的 。 除 了 柠檬 茶 和 奶油 苏打 以 外 ， 其 他 品种 都 有 64 盘 司 规格 的 。 如 果 这 个 商店 
要 具有 所 有 品种 和 规格 的 饮料 ， 使 用 树 图 确定 它 必 须 库 存 多 少 瓶 不 同 的 饮料 ? 

b) 使 用 计数 原理 回答 a) 中 的 问题 。 


8338. 第 6 章 


69. a) 假 设 运动 鞋 的 流行 式样 对 男女 都 适用 。 女 鞋 的 大 小 号 码 是 6、7、8、9， 男 鞋 的 大 小 号 码 是 8、9、 
10、11 和 12。 男 鞋 有 白色 和 黑色 ， 而 女 鞋 是 白色 、 红 色 和 黑色 。 如 果 一 个 商店 各 种 大 小 和 颜色 的 
男 、 女 运动 鞋 必须 至 少 存 一 双 ， 用 树 图 确定 所 需要 的 鞋 的 数目 。 
b) 使 用 计数 原理 回答 a) 中 的 问题 。 
* 70. 使 用 乘积 法 则 证 明 对 于 n 个 变量 的 命题 存在 2” 个 不 同 的 真 值 表 。 
71. 使 用 数学 归纳 法 从 两 个 任务 的 求 和 法 则 证 明 关于 m 个 任务 的 求 和 法 则 。 
72. 使 用 数学 归纳 法 从 两 个 任务 的 乘积 法 则 证 明 关 于 疡 个 任务 的 乘积 法 则 。 
73. 具有 半 条 边 的 凸 多 边 形 有 多 少 条 对 角 线 ? (如 果 在 多 边 形 内 或 边界 的 每 两 个 顶点 的 连 线 完 全 在 这 个 集 
合 内 ， 则 称 为 凸 多 边 形 ) 。 
因特网 中 的 数据 以 数据 报 传输 ， 数 据 报 是 由 二 进 制 位 的 数据 块 构成 的 。 每 个 数据 报 包 含有 头 信息 和 数据 
区 。 头 信息 最 多 分 成 14 个 不 同 的 字段 (详细 说 明 许多 事项 ， 包 括 发 送 和 接收 地 址 )， 数 据 区 包含 被 传输 的 实 
际 数据 。14 个 头 信息 字段 中 有 一 个 头 长 度 字段 (表示 为 HLEN)， 根 据 协 议 规定 是 4 位 ， 它 说 明了 以 32 位 
为 一 个 数据 块 的 头 信息 的 长 度 。 例 如 ， 如 果 HLEN=0110， 那么 头 信息 由 6 个 32 位 的 数据 块 构成 。14 个 
头 信息 字段 中 的 另 一 个 字段 是 16 位 的 总 长 度 字段 (表示 为 TOTAL LENGTH)， 它 说 明了 以 位 为 单位 的 整 
个 数据 报 ( 包 含 头 信息 和 数据 区 在 内 ) 的 总 长 度 。 数 据 区 的 长 度 是 数据 报 的 总 长 度 减 去 头 的 长 度 。 
a)TOTAL LENGTH 的 最 大 值 (16 位 长 ) 确 定 了 因特网 数据 报 以 字 节 (8 位 的 数据 块 ) 为 单位 的 最 大 总 
长 度 。 这 个 值 是 多 少 ? 
b) HLEN 的 最 大 值 (4 位 长 ) 确 定 了 头 信 息 以 32 位 数据 块 为 单位 的 最 大 总 长 度 ， 这 个 值 是 多 少 ? 以 字 
节 为 单位 的 最 大 的 头 信息 的 总 长 度 是 多 少 ? 
c) 最 小 的 (最 常见 的 ) 头 长 度 是 20 字 节 。 因 特 网 数据 报 的 数据 区 以 字 节 为 单位 的 最 大 总 长 度 是 多 少 ? 
qd) 如 果 头 长 度 是 20 字 节 并 且 总 长 度 尽 可 能 地 长 ， 那 么 在 数据 区 可 以 传输 多 少 个 不 同 的 字 节 串 ? 


6.2 鲍 巢 原理 


6.2.1 引言 
有 20 只 鲁 子 要 飞 往 19 个 铝 梨 栖息 。 由 于 有 20 只 铝 子 ， 而 只 有 19 个 铝 巢 ， 所 以 这 19 个 鲍 
梨 中 至 少 有 1 个 铝 巢 里 最 少 栖息 着 2 只 铝 子 。 为 了 说 明 这 个 结论 是 真 的 ， 注 意 如 果 每 个 铝 梨 中 
最 多 栖息 1 只 合子， 那么 最 多 只 有 19 只 鸽子 有 住处 ， 其 中 每 只 鸽子 一 个 人 梨 。 这 个 例子 阐述 了 
us 加 一 个 一 般 原理 ， 叫 做 鸽 巢 原理 。 该 原理 断言 : 如 果 铝 子 数 比 铀 梨 数 多 ”那么 一 定 有 一 个 铝 梨 里 
至 少 有 2 只 饮 子 ( 见 图 1) 。 当 然 ， 这 个 原理 除了 铝 子 和 铝 梨 外 也 可 以 用 于 其 他 对 象 。 


74. 


aa 


























图 1 铝 子 比 铝 剑 多 


鲁 巢 原理 ”如果 有 & 十 1 个 或 更 多 的 物体 放 入 & 个 盒子， 那么 至 少 有 一 个 盒子 包含 
了 2 个 或 更 多 的 物体 。 

证 ”假定 站 个 盒子 中 没有 一 个 盒子 包含 的 物体 多 于 1 个 ， 那 么 物体 总 数 至 多 是 &， 这 与 至 
少 有 & 十 1 个 物体 矛盾 。 4 

铝 梨 原理 也 叫做 狄 利克 雷 抽 层 原 理 ， 以 19 世纪 的 德国 数学 家 狄 利克 雷 的 名 字 命 名 ， 他 经 
常 在 工作 中 使 用 这 个 原理 。( 狄 利克 雷 不 是 第 一 个 使 用 这 个 原理 的 人 。 至 少 有 两 个 巴黎 人 用 有 
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相同 数量 的 头发 的 事例 说 明 这 个 原理 的 使 用 可 以 可 追溯 到 17 世纪 ， 见 练习 33,) 这 是 对 我 们 前 
几 章 中 证 明 方法 的 一 个 重要 补充 。 我 们 在 这 一 章 介 绍 它 ， 因 为 它 在 组 合 学 中 有 许多 重要 应 用 。 

.我们 将 说 明 钥 梨 原 理 的 有 用 性 。 我 们 首先 证 明 关 于 函数 的 一 个 推论 。 

一 个 从 有 & 十 1 甚至 更 多 的 元 素 的 集合 到 有 个 元 素 集合 的 函数 三 不 是 一 对 一 函数 。 

证 设 函 数 f 陪 域 中 的 每 一 个 元 素 > 都 有 一 个 盒子 ， 包 含 了 定义 域 中 满足 7Cz) 一 > 的 工 。 
因为 定义 域 有 & 十 1 或 者 更 多 元 素 ， 而 陪 域 只 有 上 个 元 素 ， 所 以 由 铝 巢 原理 可 知 这 些 盒子 中 有 
一 个 包含 了 2 个 或 者 更 多 定义 域 中 的 工 元 素 。 这 说 明 f 不 是 一 对 一 函数 。 4 

例 1 一 3 说 明了 怎样 使 用 铝 策 原理 。 

例 1 在 一 组 367 个 人 中 一 定 至 少 有 2 个 人 有 相同 的 生日 ， 这 是 由 于 只 有 366 个 可 能 的 生日 。 司 

例 2 在 27 个 英文 单词 中 一 定 至 少 有 2 个 单词 以 同一 个 字母 开始 ， 因 为 英文 字母 表 中 只 有 
26 个 字母 。 4 

例 3 如 果 考 试 的 分 数 是 从 0 到 100， 班 上 必须 有 多 少 个 学 生 才 能 保证 在 这 次 期 末 考 试 中 
至 少 有 2 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 期末 考 试 有 101 个 分 数 。 鲁 巢 原 理 证 明 在 102 个 学 生 中 一 定 至 少 有 2 个 学 生 具 有 相同 
的 分 数 。 | 

铝 梨 原理 在 许多 证 明 中 都 是 有 用 的 工具 ， 有 些 证 明 结 果 是 令 人 意外 的 ， 正 如 例 4 所 给 
出 的 。 

例 4 证 明 : 对 每 个 整数 xn， 存在 一 个 数 是 n 的 倍数 且 在 它 的 十 进 制 表 示 中 只 出 现 0 和 1。 

解 令 n 是 正 整数 。 考 虑 个 整数 1，11，111，…，11…1( 在 这 个 表 中 ， 最 后 一 个 整数 的 
十 进 制 表示 中 具有 2 十 1 个 1)。 注 意 当 一 个 整数 被 n 整除 时 存在 个 可 能 的 余数 。 因 为 这 个 表 
中 有 十 1 个 整数 ， 由 名 巢 原理 ， 必 有 两 个 整数 在 除 以 nn 时 有 相同 的 余数 。 这 两 个 整数 之 差 的 
十 进 制 表 示 中 只 含有 0 和 1， 且 它 能 被 整除。 4 


6.2.2 广义 甬 巢 原理 

铝 巢 原理 指出 当 物 体 比 盒子 多 时 一 定 至 少 有 2 个 物体 在 同一 个 盒子 里 。 但 是 当 物 体 数 超过 
盒子 数 的 倍数 时 可 以 得 出 更 多 的 结果 。 例 如 ， 在 任意 21 个 十 进 制 数字 中 一 定 有 3 个 是 相同 的 。 
人 Ne ee 那么 es ri 





TN/ 向 个 物体 。 
” 证 假定 没有 盒子 包含 了 比 TN/&| 一 1 多 的 物体 ， 那么 物体 总 数 至 多 是 


i 让 -3 <&(( 人 +1)-1)=N 


G.L. 狄 利克 雷 (G. Lejenue Dirichlet，1805 一 1859) 狄 利克 雷 出 生 在 德国 科隆 附 
近 的 一 个 比利时 家 庭 。 他 的 父亲 是 邮政 局 长 。 狄 利克 雷 在 年 轻 时 对 数学 感 兴趣 。 他 12 
岁 在 波恩 读 中 学 时 ， 就 将 所 有 零用 钱 用 在 买 数 学 书 上 。14 岁 时 ， 他 进入 科隆 耶稣 会 学 
”人 院 ，16 岁 时 ， 他 开始 在 巴黎 大 学 学 习 。1825 年 ， 他 回 到 德国 ， 在 布雷 斯 劳 大 学 获得 
” 一 个 职位 。1828 年 他 移居 柏林 大 学 。1855 年 ， 在 哥 廷 根 大 学 他 当选 为 高 斯 的 接替 者 。 
据说 狄 利克 雷 是 第 一 个 掌握 高 斯 《算术 研究 》(Disquisitiones Arithmeticae) 一 书 的 人 ， 
是 提前 20 年 前 出 现 的 人 。 据 说 他 总 是 将 这 本 书 带 在 身边 ， 其 至 在 他 旅行 的 时 候 。 狄 
利克 雷 在 数论 方面 找到 了 许多 重要 的 发 现 ， 包 括 定理 : 当 a、6 互 素 条 件 下 在 az 十 5 算术 级 数 中 有 无 限 多 
的 素数 。 他 证 明了 n=5 时 的 费 马 大 定理 ， 即 方程 xz 十 y 二 zx” 没有 非 平凡 整数 解 。 狄 利克 和 雷 在 数学 分 析 
方面 也 做 出 了 许多 贡献 。 狄 利克 雷 被 认为 是 一 位 能 非常 清晰 解释 想法 的 优秀 教师 。 他 要 了 作曲 家 菲 利 克 
斯 ， 门 德尔 松 的 姐妹 之 一 的 丽 贝 卡 ， 门 德尔 松 。 
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这 里 用 到 不 等 式 [N/k]| 二 (N/Rk) 十 1。 这 与 存在 总 数 NN 个 物体 了 矛盾。 4 

一 类 普遍 的 问题 是 ， 把 一 些 物体 分 到 上 个 盒子 中 要 使 得 某 个 盒子 至 少 含有 7r 个 物体 ， 求 这 
些 物体 的 最 少 个 数 。 当 有 NN 个 物体 时 ,广义 名 巢 原理 告诉 我 们 ， 只 要 [| N/k| 宇 r, 一 定 有 7 个 
物体 在 同一 个 盒子 里 。 满 足 NM&>r 一 1 的 最 小 正 整 数 ， 即 N= 二 &(r 一 1) 十 1， 是 满足 不 等 式 [N/ 
k| 宇 r 的 最 小 正 整数 。 还 可 能 有 更 小 的 N 值 吗 ? 答案 是 没有 ， 因 为 如 果 我 们 有 &Cr 一 1) 个 物体 ， 
我 们 就 可 以 在 & 个 盒子 的 每 个 盒子 中 放 > 一 1 个 物体 ， 因 此 没有 一 个 盒子 至 少 有 个 物体 。 

当 思考 这 种 问题 时 ， 下 面 的 想法 是 有 用 的 ， 就 是 在 不 断 地 放 物 体 时 怎样 避免 一 个 盒子 至 少 
有 7 个 物体 出 现 。 为 避免 把 第 ~ 个 物体 放 到 任何 一 个 盒子 里 ， 每 个 盒子 最 终 将 以 具有 一 1 个 物 
体 结束 。 如 果 不 允许 将 第 r 个 物体 放 到 盒子 里 ， 就 没有 办 法 增加 下 一 个 物体 。 

例 5 一 8 说 明了 怎样 使 用 广义 铝 梨 原理 。 

例 5 在 100 个 人 中 至 少 有 [100/121=9 个 人 生 在 同一 个 月 。 4 

例 6 如 果 有 5 个 可 能 的 成 绩 A、B、C、D 和 FF， 那 么 在 一 个 离散 数学 班 里 最 少 有 和 多少 个 
学 生 才 能 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ? 

解 ” 为 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 的 分 数 ， 需 要 的 最 少 学 生 数 是 使 得 [N/51=6 的 最 小 整 
数 N。 这 样 的 最 小 整数 是 N= 二 5。，5 十 1 二 26。 如 果 只 有 25 个 学 生 ， 可 能 是 5 个 学 生得 到 同样 的 
分 数 ， 而 没有 6 个 学 生得 到 同样 的 分 数 。 于 是 ，26 是 保证 至 少 6 个 学 生得 到 相同 分 数 所 需 的 最 


少 学 生 数 。 4 
例 7 a) 从 一 副 标 准 的 52 张 牌 中 必须 选 多 少 张 牌 才能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 同样 的 
花色 ? 


b) 必 须 选 多 少 张 牌 才 能 保证 选 出 的 牌 中 至 少 有 3 张 是 红心 ? 

解 ”a) 假 设 存在 4 个 盒子 保存 4 种 花色 的 牌 ， 选 中 的 牌 放 在 同 种 花色 的 盒子 里 。 使 用 广义 
饮 巢 原理 ， 如 果 选 了 N 张 牌 ， 那么 至 少 有 一 个 盒子 含有 至 少 TN/41 张 牌 。 因 此 如 果 [N/41 宇 3， 
我 们 知道 至 少 选 了 3 张 同 种 花色 的 牌 。 使 得 TN/41 宇 3 的 最 小 的 整数 N 是 六 二 2。4 十 1 一 9， 所 
以 9 张 牌 就 足够 了 。 注 意 如 果 选 8 张 牌 ， 可 能 每 种 花色 2 张 牌 ， 因 此 必须 选 9 张 牌 才能 保证 选 
出 的 牌 中 至 少 3 张 是 同样 的 花色 。 想 到 这 一 点 的 一 个 好 方法 就 是 注意 在 选 了 8 张 牌 以 后 没有 办 
法 避免 出 现 3 张 同样 花色 的 牌 。 

b) 我 们 不 用 广义 鸽 策 原理 回答 这 个 问题 ， 因 为 我 们 要 保证 存在 3 张 红 心 而 不 仅仅 是 3 张 同 
样 花色 的 牌 。 注 意 在 最 坏 情况 下 ， 在 选 一 张 红 心 以 前 可 能 已 经 选 了 所 有 的 黑 桃 方块 、 梅 花 ， 
总 共 39 张 牌 ， 下 面 选 的 3 张 牌 将 都 是 红心 。 因 此 为 得 到 3 张 红 心 ， 可 能 需要 选 42 张 牌 。 4 

例 8 为 保证 一 个 州 的 2500 万 个 电话 有 不 同 的 10 位 电话 号 码 ， 所 需 的 地 区 代码 的 最 小 数 
是 多 少 ? (假定 电话 号 码 是 NXX-NXX-XXXX 形式 ， 其 中 前 3 位 是 地 区 代码 ，N 表示 从 2 到 9 
的 十 进 制 数字 ，X 表示 任何 十 进 制 数字 )。 

解 ” 有 800 万 个 形 如 NXX-XXXX 的 不 同 的 电话 号 码 ( 如 6. 1 节 的 例 8 所 示 )。 因 此 ， 由 广 
义 饮 巢 原理 ， 在 2500 万 个 电话 号 码 中 ， 一定 至 少 有 [25 000 000/8 000 0001 个 同样 的 电话 号 码 。 
因此 至 少 需 要 4 个 地 区 代码 来 保证 所 有 的 10 位 号 码 是 不 同 的 。 4 

尽管 例 9 没有 用 到 广义 铝 梨 原理 ， 但 也 用 到 了 类 似 的 原理 。 

例 9 假设 计算 机 科学 实验 室 有 15 台 工作 站 和 10 台 服 务 器 。 可 以 用 一 条 电缆 直接 把 工作 
站 连接 到 服务 器 。 同 一 时 刻 只 有 一 条 到 服务 器 的 直接 连接 是 有 效 的 。 我 们 想 保证 在 任何 时 刻 任 
何 一 组 不 超过 10 台 工 作 站 可 以 通过 直接 连接 同时 访问 不 同 的 服务 器 。 尽 管 我 们 可 以 通过 将 每 
台 工 作 站 直接 连接 到 每 台 服 务 器 (使 用 150 条 连 线 ) 来 做 到 这 一 点 , 但 达到 这 个 目标 所 需要 的 最 
少 直 接连 线 的 数目 是 多 少 ? 

解 将 工作 站 标记 为 Wi, W;, **, Ws, 服务 器 标记 为 S, ，S; ，…，Si。。 假 设 对 于 = 
1，2，…，10， 我 们 连接 W 到 S,， 并 且 Wi 、Wi;、 Wis、 Wu 和 Ws 中 的 每 个 工作 站 都 连接 到 
所 有 的 10 台 服 务 器 。 总 共 60 条 直接 连 线 。 显 然 ， 在 任何 时 刻 任何 一 组 不 超过 10 台 工 作 站 可 
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以 通过 直接 连接 同时 访问 不 同 的 服务 器 。 为 看 到 这 一 点 只 要 注意 下 述 事实 : 如 果 这 个 组 包含 工 
作 站 W;(1 志 7 三 10)， 那 么 W; 可 以 访问 服务 器 S;。 对 于 组 里 的 每 台 工作 站 Wi (8 宇 11)， 一定 存 
在 不 在 组 里 的 工作 站 W; (1 二 j10) 与 之 对 应 ， 因 此 Wi 可 以 访问 服务 器 S; (这 是 由 于 存在 多 少 台 
不 在 组 里 的 工作 站 W;，1 二 j 二 10， 至 少 存 在 同样 多 台 的 服务 器 S; 可 以 被 其 他 工作 站 访问 ) 。 
现在 假设 在 工作 站 和 服务 器 之 间 直 接连 线 少 于 60 条 。 那 么 某 台 服务 器 将 至 多 连接 [|59/10」 ==5 
台 工 作 站 。 (如 果 所 有 的 服务 器 连接 到 至 少 6 台 工 作 站 ， 那么 将 存在 至 少 6， 10==60 条 直接 连 
线 。) 这 意味 着 剩 下 的 9 台 服 务 器 对 于 其 他 10 台 工 作 站 同时 访问 不 同 的 服务 器 就 不 够 用 了 。 因 
此 ， 至 少 需要 60 条 直接 连 线 ， 从 而 得 到 答案 是 60。 4 


6.2.3 鲍 梨 原理 的 几 个 简单 应 用 

在 铝 梨 原理 的 许多 有 趣 应 用 中 ， 必 须 用 某 种 巧妙 的 方式 选择 放 和 盒子 中 的 物体 。 下 面 将 描 
述 这 样 的 一 些 应 用 。 

例 10 在 30 天 的 一 个 月 里 ， 某 棒球 队 一 天 至 少 打 一 场 比赛 ， 但 至 多 打 45 场 。 证 明 一 定 有 
连续 的 若干 天 内 这 个 队 恰好 打 了 14 场 。 

解 令 w 是 在 这 个 月 的 第 7 天 或 第 7 天 之 前 所 打 的 场 数 。 则 wm ，a ，…，ay 是 不 同 正 整数 
eg ec 
递增 序列 ， 其 中 15 委 ww 十 14 委 59。 

60 个 正 整 数 m ，a，…，ao，w 十 14，a 十 14，…，aso 十 14 全 都 小 于 等 于 59。 因 此 ， 由 
铝 梨 原理 ， 有 两 个 正 整 数 相等 。 因 为 整数 w (7=1，2，…，30) 都 不 相同 ， 并 且 aj 十 14(j==1， 
2，…，30) 也 不 相同 ， 所 以 一 定 存在 下 标 ; 和 j 满足 4; 二 a; 十 14。 这 意味 着 从 第 7 十 1 天 到 第 i 


天 恰好 打 了 14 场 比赛 。 4 
例 11 证 明 在 不 超过 2n 的 任意 nn 十 1 个 正 整 数 中 一 定 存在 一 个 正 整 数 被 另 一 个 正 整 数 
整除 。 
解 ”把 ?十 1 个 整数 wa，a，…，a+i 中 的 每 一 个 都 写成 2 的 寡 与 一 个 奇数 的 乘积 。 换 句 话 


说 ， 令 ww 王 259i， j=1» 2» *, nt 1, 其 中 k; 是 非 负 整 数 ， gj 是 奇数 。 整 数 A 
qi 都 是 小 于 2n 的 正 奇数 。 因 为 只 存在 nn 个 小 于 2n 的 正 奇数 ， 所 以 由 铝 梨 原理 ，q ，q ，…， 
qn+1 中 必 有 两 个 相等 。 于 是 ， 存 在 整数 i 和 j 使 得 gq; 二 gq;。 令 qi 与 qj; 的 公共 值 是 g， 那 么 a 二 
2%g，aj 二 25%g。 因 而 ， 若 二 k;， 则 a; 整除 a;; 若 ; 二 k;， 则 a; 整除 a;。 本 

巧妙 地 应 en 在 
给 出 这 个 应 用 之 前 先 回顾 某 些 定义 。 假 定 mw ，a; ，…，axw 是 实数 序列 。 一 个 子 序列 是 形 如 
a; ，a;，"…，a; 的 序列 ， 其 中 1<i < 二 … 达 i 人 N。 ee od Ae ayes 
列 ， 按 照 原来 的 顺序 选取 初始 序列 的 某 些 项 ， 也 许 要 排除 其 他 的 项 。 如 果 这 个 序列 的 每 一 项 都 
大 于 它 前 面 的 项 ， 就 称 为 严格 递增 的 ， 如 果 每 一 项 都 小 于 它 前 面 的 项 ， 就 称 为 严格 递减 的 。 

巴 〗 每 个 由 nr 十 1 个 不 同 实数 构成 的 序列 都 包含 一 个 长 为 n 十 1 的 严格 递增 子 序列 或 

严格 如 减 子 序列 。 

在 证 明定 理 3 之 前 先 给 出 一 个 例子 。 

例 12 序列 8，11,，9, 1,， 4,，6，12，10，5,， 7 包含 10 项 。 注 意 10==3: 十 1， 存 在 四 个 长 
为 4 的 递增 子 序 列 ， 即 1，4，6，12; 1，4，6，7; 1，4，6，10 和 1，4，5，7。 还 存在 一 





长 为 4 的 递减 子 序列 ， 即 11，9，6，5。 4 
现在 给 出 定理 的 证 明 。 
证 令 a，aw，…，ar 是 到 十 1 个 不 同 实数 的 序列 。 与 序列 中 的 每 一 项 w 相关 联 着 一 个 


有 序 对 ， 即 (i , di)， 其 中 去 是 从 ax 开始 的 最 长 的 递增 子 序列 的 长 度 ，di 是 从 as 开始 的 最 长 
的 递减 子 序列 的 长 度 。 

假定 没有 长 为 n 十 1 的 递增 或 递减 子 序列 。 那 么 i, 和 都 是 小 于 或 等 于 的 正 整 数 ，A 一 
1，2，…， wr 十 1。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 关 于 (i，di) 存 在 zw 个 可 能 的 有 序 对 。 根 据 铝 梨 原 理 ， 


ums 
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有 于 十 1 个 有 序 对 中 必 有 两 个 相等 。 换 句 话 说， 存在 项 a, 和 a,，s 二 t， 使 得 i 二 i, 和 4d. 二 4,。 我 
们 将 证 明 这 是 不 可 能 的 。 由 于 序列 的 项 是 不 同 的 ， 所 以 不 是 .二 a 就 是 a,>a。 如 果 w<a， 
那么 由 于 i 二 ii， 所 以 把 a, 加 到 从 a 开始 的 递增 子 序列 前 面 就 构造 出 一 个 从 a, 开始 的 长 度 为 
i 十 1 的 递增 子 序 列 。 从 而 产生 矛盾 。 类 似 地 ， 如 果 a>>a， 可 以 证 明 4d, 一定 大 于 d,， 从 而 也 
产生 了 矛盾。 4 

最 后 的 例子 说 明了 怎样 把 广义 铝 梨 原理 用 于 组 合 学 的 重要 部 分 ， 称 为 拉 姆 齐 理论 (Ramsey 
theory)， 它 是 以 英国 数学 家 拉 姆 齐 的 名 字 而 命名 的 。 一 般 地 说 ， 拉 姆 齐 理论 可 用 于 处 理 集 合 
元 素 的 子 集 分 配 问 题 。 

例 13 假定 一 组 有 6 个 人 ， 任 意 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 。 证 明 在 这 组 人 中 或 存在 3 
个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 存在 3 个 人 彼此 都 是 敌人 。 

解 令 4A 是 6 个 人 中 的 一 人 ， 组 里 其 他 5 个 人 中 至 少 有 3 个 人 是 A 的 朋友 ， 或 至 少 有 3 个 
人 是 A 的 敌人 。 这 可 从 广义 铝 梨 原理 得 出 ， 因 为 当 5 个 物体 分 成 两 个 集合 时 ， 其 中 的 一 个 集合 
至 少 有 [5/21=3 个 元 素 。 若 是 前 一 种 情况 ,假定 B、C 和 D 是 A 的 朋友 。 如 果 这 3 个 人 中 有 2 
个 人 也 是 朋友 ， 那 么 这 2 个 人 和 A 构成 彼此 是 朋友 的 3 人 组 。 否则 ，B、C 和 构成 彼此 为 敌 
人 的 3 人 组 。 对 于 后 一 种 情况 的 证 明 ， 当 A 存在 3 个 或 更 多 的 敌人 时 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 。 

S| 

拉 姆 齐 数 RCm， nw) (其 中 和 nn 是 大 于 或 等 于 2 的 正 整数 ) 表 示 : 假设 晚会 上 每 两 个 人 是 朋友 或 
者 是 敌人 ， 那 么 在 一 个 晚会 上 使 得 或 者 有 m 个 人 两 两 都 是 朋友 ， 或 者 有 个 人 两 两 都 是 敌人 所 需要 
的 最 少 人 数 。 例 13 显示 R(3，3) 三 6。 在 一 组 5 个 人 中 ， 其 中 每 两 个 人 是 朋友 或 者 是 敌人 ， 可 能 没 
有 3 个 人 两 两 是 朋友 ， 也 没有 3 个 人 两 两 是 敌人 ， 因 此 我 们 断言 R(3，3) 二 6( 见 练习 26)。 

可 以 证 明 某 些 关于 拉 姆 齐 数 的 有 用 的 性 质 ， 但 是 对 于 大 多 数 拉 姆 齐 数 ， 找 到 精确 的 值 是 困 
难 的 。 根 据 对 称 性 可 以 证 明 Rom ，7z) 三 RC2z，72) ( 见 练习 30) 。 对 于 每 个 正 整 数 n 三 2， 我 们 也 
有 尺 (2， 认 三 2( 见 练习 29) 。 只 知道 9 个 拉 姆 齐 数 RC(m，n) (3 过 m 达 n) 的 精确 值 ， 其 中 包括 玉 
(4，4) 王 18。 对 许多 其 他 的 拉 姆 齐 数 只 知道 界 ， 包 括 R(5，5) 在 内 ,已 知 它 满足 43 委 民 (5，5) 
和 49。 有 兴趣 了 解 更 多 有 关 拉 姆 齐 数 知识 的 读者 可 以 参考 [MiRo91] 或 LGrRoSp90] 。 


练习 
假定 周末 不 排 课 , 证明: 在 任 一 组 6 门 课 中 一 定 有 2 门 课 安排 在 同一 天 上 课 。 
2. 如 果 一 个 班 有 30 个 学 生 ， 证 明 : 至 少 2 个 学 生 的 姓 以 同一 个 字母 开头 。 
3. 抽 层 里 有 一 打 棕 色 的 短 袜 和 一 打黑 色 的 短 袜 ， 全 都 没有 配 好 对 。 一 个 人 在 黑暗 中 随机 取出 一 些 袜子 。 
a) 必 须 取 多 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 同色 的 ? 
b) 必 须 取 多 少 只 袜子 才能 保证 至 少 有 2 只 袜子 是 黑色 的 ? 
4. 一 个 碗 里 有 10 个 红 球 和 10 个 蓝 球 。 一 个 女士 不 看 着 球 而 随机 地 选取 。 
a) 她 必须 选 多 少 个 球 才能 保证 至 少 有 3 个 球 是 同色 的 ? 
b) 她 必须 选 多 少 个 球 才能 保证 至 少 有 3 个 球 是 蓝 色 的 ? 


人 人 | 











富 兰 克 。 波 拉 姆 顿 。 拉 姆 齐 (Frank Plumpton Ramsey，1903 一 1930) ” 拉 姆 齐 是 剑 
桥 马 格 达 林 学 院 校 长 的 儿子 ， 在 温 彻 斯 特 和 特 里 尼 特 学 院 受 过 教育 。1923 年 毕业 以 
后 ， 他 应 聘 在 剑桥 皇家 学 院 工 作 ， 并 在 那里 度 过 余生 。 拉 姆 齐 对 数理 逻辑 做 出 了 重要 
的 贡献 。 我 们 现在 所 称 的 拉 姆 齐 理论 是 由 他 在 “一 个 形式 逻辑 问题 "On a Problem of 
Formal Logic) 的 论文 中 所 发 表 的 聪明 的 组 合 论辩 引起 的 。 拉 姆 齐 也 对 经 济 数学 理论 做 
出 了 贡献 。 他 作为 在 数学 基础 方面 的 优秀 讲师 而 受到 注意 。 据 他 的 一 位 兄长 说 ， 从 英 
国文 学 到 政治 学 ， 他 对 几乎 任何 事 都 感 兴趣 。 拉 姆 齐 结 过 婚 ， 并 有 两 个 女儿 。 他 因 慢 
性 肝病 死 于 26 岁 ， 他 的 死 使 得 数学 界 和 剑桥 大 学 失去 了 一 个 才华 横 溢 的 年 轻 学 者 。 
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. 证 明 : 在 任意 5 个 整数 中 (不 一 定 是 连续 的 ) 有 2 个 整数 被 4 除 的 余数 相等 。 

. 设 d 是 正 整 数 ,， 证明: 在 任意 一 组 4 十 1 个 整数 中 (不 一 定 是 连续 的 ) 有 2 个 整数 被 4 除 的 余数 相等 。 

, 设 ) 是 正 整数 。 证 明 : 在 任意 一 组 对 个 连续 的 正 整 数 中 恰好 有 1 个 被 整除 。 

. 证 明 : 如 果 f 是 从 S 到 工 的 函数 ,其 中 S 和 TT 是 有 穷 集 ， 满足 | S|>>|T|， 那 么 在 S 中 存在 元 素 si 


和 yz 使 得 f(s1) 二 f(ss)， 或 者 换 句 话说 ，f 不 是 一 对 一 的 。 


. 在 一 个 大 学 里 每 个 学 生来 自 50 个 州 中 的 一 个 州 ， 那么 必须 有 多 少 个 学 生 注 册 才能 保证 至 少 有 100 个 


学 生来 自 同 一 个 州 ? 

设 (zi，yi) (i 二 1]，2，3，4，5) 是 zy 平面 上 一 组 具有 整数 坐标 的 5 个 不 同 的 点 。 证 明 : 至 少 有 一 对 
点 的 连 线 中 点 的 坐标 是 整数 。 

设 (zi，y;， zi)(i 二 1，2，3，4，5，6，7，8，9) 是 zyz 空间 中 一 组 具有 整数 坐标 的 9 个 不 同 的 点 。 


证 明 : 至 少 有 一 对 点 的 连 线 中 点 的 坐标 是 整数 。 

至 少 需 要 多 少 个 有 序 对 (a， 刀 才能 保证 存在 两 个 有 序 对 (wm ，b1) 和 (as，bs)， 使 得 a mod 5 一 az mod 5 
并 且 记 mod 5 一 六 mod 5。 

a) 如 果 从 前 8 个 正 整 数 中 选 5 个 整数 一 定 存在 一 对 整数 其 和 等 于 9 。 

b) 如 果 不 是 选 5 个 而 是 选 4 个 整数 ，a) 的 结论 还 为 真 吗 ? 

a) 如 果 从 前 10 个 正 整 数 中 选 7 个 整数 ， 一 定 至 少 存在 2 对 整数 其 和 等 于 11。 

b) 如 果 不 是 选 7 个 而 是 选 6 个 整数 ，a) 的 结论 还 为 真 吗 ? 

从 集合 {1，2，3，4，5，6} 中 必须 选 多 少 个 数 才能 保证 其 中 至 少 有 一 对 数 之 和 等 于 7? 

从 集合 {1，3，5，7，9，11，13，15} 中 必须 选 多 少 个 数 才 能 保证 其 中 至 少 有 一 对 数 之 和 等 于 16? 
一 个 公司 在 仓库 中 存储 产品 。 仓 库 中 的 存储 柜 由 它们 的 通道 、 在 通道 中 的 位 置 和 货架 来 指定 。 整 个 
仓库 有 50 个 通道 ， 每 个 通道 有 85 个 水 平 位 置 ， 每 个 位 置 有 5 个 货架 。 公 司 产品 数 至 少 是 多 少 才能 使 
得 在 同一 个 存储 柜 中 至 少 有 2 个 产品 ? 

设 一 个 小 学 院 的 离散 数学 班 中 有 9 个 学 生 ， 

a) 证 明 : 这 个 班 一 定 至 少 有 5 个 男生 ， 或 者 至 少 有 5 个 女生 。 

b) 证 明 : 这 个 班 一 定 至 少 有 3 个 男生 ， 或 者 至 少 有 7 个 女生 。 

在 25 个 学 生 的 离散 数学 班 中 ， 学 生 有 一 年 级 的 、 二 年 级 的 或 者 三 年 级 的 。 

a) 证 明 : 这 个 班 至 少 有 9 个 是 一 年 级 的 ， 或 至 少 有 9 个 是 二 年 级 的 ， 或 至 少 有 9 个 是 三 年 级 的 。 

b) 证 明 : 这 个 班 至 少 有 3 个 是 一 年 级 的 ， 或 至 少 有 19 个 是 二 年 级 的 ， 或 至 少 有 5 个 是 三 年 级 的 。 

在 序列 22，5，7，2，23，10，15，21，3，17 中 找 出 一 个 最 长 的 递增 子 序列 和 一 个 最 长 的 递减 子 
序列 。 

构造 16 个 正 整数 的 序列 ， 使 得 它 没有 5 项 的 递增 或 递减 子 序列 。 

如 果 101 个 不 同 高 度 的 人 站 在 一 条 线 上 ， 证明 可 能 找到 11 个 人 使 得 他 们 站 在 线 上 的 高 度 是 按 递增 或 
者 递减 顺序 。 

证 明 25 个 女孩 和 25 个 男孩 围 坐 一 个 圆桌 旁边 总 会 有 一 个 人 的 邻 座 都 是 男孩 。 

假设 有 21 个 女生 和 21 个 男生 参加 数学 竞赛 。 设 每 一 个 参赛 者 解 出 了 至 少 6 个 题目 ， 对 于 每 一 个 男 
生 -女生 对 ， 他 们 至 少 解 出 了 一 个 相同 的 题目 。 证 明 有 一 个 题目 至 少 被 3 个 女生 和 至 少 被 3 个 男生 解 
答 出 来 。 

用 伪 码 描述 一 个 算法 产生 一 个 不 同 整数 序列 的 最 大 递增 或 递减 子 序 列 。 

证 明 : 在 任 一 组 5 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 ) 不 一 定 有 3 个 人 彼此 都 是 朋友 或 者 3 
个 人 彼此 都 是 敌人 。 

证 明 : 在 任 一 组 10 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 ) 或 存在 3 个 人 彼此 都 是 朋友 ， 或 存 
在 4 个 人 彼此 都 是 敌人 ; 并 且 存 在 3 个 人 彼此 是 敌人 ， 或 存在 4 个 人 彼此 是 朋友 。 

使 用 练习 27 证 明 : 在 任 一 组 20 个 人 中 (其 中 任 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 ) 或 存在 4 个 人 彼此 都 是 
朋友 ， 或 存在 4 个 人 彼此 都 是 敌人 。 

证 明 : 如 果 n 是 正 整 数 ，n 宇 2， 那 么 拉 姆 齐 数 R(2，n) 等 于 nn。 

证 明 : 如 果 m 和 nn 是 正 整数 ，m 宇 2，n 宇 2， 那 么 拉 姆 齐 数 RC(m，n) 和 R(n，m) 相 等 。 
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证 明 : 在 加 利 福 尼 亚 州 (人 口 3600 万 ) 至 少 有 6 个 人 姓名 的 3 个 缩写 字母 相同 并 且 他 们 生 在 一 年 的 同 
一 天 (但 不 一 定 是 同一 年 ) 。 

证 明 : 如 果 美 国 工薪 阶层 有 100 000 000 人 的 工资 低 于 1 000 000 美元 ， 那么 去 年 有 2 个 人 挣 的 钱 恰好 
相同 (精确 到 美 分 )。 

在 17 世纪 ， 巴黎 人 口 超过 800 000。 那 时 ， 认 为 人 的 头发 不 会 超过 200 000 根 。 设 这 些 数据 都 是 正确 
的 ， 而 且 每 一 个 人 头 上 至 少 有 一 根 头发 (没有 人 完全 没有 头发 )。 使 用 饮 巢 原理 证 明 ， 如 法 国 作 家 皮 
尔 尼 科 尔 所 做 的 ， 有 两 个 巴黎 人 有 相同 数量 的 头发 。 使 用 广义 钥 梨 原理 证 明 至 少 有 5 个 巴黎 人 有 相 
同 数量 的 头发 。 

设 没有 人 有 超过 1 000 000 根 头 发 ， 纽 约 2010 年 人 口 为 8 008 278。 证 明 2010 年 至 少 9 个 人 有 相同 数 
量 的 头发 。 

一 个 大 学 有 38 个 不 同 的 时 间 段 来 安排 课程 ， 如 果 有 677 门 不 同 的 课程 ， 那 么 需要 多 少 个 不 同 的 
教室 ? 

一 个 计算 机 网 络 由 6 台 计 算 机 组 成 。 每 台 计 算 机 至 少 直接 连接 到 一 台 其 他 的 计算 机 。 证 明 ， 网 络 中 
至 少 有 两 台 计算 机 直接 连接 相同 数目 的 其 他 计算 机 。 

一 个 计算 机 网 络 由 6 台 计 算 机 组 成 。 每 台 计 算 机 直接 连接 到 零 台 或 者 更 多 台 其 他 计算 机 。 证 明 : 网 
络 中 至 少 有 两 台 计算 机 直接 连接 相同 数目 的 其 他 计算 机 。 

把 8 台 计算 机 连接 到 4 台 打印 机 上 ， 为 保证 4 台 计 算 机 可 以 直接 访问 4 台 不 同 的 打印 机 ， 找 出 至 少 需 
要 多 少 条 缆 线 。 证 明 你 的 答案 。 

把 100 台 计 算 机 连接 到 20 台 打印 机 上 ， 为 保证 20 台 计算 机 可 以 直接 访问 20 台 不 同 的 打印 机 ， 找 出 
至 少 需要 多 少 条 缆 线 。 证 明 你 的 答案 。 

证 明 : 在 至 少 2 个 人 的 聚会 中 ， 存 在 2 个 人 认识 人 数 相同 的 其 他 人 。 

一 个 摔跤 选手 是 75 小 时 之 内 的 冠军 。 该 选手 一 小 时 至 少 赛 一 场 ， 但 总 共 不 超过 125 场 。 证 明 : 存在 
着 连续 的 若干 个 小 时 使 得 该 选手 恰好 进行 了 24 场 比赛 。 

如 果 在 练习 41 中 的 24 替换 如 下 ， 命 题 是 否 为 真 ? 

a)2 b)23 c)25 d)30 

如 果 f 是 从 S 到 了 的 函数 ,其 中 S 和 T 工 是 有 穷 集 , 并 且 m==[| S|/|T||， 那么 证 明 至 少 存在 S 的 m 


个 元 素 映射 到 工 的 同一 个 值 。 即 存在 S 中 的 元 素 s! ，s。 ，…，sm 使 得 FCs ) 王 sz ) 一 … 一 Cs )。 

一 条 街道 上 有 51 所 房子 ， 每 所 房子 的 地 址 在 1000 到 1099 之 间 ( 包 括 1000 与 1099) 。 证 明 : 至 少 有 2 

所 房子 的 地 址 是 连续 的 。 

设 z 是 无 理 数 。 证 明 : 对 于 某 个 不 超过 的 正 整 数 ;， 在 jz 与 jz 最 近 的 整数 之 间 的 差 的 绝对 值 小 于 

l/ns 

设 ，ns，…，n 是 正 整 数 。 证 明 : 如 果 将 ni 十 nz 十 … 十 n, 一 tz 十 1 个 物体 放 到 :个 盒子 里 ， 则 对 某 个 

i， i 二 1，2，*…，t， 第 i 个 盒子 包含 了 至 人 少 n; 个 物体 。 

在 这 个 练习 中 概述 了 基于 广义 锣 梨 原理 的 定理 3 的 证 明 ， 使 用 的 记号 与 教科 书 中 的 证 明 一 样 。 

a) 假 定 二 入 2，& 王 1，2，…， 开 十 1。 使 用 广义 铝 梨 原理 证 明 : 存在 z 十 1 个 项 ou 、ao ，…，ax ，; 满 
足 志 一 记 二 “== 其 中 1<h < 之 …<koni。 


b) 证 明 : a 一 ab 9 y= hs 2, “No [提示 : 假定 ab 二 au 9 证 明 这 将 推出 i 之 i 的 矛盾 。] 
©) 使 用 a) 和 b) 证 明 : 如 果 没 有 长 度 为 n 十 1 的 递增 子 序 列 ， 那 么 一 定 有 同样 长 度 的 递减 子 序列 。 


6.3 排列 与 组 合 
6. 3.1 引言 


许多 计数 问题 都 可 以 通过 找到 特定 大 小 的 集合 中 不 同 元 素 排列 的 不 同方 法 数 来 得 以 解决 ， 


其 中 这 些 元 素 的 次 序 是 有 限制 的 。 许 多 其 他 计数 问题 也 可 以 通过 从 特定 大 小 的 集合 元 素 中 选择 
特定 数量 元 素 的 方法 数 来 得 以 解决 ， 其 中 这 些 元 素 的 次 序 是 不 受 限 制 的 。 例 如 ， 从 5 个 学 生 中 
选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 照 相 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 从 4 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 


全 


会 ， 有 和 多少 种 选择 方法 ? 本 节 将 开发 一 些 方法 来 解决 此 类 问题 。 
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6. 3.2 排列 

先 通过 解决 引言 中 提出 的 第 一 个 问题 以 及 一 些 其 他 相关 问题 来 开始 本 节 的 内 容 。 

例 1 从 5 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 照相 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 让 所 有 5 个 学 生 站 
成 一 行 照 相 ， 有 多 少 种 排列 方法 ? 

解 首先， 注意 选择 学 生 时 次 序 是 有 限制 的 。 从 5 个 学 生 中 选择 第 一 个 学 生 站 在 一 行 的 第 
一 个 位 置 有 5 种 方法 。 一 旦 这 个 学 生 被 选 定之 后 ， 则 有 4 种 方法 选择 第 二 个 学 生 站 在 一 行 的 第 
二 个 位 置 。 当 第 一 和 第 二 个 学 生 都 被 选 定 之 后 ， 则 有 3 种 方法 选择 第 三 个 学 生 站 在 一 行 的 第 三 wo 中 韶 
个 位 置 。 根 据 乘 积 法 理 ， 共 有 5， 4。 3 二 60 种 方法 从 5 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 站 成 一 行 来 
照相 。 

为 了 排列 所 有 5 个 学 生 站 成 一 行 来 照相 ， 选 择 第 一 个 学 生 时 有 5 种 方法 ， 选 择 第 二 个 学 生 
时 有 4 种 方法 ， 第 三 个 学 生 时 有 3 种 方法 ， 第 四 个 学 生 时 有 2 种 方法 ， 第 五 个 学 生 时 有 1 种 方 
法 。 因 此 ， 共 有 5。 4。3“。2。1 王 120 种 方法 让 所 有 5 个 学 生 站 成 一 行 来 照相 。 本 

例 1 阐述 了 不 同 个 体 有 次 序 的 排列 是 如 何 计 数 的 。 这 也 提出 了 几 个 术语 。 

集合 中 不 同 元 素 的 排列 ， 是 对 这 些 元 素 一 种 有 序 的 安排 。 我 们 也 对 集合 中 某 些 元 素 的 有 序 
安排 感 兴趣 。 对 一 个 集合 中 个 元 素 的 有 序 安排 称 为 r 排列 。 us] 

例 2 设 S={1,，2，3}。3,，1,， 2 是 5S 的 一 个 排列 ，3, 2 是 S 的 一 个 2 排列 。 本 

一 个 工 元 集 的 > 排列 数 记 为 了 (2z，>) 。 我 们 可 以 使 用 乘积 法 则 求 出 PC(n,， 7)。 

例 3 设 S= 们 ，2，3}。S 的 2 排列 有 如 下 有 序 安排 : a, b; a, c; 0，ai 0，ci c，a; 和 
c，b。 因 此 ， 具 有 3 个 元 素 的 这 个 集合 共有 6 个 2 排列 。 所 有 具有 3 个 元 素 的 集合 都 有 6 个 2 
排列 。 有 3 种 方法 选择 排列 中 的 第 一 个 元 素 。 有 2 种 方法 选择 排列 中 的 第 二 个 元 素 ， 因 为 第 二 个 
元 素 必 须 不 同 于 第 一 个 元 素 。 因 此 ， 根 据 乘积 法 则 ， 有 P(3，2) 一 3， 2 一 6。 4 

下 面 利用 乘积 法 则 找 出 求 P(n，7) 的 一 个 公式 ， 其 中 和 7 都 是 任意 正 整数 ， 且 1<r<n。 

天 具有 nn 个 不 同 元 素 的 集合 的 r 排列 数 是 

Pln, 7)=n(n—1)(n—2).…(n—r 二 1) 

证 ”选择 这 个 排列 的 第 一 个 元 素 可 以 有 种 方法 ， 因 为 集合 中 及 个 元 素 。 选 择 排列 的 第 
二 个 元 素 有 ”一 1 种 方法 ， 由 于 在 使 用 了 为 第 一 个 位 置 挑 出 的 元 素 之 后 集合 里 还 留 下 了 n 一 1 个 
元 素 。 类 似 地 ， 选 择 第 三 个 元 素 有 "一 2 种 方法 ， 以 此 类 推 ， 直 到 选择 第 ~ 个 元 素 恰好 有 
2? 一 (r 一 1) 一 2 一 r 十 1 种 方法 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 存 在 

n(n—1)(n—2j(n—z1) 
个 集合 的 ~ 排列。 
注意 ， 只 要 nn 是 一 个 非 负 整数 ， 就 有 Pl(n，0) 二 1， 因 为 恰好 有 一 种 方法 来 排列 0 个 元 素 。 
也 就 是 说 ， 恰 好 有 一 个 排列 中 没有 元 素 ， 即 空 排列 。 
下 面 给 出 定理 1 的 一 个 有 用 的 推论 。 
如 果 n 和 rr 都 是 整数 ， 且 0 委 r 魏 2， 则 


nl 





《和 的 ES 
Cn—74 
证 当 n 和 7 是 整数 ， 且 1 二 r 过 n 时， 由 定理 1 有 
Plnysr) = n(n—1)(n—2).…(n—r 十 1) = < 更 
下 一 六 
1 

因为 只 要 是非 负 整数 ， 就 有 -25 汪 一 于 一 1， 所 以 我 们 知道 公式 Pln, 四 二 i 一 5T， 当 一 
0 时 也 成 立 。 4 


由 定理 1 知道， 如果 nn 是 一 个 正 整数 ， 则 P(n，n) 二 n!。 用 一 些 例子 来 说 明 这 个 结论 。 
例 4 在 进入 竞赛 的 100 个 不 同 的 人 中 有 多 少 种 方法 选 出 一 个 一 等 奖 得 主 、 一 个 二 等 奖 得 


un 
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主 和 一 个 三 等 奖 得 主 ? 

解 不管 哪 个 人 得 哪个 奖 ， 选 取 3 个 得 奖 人 的 方法 数 是 从 100 个 元 素 的 集合 中 有 序 选择 3 
个 元 素 的 方法 数 ， 即 100 个 元 素 的 集合 的 3 排列 数 。 因 此 ， 答 案 是 

P(100,3) = 100。99。98 = 970 200 | 

例 5 假定 有 8 个 赛跑 运动 员 。 第 一 名 得 到 一 枚 金牌 ， 第 二 名 得 到 一 枚 银牌 ， 第 三 名 得 到 
一 枚 铜牌 。 如 果 比 赛 可 能 出 现 所 有 可 能 的 结果 ， 有 多 少 种 不 同 的 颁奖 方式 ? 

解 ”颁奖 方式 就 是 8 元 素 的 集合 的 3 排列 数 。 因 此 存在 P(8，3) 二 8，7。，6 二 336 种 可 能 的 
颁奖 方式 。 4 

例 6 假定 一 个 女 推销 员 要 访问 8 个 不 同 的 城市 。 她 的 访问 必须 从 某 个 指定 的 城市 开始 ， 
但 对 其 他 7 个 城市 的 访问 可 以 按照 任何 次 序 进行 。 当 访问 这 些 城 市 时 ， 这 个 女 推 销 员 可 以 有 多 


少 种 可 能 的 次 序 ? 


解 ”由 于 第 一 个 城市 是 确定 的 ， 而 其 他 7 个 城市 可 以 是 任意 的 顺序 ， 所 以 城市 之 间 可 能 的 
路 径 数 是 7 个 元 素 的 排列 数 。 因 此 ， 这 个 女 推 销 员 有 7! = 二 7.，6，5.，4。，3。，2。，1 二 5040 种 方 
式 选择 她 的 旅行 。 比 如 说 ， 如 果 这 个 女 推 销 员 想 要 在 城市 中 找 出 具有 最 短 距 离 的 路 径 ， 并 且 她 
对 每 一 条 可 能 的 路 径 计算 总 距离 ， 那 么 她 必须 考虑 5040 条 路 径 。 4 

例 7 字母 ABCDEFGH 有 多 少 种 排列 包含 串 ABC? 

解 ”由 于 字母 ABC 必须 成 组 出 现 ， 我 们 可 以 通过 找 6 个 对 象 ， 即 组 ABC 和 单个 字母 D、 
E、F、G 和 了 H 的 排列 数 得 到 答案 。 由 于 这 6 个 对 象 可 以 按 任 何 次 序 出 现 ， 因 此 ， 存 在 6! = 


720 种 ABCDEFGH 字母 的 排列 ， 其 中 ABC 成 组 出 现 。 4 
6.3.3 组 合 

现在 把 注意 力 转 到 无 序 选择 个 体 的 计数 上 来 。 我 们 先 通过 解决 本 章 引言 中 提出 的 第 二 个 问 
题 来 开始 本 节 的 内 容 。 


例 8 从 4 个 学 生 中 选 出 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 会 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 

解 为 了 回答 这 个 问题 ， 只 需 从 含有 4 个 学 生 的 集合 中 找到 具有 3 个 元 素 的 子 集 的 个 数 。 
我 们 知道 ， 一 共有 4 个 这 样 的 子 集 ， 每 个 子 集中 都 有 一 个 不 同 的 学 生 ， 因 为 选择 4 个 学 生 等 价 
于 从 4 个 学 生 中 选 出 一 个 人 离开 这 个 集合 。 这 就 意味 着 有 4 种 方法 选择 3 个 学 生 组 成 一 个 委员 
会 ， 其 中 这 些 与 学 生 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 。 4 

例 8 六 明了 这 样 一 个 事实 ; 许多 计数 问题 都 可 以 通过 从 具有 个 元 素 的 集合 中 求 得 特定 大 
小 的 子 集 的 个 数 来 得 以 解决 ， 其 中 n 是 一 个 正 整 数 。 

合 元 素 的 一 个 r 组 合 是 从 这 个 集合 无 序 选取 的 个 元 素 。 于 是 ， 简 单 地 说 ， 一 个 ~ 组 合 

是 这 个 集合 的 一 个 + 个 元 素 的 子 集 。 

例 9 设 S 是 集合 (1，2，3，4},， 那么 {1，3，4} 是 S 的 一 个 3 组 合 。( 注 意 ，{4，1，3) 与 
组 合 {1，3，4} 是 一 样 的 ， 因 为 集合 中 元 素 顺序 是 没有 关系 的 。) 4 

具有 个 不 同 元 素 的 集合 的 * 组 合 数 记 为 Cl(n, 7 。 注 意 Cl(n， 也 记 作 (”)， 并 且 称 为 二 
项 式 系数 。 在 6.4 节 我 们 将 学 习 这 个 记号 。 

例 10 因为 (a, b,c，d} 的 2 组 合 是 (a, 5)、{a, c)、{a, d}、 {b,c)、{b，d} 和 {c,d)， 
共 6 个子 集 ， 所 以 C(4，2) 一 6。 4 

可 以 用 关于 集合 的 排列 数 的 公式 确定 n 元 素 的 集合 的 + 组 合 数 。 为 此 只 需 注 意 集合 的 
排列 可 以 按 下 述 方法 得 到 : 首先 构成 集合 的 组合， 接着 排列 这 些 组 合 中 的 元 素 。 下 面 的 定理 
给 出 了 Cln, 的 值 ， 它 的 证 明 就 是 基于 这 个 观察 。 

| 设 是 正 整数 ，r 是 满足 0<r<n 的 整数 ,nn 元 素 的 集合 的 7 组 合 数 等 于 
nl 


Cln,r) = et 


计 数 347 





证 可 以 如 下 得 到 这 个 集合 的 排列 。 先 构成 集合 的 Cl(n,，7) 个 r+ 组 合 ， 然后 以 PCn, 7) 

种 方式 排序 每 个 ”组合 中 的 元 素 ， 这 可 以 用 P(r，7) 种 方式 来 做 。 因 此 ， 
Pl(n, 7r)=C(n, r)* P(r, 7) 

这 就 推出 
Ba mS nl 
Plryr) rtiACr—=7)! ritm= x 

我 们 可 以 用 计数 的 除法 法 则 证 明 这 个 定理 。 因 为 在 组 合 中 不 考虑 元 素 的 顺序 ， 并 且 有 
P(r，7) 种 方式 排序 n 元素 的 r 组 合 中 的 这 7 个 元 素 ， 所 以 nn 个 元 素 的 每 个 Cl(n，r)r 组 合 对 应 


一 个 PCr,r)r 排列 。 因此 ， 由 除法 法 则 CCn, 7) 一 其 下 信也 就 是 前 面 的 CCn,7) = 


Cen) = 








nl 4 


rin = 

尽管 定理 2 中 的 公式 很 清楚 ， 但 对 很 大 的 n 和 7 而 言 ， 这 个 公式 并 没有 什么 用 处 。 其 原因 
是 ， 在 实际 计算 中 ， 只 能 对 较 小 的 整数 求 阶乘 的 准确 值 ， 而 且 当 用 浮 点 数 来 计算 时 ， 从 定理 2 
的 公式 中 得 到 的 结果 可 能 并 不 是 一 个 整数 值 。 因 此 ， 当 计算 CC(n, 7) 时 ， 首 先 注意 如 果 从 定理 
2 的 Cl(n，7) 计 算 公 式 的 分 子 和 分 母 中 都 消去 (n 一 7)! 后 ， 可 以 得 到 
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rl(n—7)! rl 

因此 ， 为 了 计算 CC(n,，r)， 可 以 从 分 子 和 分 母 中 消去 分 母 中 所 有 较 大 的 因子 ， 再 把 分 子 中 
所 有 没有 消去 的 项 相 乘 ， 然 后 再 除 以 分 母 中 较 小 的 因子 。[ 如 果 是 用 手 而 不 是 用 机 器 计算 ， 有 
必要 再 在 nn 一 1)…(n 一 r 十 1) 和 x! 中 消去 公 因数 .注意 许多 计算 器 中 都 有 一 个 关于 计算 Cln， 
站 内 置 函 数 ， 这 些 函 数 可 以 对 相对 较 小 的 n 和 vr 求 结果 ,许多 计算 机 程序 也 可 以 用 来 求 CCn， 
7) 的 值 。[ 这 些 函 数 可 能 称 为 chose(n， 上) 或 binom(mz，R) 。] 

例 11 说 明了 当 有 相对 于 nn 较 小 时 ， 以 及 当 衣 接近 于 nn 时， 如 何 计算 Ct(n，7r)。 该 例子 也 给 
出 了 组 合 数 CC(n，7) 的 一 个 关键 的 恒等式 。 

例 11 从 一 副 52 张 标准 扑克 牌 中 选 出 5 张 , 共有 多 少 种 不 同方 法 ?从 一 副 52 张 标准 扑克 
牌 中 选 出 47 张 ， 又 有 多 少 种 不 同方 法 ? 

解 ” 因 为 从 52 张 牌 中 选 出 5 张 这 5 张 牌 的 次 序 不 受 限制 ， 所 以 不 同 的 选择 方法 数 共有 


< 2] 
C(52,5) = 51471 


为 了 计算 C(52，5)， 首 先 在 分 子 和 分 母 中 都 消去 47!， 得 


_52.51.50.49.48 
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上 述 表 达 式 还 可 以 化 简 。 首 先 将 分 子 中 的 50 除 以 分 母 中 的 因子 5， 则 在 分 子 中 得 到 因子 10; 
然后 将 分 子 中 的 48 除 以 分 母 中 的 因子 4， 则 在 分 子 中 得 到 因子 12; 再 将 分 子 中 的 51 除 以 分 母 
中 的 因子 3， 则 在 分 子 中 得 到 因子 17; 最 后 将 分 子 中 的 52 除 以 分 母 中 的 因子 2， 在 分 子 中 得 到 
因子 26。 于 是 得 到 

C(52，5) 一 26。17。10。49。12 一 2 598 960 
因此 ， 从 一 副 52 张 标准 扑克 牌 中 选 出 5 张 ， 共 有 2 598 960 种 不 同方 法 。 注 意 从 一 副 52 张 标准 
扑克 牌 中 选 出 47 张 ， 不同 的 选择 方法 数 为 


CC52,47) = 32! 


47151 

不 用 再 计算 这 个 值 了 ， 因 为 C(52，57)= 二 C(52，5)。( 因 为 在 计算 它们 的 公式 中 ， 只 有 分 母 中 51 

和 47! 的 次 序 是 不 同 的 .) 因 此 ， 从 一 副 52 张 标准 扑克 有 牌 中 选 出 47 张 ， 共有 2 598 960 种 不 同 

方法 。 4 
在 例 11 中 ， 我们 看 到 C(52，5) 王 C(52，47) 。 这 是 引 理 2 中 关于 组合 数 一 个 有 用 的 恒 等 


ts 
xbetEES 
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式 的 一 个 特例 。 
设 n 和 7 是 满足 rn 的 非 负 整数 ， 那 么 Cl(n, 7) 二 Cln,，n 一 7)。 
证 由 定理 2 得 到 


nl 


Cnn ei 
一 ES = es 
ma (2 一 r)1Lz2z 一 (2 一 r)]! (n= lr! 
因此 ，C(n, 7)= 二 C(n,，n 一 7)。 4 


我 们 也 可 以 不 用 代数 运算 证 明 推 论 2。 而 是 使 用 组 合 证 明 。 我 们 在 定义 1 描述 了 这 种 重要 
的 证 明 类 型 。 

ES 过 等 式 的 组 合 证 明 是 一 种 证 明 ， 在 这 个 证 明 中 使 用 计数 的 论述 而 不 使 用 某 些 其 他 
的 方法 (如 代数 技巧 ) 来 证 明 一 个 定理 或 者 基于 等 式 两 边 的 对 象 集合 存在 一 个 双 射 函数 来 证 明 。 
这 两 种 证 明 分 别称 为 双 计 数 证 明和 双 射 证 明 。 

可 以 使 用 组 合 证 明 许多 涉及 二 项 式 系数 的 恒等式 。 如 果 可 以 说 明 一 个 恒等式 两 边 通过 不 同 
的 方法 计数 了 同样 的 元 素 ， 那 么 对 这 个 恒等式 就 可 以 使 用 组 合 证 明 。 现 在 提供 一 个 推论 2 的 组 
合 证 明 。 我 们 同时 提供 双 计 数 证 明和 双 射 证 明 ， 两 者 基于 相同 的 基本 原理 。 

证 ”我们 将 使 用 双 射 证 明 方 法 证 明 CC(n, 7) 二 cl(n，n 一 r)， 对 于 所 有 整数 n, r+r，0 志 rn。 
设 S 是 有 nn 个 元 素 的 集合 。 从 S 的 子 集 A 到 入 的 一 个 函数 是 一 个 从 r 个 元 素 的 子 集 S 到 ”一 ~ 
个 元 素 子 集 的 双 射 函数 (读者 可 证 明 ) 。 因 为 这 两 个 有 限 集 合 有 双 射 函数 ， 所 以 这 两 个 集合 必定 
有 相同 的 元 素 个 数 ， 人 恒等式 C(n，7)= 二 cl(n，n 一 7) 可 得 。 

另 一 种 方法 ,我 们 可 以 通过 双 计 数 证 明 来 解释 。 由 定义 ，C(n, 让 是 r+ 元素 的 S 子 集 的 个 
数 。 但 S 的 子 集 A 也 确定 了 不 在 A 中 的 元 素 ，A。 因 为 > 个 元 素 的 S 子 集 的 补 集 有 ?一 ~ 个 元 
素 ， 具 有 个 元 素 的 S$ 子 集 的 个 数 是 Cl(n，n 一 r)。 因 此 Cl(n, 7)==C(n, n 一 7?7)。 4 

例 12 有 和 多少 种 方式 从 10 个 选手 的 网 球 队 中 选择 5 个 选手 外 出 参加 在 另 一 个 学 校 的 比赛 ? 

解 ”答案 由 10 元 素 集合 的 5 组 合 数 给 出 。 根 据 定理 2， 这 个 组 合 数 是 


OT 
C(10,5) = 151 一 252 本 


例 13 一 组 30 个 人 被 培训 作为 宇航 员 去 完成 首次 登陆 火星 的 任务 。 有 多 少 种 方式 选 出 6 
个 人 的 小 组 来 完成 这 个 任务 (假设 所 有 的 小 组 成 员 有 同样 的 工作 )? 

解 ” 因 为 不 考虑 这 些 人 被 选 的 次 序 ， 所 以 从 30 个 人 中 选 6 个 人 的 小 组 的 方式 数 是 30 元 素 
集合 的 6 组合 数 。 根 据 定理 2， 这 个 组 合 数 是 


= EA 7 
C(30,6) 61241 | 593 775 


例 14 有 多 少 个 长 度 为 n 的 位 串 恰好 包含 r 个 1? 

解 ” 在 长 度 为 n 的 位 串 中 r 个 1 的 位 置 构成 了 集合 (1，2，…，z)} 的 r 组合 。 因 此， 有 
Cln, 刀 ) 个 长 度 为 n 的 位 串 恰 好 包含 r 个 1。 4 

例 15 为 开发 学 校 的 离散 数学 课程 要 选 出 一 个 委员 会 。 如 果 数 学 系 有 9 个 教师 ， 计 算 机 科 
学 系 有 11 个 教师 。 而 这 个 委员 会 要 由 3 个 数学 系 的 教师 和 4 个 计算 机 科学 系 的 教师 组 成 ， 那 
么 有 多 少 种 选择 方式 ? 

解 ”由 乘积 法 则 ， 答 案 是 9 元 素 集合 的 3 组 合 数 与 11 元 素 集合 的 4 组 合 数 之 积 。 根 据 定 
理 2， 选 择 这 个 委员 会 的 方式 数 是 

| 11 
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练习 
列 出 {a， b, c} 的 所 有 排列 。 
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2. 集合 {a,，5，c，d，e，f，g} 有 和 多少 个 排列 ? 
和 2D cy de 六 g} 有 多 少 个 排列 以 a 结尾 ? 
4. 令 S={1， 2， 3，4， SYs 


Ww 


a) 列 出 S 的 所 有 3 排列 。 b) 列 出 S 的 所 有 3 组 合 。 
5. 求 出 下 面 的 每 个 值 。 

a)P(6，3) b)P(6，5) 

cP(8，1) d)P(8, 5) 

e) PC(8, 8) f)P(10, 9) 
6. 求 出 下 面 的 每 个 值 。 

a)C(5, 1) b)C(5, 3) 

CC8, 4) d)C(8, 8) 

e)C(8, 0) f)C(12, 6) 


7. 求 出 9 元 素 集 合 的 5 排列 数 。 

8. 如 果 不 允 许 并 列 名 次 ， 在 结束 比赛 时 5 个 赛跑 运动 员 有 多 少 种 不 同 的 排名 次 序 ? 

9. 在 一 场 12 匹 马 的 赛马 中 ， 如 果 所 有 的 比赛 结果 都 是 可 能 的 ， 对 于 第 一 和 名、 第 二 名 和 第 三 名 有 多 少 种 
可 能 性 ? 

10. 有 6 个 不 同 的 人 竞选 州长 。 有 多 少 种 不 同 的 次 序 在 选票 上 打印 竞选 者 的 名 字 ? 

11. 多 少 个 10 位 位 串 包 含 


a) 恰 好 4 个 1? b) 至 多 4 个 1? 

©) 至 少 4 个 1? d)0 的 个 数 和 1 的 个 数 相等 ? 
12. 多 少 个 12 位 位 串 包 含 

a) 恰 好 3 个 1? b) 至 多 3 个 1? 

c) 至 少 3 个 1? d)0 的 个 数 和 1 的 个 数 相等 ? 


13. 一 个 组 有 个 男士 和 x 个 女士 。 如 果 把 他 们 男女 相间 地 排 成 一 排 ， 有 多少 种 方式 ? 
14. 有 多 少 种 不 同 的 方式 选择 两 个 小 于 100 的 正 整数 ? 

15. 有 多 少 种 不 同 的 方式 从 英语 字母 表 中 选择 5 个 字母 ? 

16. 一 个 10 个 元 素 集合 有 多 少 个 子 集 含有 奇数 个 元 素 ? 

17. 一 个 100 个 元 素 的 集合 有 多 少 个 子 集 包含 的 元 素 多 于 2 个 ? 

18. 一 个 硬币 被 搓 8 次 ， 每 次 可 能 出 现 头 像 或 者 非 头 像 。 有 多 少 种 可 能 的 结果 


a) 包 含 各 种 不 同 的 情况 ? b) 包 含 恰好 3 个 头像 ? 

c) 包 含 至 少 3 个 头像 ? d) 头 像 和 非 头 像 的 数目 相等 ? 
19. 一 个 硬币 被 搓 10 次 ， 每 次 可 能 出 现 头像 或 者 非 头 像 。 有 多 少 种 可 能 的 结果 

a) 包 含 各 种 不 同 的 情况 ? b) 包 含 恰好 2 个 头像 ? 

c) 至 多 有 3 个 不 是 头像 ? d) 头 像 和 非 头 像 的 数目 相等 ? 
20. 多 少 个 10 位 位 串 

a) 恰 好 有 3 个 0? b)0 比 1 多 ? 

至 少 有 7 个 1? d) 至 少 有 3 个 1? 
21. 字母 ABCDEFG 有 多 少 个 排列 包含 

a) 串 BCD? b) 串 CFGA? 

c) 串 BA 和 GF? d) 串 ABC 和 DE? 

e) 串 ABC 和 CDE? 他 串 CBA 和 BED? 
22. 字母 ABCDEFGH 有 和 多少 个 排列 包含 

a) 串 ED? b) 串 CDE? 

c) 串 BA 和 FGH? d) 串 AB、DE 和 GH? 

e) 串 CAB 和 BED? 们 串 BCA 和 ABF? 


23. 有 多 少 种 方式 使 得 8 个 男士 和 5 个 女士 站 成 一 排 并 且 没 有 两 个 女士 彼此 相 邻 ? [提示 : 先 排 男士 ， 然 
后 考虑 女士 可 能 的 位 置 .] 
24. 有 多 少 种 方式 使 得 10 个 女士 和 6 个 男士 站 成 一 排 并 且 没 有 两 个 男士 彼此 相 邻 ? [提示 : 先 排 女士 ， 
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26. 


27. 


28. 


x* 29。 


30. 


31. 


32, 


33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 


39. 





然后 考虑 男士 可 能 的 位 置 。] 


把 编号 为 1，2，…，100 的 100 张 票 卖 给 100 个 不 同 的 人 来 抽奖 。 有 4 项 不 同 的 奖 ， 包括 1 项 大 奖 
(到 塔 希 提 岛 旅游 )。 如 果 满 足下 面 的 条 件 ， 有 多 少 种 不 同 的 抽奖 方式 ? 
a) 没 有 限制 。 


b) 拿 47 号 票 的 人 赢 了 大 奖 。 

©) 拿 47 号 票 的 人 赢 了 一 项 奖 。 

d) 拿 47 号 票 的 人 没 赢 奖 。 

e) 拿 19 和 47 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 

们 拿 19、47 和 73 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 

g) 拿 19、47、73 和 97 号 票 的 人 都 赢 了 奖 。 

h) 拿 19、47、73 和 97 号 票 的 人 都 没 赢 奖 。 

iD 拿 19、47、73 或 97 号 票 的 人 赢 了 大 奖 。 

j) 拿 19 和 47 号 票 的 人 赢 了 奖 ， 但 拿 73 和 97 号 票 的 人 没 赢 奖 。 

一 个 侄 球 队 的 13 个 人 出 席 一 场 比赛 。 

a) 有 多 少 种 方式 选 10 个 选手 上 场 ? 

b) 有 多 少 种 方式 从 13 个 在 场 的 人 中 分 配 10 个 选手 的 位 置 ? 

c)13 个 出 席 的 人 中 有 3 个 女士 。 如 果 上 场 的 选手 中 要 求 至 少 有 一 个 女士 ， 那 么 有 多 少 种 方式 选择 10 
个 选手 ? 

一 个 俱乐部 有 25 个 成 员 。 

a) 有 多 少 种 方式 从 中 选择 4 个 人 作为 董事 会 成 员 。 

b) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 俱乐部 的 主席 、 副 主席 、 书 记 和 司库 ? 

一 个 教授 写 了 40 道 离散 数学 的 真 假 判 定 题 。 在 这 些 题 中 有 17 个 语句 为 真 。 如 果 可 以 按照 任意 次 序 
排列 这 些 题 ， 可 能 有 多 少 种 不 同 的 答案 ? 

用 不 超过 100 的 正 整 数 构成 4 排列 ， 其 中 有 多 少 个 排列 包含 3 个 连续 的 整数 上 、k 十 1、k 十 2? 

a) 这 里 的 连续 指 按照 整数 通常 的 顺序 ， 并 且 这 些 连续 整数 可 能 被 排列 中 的 其 他 整数 分 开 。 

b) 这 里 的 连续 不 但 指 整 数 是 连续 的 ， 而 且 它 们 在 排列 中 的 位 置 也 是 连续 的 。 

一 所 学 校 的 数学 系 有 7 名 女 教师 和 9 名 男 教师 。 

a) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 5 人 的 委员 会 并 使 其 中 包含 至 少 1 名 女 教师 ? 

b) 有 多 少 种 方式 从 中 选 出 5 人 的 委员 会 并 使 其 中 包含 至 少 1 名 女 教师 和 至 少 1 名 男 教 师 。 

英语 字母 表 中 包含 21 个 辅音 和 5 个 元 音 。 由 英语 字母 表 的 6 个 小 写字 母 可 构成 多 少 字符 串 使 得 它们 


包含 

a) 恰 好 1 个 元 音 ? b) 恰 好 2 个 元 音 ? 
c) 至 少 1 个 元 音 ? d) 至 少 2 个 元 音 ? 
由 英语 字母 表 中 的 6 个 小 写字 母 可 构成 多 少 字 符 串 使 得 它们 包含 
a) 字 母 a? 

b) 字 母 a 和 Pb? 


c) 字 母 a 和 b， 其 中 a 在 b 前 边 的 邻接 位 置 ， 同 时 所 有 的 字母 都 不 相同 ? 

由 字母 a 和 b， 其 中 a 在 b 左边 的 某 个 位 置 ， 同时 所 有 的 字母 都 不 相同 ? 

假定 某 个 系 包含 10 名 男士 和 15 名 女士 。 有 多 少 种 方式 组 成 一 个 6 人 委员 会 且 使 得 它 含有 相同 数量 的 
男士 和 女士 ? 

假定 某 个 系 包含 10 名 男士 和 15 名 女士 。 有 多 少 种 方式 组 成 一 个 6 人 委员 会 且 使 得 它 含 有 的 女士 比 男 
士 多 ? 

有 多 少 个 位 串 恰 好 包含 8 个 0 和 10 个 1， 如 果 每 个 0 后 面 紧 跟着 工 个 1? 

有 多 少 个 位 串 恰 好 包含 5 个 0 和 14 个 1， 如 果 每 个 0 后 面 紧 跟着 2 个 1? 

有 多 少 个 10 位 位 串 包含 至 少 3 个 1 和 至 少 3 个 0? 

有 多 少 种 方式 从 联合 国 中 选择 12 个 国家 成 为 理事 国 且 使 得 3 个 选 自 45 个 国家 的 一 组 ，4 个 选 自 57 
个 国家 的 一 组 ， 其 他 的 选 自 剩 下 的 69 个 国家 ? 

有 多 少 种 方式 用 3 个 字母 后 跟 3 个 数字 组 成 汽车 牌照 且 没 有 字母 和 数字 出 现 2 次 ? 
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40， 
41. 
42. 
43. 
44. 


45. 


46. 


6. 


n 个 人 的 r 圆 排 列 是 个 人 中 取 x 个 人 安排 在 圆桌 劳 坐 下 的 方式 ， 如 果 圆 桌 转 动能 使 得 两 个 方案 成 为 


一 方案 ， 那 么 这 两 种 方案 只 算 一 种 。 


计算 5 个 人 的 3 圆 排列 。 

找到 nn 个 人 的 7 圆 排 列 公 式 。 

找到 nn 个 人 取 r 人 围 坐 圆桌 的 安排 方式 ， 当 每 个 人 有 相同 邻 座 不 考虑 左右 时 只 算 一 种 方式 。 

如 果 人 允许 出 现 并 列 名 次 ，3 匹 马 参 加 马赛 有 多 少 种 结果 ? [注意 : 可 以 2 匹 或 3 匹 马 并 列 。] 

如 果 人 允许 并 列 名 次 ，4 匹 马 参加 马赛 有 多 少 种 结果 ? [注意 : 由 于 允许 并 列 名 次 ，4 匹 马 中 多 少 匹 并 
列 都 是 可 能 的 。] 

有 6 名 运动 员 参 加 百 米 赛跑 。 如 果 允 许 并 列 名 次 ， 有 多 少 种 方式 授予 3 块 奖牌 ?( 跑 得 最 快 的 运动 员 
得 金牌 ， 恰 好 只 被 一 个 运动 员 超 过 的 运动 员 得 银牌 ， 恰 好 被 2 个 运动 员 超 过 的 运动 员 得 铜牌 。) 

为 了 避免 世界 杯 足 球 锦标 赛 总 决赛 中 出 现 并 列 名 次 ， 通 常 采 用 下 述 过 程 : 每 个 队 按 照 预定 的 顺序 选 
出 5 名 球员 。 每 名 球员 罚 一 个 球 ， 第 一 队 的 球员 先 罚 ， 接 着 第 二 队 的 球员 再 罚 ， 依 照 指定 的 顺序 依 
次 交替 罚球 。 如 果 在 10 次 罚球 后 得 分 还 相等 ， 再 次 重复 这 个 过 程 。 如 果 在 20 次 罚球 后 得 分 仍旧 相 
等 ， 进 行 加 赛 时 间 的 射门 ， 第 一 个 得 分 的 队 得 胜 。 

a) 如 果 比 赛 进行 第 一 轮 的 10 个 罚球 ， 并 且 这 轮 比赛 结束 时 一 个 队 不 可 能 与 另 一 个 队 得 分 相等 ， 那 么 
有 多 少 种 不 同 的 得 分 场面 ? 

b) 如 果 比 赛 进行 第 二 轮 的 10 个 罚球 ， 对 第 一 和 第 二 轮 罚球 可 能 有 多 少 种 不 同 的 得 分 场面 ? 

c) 如 果 比 赛 在 两 轮 每 队 罚 5 个 球 的 加 赛 以 后 最 多 再 射门 10 次 ， 那 么 整个 加 赛 过 程 可 能 有 多 少 种 得 分 
场面 ? 


4 二 项 式 系数 和 恒等式 
正如 在 6. 3 节 谈 到 的 ， 具 有 个 元 素 的 集合 的 组 合 数 常 常 记 作 (”)。 由 于 这 些 数 出 现在 


二 项 式 的 宕 (a 十 5b)" 的 展开 式 中 作为 系数 ， 所 以 这 些 数 叫 做 二 项 式 系 数 。 我 们 将 讨论 二 项 式 定 


理 


定 


， 这 个 定理 将 二 项 式 的 老 表 示 成 与 二 项 式 系数 有 关 的 项 之 和 。 我 们 将 用 组 合 证 明 来 证 明 这 个 
理 。 我 们 也 将 说 明 怎 样 用 组 合 证 明 来 建立 某 些 恒等式 ， 它 们 是 表示 二 项 式 系数 之 间 关 系 的 许 


多 不 同 恒等式 中 的 一 部 分 。 


6. 


4. 1 二 项 式 定理 
二 项 式 定 理 给 出 了 二 项 式 宪 的 展开 式 的 系数 。 一 个 二 项 式 只 不 过 是 两 项 的 和 ， 例 如 zz 十 y。 


(这 些 项 可 以 是 常数 与 变量 的 积 , 但 这 里 先 不 考虑 .) 


例 1 说 明 怎样 计算 典型 展开 式 中 的 系数 ， 为 二 项 式 定理 的 表述 做 准备 。 
例 1 (zx 十 y)’ 的 展开 式 可 以 使 用 组 合 推理 而 不 是 用 三 个 项 的 乘法 得 到 。 当 (z 十 y) 一 


(Zz 十 y) (Zz 十 y) (zx 十 y) 被 展开 时 ， 把 所 有 由 第 一 个 和 的 一 项 、 第 二 个 和 的 一 项 与 第 三 个 和 


的 


一 项 产生 的 乘积 加 起 来 。 从 而 出 现 了 形 如 x*、x*y、zy 和 > 的 项 。 为 得 到 形 如 zx 的 


项 ， 在 每 个 和 中 必须 选择 一 个 zx， 只 有 一 种 方式 能 做 到 这 一 点 。 因 此 ， 乘 积 中 zx 项 的 系数 
是 1。 为 得 到 形 如 zx*y 的 项 ， 必 须 从 三 个 和 中 的 两 个 和 中 选择 z( 而 因此 在 另 一 个 和 中 选择 


y) 


点 
点 


. 于 是 ， 这 种 项 的 个 数 是 三 个 对 象 的 2 组 合 数 ， 即 { ) 。 类似 地 ， 形 如 zy 项 的 个 数 是 


个 和 中 选 一 个 来 提供 x 的 方式 数 (而 另 两 个 和 中 都 要 选 9) ， 有 ( ) ) 种 方式 能 够 做 到 这 一 


。 最 后 ， 得 到 y 的 唯一 方式 是 三 个 和 的 每 一 个 都 选择 y»， 恰好 有 一 种 方式 能 够 做 到 这 一 


。 因 此 得 到 
(Zz 十 y) 一 (Zz 十 y)(z 十 y)(z 十 y) = 二 (xr 十 Ty 十 3 十 3)(Z 十 >) 
we ry Ty ey YY yy 
一 如 十 3z2y 十 3zy2 十 昂 | 


us 加 
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现在 叙述 二 项 式 定 理 。 
二 项 式 定理 设 z 和 ?是 变量 2 是 非 负 整数 ， 那 么 


(xz 十 y)"= > er 一 (oe i (js … 十 be 去 (> 


证 这 里 给 出 定理 的 组 合 证 明 。 当 乘积 被 展开 时 其 中 的 项 都 是 下 述 形 式 : x”’y’(j 二 0，1， 
2，…，7)。 为 计数 形 如 zy 的 项 数 ， 注 意 必须 从 个 和 中 选 n 一 j 个 xz( 从 而 乘积 中 其 他 的 


个 项 都 是 >) 才 能 得 到 这 种 项 。 因 此 ,zy’ 的 系数 是 (,，”,) ， 它 等 于 (”) ， 定 理 得 证 。 
例 2 一 4 说 明了 二 项 式 定理 的 应 用 。 
例 2 〈z 十 y)* 的 展开 式 是 什么 ? 
se 加。 解 由 二 项 式 定理 得 到 
< 14 ne 
(z 二 := yi 
Ey 2 ( y 


j=0 


4 4 4 3 4 2 a 3 4 4 

> (0)z (i 3 (2) yt (3)» 和 (4)s 
二 zx 十 4zT’y 十 67:y 十 4zy;? 十 yy 

例 3 在 (z 十 y)” 的 展开 式 中 x”*y* 的 系数 是 什么 ? 

解 ” 由 二 项 式 定理 得 到 这 个 系数 是 

ZoN  251 

(i3)= Tor 030 

例 4 在 (2zx 一 3y)” 的 展开 式 中 xz”*y* 的 系数 是 什么 ? 

解 ” 首先 注意 这 个 表达 式 等 于 (2x 十 (一 3y))”。 由 二 项 式 定理 ,我们 有 
(2z+(—3y)” = >) () aa 3y)’ 


7 一 0 


因此 ， 当 7 一 13 时 得 到 展开 式 中 zy 的 系数 ， 即 


25 \ 12 SM ,25 sn 
GR (一 5” =— Tar 


我 们 可 以 用 二 项 式 定理 证 明 某 些 有 用 的 恒等式 。 正 如 推论 1、2 和 3 所 示 。 
7 设 ， 为 非 负 整数 ， 那 么 





Re)-? 


证 用 二 项 式 定理 , 令 x 二 1 和 ?一 1， 我 们 有 
2 (1+D" = 7) (2 一 = > (°) 


Am0 k=0 


这 正 是 所 需要 的 结果 。 
这 也 有 推论 1 的 一 个 好 的 组 合 证 明 ， 我 们 现在 给 出 这 个 证 明 。 


证 一 个 元 素 集合 有 2" 个 不 同 的 子 集 。 每 个 子 集 有 0 个 元 素 ，1 个 元 素 ，2 个 元 素 ，… 


号 


4 


4 


n 


个 元 素 。 具有 0 个 元 素 的 子 集 有 (”) 个 ，1 个 元 素 的 于 集 有 (了 ) 个 ，2 个 元 素 的 子 集 有 (了 ) 个 ，…, 


个 元 素 的 于 集 有 (”) 个 。 于 是 


n 
n 


计数 了 元 素 集合 的 子 集 总 数 。 这 证 明了 
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下 设 ” 是 正 整 数 ， 那 么 
k - c= 
> C=1) (=。 


k=0 
证 ”由 二 项 式 定 理 得 出 
i 1 SY 
站 St DD)*1 bp 1) 


从 而 证 明了 推论 。 


评注 推论 2 推出 
CC 


下 设 n 是 非 负 整数 ， 那 么 
3 大 开 一 Qn 
2 (1)= 3 
证 注意 这 个 公式 的 左边 是 二 项 式 定理 提供 的 对 (1 十 2)" 的 展开 式 。 因此， 由 二 项 式 定理 可 以 
看 出 


(十 2)" = Bi (yes = (ls 


k=0 k=0 


因此 
> 2(")= 3" 4 


k=0 


6. 4.2 帕斯卡 恒等式 和 三 角形 
二 项 式 系数 满足 许多 不 同 的 恒等式 。 现 在 我 们 介绍 其 中 最 重要 的 一 些 恒等式 。 
EEEE 网 帕斯卡 恒等式 设 ) 和 有 & 是 满足 1 志 & 的 正 整数 ， 那 么 有 


n 十 1 n n 

md a 
证 我 们 将 采用 组 合 证 明 方法 。 假 定 是 包含 a 十 1 个 元 素 的 集合 。 令 a。 是 的 一 个 元 素 
且 S 一 了 一 {a)。 注意 人 的 包含 个 元 素 的 子 集 有 (”， ) 个 。 然 而 了 的 包含 个 元 素 的 子 集 或 
者 包含 a 和 S 中 的 一 1 个 元 素 ， 或 者 不 包含 a 但 包含 S 中 的 个 元 素 。 由 于 S 的 4 一 1 元 子 集 


有 (， ”| ) 个 ， 所 以 工会 e 在 内 的 元 子 集 有 ( ， ”| ) 个 。 又 由 于 S 的 & 元 子 集 有 (%) 个 ,所 以 T 


的 不 全 a 的 & 元 子 集 有 (”) 个 。 从 而 得 到 
(1 )= ("+0) 4 
”评注 这 里 给 出 了 巾 斯 卡 恒 等 式 的 一 个 组 合 证 明 。 也 可 以 从 关于 人“ ) 的 公式 通过 代数 
推导 来 证 明 这 个 恒等式 ( 见 本 节 练 习 19) 。 


评注 “对 所 有 整数 刀 ， 可 以 用 帕斯卡 恒等式 和 初始 条 件 (一 (7)=: 递归 地 定义 二 项 


式 系数 。 这 些 递归 定义 用 于 计算 二 项 式 系数 ， 因 为 使 用 这 些 递 归 定 义 只 需要 整数 加 法 。 
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帕斯卡 恒等式 是 二 项 式 系数 以 三 角形 表示 的 几何 排列 的 基础 ， 如 图 1 所 示 。 
(0) 1 
(3) (1) 3 
(3) (3) (2) 由 帕斯卡 恒等式 : 
G3) (1) (0) (3) (3) +(8)=(8) j 
(8) (1) (3) (3) (2 LL 
G3) (3) G3) GB) G) (3) i 
(5) (1) (5) (8) (4 (9 (95) 1 6 15 20 15 6 1 
GD) (D) 2) 3) 2) (D (WO) 1 7 
(3) (3) G) 3) (0) 3) (2) 9) (8) i 证 


a) b) 
图 1 帕斯卡 三 角形 
这 个 三 角形 的 第 nn 行 由 二 项 式 系数 


n 
( ) k=0,1,",n 
k 


组 成 。 这 个 三 角形 叫做 帕斯卡 三 角形 。 帕 斯 卡 恒 等 式 证 明 ， 当 这 个 三 角形 中 两 个 相 邻 的 二 项 式 
系数 相 加 时 ， 就 产生 了 下 一 行 在 这 两 个 系数 之 间 的 二 项 式 系 数 。 


6. 4.3 其 他 的 二 项 式 系数 恒等式 
我 们 从 众多 二 项 式 系数 恒等式 中 选择 两 个 恒等式 ， 用 它们 的 组 合 证 明 来 作为 本 节 的 结束 。 
范 德 蒙 德 恒等式 设 m,，n 和 rr 是非 负 整 数 ， 其 中 7 不 超过 m 或 n， 那 么 


(ell) 
加 。 评注 这 个 恒等式 是 由 18 世纪 数学 家 亚历山大 - 合 费 尔 。 范 德 荣 德 发 现 的 。 
证 “假定 在 第 一 个 集合 中 有 n 项 ,第 二 个 集合 中 有 项 。 从 这 两 个 集合 的 并 集中 取 + 个 元 
素 的 方式 数 是 (” ”). 


从 并 集中 取 r 个 元 素 的 另 一 种 方式 是 先 从 第 一 个 集合 中 取 个 元 素 ， 接 着 从 第 二 个 集合 中 


nts 


布 莱 斯 " 帕斯卡 (Blaise Pascal，1623 一 1662) ”帕斯卡 在 幼年 时 就 显现 出 他 的 才 
能 ， 虽然 他 的 父亲 (对 解析 几何 有 过 多 项 建树 ) 为 了 鼓励 他 在 其 他 方面 的 兴趣 ， 不 让 他 
接触 数学 书 。 帕 斯 卡 16 岁 时 就 发 现 了 圆锥 截面 中 的 一 个 重要 结果 。18 岁 时 他 设计 了 
一 部 计算 机 ， 建 造 后 将 其 卖 出 。 帕 斯 卡 和 费 马 一 起 竟 定 了 现代 概率 论 的 基础 。 在 他 的 
1 工作 中 有 对 现今 称 为 帕斯卡 三 角形 的 一 些 发 现 。1654 年 帕斯卡 放弃 了 对 数学 的 追求 ， 
转 而 研究 神学 。 在 那 以 后 ， 他 只 有 一 次 重 返 数 学 。 一 天 上 晚上， 他 因 剧 烈 牙 痛 而 心烦 意 
乱 。 他 想 通 过 研究 摆 线 性 质 来 缓解 疼痛 。 不 可 思议 的 是 牙 疼 居然 减退 了 ， 他 把 这 一 点 
看 成 上 天 赞成 他 研究 数学 的 暗示 。 
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取 x 一 k 个 元 素 ， 其 中 是 满足 0<h<r 的 整数 。 因 为 从 第 二 个 集合 中 选取 个 元 素 的 方法 是 
(%)， 从 第 一 个 集合 中 选取 + 一 个 元 素 的 方法 是 (,”,)， 所 以 由 乘积 法 则 ， 这 可 以 用 
(,”,)() 种 方式 完成 。 所以， 从 这 个 并 集中 选取 ”个 元 素 的 总 方式 数 等 于 >) ( ”,) (2) 4 

我 们 已 经 找到 从 一 个 加 个 元 素 集合 和 一 个 元 素 集 合并 集中 取 个 元 素 的 方法 数 的 两 种 表达 
式 。 这 就 证 明了 范 德 蒙 德 恒等式 。 





推论 4 来 自 范 德 蒙 德 恒等式 。 
论 如 果 寻 是 一 个 非 负 整 数 ， 那 么 
网 风光 
证 “在 范 德 蒙 德 恒等式 中 令 加 =r 二 n， 得 到 
(sD 
最 后 一 步 的 相等 使 用 了 恒等式 (”)= ( ”,). 4 
我 们 可 以 通过 计数 具有 不 同性 质 的 位 串 来 证 明 组 合 恒等式 ， 如 定理 4 的 证 明 所 示 。 
由 设 n 和 +r 是非 负 整数 ， rn， 那 么 
ie 
证 我 们 使 用 组 合 证 明 。 由 6. 3 节 例 14， 左 边 {” 1 ) 计 数 了 长 度 为 十 1 的 位 让 包含 了 
F 十 1 个 -15 


我 们 证 明 在 具有 r 二 1 个 1 的 位 串 中 ,通过 考虑 与 最 后 一 个 1 可 能 位 置 的 相关 情况 ， 等 式 
右边 计数 了 同样 的 对 象 。 这 最 后 一 个 1 一定 出 现在 位 置 r 十 1，r 十 2，…， 或 者 n 二 1。 此外， 如 
果 最 后 一 个 1 出 现在 第 位 ， 那 么 一 定 有 7 个 1 出 现在 前 8 一 1 位 。 因 此， 根据 6. 3 节 例 14， 这 


样 的 位 串 有 (“”。 ) 个 ， 对 所 有 的 上 求 和 ， 其 中 -十 1<h<n+1， 我 们 发 现 有 





7 十 1 | a 台 了 
2 
个 二 位 位 串 恰 含 有 -十 1 个 1。( 注 意 ， 最 后 一 步 是 改变 变量 7 一 4 一 1 的 结果 。) 由 于 左边 和 右边 
计数 了 同样 的 对 象 ， 因 此 相等 。 这 就 完成 了 证 明 。 4 
练习 
1. 求 (z 十 y)" 的 展开 式 。 
a) 使 用 组 合理 由 ， 如 例 1 所 示 。 b) 使 用 二 项 式 定理 。 
2. 求 (z 十 y)” 的 展开 式 。 
a) 使 用 组 合理 由 ， 如 例 1 所 示 。 b) 使 用 二 项 式 定 理 。 
un 


亚历山大 - 合 费 尔 * 范 德 蒙 德 (Alexandre- Théophile Vandermonde，1735 一 1796) ” 范 德 蒙 德 年 幼 时 体 弱 多 
病 ， 作 为 医生 的 父亲 让 他 从 事 音乐 职业 。 但 是 后 来 ， 他 对 数学 越 来 越 感 兴趣 。 他 完整 的 数学 工作 包含 在 
1771 一 1772 年 发 表 的 4 篇 论文 中 。 这 些 论 文 包含 了 在 方程 求 根 、 行 列 式 理论 以 及 骑士 旅行 问题 (在 10. 5 节 的 练 
习 中 介绍 ) 方 面 的 基础 贡献 。 范 德 蒙 德 对 数学 的 兴趣 只 持续 了 两 年 。 后 来 ， 他 在 和 声学 、 寒 冷 实验 以 及 钢 的 制 
造 等 方面 发 表 论 文 。 他 也 对 政治 发 生 了 兴趣 ， 参 加 了 法 国 革命 ， 并 且 在 政府 中 担任 了 多 个 不 同 的 职务 。 


= 
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. 求 (z 十 y) 的 展开 式 。 

. 求 在 (zx 十 y) ”的 展开 式 中 zx y 的 系数 。 

. 在 (x 十 y)'” 的 展开 式 中 有 多 少 项 ? 

. 在 (十 xz) 中 zz? 的 系数 是 什么 ? 

. 在 (2 一 xz)" 中 zx? 的 系数 是 什么 ? 

. 在 (3z 十 2y)7 中 zx*y 的 系数 是 什么 ? 

. 在 (2z 一 3y)2% 中 zy 的 系数 是 什么 ? 

. 给 出 一 个 关于 (zx 十 1/z)'” 的 展开 式 中 zx* 系数 的 公式 ， 其 中 是 整数 。 
.给 出 一 个 关于 (xz? 一 1/z)'” 的 展开 式 中 x* 系数 的 公式 ， 其 中 & 是 整数 。 


10 


. 帕斯卡 三 角形 中 包含 二 项 式 系数 ( 。) (0<h<10) 的 行 是 


1 10 45 120 210 252% 216 120 45 10 1 
用 帕斯卡 恒等式 计算 在 帕斯卡 三 角形 中 紧 接 这 行 下 面 的 男 一 行 。 


帕斯卡 三 角形 中 包含 二 项 式 系数 (，) (0<h<9) 的 行 是 什么 ? 
证 明 : 如 果 n 是 正 整数 ， 则 


er ed a ed ee 
证 明 ; 对 一 切 正 整 数 n 和 k(0 过 kn)， (1)<>. 


n 


a) 用 练习 14 和 推论 1 证 明 如 果 ”是 大 于 1 的 整数 ,那么 ( 


b) 从 确定 如 果 刀 是 正 整数 ， 那么”) 之 /2n。 


证 明 : 如 果 寺 和 有 是 整数 ， 其 中 1<k<n， 那么 (% )<*/2， 


设 5 是 整数 ，5 宇 7。 使 用 二 项 式 定理 和 帕斯卡 三 角形 中 适当 的 行 找 出 (11); 的 以 5 为 基 的 展开 式 [ 就 是 
以 5 为 基 的 数 (11), 的 4 次 方 ]。 


使 用 关于 (”) 的 公式 证 明 帕斯卡 人 恒等式。 
设 和 nn 是 整数 ，1 过 k 二 n， 证明 六 边 形 恒等式 

n—1 n n 十 1 n—1 n 7 十 1 

[1 k )=( k A pe 
这 些 项 在 帕斯卡 三 角形 中 构成 六 边 形 。 

n 一 站 
证 明 ， 如 果 n 和 是 整数 ，1<h<n, 那么 #(”)=n ("| )。 
a) 使 用 组 合 证 明 。[ 提 示 : 证 明 恒等式 两 边 计数 了 从 一 个 元 素 集合 中 选 个 元 素 ， 然 后 从 这 个 子 集 
中 再 选 1 个 元 素 的 方法 。] 


号 使 用 基于 6. 3 节 定理 2 给 出 的 ( " ) 公式 的 代数 证 明 。 


证 明 恒等式 (") (”)=(") ("_) 其 中 心 > 和 大 是 非 负 整数 且 r<n，A<r。 


kj \r—k 
a) 使 用 组 合 证 明 。 
b) 使 用 以 二 元 素 集合 的 > 组合 数 公式 为 基础 的 论证 。 
证 明 : 如 果 ” 和 R& 是 正 整 数 ， 那 么 
7 十 1 n 
( )=+D (1)/ 


使 用 这 个 恒等式 构造 一 个 二 项 式 系 数 的 归纳 定义 。 
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24. 


25, 


x 26. 


* 27。 


28. 


* 29. 


* 30. 


31. 
# 32。 
33. 


34. 


35, 


36. 


证 明 : 如 果 p 是 素数 ,是 满足 1<k 过 p 一 1 的 整数 ， 那么 整除 (%)。 
设 是 正 整数 ， 证 明 


证 明 
> (j= 人 


其 中 nn 和 7 是 正 整 数 。 
a) 用 组 合 论 证 
b) 用 帕斯卡 恒等式 


证 明 : 如 果 是正 整数 ， 则 ( 2 )=2 (7) + 


a) 使 用 组 合 论 证 
b) 通 过 代数 推导 


给 出 关于 Dk (1)= 2 的 组 合 证 明 。[ 提 示 ， 以 两 种 方法 计数 选择 一 个 委员 会 ， 然 后 选择 这 个 委 
k=1 

员 会 领导 的 方式 数 .] 
理 2 2 Pe 

给 出 关于 Dk(%) = =( 的 组 合 证 明 。[ 提 示 : 用 两 种 方法 计数 选择 一 个 委员 会 的 方式 数 ， 


如 果 这 个 委员 会 有 nn 个 成 员 ， 要 求 这些 成 员 选 自 n 个 数学 教授 和 个 计算 机 科学 教授 ， 并 使 得 委员 
会 的 主席 是 数学 教授 。] 
证 明 : 一 个 非 空 集合 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 数 与 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 数 相等 。 
使 用 数学 归纳 法 证 明 二 项 式 定理 。 
在 这 个 练习 里 ， 我 们 将 要 计数 zy 平面 上 在 原点 和 (m，n) 点 之 间 的 路 径 数 。 这 些 路 径 由 一 系列 步 构 
成 ， 其 中 每 一 步 是 向 右 或 者 向 上 移动 一 个 单位 (不 允许 向 左 或 向 下 移动 );。 下 图 给 出 了 两 条 这 种 从 (0， 
0) 到 (5，3) 的 路 径 ( 用 粗 线 标识 ) 。 

(5,3) (5,3) 


(0,0) (0,0) 


2) 证 明 上 述 每 条 这 种 类 型 的 路 径 可 以 用 由 滩 个 0 和 个 1 组 成 的 位 串 表 示 ， 其 中 0 表示 向 右 移动 一 
个 单位 ，1 表示 向 上 移动 一 个 单位 。 

中 从 a) 推断 存 在 着 (”””) 条 所 求 类 型 的 隆 径 . 
用 练习 33 证 明 (”) 二 (,”，)， 其 中 是 整数 ， 满 足 0<h<n。 [提示 : 考虑 在 练习 33 中 所 述 的 从 (0， 
0) 到 (nn 一 &,，&) 和 从 (0，0) 到 (&，n 一 &) 的 路 径 数 .] 

使 用 练习 33 证 明定 理 4。[ 提 示 : 计数 练习 33 所 描述 的 那 种 n 步 路 径 数 。 每 条 路 径 必须 在 一 个 (n 一 
k, k&) 点 结束 ， 其 中 k 二 0， ls 2 Nory n。] 

使 用 练习 33 证 明 帕斯卡 恒等式 。[ 提 示 : 显示 一 条 在 练习 33 所 描述 的 那 种 从 (0，0) 到 (n 十 1 一 k&， 如 ) 
并 通过 (n 十 1 一 一 芒 点 或 (n 一 上 点 但 不 同时 通过 这 两 点 的 路 径 。] 
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37. 使 用 练习 33 证 明 练习 27 中 的 恒等式 。[ 提示: 首先 注意 从 (0，0) 到 (n 十 1， 站 的 路 径 数 等 于 (” ，“) . 其 


次 ， 按 照 开始 向 上 恰好 走 个 单位 分 别 计数 每 一 类 路 径 ， 其 中 二 0，1，2，…，r， 然 后 对 结果 求 和 ,J 
38. 如 果 是 正 整 数 ， 则 》) 姑 (”) 二 nCn 二 1)2"-*， 给 出 组 合 证 明 。[ 提 示 : 证 明 等 式 两 边 计数 了 从 一 个 


n 元素 集 合 中 选 一 个 子 集 ， 再 从 子 集中 选 2 个 元 素 的 方法 ， 其 中 这 2 个 元 素 可 以 相同 。 而 且 ， 等 式 右 
边 可 以 表示 成 n(n 一 1)2"” ?十 n2"!。] 

* 39。 如 果 一 个 序列 的 前 若干 项 如 下 列 出 ， 对 于 它 的 第 ”项 确定 一 个 与 二 项 式 系数 有 关 的 公式 。[ 提 示 : 对 
帕斯卡 三 角形 的 观察 有 助 于 问题 的 求解 。 虽 然 以 这 一 组 给 定 的 项 作为 开始 的 序列 有 无 数 多 个 ， 但 下 
面 列 出 的 每 个 序列 都 是 所 求 的 那 种 序列 的 开始 。] 

a)13 33 3 105 15s 2 28 365 45， 56+ '606%, oo 

byls 4 10s 20, 35', 56，847 120, 165, 220% 和 

€)l1, 2, 6, 20, 70, 252, 924, 3432, 12 870, 48 620， 光 

ds Ts 25. 385, Or 10% ,205 355 707 126% 去 

eh. Fy Ls Br Ly 54 By 1 % 

Dl, 3, 15, 84,; 495, 3003, 18 564, 116 280, 735 471, 4 686 825，…， 


6.5 排列 与 组 合 的 推广 


6. 5.1， 引 育 

在 许多 计数 问题 中 ， 元 素 可 以 被 重复 使 用 。 例如， 一 个 字母 或 一 个 数字 可 以 在 一 个 车 牌 中 
多 次 使 用 。 当 选择 一 打 多 纳 圈 时 ， 每 种 可 以 被 重复 地 选择 。 这 与 本 章 前 面 讨论 的 计数 问题 形成 

ws 加 对 照 ， 因 为 那里 我 们 只 考虑 每 项 至 多 可 以 使 用 一 次 的 排列 和 组 合 。 在 这 一 节 我 们 将 介绍 怎样 求 

解 元 素 可 以 多 次 使 用 的 计数 问题 。 

还 有 ， 某 些 计 数 问题 涉及 不 可 区 别 的 元 素 。 例 如 ， 为 计数 单词 SUCCESS 的 字母 可 能 被 重 
新 排列 的 方式 数 ， 必 须 考虑 相同 字母 的 放置 。 这 又 与 前 面 讨 论 的 所 有 元 素 都 被 认为 是 不 同 的 计 
数 问题 大 相 径 庭 。 在 这 一 节 ， 我 们 将 描述 怎样 求解 某 些 元 素 是 不 可 区 别 的 计数 问题 。 

此 外 ， 这 一 节 也 将 解释 怎样 求解 另 一 类 重要 的 计数 问题 ， 即 计数 把 不 同 的 元 素 放 人 盒子 的 
方法 数 的 问题 。 这 种 问题 的 一 个 例子 是 把 扑克 牌 发 给 4 个 玩 牌 人 的 不 同 的 方式 数 。 

把 本 章 前 面 描述 的 方法 与 这 一 节 引 入 的 方法 一 起 考虑 ， 就 构成 一 个 求解 广泛 的 计数 问题 的 
有 用 工具 箱 。 当 把 第 7 章 讨论 的 新 方法 再 加 到 这 个 库 时 ， 你 将 能 够 求解 在 广泛 的 研究 领域 中 产 
生 的 大 多 数 计数 问题 。 


6. 5.2 有 重复 的 排列 

当 元 素 允 许 重复 时 ， 使 用 乘积 法 则 可 以 很 容易 地 计数 排列 数 ， 如 例 1 所 示 。 

例 1 用 英文 大 写字 母 可 以 构成 多 少 个 长 度 为 的 字符 串 ? 

解 ”因为 有 26 个 大 写字 母 ， 且 每 个 字母 可 以 被 重复 使 用 ， 所 以 由 乘积 法 则 可 以 看 出 存在 
26" 个 长 度 为 > 的 字符 串 。 4 

定理 1 给 出 了 当 人 允许 重复 时 一 个 n 元 素 集合 的 r 排列 数 。 

本 天 具有 ?个 对 象 的 集合 允许 重复 的 排列 数 是 n'。 

证 当 允 许 重复 时 ,在 7 排列 中 对 7 个 位 置 中 的 每 个 位 置 有 种 方式 选择 集合 的 元 素 ， 因 为 对 
每 个 选择 ， 所 有 个 物体 都 是 有 效 的 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 当 允许 重复 时 存在 wi 个 排列。 4 


6. 5.3 有 重复 的 组 合 
考虑 下 面 允 许 元 素 重 复 的 组 合 的 实例 。 
例 2 ”从 包含 苹果 、 橙 子 和 梨 的 碗 里 选 4 个 水 果 。 如 果 选 择 水 果 的 顺序 无 关 ， 且 只 关心 水 
果 的 类 型 而 不 管 是 该 类 型 的 哪 一 个 水 果 ， 那 么 当 碗 中 每 类 水 果 至 少 有 4 个 时 有 多 少 种 选 法 ? 
解 ” 为 了 求解 这 个 问题 ， 我 们 列 出 选择 水 果 的 所 有 可 能 的 方式 。 共 有 15 种 方式 : 
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4 个 苹果 4 个 橙子 4 个 梨 

3 个 苹果 ，1 个 橙子 3 个 苹果 ，1 个 梨 3 个 橙子 ，1 个 苹果 

3 个 橙子 ，1 个 梨 3 个 梨 ，1 个 苹果 3 个 梨 ，1 个 橙子 

2 个 苹果 ，2 个 橙子 2 个 苹果 ，2 个 梨 2 个 橙子 ，2 个 梨 

2 个 苹果 ，1 个 橙子 ，1 个 梨 2 个 橙子 ，1 个 苹果 ，1 个 梨 2 个 梨 ，1 个 苹果 ，1 个 橙子 

这 个 解 是 从 3 个 元 素 的 集合 {苹果 ， 枪 子 ， 梨 } 中 允许 重复 的 4 组 合 数 。 4 


为 求解 这 种 类 型 的 更 复杂 的 计数 问题 ,我们 需要 计数 一 个 元素 集 合 的 7 组合 的 一 般 方 
法 。 在 例 3 中 ， 我 们 将 给 出 这 一 方法 。 

例 3 从 包含 1 美元、2 美元 、5 美元 、10 美元 、20 美元 、50 美元 及 100 美元 的 钱 袋 中 选 
5 张 纸币 ， 有 多 少 种 方式 ? 假定 不 管 纸币 被 选 的 次 序 ， 同 种 币值 的 纸币 都 是 不 加 区 别 的 ， 并 且 
至 少 每 种 纸币 有 5 张 。 

解 ” 因 为 纸币 被 选 的 次 序 是 无 关 的 且 7 种 不 同类 型 的 纸币 都 可 以 选 5 次 ， 所 以 问题 涉及 的 
是 计数 从 7 个 元 素 的 集合 中 允许 重复 的 5 组 合 数 。 列 出 所 有 的 可 能 性 将 是 乏味 的 ， 因 为 存在 许 
多 的 解 。 相 反 ， 我 们 将 给 出 一 种 方法 来 计数 允许 重复 的 组 合 数 。 

假设 一 个 零钱 盒子 有 7 个 隔 间 ， 每 个 隔 间 保存 一 种 纸币 ， 如 图 1 所 示 。 这 些 隔 间 被 6 块 隔 
板 分 开 ， 如 图 中 所 画 的 。 每 选择 1 张 纸币 就 在 相应 的 隔 间 里 放置 1 个 标记 。 图 2 针对 选择 5 张 
纸币 的 3 种 不 同方 式 给 出 了 这 种 对 应 ， 其 中 的 竖 线 表示 6 个 隔 板 ， 星 表示 5 张 纸币 。 
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图 2 选择 5 张 纸币 的 方式 实例 


选择 5 张 纸币 的 方法 数 对 应 了 在 总 共 11 个 位 置 的 一 行 中 安排 6 条 竖 线 和 5 颗 星 的 方法 数 。 
因此 ， 选 择 5 张 纸币 的 方法 数 就 是 从 11 个 可 能 的 位 置 选 5 颗 星 位 置 的 方法 数 。 这 对 应 了 从 含 
11 个 元 素 的 集合 中 无 序 地 选择 5 个 元 素 的 方法 数 ， 可 以 有 C(11，5) 种 方式 。 因 此 存在 


= 
C(11,5) = 5161 一 462 
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种 方式 从 有 7 类 纸币 的 袋 中 选择 5 张 纸币 。 | 
定理 2 将 这 个 讨论 一 般 化 。 
nn 个 元 素 的 集合 中 允许 重复 的 r+ 组合 有 Cn 十 r 一 1]，7)= 二 Cn 十 r 一 1]，n 一 1) 个 。 
证 当 人 允许 重复 时 ， nn 元 素 集 合 的 每 个 r 组 合 可 以 用 nn 一 1 条 竖 线 和 ~ 颗 星 的 列表 来 表示 。 
这 n 一 1 条 竖 线 用 来 标记 n 个 不 同 的 单元 。 当 集合 的 第 i 个 元 素 出 现在 组 合 中 时 ,第 i 个 单元 就 
包含 1 颗 星 。 例 如 ，4 元 素 集合 的 一 个 6 组 合用 3 条 竖 线 和 6 颗 星 来 表示 。 这 里 
xx | || 
代表 了 恰 包 含 2 个 第 一 元 素 、1 个 第 二 元 素 、0 个 第 三 元 素 和 3 个 第 四 元 素 的 组 合 。 
正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 包 含 "一 1 条 竖 线 和 7r 颗 星 的 每 一 个 不 同 的 表 对 应 了 nn 元素 集 合 的 
允许 重复 的 一 个 7 组合。 这 种 表 的 个 数 是 C(n 一 1 十 r+，r)， 因 为 每 个 表 对 应 了 从 包含 + 颗 星 和 
n 一 1 条 竖 线 的 n 一 1 十 r 个 位 置 中 取 r 个 位 置 来 放 颗 星 的 一 种 选择 。 这 种 表 的 个 数 还 等 于 
Cln 一 1 十 r，n 一 1)， 因 为 每 个 表 对 应 于 取 ”一 1 个 位 置 来 放 ”一 1 条 竖 线 的 一 种 选择 。 4 
例 4 一 6 说 明 怎 样 使 用 定理 2。 
| 例 4 设 一 家 甜点 店 有 4 种 不 同类 型 的 甜点 ， 那 么 从 中 选 6 块 甜点 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
假定 只 关心 甜点 的 类 型 ， 而 不 管 是 哪 一 块 甜点 或 者 选择 的 次 序 。 
解 选择 6 块 甜 点 的 方式 数 是 具有 4 元 素 集合 的 6 组 合 数 。 由 定理 2， 这 等 于 C(4 十 6 一 1， 
6) 王 C(9,6)。 由 于 
9。8。7 
CC9,6) = C(9,3) 一 全 3。 一 
所 以 ,选择 6 块 甜点 的 不 同方 式 数 有 84 种 。 | 
定理 2 也 可 以 用 于 求 给 定 线性 方程 的 整数 解 的 个 数 。 这 可 以 由 例 5 来 说 明 。 
例 5 方程 


84 





Zi 十 Zi 十 Zi 一 11 
有 多 少 个 解 ? 其 中 zi 、z 和 x 是 非 负 整数 。 
解 ” 为 计数 解 的 个 数 ， 注 意 一 个 解 对 应 了 从 3 元 素 集 合 中 选 11 个 元 素 的 方式 ， 以 使 得 zz 
选 自 第 一 类 、z 选 自 第 二 类 、z 选 自 第 三 类 。 因 此 ， 解 的 个 数 等 于 3 元 素 集 合 允 许 重复 的 11 
组 合 数 。 由 定理 2， 存 在 解 的 个 数 为 


153 
当 对 变 元 加 上 限制 时 ， 也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 例 如 ， 当 变 元 是 满足 zi 二 1、 
Zs 宇 2 且 zx 之 3 的 整数 时 ， 也 可 以 求 出 这 个 方程 的 解 的 个 数 。 满 足 此 限制 的 方程 的 解 对 应 于 11 
项 的 选择 ， 使 得 项 zx; 取 自 第 一 类 、 项 zx; 取 自 第 二 类 、 项 zs 取 自 第 三 类 ， 并 且 第 一 类 元 素 至 
少 取 1 个、 第 二 类 元 素 至 少 取 2 个 、 第 三 类 元 素 至 少 取 3 个 。 因 此 ， 先 选 1 个 第 一 类 的 元 素 ， 
2 个 第 二 类 的 元 素 ，3 个 第 三 类 的 元 素 ; 然后 再 多 选 5 个 元 素 。 由 定理 2， 可 以 用 
CC(3+5—1,5) = C7,5) = C07,2) = 5 


种 方式 做 到 。 于 是 ， 对 给 定 限制 的 方程 存在 21 个 解 。 4 
表 1 人 允许 和 不 允许 重复 的 组 合 与 排列 
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例 6 显示 了 怎样 计数 在 确定 变量 值 时 产生 的 允许 重复 的 组 合 数 ， 当 每 次 通过 某 一 类 确定 的 
艇 套 循 环 时 ， 这 个 变量 的 值 都 会 增加 。 
例 6 在 下 面 的 伪 码 被 执行 后 ，& 的 值 是 什么 ? 


k:=0 
for i :一 1 ton 








for i, :=1 to 


for i, :=1 to i,_1 
k :二 k 十 1 


解 & 的 初 值 是 0， 且 对 于 满足 
l1<i, Sin1 人 Sien 
的 整数 序列 i a Wa 每 次 通过 这 个 艇 套 循 环 时 & 的 值 就 加 1 。 这 种 整数 序列 的 个 数 是 从 
人 1，2，…，n}) 中 允许 重复 地 选择 m 个 整数 的 方式 数 。( 为 看 到 这 一 点 ， 只 需 注意 一 旦 这 个 整数 
序列 选 定 以 后 ， 如 果 我 们 按 非 降 顺 序 排列 序列 中 的 整数 ， 那 么 就 唯一 地 确定 了 一 组 对 i,， 





in-1，"…， 的 赋值 。 相 反 ， 每 个 这 样 的 赋值 对 应 了 一 个 唯一 的 无 序 集合 .) 所 以 ， 由 定理 2 得 
出 在 这 个 代码 被 执行 后 =Cln 十 m 一 1，m)。 4 


从 一 个 对 元 素 集合 中 允许 重复 和 不 允许 重复 地 选择 ~ 个 元 素 ， 其 有 序 或 无 序 的 选择 数 的 公 
式 由 表 1 给 出 。 


6.5.4 具有 不 可 区 别 物体 的 集合 的 排列 

在 计数 问题 中 某 些 元 素 可 能 是 没有 区 别 的 。 在 这 种 情况 下 ， 必 须 小 心 避 免 重 复 计数 。 考 虑 
例 7。 

例 7 重新 排序 单词 SUCCESS 中 的 字母 能 构成 多 少 个 不 同 的 串 ? 

解 ”因为 SUCCESS 中 的 某 些 字母 是 重复 的 ， 所 以 答案 并 不 是 7 个 字母 的 排列 数 。 这 个 单 
词 包含 3 个 S、2 个 C、1 个 U 和 1 个 下 。 为 确定 重新 排序 单词 中 的 字母 能 构成 多 少 个 不 同 的 
串 ， 首 先 注意 3 个 S 可 以 用 C(7，3) 种 不 同 的 方式 放 在 7 个 位 置 中 ， 剩 下 4 个 空位 。 然 后 可 以 
用 C(4，2) 种 方式 放 2 个 C， 留 下 2 个 空位 。 又 可 以 用 C(2，1) 种 方式 放 U， 留 下 1 个 空位 。 因 
此 ， 放 下 只 有 C(1，1) 种 方式 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 产 生 的 不 同 的 串 数 是 


了 41 21 1 
COSIOCd 2 C1)YCC1 1)= 3141 * 2121 “ T1171 ° 1101 
了 
31211111 
一 420 本 


使 用 和 例 7 同样 的 推理 ， 能 够 证 明定 理 3。 
设 类 型 1 的 相同 的 物体 有 nn 个 ， 类 型 2 的 相同 的 物体 有 nn 个 ，…， 类 型 的 相 
同 的 物体 有 nn 个 ， 那 么 nn 个 物体 的 不 同 排列 数 是 
1 
721 TD 
证 ”为 了 确定 排列 数 ， 首 先 注意 可 以 用 CC(n，n) 种 方式 在 nn 个 位 置 中 放 类 型 1 的 个 物 
体 ， 剩 下 n 一 ni 个 空位 。 然 后 用 CCn 一 ny，n;) 种 方式 放 类 型 2 的 物体 ， 剩 下 nn 一 nn 一 nz 个 空位 。 
继续 放 类 型 3 的 物体 ， …， 类 型 & 一 1 的 物体 ， 直 到 最 后 可 用 Cn 一 一 ns 一 … 一 41， mx ) 种 方 
式 放 类 型 & 的 物体 。 因 此 ， 由 乘积 法 则 ， 不 同 排列 的 总 数 是 
CGCa7 Cn— mm Cn—n 一 一 7 y727) 
2 nl (a=="n. 7 (sa) ais 
milan nn— nO— m2)! nl101 
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6.5.5 把 物体 放 入 盒子 

许多 计数 问题 都 可 以 通过 枚 举 把 不 同 物体 放 人 不 同 盒子 的 方式 数 来 解决 (这 些 放 人 盒子 的 
物体 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 ) 。 这 些 物体 既 可 以 是 可 辨别 的 ， 即 每 个 都 是 不 同 的 ， 也 可 以 是 不 可 
辨别 的 ， 即 认为 每 个 都 是 相同 的 。 可 辨别 的 物体 有 时 称 为 有 标号 的 ， 而 不 可 辨别 的 物体 则 称 为 
没有 标号 的 。 类 似 地 ， 盒 子 也 可 以 是 可 辨别 的 ， 即 每 个 盒子 都 不 同 ， 也 可 以 是 不 可 辨别 的 ， 即 
每 个 都 相同 。 可 辨别 的 盒子 通常 称 为 有 标号 的 ， 而 不 可 辨别 的 盒子 则 称 为 没有 标号 的 。 当 利用 
把 物体 放 入 盒子 的 模型 来 解决 计数 问题 时 ， 需 要 确定 物体 是 不 是 有 标号 的 ， 盒 子 是 不 是 有 标号 
的 。 尽 管 从 计数 问题 的 内 容 中 可 以 明确 地 做 出 决定 ， 但 计数 问题 有 时 是 不 明确 的 ， 这 使 我 们 很 
难 确定 究竟 使 用 哪个 模型 。 这 种 情况 下 ， 最 好 的 办 法 就 是 说 明 你 做 了 什么 样 的 假定 ， 并 解释 为 
什么 你 所 选择 的 模型 与 你 所 做 的 假定 是 不 相 违 背 的 。 

我 们 将 会 看 到 ， 计 算 把 物体 放 人 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 ， 不 管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ， 这 种 
计数 问题 都 有 闭 公 式 。 然 而 不 幸 的 是 ， 如 果 要 计算 把 物体 放 人 不 可 辨别 的 盒子 里 的 方式 数 ， 不 
管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ， 这 种 计数 问题 都 没有 闭 公式 。 

可 辨别 的 物体 与 可 辨别 的 盒子 ”首先 考虑 把 可 辨别 的 物体 放 入 可 辨别 的 盒子 时 的 情况 。 考 
虑 例 8， 在 该 例子 中 ， 物 体 就 是 扑克 牌 ， 盒子 就 是 选手 的 手 。 

例 8 有 多 少 种 方式 把 52 张 标准 的 扑克 牌 发 给 4 个 人 使 得 每 个 人 有 5 张 牌 ? 

解 ” 我 们 将 使 用 乘积 法 则 求解 这 个 问题 。 开 始 时 ， 第 一 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 CC(52，5) 
种 方式 。 第 二 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 C(47，5) 种 方式 ， 因 为 只 剩 下 47 张 牌 。 第 三 个 人 得 到 5 
张 牌 可 以 有 C(42，5) 种 方式 。 最 后 ， 第 四 个 人 得 到 5 张 牌 可 以 有 C(37，5) 种 方式 。 因 此 ， 发 
给 4 个 人 每 人 5 张 牌 的 方式 总 数 是 


.252 Cy ， 李 上 2 
C(52,5)C(47,5)C(42,5)C(37,5) = 17151 * 22151 * 37151 ° 32151 

心 521 

”515!1515!1321 4 


评注 倒 8 的 解 等 于 52 个 物体 的 排列 数 ， 这 些 物 体 分 成 5 个 不 同 的 类 ， 其 中 4 类 ， 

每 类 有 5 个 相同 的 物体 ， 第 五 类 有 32 个 物体 。 可 以 通过 在 这 种 排列 和 给 人 发 牌 之 间 

定义 一 个 一 一 对 应 来 说 明 这 个 等 式 。 为 了 定义 这 个 对 应 ， 首 先 把 牌 从 1 到 52 排序 。 

然后 将 发 给 第 一 个 人 的 牌 与 分 配给 第 一 类 物体 在 排列 中 的 位 置 对 应 。 类 似 地 ， 发 给 第 

二 、 第 三 和 第 四 个 人 的 牌 分 别 与 第 二 、 第 三 、 第 四 类 物体 所 分 配 的 位 置 对 应 。 没 有 发 

给 任何 人 的 牌 与 第 五 类 物体 所 分 配 的 位 置 对 应 。 读 者 应 该 能 够 验证 这 是 一 个 一 一 

对 应 。 

例 8 是 涉及 把 不 同 的 物体 分 配 到 不 同 的 盒子 的 一 个 典型 的 问题 。 这 些 不 同 的 物体 是 52 张 
牌 ，5 个 不 同 的 盒子 是 4 个 人 的 手 和 其 余 的 牌 。 可 以 使 用 下 面 的 定理 求解 把 不 同 的 物体 分 配 到 
不 同 的 盒子 的 计数 问题 。 

后 到] 把 ”个 不 同 的 物体 分 配 到 & 个 不 同 的 盒子 使 得 mi 个 物体 放 入 盒子 10G 一 1，2，…， 
及) 的 方式 数 等 于 

nl! 
ni ln ln ! 

定理 4 可 以 使 用 乘积 法 则 证 明 。 详 细 证 明 见 本 节 练 习 47。 它 也 可 以 通过 在 定理 3 计数 的 排 
列 和 定理 4 计数 的 放 物 体 的 方法 之 间 建 立 一 一 对 应 来 给 出 证 明 ( 见 练习 48) 。 

不 可 辨别 的 物体 与 可 辨别 的 盒子 “计算 将 对 个 不 可 辨别 的 物体 放 人 个 可 辨别 的 盒子 的 方 
法 数 问题 ， 其 结果 等 价 于 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 对 具有 个 元 素 的 集合 计算 n 组 合 数 的 问 
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题 。 其 原因 是 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 具 有 个 元 素 集合 的 组 合 数 与 将 nn 个 不 可 辨别 的 球 
放 和 人 & 个 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 的 关系 。 为 了 建立 这 种 对 应 关系 ， 每 次 
将 一 个 球 放 入 第 i 个 盒子 ， 则 对 应 于 集合 中 的 第 i 个 元 素 被 纳入 了 nn 组 合 。 

例 9 将 10 个 不 可 辨别 的 球 放 入 8 个 可 辨别 的 桶 里 ， 共 有 多 少 种 方法 ? 

解 将 10 个 不 可 辨别 的 球 放 入 8 个 可 辨别 的 桶 里 的 方法 数 等 于 在 允许 重复 计数 的 情况 下 ， 
从 具有 8 个 元 素 的 集合 中 取出 的 10 组 合 的 个 数 。 因 此 有 


CC8 十 10 一 1,10) = C(17,10) = 1} = 19 448 4 


这 意味 着 有 CC(n 十 r 一 1，n 一 1) 种 方法 将 7 个 不 可 辨别 的 球 放 入 xn 个 可 辨别 的 盒子 。 

可 辨别 的 物体 与 不 可 辨别 的 盒子 ”计算 将 个 可 辨别 的 物体 放 入 & 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方 
式 数 问题 ， 比 计算 将 物体 (不 管 物体 是 不 是 可 辨别 的 ) 放 入 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 问题 困难 。 我 
们 将 用 一 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 

例 10 将 4 个 不 同 的 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 室 ， 有 多 少 种 方式 ?其 中 每 间 办 公 室 
可 以 安排 任意 个 数 的 雇员 。 

解 ”我 们 将 通过 枚 举 雇员 安排 在 办 公 室 的 所 有 方式 来 求解 该 问题 。 设 A、B、C、DD 分 别 
代表 4 个 雇员 。 首 先 注 意 可 以 把 4 个 雇员 都 安排 在 同一 间 办 公 室 ; 也 可 以 将 3 个 雇员 安排 在 同 
一 间 办 公 室 ， 第 4 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ; 也 可 以 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 另 外 
2 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ; 最后， 还 可 以 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 另外 2 个 雇 
员 各 安排 一 间 不 同 的 办 公 室 。 上 述 每 一 种 安排 方式 都 可 以 用 把 A、B、C、DD 分 成 不 相交 的 子 
集 的 方式 来 表示 。 

恰好 有 一 种 方式 将 所 有 4 个 雇员 都 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 用 {{A，B，C，D)}} 来 表示 。 人 恰 
好 有 4 种 方式 将 3 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 第 4 个 雇员 安排 在 另 一 间 不 同 的 办 公 室 ， 用 
{({As B; C}; {D}}、 {{A: B, D}; (GT ({As C D}, {B}} 和 {({Bs CD) {A})} 来 表 
示 。 人 恰好 有 3 种 方式 将 2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 另 外 2 个 雇员 安排 在 另 一 间 办 公 室 ， 用 
{{A，B}, {C, D}}、{{A，C}，{B,，D}} 和 {{A，D}，{B，C}}) 来 表示 。 最 后 ， 有 6 种 方式 将 
2 个 雇员 安排 在 同一 间 办 公 室 ， 而 另外 2 个 雇员 各 安排 一 间 不 同 的 办 公 室 。 分 别 用 {{A，B)， 
{EY (DY {{AV ‘CC}S AB}, {DY}: {As DY {(B}, tC}, (LUBY Cy A}, {ID} {({B, 
D}，{A}，{C}} 和 {{C，D}，{A}，{B})}) 来 表示 。 

计算 所 有 的 可 能 性 ， 得 到 共有 14 种 方式 将 4 个 不 同 的 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 
室 。 思 考 这 个 问题 的 另外 一 种 方法 是 ， 将 要 安排 的 办 公 室 数 是 多 少 。 注 意 将 4 个 不 同 雇员 安 
排 在 3 间 不 可 辨别 的 办 公 室 ( 没 有 空 办 公 室 ) 共 有 6 种 方式 ,将 4 个 不 同 雇员 安排 在 两 间 不 可 
辨别 的 办 公 室 (有 一 间 空 办 公 室 ) 共 有 7 种 方式 ， 将 4 个 不 同 雇员 全 安排 在 同一 间 办 公 室 共有 
1 种 方式 。 S| 

关于 计算 把 nn 个 可 辨别 的 物体 放 入 j 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 问 题 ， 我 们 没有 一 个 简单 
可 用 的 闭 公式 。 但 是 ， 却 有 一 个 求 和 计算 公式 ,下 面 将 给 出 这 个 公式 。 设 S(n,， 站 表示 将 nn 个 
可 辨别 的 物体 放 入 j 个 不 可 辨别 的 盒子 的 方式 数 ， 其 中 不 允许 有 空 的 盒子 。 数 SCz，7) 称 为 第 
二 类 斯 特 林 数 。 例 如 ， 例 10 证 明了 SC4，3)=6、S(C4，2) 王 7 和 S(4,，1) 二 1。 我 们 看 到 将 nn 个 
可 辨别 的 物体 放 人 个 不 可 辨别 的 盒子 (其 中 非 空 的 盒子 数 等 于 &，A& 一 1，…，2， 或 1) 的 方式 
数 等 于 》)” ,SCn,j) 。 例 如 ， 跟 踪 例 10 的 推理 过 程 ， 将 4 个 不 同 雇员 安排 在 3 间 不 可 辨别 的 
办 公 室 共有 S(4，1) 十 SC(4，2) 十 SC4，3) 王 1 十 7 十 6 王 14 种 方式 。 利 用 容 斥 原理 ( 见 8.6 节 ) 可 
以 证 明 : 


1 蕊 ;人 3 
SN = ED [全 = 有 
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因此 ， 将 nn 个 不 可 辨别 的 物体 放 人 个 可 辨别 的 盒子 的 方法 数 等 于 
: , 所 | 
2 Sm) 一 之 元 DD (于 
评注 ”读者 可 能 关心 第 一 类 斯 特 林 数 。 关 于 无 符号 第 一 类 斯 特 林 数 的 组 合 定义 、 第 一 类 
斯 特 林 数 的 绝对 值 可 以 从 补充 练习 47 的 导言 中 找到 。 关 于 第 一 类 斯 特 林 数 的 定义 、 关 于 
第 二 类 斯 特 林 数 的 详细 信息 、 学 习 更 多 关于 第 一 类 斯 特 林 数 和 两 类 斯 特 林 数 之 间 关 系 ， 可 
以 参考 组 合 数 学 教材 ， 如 [B607]、[Br99]、[RoTe05] 以 及 [MiRo91] 中 的 第 6 章 。 


不 可 辨别 的 物体 与 不 可 辨别 的 盒子 ”有些 计 数 问题 可 以 通过 确定 将 不 可 辨别 的 物体 放 和 人 不 
可 辨别 的 盒子 的 方式 数 而 得 解决 。 用 一 个 例子 来 说 明 这 一 原理 。 
例 11 将 同一 本 书 的 6 个 副本 放 到 4 个 相同 的 盒子 里 ， 其 中 每 个 盒子 都 能 容纳 6 个 副本 ， 
有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
解 ”我 们 来 枚 举 所 有 的 放 人 方式 。 对 每 一 种 放 人 方式 ， 将 按照 具有 最 多 副本 数 的 盒子 的 次 
序 依次 列 出 每 个 盒子 里 的 副本 数 ， 即 列 出 的 次 序 是 递减 的 。 那 么 ， 放 人 方式 有 
6， 


2, 2» 1 1 

例如 ，4，1，1 表示 : 有 一 个 盒子 中 有 4 份 副 本 、 第 二 个 盒子 中 有 1 份 副本 、 第 三 个 盒子 
中 有 1 份 副本 (第 四 个 盒子 是 空 的) 。 因 为 已 经 枚 举 了 将 6 个 副本 放 到 最 多 4 个 盒子 里 的 所 有 方 
式 ， 我 们 知道 ， 共 有 9 种 方式 来 完成 这 项 任务 。 4 

将 对 个 不 可 辨别 的 物体 放 人 下 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 等 价 于 将 n 写成 最 多 & 个 非 递 增 正 整数 
的 和 。 如 果 a ta ta =ns 其 中 dl, G42 ”0 都 是 正 整数 ， 且 wa 之 am 之 … 之 0 那么 就 
说 ai，a;，…，a; 是 将 正 整 数 n 划分 成 7 个 正 整 数 的 一 个 划分 。 可 以 看 到 ， 如 果 p(n) 是 将 正 
整数 n 划分 成 最 多 k 个 正 整 数 的 方式 数 ， 那 么 将 nn 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 & 个 不 可 辨别 的 盒子 
里 的 方式 数 就 是 p(n)。 关 于 这 个 数 ， 我 们 没有 更 简单 的 公式 来 表示 它 。 从 参考 资料 LRollj] 可 
以 找到 正 整数 划分 的 更 多 信息 。 


练习 

1. 从 一 个 3 元 素 集合 中 允许 重复 地 有 序 选 取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

2. 从 一 个 5 元 素 集合 中 允许 重复 地 有 序 选取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

3.6 个 字母 的 字符 串 有 多 少 个 ? 

4. 每 天 一 个 学 生 从 一 堆 包 好 的 三 明治 中 随机 选 1 块 三 明治 作为 午饭 。 如 果 有 6 种 三 明治 并 且 选 择 三 明治 
的 次 序 无 关 ， 在 一 周 的 7 天 里 这 个 学 生 选 择 三 明治 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

. 分 配 3 种 工作 给 5 个 雇员 ， 如 果 每 个 雇员 可 以 得 到 1 种 以 上 的 工作 ， 那么 有 和 多少 种 不 同 的 分 配方 式 ? 
. 从 一 个 3 元 素 集合 中 允许 重复 地 无 序 选取 5 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

。 从 一 个 5 元 素 集合 中 允许 重复 地 无 序 选 取 3 个 元 素 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

.从 一 个 商店 的 21 种 多 纳 圈 中 选择 12 个 多 纳 图 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

. 一 个 百 吉 饼 店 有 洋 列 百 吉 饼 、 婴 票子 百 吉 饼 、 鸡 蛋 百 吉 饼 、 威 味 百 吉 饼 、 粗 制 保 麦 百 吉 饼 、 芝 麻 百 吉 
饼 、 葡 萄 干 百 吉 饼 和 普通 百 吉 饼 ， 有 多 少 种 方式 选择 
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a)6 个 百 吉 饼 ? 

b)12 个 百 吉 饼 ? 

c)24 个 百 吉 饼 ? 

d)12 个 百 吉 饼 ， 并且 每 类 至 少 有 1 个 ? 

e)12 个 百 吉 饼 ， 并 且 至 少 有 3 个 鸡蛋 百 吉 饼 和 不 超过 2 个 威 味 百 吉 饼 ? 


10. 一 个 新 月 形 面包 店 有 普通 新 月 形 面 包 、 栅 桃 新 月 形 面包 、 巧 克 力 新 月 形 面包 、 查 仁 新 月 形 面 包 、 苹 


11. 
12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 
18. 
19. 


20. 


21. 
22. 
23. 
24. 


一 


25. 


26. 


27， 


28. 


29. 


30. 


果 新 月 形 面 包 和 椰 菜 新 月 形 面包 。 有 多少 种 方式 选择 

a)12 个 新 月 形 面包 ? 

b)36 个 新 月 形 面 包 ? 

c)24 个 新 月 形 面包 ， 并 且 至 少 每 类 有 2 个 ? 

d)24 个 新 月 形 面 包 ， 并 且 不 超过 2 个 椰 菜 的 ? 

e)24 个 新 月 形 面包 ， 并 且 至 少 5 个 巧克力 的 且 至 少 3 个 杏仁 的 ? 

f)24 个 新 月 形 面包 ， 并 且 至 少 1 个 普通 的 ， 至 少 2 个 樱桃 的 ， 至 少 3 个 巧克力 的 ， 至 少 1 个 杏仁 的 ， 
至 少 2 个 苹果 的 和 不 超过 3 个 椰 菜 的 ? 

一 个 小 猪 储 钱 钠 包 含 100 个 相同 的 1 美 分 和 80 个 相同 的 5 美 分 硬币 ， 从 中 选 8 个 硬币 有 多 少 种 方式 ? 
如 果 一 个 小 猪 储 钱 饶 中 有 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 、25 美 分 、50 美 分 等 硬币 ， 那 么 20 个 硬币 有 和 多少 


种 不 同 的 组 合 ? 
一 个 出 版 商 有 3000 本 离散 数学 书 ， 如 果 这 些 书 是 没有 区 别 的 ， 那 么 将 这 些 书 存储 在 3 个 库房 有 多 少 
种 方式 ? 


设 zi1、zx:、xs 和 zs 是 非 负 整 数 ， 方 程 zi 十 zz 十 zs 十 Zs 二 17 有 多 少 个 解 ? 
方程 十 zz 十 zs 十 zx 十 zs 一 21 有 多 少 个 解 ? 其 中 zx;(i=1，2，3，4，5) 是 非 负 整数 ， 并 且 使 得 


a)Zi 之 ] 了 元 之 2 1，2 3, 4, '5 

c)0 委 zi 委 10 DORNHiS, ICE, rs15 

方程 zi 十 Zz 十 Xs 十 Zs 十 Zs 十 Ze 二 29 有 多 少 个 解 ? 其 中 zi (i 二 1，2，3，4，5，6) 是 非 负 整 数 ， 并 且 
使 得 

wm ls =, 2 3 4 5 6 Dai 宇 l ww 二 2， 二 39 六 二 4y' Wi 之 3y 6 
ze5 dzli<8，xzz 之 8 


有 多 少 10 位 三 进 制 数字 (0、1 或 2) 串 恰 含 有 2 个 0、3 个 1 和 5 个 2? 

有 多 少 20 位 十 进 制 数 字 串 含有 2 个 0、4 个 1、3 个 2、1 个 3、2 个 4、3 个 5、2 个 7 和 3 个 9? 
假设 一 个 大 家 庭 有 14 个 孩子 ， 包 括 2 组 三 胞 胎 、3 组 双胞胎 以 及 2 个 单 胞 胎 。 这 些 孩 子 坐 在 一 排 椅 
子 上 ， 如 果 相 同 的 三 胞 胎 或 双胞胎 的 孩子 不 能 互相 区 分 ， 那 么 有 和 多少 种 方式 ? 

不 等 式 zi 十 Zs 十 x 三 11 有 多 少 个 解 ? 其 中 zl1、zs 和 zs 是非 负 整 数 。[ 提 示 : 引入 辅助 变量 zs 使 得 
zl 十 zz 十 za 十 二 11。] 

把 6 个 相同 的 球 放 到 9 个 不 同 的 箱子 中 有 多 少 种 方法 ? 

把 12 个 相同 的 球 放 到 6 个 不 同 的 箱子 中 有 多 少 种 方法 ? 

把 12 个 不 同 的 物体 放 到 6 个 不 同 的 盒子 中 并 且 每 个 盒子 有 2 个 物体 ， 有 多 少 种 方法 ? 

把 15 个 不 同 的 物体 放 到 5 个 不 同 的 盒子 中 并 且 这 些 盒子 分 别 有 1 个 、2 个 、3 个、4 个 和 5 个 物体 ， 
有 多 少 种 方法 ? BS 

有 和 多少 个 小 于 1 000 000 的 正 整数 其 数字 之 和 等 于 19? 

有 和 多少 个 小 于 1 000 000 的 正 整数 恰好 一 个 数字 等 于 9 且 其 数字 之 和 等 于 13? 

一 次 离散 数学 的 期 终 考 试 有 10 道 题 。 如 果 总 分 数 是 100 且 每 道 题 至 少 5 分 ， 那 么 有 多 少 种 方式 来 分 
配 这 些 题 的 分 数 ? 

n 个 物体 有 rv 种 不 同 的 类 型 ， 证 明 有 Cn 十 > 一 一 qz 一 … 一 q:-1，n 一 qi 一 qz 一 … 一 9;) 种 不 同 的 无 序 选 
择 ， 使 得 该 选择 至 少 有 gq 个 1 型 的 物体 ，9: 个 2 型 物体 ，…，g; 个 r 型 物体 ? 

如 果 传 送 的 位 串 必须 以 1 开始， 必须 有 另外 3 位 1( 使 得 传送 的 1 共有 4 位 )， 必 须 包 含 总 共 12 位 0， 
必须 每 个 1 后 面 至 少 跟随 2 个 0， 那么 有 多 少 个 不 同 的 位 串 ? 

使 用 MISSISSIPPI 中 的 所 有 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 
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31. 
32. 
33. 
34. 
35, 
36. 
37, 


38. 


39. 


40. 
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45. 


46. 


* 47. 


* 48. 


< 49. 


使 用 ABRACADABRA 中 的 所 有 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 AARDVARK 中 的 所 有 字母 且 所 有 的 3 个 A 必须 连续 ， 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 ORONO 中 的 某 些 或 全 部 字母 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 串 ? 

使 用 SEERESS 中 的 字母 可 以 构造 多 少 个 至 少 含 5 个 字符 的 串 ? 

用 EVERGREEN 中 的 字母 可 以 构造 多 少 个 至 少 含 7 个 字符 的 串 ? 

使 用 6 个 1 和 8 个 0 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 位 串 ? 

一 个 学 生 有 3 个 芒果 、2 个 番 木 瓜 和 2 个 猕猴 桃 。 如 果 这 个 学 生 每 天 吃 1 个 水 果 ， 并 且 只 考虑 水 果 的 
类 型 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 方式 吃 完 这 些 水 果 ? 

一 个 教授 把 40 本 数学 期 刊 放 人 4 个 盒子 ， 每 盒 10 本 ,分 配 这 些 期 刊 有 多 少 种 方式 ? 

a) 如 果 每 个 盒子 被 编号 使 得 它们 是 可 区 分 的 。 

b) 这 些 盒子 是 相同 的 ， 使 得 它们 是 不 可 区 分 的 。 

有 多 少 种 不 同 的 方式 在 zyz 空间 上 从 原点 (0，0，0) 到 达 点 (4，3，5)? 这 个 旅行 的 每 一 步 是 在 二 正 
方向 移动 一 个 单位 ，y 正方 向 移动 一 个 单位 ， 或 者 x 正方 向 移动 一 个 单位 。(z、y、z 负 方 向 的 移动 
是 禁止 的 ， 即 不 允许 回头 。) 

有 多 少 种 不 同 的 方式 在 zyzw 空间 上 从 原点 (0，0，0，0) 到 达 点 (4，3，5，4)? 这 个 旅行 的 每 一 步 是 
在 zx、y、z 或 也 正方 向 移动 一 个 单位 。 


把 一 副 标 准 的 52 张 扑克 牌 发 给 5 个 人 ， 每 个 人 得 到 7 张 牌 ， 有 多 少 种 方式 ? 
42. 
43. 
44. 


在 打 桥 牌 时 ， 把 一 副 标 准 的 52 张 牌 发 给 4 个 人 ， 有 多 少 种 不 同 发 牌 的 方式 ? 

当 把 一 副 标 准 的 52 张 牌 发 给 4 个 人 时 ， 若 使 得 每 个 人 有 一 手包 含 1 张 A 的 牌 ， 这 种 概率 是 多 少 ? 

12 本 书 放 在 4 个 不 同 的 书架 上 有 多 少 种 方式 ? 

a) 如 果 这 些 书 是 同一 种 书 。 

b) 如 果 所 有 的 书 都 不 同 ， 并 且 考 虑 这 些 书 在 书架 上 的 位 置 。[ 提 示 : 把 这 件 事 分 成 12 个 任务 完成 ， 
放 每 本 书 是 一 个 任务 。 先 用 1、2、3、4 表示 这 些 书 架 ， 用 b; (i 二 1，2，…，12) 表 示 书 。 把 5; 放 到 
1、2、3、4 中 茶 个 数 的 右边 。] 

n 本 书 放 在 个 不 同 的 书架 上 有 多 少 种 方式 ? 

a) 如 果 这 些 书 是 同一 种 书 。 

b) 如 果 所 有 的 书 都 不 同 ， 并 且 考 虑 这 些 书 在 书架 上 的 位 置 。 

12 本 书 在 一 个 书架 上 排 成 一 排 。 从 中 选 5 本 书 并 且 使 得 没有 2 本 书 相 邻 有 多 少 种 方式 ? [提示 : 将 

选 的 书 用 竖 线 表示 ， 没 选 的 书 用 星 号 表示 ， 计 数 含 5 条 竖 线 和 7 颗 星 且 没 有 2 条 竖 线 相 邻 的 序 

列 数 。] 

通过 先 把 物体 放 和 第 一 个 盒子 ， 然 后 把 物体 放 人 第 二 个 盒子 ，…， 的 方法 ， 使 用 乘积 法 则 证 明定 

理 4。 

通过 下 面 的 方法 证 明定 理 4。 有 7 个 物体 ， 其 中 类 型 为 i 的 相同 的 物体 有 ni; 个 ， i 二 1]，2，…，k。 先 

把 这 个 物体 的 排列 与 把 这 些 物体 放 到 个 盒子 且 使 得 盒子 i 含有 ni; 个 物体 的 分 配 之 间 建 立 一 一 对 

应 ， 这 里 i=]y 2 ww, ks 然后 使 用 定理 3。 

在 这 个 练习 中 ,我 们 将 通过 在 两 个 集合 之 间 建 立 一 一 对 应 来 证 明定 理 2。 这 两 个 集合 分 别 是 集合 

S 二 {1，2，…， nn} 的 允许 重复 的 +r 组合 的 集合 和 集合 T 二 {1，2，3，…，n 十 r 一 1} 的 r 组合 的 集合 。 

a) 把 S 的 允许 重复 的 > 组 合 中 的 元 素 排 成 一 个 递增 序列 zi 三 zs 三 … 三 zx;。 证 明 : 对 这 个 序列 的 第 
项 加 上 上 一 1 而 构成 的 序列 是 严格 递增 的 。 断 言 这 个 序列 由 了 的 > 个 不 同 的 元 素 构成 。 

b) 证 明 a) 所 描述 的 过 程 在 S 的 允许 重复 的 ~ 组 合 的 集合 与 工 的 > 组 合 的 集合 之 间 定 义 了 一 一 对 应 。 
[提示 ; 通过 把 T 的 满足 1 委 瑟 二 zz 天 …<z 委 2 十 > 一 1 的 > 组 合 {zi，z，…，zr)， 与 从 第 & 个 元 
素 减 去 & 一 1 得 到 的 S 的 允许 重复 的 ~ 组 合 相 联系 ， 证 明 这 个 对 应 是 可 逆 的 。j 

©) 断 言 存在 着 Cl(n 十 r 一 1，) 个 nn 元 素 集合 的 允许 重复 的 r 组合 。 

. 有 多 少 种 方式 把 5 个 不 同 的 物体 放 到 3 个 相同 的 盒子 中 ? 

。 有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 可 辨别 的 物体 放 和 人 4 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 
物体 ? « 

.有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 临时 雇员 安排 到 4 个 相同 的 办 公 室 ? 
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53. 有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 临时 雇员 安排 到 4 个 相同 的 办 公 室 ， 使 得 每 个 办 公 室 中 至 少 有 1 个 临时 


54. 
55. 


56. 


57, 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 
63. 


64. 
65. 
66. 


CG: 
6. 


组 


雇员 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 不 可 辨别 的 物体 放 入 3 个 不 可 辨别 的 盒子 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 6 个 不 可 辨别 的 物体 放 和 人 4 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 
物体 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 8 张 相同 的 DVD 放 人 5 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 1 
张 DVD? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 9 张 相 同 的 DVD 放 人 3 个 不 可 辨别 的 盒子 ， 使 得 每 个 盒子 里 至 少 有 2 
张 DVD? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 球 放 到 7 个 盒子 里 ， 要 求 每 个 盒子 里 最 多 有 1 个 球 ， 如 果 
a) 球 与 盒 都 是 有 标号 的 ? b) 球 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 球 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 球 与 盒 都 是 没有 标号 的 ? 
有 多 少 种 不 同 的 方式 将 5 个 球 放 到 3 个 盒子 里 ， 要 求 每 个 盒子 里 至 少 有 1 个 球 ， 如 果 
a) 球 与 盒 都 是 有 标号 的 ? b) 球 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 球 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 球 与 盒 都 是 没有 标号 的 ? 
假如 一 个 足球 协会 中 有 32 支 球 队 ， 将 该 协会 分 成 两 个 分 会 ， 每 个 分 会 都 有 16 支 球 队 。 将 每 个 分 会 
再 分 成 三 个 小 组 。 假 如 中 北 小 组 有 5 支 球 队 ， 该 小 组 的 每 支 球 队 相互 之 间 要 踢 四 场 比赛 ， 每 支 球 队 
要 和 该 分 会 其 他 小 组 的 11 支 球 队 踢 三 场 比赛 ， 还 要 和 另 一 个 分 会 的 16 支 球 队 踢 两 场 比赛 。 要 安排 
中 北 小 组 中 的 一 支 球 队 进行 比赛 ， 共 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 
假如 一 个 武器 巡视 员 必 须 对 5 个 不 同 场所 中 的 每 个 场所 巡视 两 次 ， 每 天 巡视 一 个 场所 。 巡 视 员 可 以 
自由 选择 巡视 场所 的 次 序 ， 但 他 不 能 连 着 两 天 都 巡视 X 场所， 因为 X 场所 是 最 可 疑 的 场所 。 那 么 ， 
该 巡视 员 有 和 多少 种 不 同 的 方式 来 巡视 这 些 场所 ? 
在 (zi 十 zz 十 … 十 zm)" 的 展开 式 中 ， 把 所 有 的 同类 项 合并 以 后 有 多 少 个 不 同 的 项 ? 
证 明 多 项 式 定理 : 如 果 n 是 正 整数 ， 则 

(zi 十 zz 十 … 十 Zn)" 二 2 Csnm nese nn) TN Te Lm 


ng = 


其 中 

! 
Cnsm ,722 ，… Nm) 一 ET 本 | 
是 多 项 式 系数 。 

求 (z 十 y 十 z)* 的 展开 式 。 

求 (z 十 ?十 z)8 中 的 zx;y*z 的 系数 。 


在 (zx 十 y 十 z)” 的 展开 式 中 有 多 少 个 项 ? 


6 生成 排列 和 组 合 


6.1 引言 
本 章 前 几 节 已 经 描述 了 各 种 类 型 的 排列 和 组 合 的 计数 方法 ， 但 是 有 时 候 需 要 生成 排列 和 
合 ， 而 不 仅仅 是 计数 。 考 虑 下 面 三 个 问题 。 第 一 ， 假 设 一 个 销售 商 必 须 访问 6 个 城市 。 应 


该 按照 什么 顺序 访问 这 些 城 市 而 使 得 总 的 旅行 时 间 最 少 ? 一 种 方法 就 是 确定 6! 三 720 种 不 
同 顺序 的 访问 时 间 并 且 选 择 具 有 最 小 旅行 时 间 的 访问 顺序 。 第 二 ， 假 定 6 个 数 的 集合 中 某 些 
数 的 和 是 100。 找 出 这 些 数 的 一 种 方法 就 是 生成 所 有 2 一 64 个 子 集 并 且 检 查 它 们 的 元 素 和 。 


第 


员 ; 


员 


三 ， 假 设 一 个 实验 室 有 95 个 雇员 ， 一 个 项 目 需要 一 组 12 人 组 成 的 有 25 种 特定 技能 的 雇 
〈 每 个 雇员 可 能 有 一 种 或 多 种 技能 )。 找 出 这 组 雇员 的 一 种 方法 就 是 找 出 所 有 的 12 个 雇 
的 小 组 ， 然 后 检查 他 们 是 否 有 所 需要 的 技能 。 这 些 例子 都 说 明 为 了 求解 问题 常常 需要 生成 


排列 和 组 合 。 
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6.6.2 生成 排列 
任何 对 元 素 集合 可 以 与 集合 {L，2，3，…， 作 建立 一 一 对 应 。 我 们 可 以 如 下 列 出 任何 对 元 
素 集 合 的 所 有 排列 : 生成 n 个 最 小 正 整 数 的 排列 ， 然 后 用 对 应 的 元 素 蔡 换 这 些 整 数 。 已 经 建立 
了 许多 不 同 的 算法 来 生成 这 个 集合 的 n! 个 排列 。 我 们 将 要 描述 的 算法 是 以 (1，2，3，…，7?} 
wai 的 排列 集合 上 的 字典 顺序 为 基础 的 。 按 照 这 个 顺序 ， 如 果 对 于 某 个 &，1 寺 kn,， a 二 b，a; 一 
bs ， Qi1 王 be-1 并 且 a 二 5b， 那么 排列 a1as…a 在 排列 5.56,…b, 的 前 边 。 换 句 话 说 ， 如 果 在 
n 个 最 小 正 整数 集合 的 两 个 排列 不 等 的 第 一 位 置 ， 一 个 排列 的 数 小 于 第 二 个 排列 的 数 ， 那 么 这 
个 排列 按照 字典 顺序 排 在 第 二 个 排列 的 前 边 。 
例 1 集合 (1L1，2，3，4，5} 的 排列 23415 在 排列 23514 的 前 边 ， 因 为 这 些 排列 在 前 两 位 相 
同 ， 但 第 一 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 是 4， 小 于 第 二 排列 在 第 三 位 置 中 的 数 5。 类 似 地 ， 排 列 
41532 在 排列 52143 的 前 边 。 4 
生成 (1L，2，…， 砂 的 排列 的 算法 基础 是 从 一 个 给 定 排 列 aa …a, 按照 字典 顺序 构造 下 一 
个 排列 的 过 程 。 我 们 将 说 明 怎 样 做 到 这 一 点 。 首 先 假设 co,-: 二 a,， 交 换 w-: 和 a, 可 得 到 一 个 更 
大 的 排列 。 没 有 其 他 的 排列 既 大 于 原来 的 排列 且 又 小 于 这 个 通过 交换 a,_ 与 a, 得 到 的 排列 。 
例如 ， 在 234156 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 234165。 另 一 方面 ， 如 果 aw， ,>w， 那 么 由 交换 
这 个 排列 中 的 最 后 两 项 不 可 能 得 到 一 个 更 大 的 排列 。 看 看 排列 中 的 最 后 3 个 整数 ， 如 果 a,_; 一 
a,-1， 那 么 可 以 重新 安排 这 后 3 个 数 而 得 到 下 一 个 最 大 的 排列 。a,-: 和 a, 中 比较 小 的 数 大 于 
as-s， 先 把 这 个 数 放 在 位 置 "一 2， 然 后 把 剩 下 的 那个 数 和 a,-* 按 照 递 增 的 顺序 放 到 最 后 的 两 个 
位 置 。 例 如 ， 在 234165 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 是 234516 。 
另 一 方面 ， 如 果 ac :>a 1 ( 且 aa )， 那 么 不 可 能 由 安排 在 这 个 排列 的 最 后 三 项 而 得 
© 到 更 大 的 排列 。 基 于 这 个 观察 ， 可 以 描述 一 个 一 般 的 方法 ， 对 于 给 定 的 排列 aa …a, 依据 字典 
顺序 生成 下 一 个 最 大 的 排列 。 首 先 ， 找 到 整数 w 和 ww 十 1， 使 得 ww 入 ww 十 1 且 
Ui 
即 在 这 个 排列 中 的 最 后 一 对 相 邻 的 整数 ， 使 得 这 个 对 的 第 一 个 整数 小 于 第 二 个 整数 。 然 后 ， 把 
Qiji+1， Qi+2， ”Qnr 中 大 于 a; 的 最 小 的 整数 放 到 第 7 个 位 置 ， 再 按照 递增 顺序 从 位 置 7 十 1 到 n 
列 出 ai， Qiji+1， Qi+2， ”9 Qn 中 其 余 的 整数 ， 这 就 得 到 依照 字典 顺序 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 容 
易 看 出 ， 没 有 其 他 的 排列 大 于 排列 waz…a 而 小 于 这 个 新 生成 的 排列 (对 这 一 事实 的 验证 留 给 
读者 作为 练习 ) 。 
例 2 在 362541 后 面 按照 字典 顺序 下 一 个 最 大 的 排列 是 什么 ? 
wn 解 ” 使 得 w < 天 at 的 最 后 一 对 整数 w 和 ai 是 oa 一 2 和 a 二 5。 排 列 在 2 右边 大 于 2 的 最 小 
整数 是 as 二 4， 因 此 将 4 放 在 第 三 个 位 置 。 然 后 整数 2、5 和 1 依 递 增 顺 序 放 到 最 后 三 个 位 置 ， 
即 这 个 排列 的 最 后 三 个 位 置 是 125。 于 是 ， 下 一 个 最 大 排列 是 364125。 | 
为 了 生成 整数 1，2，3，…，, nn 的 n! 个 排列 ， 按 照 字典 顺序 由 最 小 的 排列 ， 即 123…n 开 
始 ， 连 续 使 用 n! 一 1 次 生成 下 一 个 最 大 排列 的 过 程 ， 就 得 到 n 个 最 小 的 整数 按 字典 顺序 的 所 
有 排列 。 
例 3 按 字典 顺序 生成 整数 1，2，3 的 排列 。 
解 ” 从 123 开始 。 由 交换 3 和 2 得 到 下 一 个 排列 132。 下 一 步 ， 因 为 3 之 2 和 1<=3， 排 列 
在 132 中 的 3 个 整数 ， 把 3 和 2 中 较 小 的 放 到 第 一 个 位 置 ， 然 后 按 递增 顺序 把 1 和 3 放 到 位 
置 二 和 三 而 得 到 213。 跟 着 213 的 是 231， 它 是 由 交换 1 和 3 得 到 的 ， 因 为 1 二 3。 下 一 个 最 大 
的 排列 把 3 放 在 第 一 位 置 ， 后 面 是 1 和 2 按 递增 顺序 排列 ， 即 312。 最 后 ， 交 换 1 和 2 得 到 最 
后 一 个 排列 321。 我 们 生成 了 1，2，3 字典 顺序 排列 ， 它 们 是 123、132、213、231、312 和 
弘 1; 本 
算法 1 显示 了 在 给 定 排列 不 是 最 大 的 排列 nn 一 1 n 一 2…2 1 时 ， 在 它 的 后 面 按照 字典 顺序 
找到 下 一 个 最 大 排列 的 过 程 。 
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算法 1 按 字典 顺序 生成 下 一 个 最 大 排列 
procedure next permutation(alaz ras: {1，2，…，72) 的 排列 ， 不 等 于 zz2 一 1…2 1) 
了 :一 17 一] 
while aj >aj+1 
Bit /a 
{j 是 使 得 aj 二 a;+1 的 最 大 下 标 } 
k:=n 
while w 二 ak 
R :一 有 & 一 1 
{a 是 在 a; 右边 大 于 a; 的 最 小 整数 } 
交换 aj 和 ax 
7 一 7 
六 一 了 十 
while ”之 > 
交换 a, 和 a， 
7 一 7 一 工 
5 :一 5 十 1 
{ 这 把 在 第 7 位 后 边 的 排列 尾部 按 递增 顺序 放置 } 
{现在 aiaz…a 是 下 一 个 排列 } 








6. 6.3 生成 组 合 
怎样 可 以 生成 一 个 有 穷 集 的 元 素 的 所 有 组 合 呢 ?由 于 一 个 组 合 仅仅 就 是 一 个 子 集 ， 所 以 我 
们 可 以 利用 在 {a;，as，…，a,} 和 位 位 串 之 间 的 对 应 关系 。 un 


如 果 ax 在 子 集中 ， 对 应 的 位 串 在 位 置 k 有 一 个 1; 如 果 ai 不 在 子 集 中 ， 对 应 的 位 串 在 位 
置 k 有 一 个 0。 如 果 可 以 列 出 所 有 的 nn 位 位 串 ， 那么 通过 在 子 集 和 位 串 之 间 的 对 应 就 可 以 列 出 
所 有 的 子 集 。 

一 个 位 位 串 也 是 一 个 在 0 到 2" 一 1 之 间 的 整数 的 二 进 制 展开 式 。 按 照 它们 的 二 进 制 展开 
式 ， 作 为 整数 根据 递增 顺序 可 以 列 出 这 2" 一 1 个 位 串 。 为 生成 所 有 的 nn 位 二 进 制 展 开 式 ， 从 具 
有 nn 个 0 的 位 串 000…00 开始 。 然 后 ， 继 续 找 下 一 个 最 大 的 展开 式 ， 直 到 得 到 111…11 为 止 。 
在 每 一 步 找 下 一 个 最 大 的 二 进 制 展 开 式 时 ， 先 确定 从 右边 起 第 一 个 不 是 1 的 位 置 。 然 后 把 这 个 
位 置 右边 的 所 有 的 1 变 成 0 并 且 将 这 第 一 个 0( 从 右边 数 ) 变 成 1。 

例 4 找 出 在 1000100111 后 面 的 下 一 个 最 大 的 位 串 。 

解 ”这 个 串 从 右边 数 不 是 1 的 第 1 位 是 从 右边 起 的 第 4 位 。 把 这 一 位 变 成 1 并 且 将 它 后 面 
所 有 的 位 变 成 0。 这 就 生成 了 下 一 个 最 大 的 位 串 1000101000。 4 

生成 在 5,_15,，…bib。 后 面 的 下 一 个 最 大 的 位 串 的 过 程 在 算法 2 中 给 出 。 






算法 2 生成 下 一 个 最 大 的 位 串 
procedure next bit string(6b,_16,_2……bib6: 不 等 于 11…11 的 位 串 ) 
2 :二 0 
while b;=1 

b; :=0 

i :二 i 十 1 
Zi :=1 
{现在 bs—1bn—2**" bi bo 是 下 一 个 位 囊 } 














下 面 将 给 出 生成 集合 {1，2，3，…， nn} 的 r 组 合 的 算法 。 一 个 + 组 合 可 以 表示 成 一 个 序 
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列 ， 这 个 序列 按照 递增 的 顺序 包含 了 这 个 子 集中 的 元 素 。 使 用 在 这 些 序列 上 的 字典 顺序 可 以 列 
出 这 些 ”> 组合。 在 这 个 字典 顺序 下 ， 第 一 个 ~ 组 合 是 (1，2，…，7r 一 1，r}， 最 后 一 个 ”组合 是 
(2 一 * 十 1，72 一 r 十 2，…，7 一 1，2} 。 在 wa …a: 后 面 的 下 一 个 组 合 可 以 按 下 面 的 方法 得 到 : 
首先 ， 找 到 序列 中 使 得 a; 关 nn 一 r 十 i 的 最 后 元 素 a;， 然 后 用 a; 十 1 代替 a;,， 且 对 于 j= 二 i 十 1， i 十 
2，…, 用 a; 十 j 一 i 十 1 代替 a;。 请 读者 证 明 这 就 按 字典 顺序 生成 了 下 一 个 最 大 的 组 合 。 下 面 
的 例 5 说 明了 这 个 过 程 。 

例 5 找 出 集合 {(1，2，3，4，5，6) 在 {1，2，5，6} 后 面 的 下 一 个 最 大 的 4 组 合 。 

解 在 具有 a 二 1]，as 二 2，as 二 5，as 二 6 的 项 中 使 得 a; 关 6 一 4 十 i 的 最 后 的 项 是 a, 二 2。 为 
得 到 下 一 个 最 大 的 4 组 合 ,， 把 as 加 1 得 4, 二 3。 然 后 ,， 置 4a; 二 3 十 1 二 4 且 a 二 3 十 2 二 5。 从 而 下 
一 个 最 大 的 4 组 合 是 {1，3，4，5})。 « 

算法 3 用 伪 码 给 出 了 这 个 过 程 。 














算法 3 按 字典 顺序 生成 下 一 个 组合 
procedure next r-combination({al ，az ，…，a) : {1，2，…， 7}) 的 满足 & 过 4; 二 … 过 a, 的 不 等 于 
{nn 一 r 十 1，…，n}) 的 真子 集 ) 
t= 
while a; =n—r+ti 
i:=i—1 
Qa 1=@ 1 
for 7 :一 ;十 1 to > 
a; :=a; 二 Tj—i 
{现在 a1az…a, 是 下 一 个 组 合 } 














练习 

1. 按照 字典 顺序 排列 下 述 (1，2，3，4，5} 的 排列 : 
43521，15432，45321，23451，23514，14532，21345，45213，31452，31542。 

2. 按照 字典 顺序 排列 下 述 (1，2，3，4，5，6)} 的 排列 : 
234561， 231456, 165432, 156423, 543216, 541236, 231465, 314562, 432561， 654321， 
654312，435612。 

3. 一 个 计算 机 目录 中 文件 名 字 包 括 3 个 大 写字 母 ， 接 着 1 个 数字 ， 其 中 字母 是 A、B 或 C， 数 字 是 1 或 
2。 以 字典 顺序 列 出 这 些 文件 名 。 字 母 顺 序 为 正常 的 字母 表 顺 序 。 

4. 设 一 个 计算 机 目录 中 文件 名 字 包 括 3 个 数字 ， 接 着 2 个 小 写字 母 ， 其 中 数字 是 0、1 或 2， 字母 是 a 或 
b。 以 字典 顺序 列 出 这 些 文件 名 。 字 母 顺序 为 正常 的 字母 表 顺 序 。 

5. 找 出 按照 字典 顺序 跟 在 下 面 每 一 个 排列 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 


a)1432 b)54123 c)12453 

d)45231 e)6714235 f)31528764 
6. 找 出 按照 字典 顺序 跟 在 下 面 每 一 个 排列 后 面 的 下 一 个 最 大 的 排列 。 

a)1342 b)45321 c)13245 

d) 612345 e)1623547 f)23587416 


7. 使 用 算法 1 按照 字典 顺序 生成 前 4 个 正 整 数 的 24 个 排列 。 

8. 使 用 算法 2 列 出 集合 {1，2，3，4}) 的 所 有 子 集 。 

9. 使 用 算法 3 列 出 集合 {1，2，3，4，5} 的 所 有 的 3 组 合 。 

10. 证 明 : 算法 1 按 字典 顺序 生成 下 一 个 最 大 的 排列 。 

11. 证 明 : 算法 3 按 字典 顺序 生成 给 定 ~ 组 合 后 面 的 下 一 个 最 大 的 -组 合 。 
12. 建立 一 个 算法 来 生成 元 素 集合 的 r 排列 。 

13. 列 出 {1，2，3，4，5) 的 所 有 3 排列 。 
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这 一 节 剩 下 的 练习 建立 了 另 一 个 算法 来 生成 {1，2，3，…，n}) 的 排列 。 这 个 算法 是 基于 整数 的 康 托 

尔 展 开 。 每 个 小 于 n! 的 非 负 整数 有 一 个 唯一 的 康 托 尔 展开 式 
二 二 

其 中 a; 是 一 个 不 超过 i 的 非 负 整数 ，i 二 1，2，…， nn 一 1。 整 数 ma，a ，…，w-~i 叫 做 这 个 整数 的 康 托 尔 
数字 。 
给 定 {1，2，…， 好 的 一 个 排列 。 令 as-1 是 排列 中 在 后 面 且 小 于 的 整数 个 数 ，k 二 2，3，…，n。 例 
如 ， 在 排列 43215 中 ，wm 是 在 2 后 面 且 小 于 2 的 整数 个 数 ， 所 以 a 二 1。 类 似 地 ， 对 这 个 例子 ，a; 一 2、 
as 二 3 且 a 二 0。 考 虑 从 {1，2，3，…，n}) 的 排列 的 集合 到 小 于 n! 的 非 负 整数 的 集合 的 函数 。 这 个 函 
数 把 一 个 排列 映 到 一 个 非 负 整数 ， 而 这 个 整数 把 以 这 种 方式 定义 的 a; ，a ，…，a,_1 作 为 它 的 康 托 尔 
数字 。 
14. 找 出 对 应 于 下 述 排列 的 整数 。 

a)246531 b)12345 c)654321 
15. 证 明 : 这 里 描述 的 对 应 是 {1 ，2，3，…，n} 的 排列 的 集合 与 小 于 n! 的 非 负 整 数 之 间 的 双 射 。 
16. 按照 康 托 尔 展开 式 与 练习 12 前 面 所 描述 的 排列 之 间 的 对 应 找 出 与 下 面 的 整数 相对 应 的 (1，2，3，4， 

5} 的 排列 。 

a)3 b)89 c)111 
17. 开发 一 个 以 练习 14 描述 的 对 应 为 基础 的 算法 来 生成 n 元 素 集合 所 有 的 排列 。 


关键 术语 和 结论 

术语 

组 合 数学 (combinatorics) : 研究 物体 安排 的 科学 。 

枚 举 (enumeration) : 物体 安排 的 计数 。 

树 图 (tree diagram) : 由 根 、 从 根 出 发 的 分 支 以 及 从 分 支 的 某 些 端点 出 发 的 其 他 分 支 构 成 的 图 。 
排列 (permutation) : 集合 元 素 的 一 个 有 序 的 安排 。 

r 排列 (r-permutation) : 集合 的 -~ 个 元 素 的 一 个 有 序 安排 。 

P(n， 7r) : 寻 元 素 集合 的 > 排列 数 。 

r 组 合 (r-combination:): 集合 的 -个 元 素 的 无 序 选 取 。 

Cln，7) : n 元 素 集合 的 r 组 合 数 。 


(7) (= 项 坟 系数 ，binomial coefficient) ， 也 是 nn 元 素 集 合 的 r 组 合 数 。 
组 合 证 明 (combinatorial proof) : 基于 计数 变量 的 证 明 。 


帕斯卡 三 角形 (Pascal’s triangle) : 二 项 式 系 数 的 一 种 表示 ， 其 中 三 角形 的 第 : 行 包含 (7)， 了 一 
OQ. 二 .2 ws Be 
结论 


计数 的 乘积 法 则 (product rule for counting) ， 当 一 个 过 程 由 两 个 子 任务 构成 时 ， 完 成 这 个 过 程 
的 方式 数 是 完成 第 一 个 任务 的 方式 数 和 完成 第 一 个 任务 之 后 再 做 第 二 个 任务 的 方式 数 
之 积 。 

集合 的 乘积 法 则 (product rule for sets) : 有 限 集合 的 笛 卡 儿 集 的 大 小 是 各 个 集合 大 小 的 乘积 。 

计数 的 求 和 法 则 (sum rule for counting) : 如 果 两 个 任务 不 能 同时 做 ， 那 么 用 这 种 或 那 种 方式 完 
成 任务 的 总 方式 数 是 完成 两 种 任务 的 方式 数 之 和 。 

集合 的 求 和 法 则 (sum rule for sets) : 两 两 互 斥 集合 的 并 集 的 大 小 是 各 个 集合 大 小 之 和 。 

计数 的 减法 法 则 或 者 集合 容 斥 原理 (subtraction rule for counting or inclusion-exclusion for sets) : 
一 个 任务 可 以 通过 nn 种 或 者 n 种 两 类 方式 完成 ， 完 成 这 个 任务 的 方式 总 数 是 nn 十 no 减 去 
两 类 方式 中 相同 的 方式 。 
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集合 的 减法 法 则 或 者 集合 容 斥 原理 (subtraction rule or inclusion-exclusion for sets): 两 个 集合 
的 并 集 的 大 小 等 于 两 个 集合 大 小 之 和 减 去 两 个 集合 交集 的 大 小 。 

计数 的 除法 法 则 (division rule for counting)， 如 果 一 个 任务 能 由 一 个 可 以 用 ”种 方式 完成 的 过 
程 实现 ， 而 对 于 每 种 完成 任务 的 方式 w， 在 n 种 方式 中 正好 4 种 与 之 对 应 ， 那 么 完成 这 个 
任务 的 方法 数 为 n/d。 

集合 的 除法 法 则 (division rule for sets) ， 如 果 说 一 个 有 限 集 A 是 个 有 4 个 元 素 的 互 斥 集合 的 
并 集 组 成 ,那么 n= |A|/4d/。 

饮 凡 原理 (the pigeonhole 6rinciple) : 当 比 & 多 的 物体 放 到 & 个 盒子 时 ， 一 定 存 在 一 个 盒子 包含 
了 至 少 2 个 物体 。 

广义 饮 凡 原理 (the generalized pigeonhole principle) : 当 NN 个 物体 放 入 有 个 盒子 时 ， 一定 存在 一 个 
盒子 包含 了 至 少 [VAI 个 物体 。 

P(Nns7) = 


nl 
(n— 7)! 

nl! 
rin—7)l 


Cln,7)= (”)= 


帕斯卡 恒等式 (Pascal’s identity) : (和 (i (") 


二 项 式 定理 (the binomial theorem):(zx 十 y)" 一 2S, (人 


当 人 允许 重复 时 ， 一 个 ”元素 集合 有 六 个 > 排列。 
当 人 允许 重复 时 ， 一 个 二 元 素 集合 有 C(z 十 > 一 1，7) 个 > 组 合 。 
如 果 类 型 i 的 不 可 辨别 的 物体 及; 个， 二 那么 n 个 物体 的 排列 有 1 /ml! 


no ! “个 
生成 集合 {1， 25 a n} 的 排列 的 算法 。 
复习 题 5 


1. 解释 怎样 用 求 和 与 乘积 法 则 找 出 长 度 不 超过 10 的 位 串 的 个 数 。 
2. 解释 怎样 找 出 长 度 不 超过 10 且 至 少 有 1 位 0 的 位 串 的 个 数 。 
3. a) 怎 样 用 乘积 法 则 找 出 从 m 元 素 集合 到 ”元素 集合 的 函数 个 数 ? 

b) 从 一 个 5 元 素 集 合 到 一 个 10 元 素 集合 存在 多 少 个 函数 ? 

ce) 怎样 用 乘积 法 则 找 出 从 m 元素 集 合 到 元 素 集合 的 一 对 一 函数 的 个 数 ? 

d) 从 一 个 5 元 素 集 合 到 一 个 10 元 素 集合 存在 多 少 个 一 对 一 函数 ? 

e) 从 一 个 5 元 素 集合 到 一 个 10 元 素 集 合 存在 多 少 个 映 上 (注意 ， 满 射 ) 的 函数 ? 
4. 如 果 首 先 赢 4 个 球 的 队 就 能 取胜 ， 你 怎样 找 出 两 个 队 加 赛 的 所 有 可 能 的 结果 数 ? 
5. 怎样 找 出 以 101 开始 或 以 010 结束 的 10 位 位 串 数 ? 

6. a) 叙 述 鲍 梨 原 理 。 

hb) 解释 怎样 用 饮 集 原理 证 明 在 11 个 整数 中 至 少 2 个 整数 的 最 后 一 位 相同 ? 
7. a) 叙 述 广义 够 梨 原理 。 

b) 解 释 怎 样 用 广义 锣 梨 原理 证 明 在 91 个 整数 中 有 10 个 整数 的 最 后 一 位 数字 相同 ? 
8. a) 一 个 nn 元 素 集 合 的 r 排列 和 vr 组 合 的 区 别 是 什么 ? 

b) 推 导 一 个 与 元 素 集合 的 r 组 合 数 及 r 排列 数 有 关 的 等 式 。 

ce) 有 多 少 种 方式 从 一 班 25 个 学 生 中 选 6 个 学 生 参 加 一 个 委员 会 ? 

d) 有 和 多少 种 方式 从 一 班 25 个 学 生 中 选 6 个 学 生 担任 委员 会 中 不 同 的 常务 委员 ? 
9. a) 什 么 是 帕斯卡 三 角形 ? 

b) 在 帕斯卡 三 角形 中 的 一 行 是 怎样 从 它 的 上 一 行 产 生 的 ? 

10. 什么 是 恒等式 的 组 合 证 明 ? 这 样 的 证 明 与 代数 证 明 有 什么 不 同 ? 


11. 
12, 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 


18. 


1 
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解释 怎样 用 组 合 论证 证 明 帕 斯 卡 恒等式 。 

a) 叙 述 二 项 式 定 理 。 

b) 解 释 怎 样 用 组 合 论证 证 明 二 项 式 定理 。 

c) 求 在 (2z 十 5y)22 的 展开 式 中 zl yo 项 的 系数 。 

a) 解 释 怎 样 找 出 与 从 对 个 物体 允许 重复 地 无 序 选取 个 物体 的 方法 数 有 关 的 公式 。 

b) 如 果 同 种 类 型 的 物体 是 不 加 区 分 的 ， 那么 从 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 有 和 多少 种 方式 ? 
©) 从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 必须 至 少 3 个 ， 那 么 有 多 少 种 方式 ? 
d) 从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 不 多 于 4 个 ,那么 有 多 少 种 方式 ? 
e) 从 这 5 种 不 同类 型 的 物体 中 选择 12 个 物体 ， 如 果 第 一 类 物体 必须 至 少 2 个 ， 但 是 第 二 类 物体 不 超 
过 3 个 ,那么 有 多 少 种 方式 ? 

3) 设 n 和 vr 是 正 整数 ,解释 为 什么 方程 zi 十 zz 十 … 十 zx, 二 7 的 解 的 个 数 等 于 x 元 素 集 合 的 允许 重复 的 

r 组 合 数 ， 这 里 的 zx; 是 非 负 整数 ，i 王 1，2，3，…，7m。 

b) 方 程 zi 十 zz 十 zs 十 zs 二 17 有 多 少 个 非 负 整数 解 ? 

c)b) 的 方程 有 多 少 个 正 整 数 解 ? 

a)n 个 物体 有 & 种 不 同 的 类 型 ， 其 中 类 型 1 有 nn 个 无 区 别 的 物体 ， 类 型 2 有 ns 个 无 区 别 的 物体 ，…， 
类 型 &A 有 zx 个 无 区 别 的 物体 ， 推 导 一 个 与 这 些 物 体 的 排列 数 有 关 的 公式 。 

b) 有 和 多少 种 方式 来 排序 单词 INDISCREETNESS 的 字母 ? 

描述 一 个 算法 来 生成 n 个 最 小 正 整 数 集合 的 所 有 排列 。 

a) 把 52 张 标准 的 扑克 有 牌 发 给 6 个 人 , 每 人 5 张 牌 ， 有 和 多少 种 方式 ? 

b) 有 多少 种 方式 把 n 个 有 区 别 的 物体 分 配给 个 有 区 别 的 盒子 且 使 得 第 i 个 盒子 含有 n; 个 物体 ? 
描述 一 个 算法 来 生成 个 最 小 正 整 数 集合 的 所 有 的 组 合 ? 


补充 练习 
从 10 个 不 同 的 项 中 选 6 项 有 多 少 种 方式 ? 
a) 若 这 些 项 是 有 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 。 b) 若 这 些 项 是 有 序 选择 的 并 且 人 允许 重复 。 
c) 若 这 些 项 是 无 序 选 择 的 并 且 不 允许 重复 。 d) 若 这 些 项 是 无 序 选 择 的 并 且 人 允许 重复 。 
. 从 6 个 不 同 的 项 中 选 10 项 有 多 少 种 方式 ? 
a) 若 这 些 项 是 有 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 。 b) 若 这 些 项 是 有 序 选 择 的 并 且 人 允许 重复 。 
©) 若 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 不 允许 重复 。 d) 若 这 些 项 是 无 序 选择 的 并 且 人 允许 重复 。 


. 一 个 考试 包含 100 道真 假 判断 题 。 如 果 答 案 可 以 空缺 ， 一 个 学 生 回答 这 些 考 题 可 能 有 多 少 种 不 同 的 


方式 ? 


。 有 多 少 个 10 位 位 串 以 000 开始 或 以 111 结束 ? 
.字母 表 {a，b，c} 上 有 多 少 个 10 位 字符 串 恰 有 3 个 a 或 恰 有 4 个 b? 
. 一 个 校园 电话 系统 的 内 部 电话 号 码 由 5 个 数字 组 成 ， 且 第 一 个 数字 不 等 于 0。 在 这 个 系统 中 可 以 分 配 


多 少 个 不 同 的 电话 号 码 ? 


. 一 个 冰激凌 屋 有 28 种 不 同 味道 的 冰激凌 、8 种 不 同 的 果汁 和 12 种 配料 。 


a) 如 果 每 种 味道 的 可 以 不 止 1 勺 ， 并 且 不 考虑 次 序 ， 那 么 取 3 勺 冰激凌 放 在 一 个 盘 中 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

b) 如 果 一 个 小 圣 代 包 含 1 勺 冰激凌 、1 种 果汁 和 1 种 配料 ， 那 么 有 和 多少 种 不 同 的 小 圣 代 ? 

ec) 如果 一 个 大 圣 代 包 含 3 勺 冰激凌 、2 种 果汁 和 3 种 配料 。 其 中 每 种 味道 的 冰激凌 可 以 不 止 1 个 并 且 
不 考虑 次 序 ， 每 种 果汁 只 能 用 1 次 且 不 考虑 次 序 ， 同 时 每 种 配料 也 只 能 用 1 次 并 且 不 考虑 次 序 。 那 
么 有 多 少 种 不 同 的 大 圣 代 ? 


。 有 多 少 个 小 于 1000 的 正 整 数 


a) 恰 有 3 个 十 进 制 数 字 ? b) 有 奇数 个 十 进 制 数字 ? 
c) 至 少 有 1 个 十 进 制 数字 等 于 9? d) 没 有 奇数 个 十 进 制 数字 ? 
e) 有 两 个 连续 的 十 进 制 数字 等 于 57 人 是 回 文 ( 即 正 读 和 倒 读 是 一 样 的 )? 


. 当 用 十 进 制 记 法 写 出 从 1 到 1000 的 数 时 ， 有 和 多少 个 下 面 的 数字 被 用 到 ? 


a)0 b)1 c)2 d)9 
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10. 
11. 


12. 
13. 
14. 
15. 


* 了 6。 
%* LI 


18. 
19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


< 25., 


26. 


27, 


28. 
29. 


30. 


31. 


32. 在 


有 黄道 十 二 宫 ， 需 要 有 多 少 人 才能 保证 其 中 至 少 6 个 人 在 同一 宫 ? 

一 个 幸运 饼干 公司 制作 213 种 不 同 的 幸运 饼干 。 一 个 学 生 在 一 个 使 用 这 家 饼干 公司 的 饼干 的 餐馆 用 
和 餐 。 这 个 餐馆 在 用 和 餐 最 后 为 每 一 个 客户 提供 一 块 幸运 饼干 。 这 个 学 生 在 这 家 餐馆 用 餐 次 数 最 多 能 是 
多 少 以 保证 不 会 吃 到 同一 种 饼干 4 次 ? 

为 保证 至 少 2 个 人 生 在 一 周 的 同一 天 和 同一 个 月 (可 以 不 在 同一 年 )， 那 么 需要 多 少 人 ? 

证 明 : 在 10 个 不 超过 50 的 正 整 数 集合 中 至 少 有 2 个 不 同 的 5 元 素 子 集 有 同样 的 和 。 

一 包 棒 球 卡 有 20 张 。 如 果 总 共有 550 种 不 同 的 卡 ， 那 么 需要 买 多 少 包 卡 才能 保证 其 中 的 2 张 卡 是 一 样 的 。 
a) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才 能 保证 至 少 选 中 2 张 A? 

b) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 选 中 2 张 A 和 2 种 点 数 ? 

c) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 有 2 张 同样 点 数 的 牌 ? 

9d) 从 一 副 牌 中 需要 选 多 少 张 牌 才能 保证 至 少 有 2 张 不 同 点 数 的 牌 ? 

证 明 : 在 任何 ?十 1 个 不 超过 2n 的 正 整数 中 必 存 在 2 个 数 互 素 。 

证 明 : 在 m 个 整数 的 序列 中 存在 若干 个 连续 的 整数 其 和 可 被 xm 整除 。 

证 明 : 如 果 放 5 个 点 在 边 长 为 2 的 正方 形 中 ， 那 么 其 中 至 少 有 2 个 点 的 距离 不 超过 V2。 

证 明 : 一 个 有 理 数 的 十 进 制 展开 式 一 定 从 某 一 点 出 现 重复 。 

曾经 有 一 种 计算 机 病毒 通过 感染 的 邮件 信息 感染 了 一 台 计 算 机 ， 该 病毒 在 这 台 计 算 机 的 邮箱 中 向 100 
个 邮件 地 址 都 发 送 了 自身 的 副本 。 那 么 ， 当 该 计算 机 将 感染 的 邮件 信息 发 送 5 次 之 后 ， 它 所 感染 的 





不 同 计算 机 的 最 大 数量 是 多 少 ? 

有 多 少 种 方式 从 20 种 多 纳 圈 中 选 12 个 多 纳 圈 ? 

a) 如 果 没 有 2 个 多 纳 圈 是 同 种 的 ? b) 如 果 所 有 的 多 纳 圈 都 是 同 种 的 ? 
ce) 如 果 不 加 限制 ? d) 如 果 至 少 有 2 种 多 纳 圈 ? 

e) 如 果 必 须 至 少 有 6 个 蓝莓 馅 的 多 纳 圈 ? f) 如 果 至 多 有 6 个 蓝莓 馅 的 多 纳 圈 ? 
求 xn， 如 果 

a)P(n, 2)=110 b)P(n, n)=5040 

Pln, 4)=12P(n, 2) 

求 n， 如 果 

a)C(n, 2)=45 b)C(n, 3)=P(n, 2) 


Cn, 5)=C(n, 2) 
证 明 : 如 果 n 和 7 是 非 负 整数 且 n 宇 r， 则 
Plnitl1, 7r)=P(n, 7)(nt+1)/(nt+1—7) 

设 S 是 n 元 素 集合 ， 存 在 多 少 个 有 序 对 (A，B) 使 得 A 和 B 是 S 的 子 集 且 ASB? [提示 : 证 明 S 中 的 
每 个 元 素 属于 A、B 一 A 或 S 一 B.] 
通过 构造 在 集合 的 具有 偶数 个 元 素 的 子 集 与 具有 奇数 个 元 素 的 子 集 之 间 的 对 应 ， 给 出 关于 5.4 节 推 
论 2 的 组 合 证 明 。[ 提 示 : 取 集 合 的 一 个 元 素 a， 如 下 构造 对 应 : 如 果 a 不 在 子 集中 就 把 它 放 到 子 集 
中 ; 如 果 a 在 子 集中 就 把 它 从 子 集中 取出 。] 
设 n 和 r 是 非 负 整数 且 r 二 n。 证 明 

G(R r=D=Ctnt 2 r+F1)—260t1, 7 十 1 十 CC2 7 十 1) 


使 用 数学 归纳 法 证 明 bE 二 CCln 十 1,3) 其 中 是 大 于 1 的 整数 。 
证 明 ， 如果 ”是 整数 ， 则 
(2)=* 
证 明 i ( > ) ， "为 大 于 等 于 2 的 整数 . 
证 明 3 3 TT ls )， n 为 大 于 等 于 3 的 整数 。 


i=1 jj 一 计 孙 一 和 1 


在 这 个 练习 中 我 们 将 推导 一 个 关于 个 最 小 正 整 数 的 平方 和 的 公式 。 我 们 将 用 两 种 方式 计数 三 元 组 
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(i，j7， 上 上) 的 个 数 ， 其 中 i、j 和 上 是 整数 且 满 足 0<i<k,，0<j<k，1<k<n。 
a) 证 明 ， 对 于 给 定 的 有 存在 个 这 样 的 三 元 组 ， 因 此 有 》 1 如 个 这 样 的 三 元 组 。 


b) 证 明 : 具有 0 委 ;<7<& 的 三 元 组 个 数 和 0 二 j 二 i<% 的 三 元 组 个 数 都 等 于 Cln 十 1，3)。 
©) 证 明 : 具有 0 过 i=j<k 的 三 元 组 个 数 等 于 CCn 十 1]，2)。 
dd) 把 a)、b) 和 c) 组 合 起 来 得 出 


DE = 2Cnt+1,3) + Cnt1,2) 


二 n(n 十 1)(2n 十 1)/6 
* 33. 设 ?过 4， 有 多 少 个 对 位 位 串 恰 好 01 在 其 中 出 现 两 次 ? 

34. 设 集合 S 和 子 集 族 A; ，A: ，…，4.， 其 中 每 个 子 集 含 有 d 个 元 素 ，d 宇 2。 如 果 可 以 把 两 种 不 同 的 颜 
色 分 配给 S 的 元 素 ， 每 个 元 素 一 种 颜色 ， 且 使 得 每 个 子 集 A; 都 包含 了 两 种 颜色 的 元 素 ， 则 称 这 个 子 
集 族 是 可 2 涂 色 的 。 设 m(d) 是 最 大 的 正 整 数 ， 使 得 对 于 每 个 子 集 族 ， 如 果子 集 数 小 于 m(4d)， 且 每 
个 子 集 含 d 个 元 素 ， 就 是 可 2 涂 色 的 。 

a) 证 明 : 具有 2d 一 1 个 元 素 的 集合 S 的 所 有 d 子 集 构 成 的 子 集 族 不 是 可 2 涂 色 的 。 
b) 证 明 : xz:(2) 王 3。 

# 和 全 证明， m(3) 三 7。 [提示 : 证 明 {1s 3 5)5 《126 《人 1 4 7}3 (2, B34} 25 (33 
6，7}，{4，5，6) 不 是 可 2 涂 色 的 。 然 后 证 明 所 有 具有 3 个 元 素 的 6 个 集合 的 集合 族 都 是 可 2 涂 
色 的 。] 

35. 一 个 教授 为 一 次 离散 数学 考试 出 了 20 道 多 选 题 ， 每 道 题 可 能 的 答案 为 a、b、c 或 d。 如 果 具 有 答案 

a、b、c 和 d 的 试题 数 分 别 为 8、3、4 和 5， 且 试题 可 以 用 任意 的 顺序 安排 ， 那 么 可 能 有 多 少 种 不 同 
的 答案 。 : 

36. 8 个 人 围 圆桌 就 座 有 多 少 种 不 同 的 安排 ? 其 中 如 果 一 种 安排 通过 旋转 能 从 另 一 种 安排 得 到 ， 那 么 就 认 
为 这 两 种 安排 是 一 样 的 。 

37. 把 24 个 学 生 分 给 5 个 指导 教师 有 多 少 种 方式 ? 

38. 一 蒲式耳 包含 20 个 不 可 辨别 的 Delicious 苹果 、20 个 不 可 辨别 的 Macintosh 苹果 和 20 个 不 可 辨别 的 
Granny Smith 苹果 ， 从 其 中 选 12 个 苹果 ， 如 果 每 类 至 少 选 3 个 ， 有 多 少 种 方式 ? 

39, 方程 zi 十 zz 十 zs 二 17 有 多 少 个 非 负 整 数 解 ? 
ls ri 3 b) 若 zi 二 6，zs 记 5 
©) 若 Xi 过 4 二 31 za>5 

40. 使 用 单词 PEPPERCORN 的 所 有 字母 构成 字符 串 。 

a) 可 以 构成 多 少 个 不 同 的 字符 串 ? b) 其 中 有 多 少 字符 串 以 P 开始 和 结束 ? 
c) 在 多 少 个 字符 串 中 有 3 个 连续 的 P? 

41. 10 元 素 集合 有 多 少 个 子 集 
a) 少 于 5 个 元 素 ? b) 多 于 7 个 元 素 ? 
ec) 有 奇数 个 元 素 ? 

42. 一 个 交通 逃逸 事故 的 证 人 告诉 警察 ， 後 事 汽 车 的 车 牌 包含 3 个 字母 后 面 跟着 3 个 数字 ， 以 字母 AS 开 
始 且 包含 数字 1 和 2。 有 和 多少 不 同 的 车 牌 符合 这 个 描述 ? 

43. 有 多 少 种 方式 把 nn 个 相同 的 物体 放 入 m 个 不 同 的 容器 而 使 得 没有 一 个 容器 是 空 的 ? 

44. 6 个 男孩 和 8 个 女孩 坐 在 一 排 椅子 上 ， 如 果 没 有 两 个 男孩 相 邻 ， 有 多 少 种 方式 ? 

45. 将 6 个 物体 放 入 5 个 盒子 中 有 多 少 种 方式 ， 如 果 


a) 物 体 与 盒子 都 是 有 标号 的 ? b) 物 体 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 物 体 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 物 体 与 盒子 都 是 没有 标号 的 ? 

46. 将 5 个 物体 放 和 人 6 个 盒子 中 有 多 少 种 方式 ， 如 果 
a) 物 体 与 盒子 都 是 有 标号 的 ? b) 物 体 是 有 标号 的 ， 但 盒子 是 没有 标号 的 ? 
c) 物 体 是 没有 标号 的 ， 但 盒子 是 有 标号 的 ? d) 物 体 与 盒子 都 是 没有 标号 的 ? 


第 一 类 斯 特 林 数 cC(n,，k)， 其 中 入 都 为 整数 ，1 壹 kn， 等 于 nn 个 人 围 坐 于 & 张 圆 桌 ， 每 张 圆 桌 
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至 


方 
47 


48 


49 
# 和 人 
5S1 


52 
后 


法 
# S3 


x* 54. 


$5, 
56. 
* 58, 


少 有 一 个 人 的 安排 方式 数 ， 其 中 m 个 人 坐 在 一 桌 ， 如 果 每 一 个 都 相同 的 左右 邻 座 被 认为 是 同一 种 安排 
式 。 
. 计算 下 列 第 一 类 斯 特 林 数 。 

a)c(3, 2) b)c(4, 2) c)c(4，3) d)c(5, 4) 


. 证 明 如 果 "为 正 整 数 , 则 > cn, 访 一 。 


. 证 明 如 果 n 为 正 整 数 ，n 宇 3,， 则 cln, n 一 2)= 二 (3n 一 1)C(n，3)/4。 
.证明 & 和 ?都 为 整数 ，1 委 &<2， 则 cn 十 1,，k)= 二 cn,，k 一 1 十 nc(n，k)。 
. 给 出 一 个 组 合 证 明 当 nn 为 正 偶数 时 ，2” 能 整除 z!。[ 提 示 : 使 用 6.5 节 中 的 定理 3 计算 2n 个 对 象 的 
排列 数 ， 其 中 一 共 n 种 不 同类 型 ， 每 类 型 有 2 个 相同 的 对 象 。] 
.有 多 少 种 长 度 为 11 的 RNA 序列 ， 其 中 有 4 个 A、3 个 C、2 个 U 和 2 个 G, 并 以 CAA 结 尾 ? 
练习 53 和 54 基于 [RoTe09] 中 的 讨论 。 在 20 世纪 60 年 代 使 用 一 种 RNA 链 测 序 方法 在 某 种 链接 之 
采用 酶 打 断 RNA 链 。 有 些 酶 将 RNA 链 从 G 链接 打 断 ， 有 些 从 C 或 者 U 链接 之 后 打 断 。 使 用 这 些 方 
有 时 可 正确 对 一 条 RNA 链 的 所 有 碱 基 进 行 测序 。 
. 设 在 每 个 G 链接 后 打 断 RNA 链 的 酶 用 于 长 为 12 的 链接 链 。 片 段 得 到 了 G、CCG、AAAG 和 UCCG， 
当 采 用 每 个 C 或 UD 处 打 断 RNA 链 的 酶 时 ， 片 段 得 到 了 C、C、C、C、GGU 和 GAAAG。 你 能 从 这 
些 片 段 确定 这 条 长 度 为 12 的 RNA 链 ? 如 果 可 以 ， 这 条 链 是 怎样 的 ? 
设 在 每 个 G 链接 后 打 断 RNA 链 的 酶 用 于 长 为 12 的 链接 链 。 片 段 得 到 了 AC、UG 和 ACG， 当 采用 每 
个 C 或 可 处 打 断 RNA 链 的 酶 时 ， 片 段 得 到 了 U、GAC 和 GAC。 你 能 从 这 些 片段 确定 这 条 12 长 度 
的 RNA 链 ? 如 果 可 以 ， 这 条 链 是 怎样 的 ? 
设计 一 个 算法 生成 一 个 有 穷 集 的 所 有 允许 重复 的 + 排列 。 
设计 一 个 算法 生成 一 个 有 穷 集 的 所 有 人 允许 重复 的 + 组合 。 
证 明 : 如 果 m,n 为 整数 ，m 宇 3，n 宇 3， 那么 RCm, nn) 二 RGm, n 一 1) 十 R(m 一 1，n)。 
在 一 组 6 个 人 中 ， 每 两 个 人 是 朋友 或 者 是 敌人 ， 证明 在 这 组 人 中 不 存在 3 个 人 两 两 是 朋友 ， 也 不 存 
在 4 个 人 两 两 是 敌人 。 从 而 证 明了 R(3，4) 宇 7。 


计算 机 课题 


按 


Io nw 


给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


. 给 定 正 整数 n 和 不 超过 n 的 非 负 整 数 ， 找 出 对 元 素 集合 的 > 排列 数 和 7 组 合 数 。 

. 给 定 正 整数 和 7r， 找 出 对 元 素 集合 的 允许 重复 的 > 排列 数 和 允许 重复 的 ~ 组 合 数 。 

. 给 定 正 整 数 序 列 ， 找 出 这 个 序列 的 最 长 的 递增 和 递减 子 序列 。 

.给 定 方程 翅 十 zz 十 … 十 zx 二 C， 其 中 C 是 一 个 常数 ，zl，zs，…，z, 是 非 负 整 数 ， 列 出 所 有 的 解 。 
. 给 定 正 整 数 n， 按 字典 顺序 列 出 集合 {1，2，3，…，n}) 的 所 有 的 排列 。 

. 给 定 正 整数 上 和 不 超过 ?= 的 非 负 整数 +， 按 字 典 顺序 列 出 集合 {1，2，3，…， nn} 的 所 有 的 r+ 组合。 
. 给 定 正 整 数 n 和 不 超过 的 非 负 整 数 +， 按 字典 顺序 列 出 集合 们 ，2，3，…， nn} 的 所 有 的 排列。 
. 给 定 正 整数 an， 列 出 集合 {L，2，3，…， 寻 的 所 有 的 组 合 。 


9. 给 定 正 整 数 n 和 r+， 列 出 集合 {1，2，3，…，n} 的 允许 重复 的 所 有 7 排列 。 


10. 


. 给 定 正 整 数 n 和 rr， 列 出 集合 {1，2，3，…，n} 的 允许 重复 的 所 有 7 组合 。 


计算 和 探索 


使 
1. 


2. 
3. 


用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 

当 两 个 队 加 时 赛 时 ， 赢 的 队 是 9 分 中 首先 得 5 分 、11 分 中 首先 得 6 分 、13 分 中 首先 得 7 分 和 15 分 中 
首先 得 8 分 的 队 。 找 出 加 时 赛 的 可 能 的 结果 数 。 

哪些 二 项 式 系数 是 奇数 ?” 你 能 根据 数 的 特征 给 出 一 个 猜想 吗 ? 

目前 还 不 知道 二 项 式 系数 C(2z， 了 站 是 否 一 定 被 一 个 素数 的 平方 整除 ， 也 不 知道 当 ? 增 长 时 在 Cl(2n,， nn) 
的 素数 分 解 中 最 大 的 指数 是 否 无 界 增长 。 通 过 对 于 尽 可 能 多 的 正 整 数 n 找 C(2n，nn) 的 分 解 式 中 素数 的 
最 小 和 最 大 的 短 来 探索 这 个 问题 。 
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. 尽量 找 出 更 多 的 小 于 200 的 奇数 n， 使 得 CC(n, | n/2 几 不 能 被 一 个 素数 的 平方 整除 。 根 据 你 的 证 据 给 


出 一 个 腾 测 公式 。 


. 对 每 个 小 于 100 的 整数 ， 确 定 C(2n， nn) 是 否 能 被 3 整除。 根据 的 三 进 制 展 开 式 ， 你 能 腑 测 一 个 公式 


来 告诉 我 们 关于 哪个 整数 n， 二 项 系数 C(2n， nn) 能 被 3 整除 吗 ? 


. 生成 8 元 素 集合 的 所 有 的 排列 。 

. 生成 9 元 素 集合 的 所 有 的 6 排列 。 
.生成 8 元 素 集合 的 所 有 的 组 合 。 

. 生成 7 元 素 集合 允许 重复 的 所 有 5 组 合 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 
1. 描述 狄 利克 雷 和 其 他 的 数学 家 对 镶 巢 原理 的 早期 应 用 。 


2, 


© oA 


讨论 扩充 目前 电话 编码 计划 的 方式 以 适合 对 更 多 电话 号 码 飞 速 增长 的 需求 。( 看 看 你 是 否 能 够 找到 某 些 
来 自 电信 产业 的 建议 ,) 对 你 要 讨论 的 每 个 新 的 编码 计划 说 明 怎样 找到 它 所 支持 的 不 同 电话 号 码 的 个 数 。 


. 讨论 组 合 推理 在 基因 测序 和 基因 组 相关 问题 中 的 重要 性 。 
. 本 书 描述 了 许多 组 合 恒等式 。 找 一 找 关 于 这 种 恒等式 的 资料 ， 并 且 描 述 除 了 本 书 引 入 之 外 的 其 他 重要 


的 组 合 恒等式 。 给 出 其 中 某 些 恒等式 的 有 代表 性 的 证 明 ， 包括 组 合 证 明 。 


. 描述 在 统计 力学 中 的 质点 分 布 所 使 用 的 不 同 的 模型 ， 包 括 麦 克 斯 韦 - 玻 尔 兹 曼 、 玻 色 - 爱 因 斯 坦 和 费 


米 - 狄 拉 克 (Fermi-Dirac) 统 计 ， 在 每 种 情况 下 描述 模型 中 使 用 的 计数 技术 。 


. 定义 第 一 类 斯 特 林 数 并 且 描 述 它们 的 某 些 性 质 以 及 所 满足 的 恒等式 。 

. 定义 第 二 类 斯 特 林 数 并 且 描 述 它们 的 某 些 性 质 以 及 所 满足 的 恒等式 。 

. 描述 拉 姆 齐 数 的 值 和 范围 的 最 新 发 现 。 

. 描述 生成 元素 集 合 所 有 排列 的 其 他 算法 ， 这 些 算 法 不 是 在 6. 6 节 给 出 的 算法 。 把 这 些 算法 的 计算 复 


杂 度 与 本 书 中 和 6. 6 节 练 习 所 描述 算法 的 计算 复杂 度 进行 比较 。 


10. 至 少 描 述 一 种 方法 生成 一 个 正 整数 n 的 所 有 的 部 分 。( 见 5. 3 节 练 习 47。) 
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离散 概率 


组 合 学 和 概率 论 有 着 共同 的 起 源 。 概 率 论 形成 于 三 百 多 年 以 前 。 当 时 布 莱 斯 。 帕 斯 卡 对 某 
些 赌博 游戏 进行 了 分 析 。 尽 管 概率 论 起 源 于 赌博 的 研究 ， 但 是 现在 它 在 各 种 不 同 的 学 科 中 起 着 
基础 的 作用 。 例 如 ， 概 率 论 被 广泛 应 用 于 遗传 学 的 研究 ， 用 它 可 以 帮助 理解 特征 的 遗传 。 当 然 ， 
由 于 概率 论 适用 于 研究 人 所 特别 热衷 的 赌博 行为 ， 它 仍旧 是 数学 领域 里 特别 流行 的 一 部 分 。 

在 计算 机 科学 中 ， 概 率 论 在 算法 复杂 度 研 究 中 起 着 重要 的 作用 。 特 别 地 ， 人 们 用 概率 论 的 
思想 和 技巧 确定 算法 的 平均 复杂 度 。 概 率 算 法 可 以 用 于 解决 许多 不 容易 或 实际 上 不 可 能 用 确定 
性 算法 求解 的 问题 。 确 定性 算法 在 给 定 同 样 的 输入 条 件 以 后 ， 总 是 遵循 着 同样 的 步骤 ， 但 在 概 
率 算 法 中 不 是 这 样 ， 算 法 做 一 次 或 多 次 随机 选择 ， 可 能 导致 不 同 的 输出 结果 。 在 组 合 学 中 ， 概 
率 论 甚至 可 以 用 于 证 明 具 有 特定 性 质 的 个 体 的 存在 性 。 由 保罗 “ 埃 德 斯 和 阿尔 弗 雷 德 。 任 伊 引 
和 组合 学 的 概率 方法 ， 通 过 证 明 存 在 具有 某 种 性 质 个 体 的 概率 是 正 数 来 证 明 这 种 个 体 的 存在 
性 。 概 率 论 将 帮助 我 们 回答 涉及 不 确定 性 的 问题 ， 如 确定 通过 邮件 中 出 现 的 单词 我 们 是 否 将 这 
封 邮件 当做 垃圾 邮件 而 拒绝 它 。 


7.1 离散 概率 引 论 


7.1.1 引言 

概率 论 可 追溯 到 1526 年 ， 当 时 意大利 数据 家 、 物 理学 家 和 赌 徒 吉 罗拉 莫 ， 卡尔 达 诺 在 他 
的 著作 《 论 赌博 游戏 ) 中 第 一 次 系统 地 论述 这 一 主题 (这 本 著作 直到 1663 年 才 出 版 ， 这 也 阻碍 了 
概率 论 的 发 展 )。17 世纪 法 国 数学 家 布 菜 斯 帕斯卡 基于 反复 措 一 对 角 子 的 结果 确定 了 启 得 某 
些 热门 赌注 的 赔 率 。 到 了 18 世纪 ,法国 数学 家 拉 普 拉 斯 也 研究 赌博 ， 并 且 把 事件 的 概率 定义 
为 成 功 的 结果 数 除 以 可 能 的 结果 数 所 得 的 商 。 例 如 ， 一 个 角 子 撕 出 奇数 点 的 概率 就 是 成 功 结果 
的 个 数 ( 即 出 现 奇 数 点 的 个 数 ) 除 以 可 能 结果 的 个 数 ( 即 角 子 可 能 出 现 的 不 同方 式 数 )。 有 6 种 可 
能 的 结果 ， 即 1、2、3、4、5 和 6， 其 中 恰好 3 种 是 成 功 的 结果 ， 即 1、3 和 5。 因 此， 般 子 掷 
出 奇数 点 的 概率 是 3/6 二 1/2。( 注 意 ， 这 里 假定 所 有 结果 的 可 能 性 是 相等 的 ， 或 者 换 句 话说 ， 
货 子 是 均匀 的 。) 

这 一 节 我 们 的 讨论 将 局 限于 具有 相等 可 能 性 的 有 限 多 个 结果 的 试验 。 这 样 我 们 可 以 使 用 拉 
普 拉 斯 关于 事件 概率 的 定义 。 我 们 将 在 7. 2 节 研 究 具 有 有 限 多 个 结果 但 结果 的 可 能 性 不 一 定 相 
等 的 试验 ， 我 们 将 引入 概率 论 中 的 一 些 关 键 概 念 ， 包 含 条 件 概率 、 事 件 的 独立 性 、 随 机 变量 。 
在 7.4 节 将 引入 随机 变量 的 期 望 和 方差 的 概念 。 


7.1.2 有 限 概 率 
我 们 把 从 一 组 可 能 的 结果 中 得 出 一 个 结果 的 过 程 称 为 试验 。 试 验 的 样本 空间 是 可 能 结果 的 
集合 。 一 个 事件 是 样本 空间 的 子 集 。 现 在 叙述 拉 普 拉 斯 关于 具有 有 限 多 个 可 能 结果 的 事件 的 概 
率 定义 。 
ES 事件 瑟 是 结果 具有 相等 可 能 性 的 有 限 样 本 空间 S 的 子 集 ， 则 事件 下 的 概率 是 
pC(E)=|EL 
1S| 


一 个 事件 的 概率 肯定 不 会 为 负 或 者 大 于 1。 
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根据 拉 普 拉 斯 的 定义 ， 一 个 事件 的 概率 是 0 一 1。 为 了 了 解 这 点 ， 注 意 ， 如 果 巨 是 一 个 有 
限 样本 空间 S 的 一 个 事件 ， 则 01|E| 三 1S|， 因为 ECS, 所 以 0<p(E)=|E|/|S|<1. 

例 1 一 ?7 说 明 怎 样 找 出 事件 的 概率 。 

例 1 人 缸 里 有 4 个 蓝 球 和 5 个 红 球 。 从 缸 里 取出 一 个 蓝 球 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”为 计算 这 个 概率 ， 首 先 考 虑 存在 9 个 可 能 的 结果 ， 这 些 可 能 的 结果 中 有 4 个 得 到 蓝 
球 。 因 此 ， 选 一 个 蓝 球 的 概率 是 4/9。 4 

例 2 掷 两 个 山子 使 得 其 点 数 之 和 等 于 7 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 当 折 两 个 角子 时 总 共有 36 种 可 能 的 结果 (这 是 由 乘积 法 则 得 到 的 。 因 为 每 个 角子 有 6 
个 可 能 的 结果 ， 所 以 掷 两 个 仍 子 时 总 共有 6 一 36 种 结果 )。 存 在 6 种 成 功 的 结果 ， 即 (1，6)、 
(2，5)、(3，4) 、(4，3)、(5，2) 和 (6，1)， 这 里 两 个 骨 子 的 点 数 用 一 个 有 序 对 来 表示 。 因 
此 ， 掷 两 个 均匀 的 蜗 子 时 ， 点 数 和 为 7 出 现 的 概率 是 6/36 一 1/6 。 本 

目前 彩票 非常 流行 。 我 们 可 以 轻松 地 算出 赢 各 种 不 同类 型 彩票 的 机 会 ， 如 例 3 和 例 4。( 赢 
得 广 受 欢 迎 的 超级 百 万 和 强力 球 彩 票 的 罕见 概率 将 在 补充 练习 部 分 研究 。) 

例 3 在 一 种 彩票 里 ， 人 们 挑 4 个 数字 ， 如 果 数 字 与 一 个 随机 机 械 过 程 选 出 的 4 个 数字 吻 
合 且 次 序 相 同 ， 他 们 就 中 了 大 奖 。 如 果 只 有 3 个 数字 匹配 ， 他 们 就 中 了 比较 小 的 奖 。 那 么 ， 赢 
大 奖 的 概率 是 多 少 ? 赢 小 奖 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”选择 的 4 个 数字 都 正确 的 方法 只 有 一 种 。 而 由 乘积 法 则 可 知 ， 任 选 4 个 数字 共有 10: = 
10 000 种 方式 。 因 此 ， 赢 大 奖 的 概率 是 1/10 000=0. 0001 。 

4 个 数字 中 恰好 选 对 了 3 个 数字 的 能 够 赢 小 奖 。 为 了 使 3 个 数字 正确 ， 而 不 是 4 个 数字 全 
对 ， 必 须 恰 好 1 个 数字 出 错 。 可 以 先 求 选 4 个 数字 且 除 了 第 i 个 数字 之 外 都 与 挑 出 的 数字 匹配 
的 方式 数 ， 这 里 的 i 二 1，2，3，4， 然 后 对 它们 求 和 。 根 据 求 和 法 则 ， 就 能 得 到 恰好 选 对 3 个 
数字 的 方式 数 。 

先 求 第 1 个 数字 不 匹配 的 选 法 数 ， 观 察 到 对 第 1 个 数字 有 9 种 可 能 的 选择 (除了 一 个 正确 的 
数字 外 )， 而 其 他 的 每 个 数字 只 有 一 种 选择 ， 即 对 应 位 置 的 正确 数字 。 因 此 ， 第 1 个 数字 出 错 而 
后 3 个 数字 正确 的 选 法 有 9 种 。 类 似 地 ， 有 9 种 方式 选 出 4 个 数字 而 只 有 第 2 个 数字 出 错 ， 又 有 
9 种 方式 只 有 第 3 个 数字 出 错 ， 以 及 9 种 方式 只 有 第 4 个 数字 出 错 。 从 而 总 共有 36 种 方式 选择 4 
个 数字 ， 并 恰好 其 中 3 个 是 正确 的 。 于 是 ， 赢 得 小 奖 的 概率 是 36/10 000 二 9/2500 二 0.0036。 4 


ums 


吉 罗 拉 莫 ， 卡尔 达 诺 (Girolamo Cardano，1501 一 1576) ” 生 于 意大利 的 帕 维 亚 。 
-是 法 齐 奥 ， 卡 尔 达 诺 和 一 个 年 轻 的 寡妇 Chiara Micheria 的 私生子 ， 法 齐 奥 ， 卡尔 达 诺 

是 一 名 律师 、 数 学 家 ， 和 达 ， 芬 奇 是 朋友 。 尽 管 疾病 和 贫穷 ， 卡 尔 达 诺 能 够 在 帕 维 亚 
和 帕 多 瓦 大 学 学 习 ， 从 那里 他 获得 了 医学 学 位 。 因 为 他 是 私生子 的 出 生 以 及 他 古怪 的 
3 行为 和 对 抗 性 的 性 格 ， 卡 尔 达 诺 没有 被 米兰 的 医师 学 院 接受 。 尽 管 如 此 ， 他 的 医术 得 
| 到 了 很 高 的 评价 。 作 为 一 名 医生 ， 他 的 主要 成 就 之 一 是 他 首次 对 伤寒 的 描述 。 

ee 卡尔 达 诺 出 版 了 100 多 册 图 书 ， 内 容 涉及 多 个 学 科 ， 包 括 医 学 、 自 然 科学 、 数 
学 、 博 弈 论 、 物 理发 明和 实验 ， 以 及 占星 术 。 他 还 写 了 一 篇 精彩 的 自传 。 在 数学 方向 ， 卡 尔 达 诺 的 (大 艺 
术 论 》(Ars Magna) 一 书 ， 发 表 于 1545 年 ， 建 立 了 抽象 代数 的 基础 。 它 是 当时 那 一 个 多 世纪 中 关于 抽象 代 
数 最 全 面 的 书 ， 它 给 出 了 卡尔 达 诺 和 其 他 人 的 许多 新 颖 想法 ,包括 为 解决 三 次 和 四 次 常 系数 方程 的 方法 。 
卡尔 达 诺 在 密码 学 方面 也 做 出 了 重要 贡献 。 卡 尔 达 诺 是 人寿 人 教育 的 倡导 者 ， 不 同 于 他 同时 的 代 人 ， 他 相 
信和 八 哑 人 士 在 学 习 说 话 之 前 可 以 学 习 阅 读 ， 可 以 和 能 听 的 正常 人 一 样 使 用 他 们 的 大 脑 。 

卡尔 达 诺 经 常 缺 钱 。 然 而 ， 他 总 是 能 够 通过 赌博 和 下 棋 赢 钱 过 关 度 日 。 他 于 1526 年 写 了 一 本 关于 博 

弈 机 会 的 书 《 机 遇 博 弈 (Liber de Ludo Aleae) (但 在 1663 年 才 出 版 )， 书 中 第 一 次 给 出 了 关于 概率 的 系统 
论述 ， 还 介绍 了 如 何 有 效 作弊 。 卡 尔 达 诺 被 认为 是 一 个 品德 可 疑 的 人 ， 他 经 常 被 描述 成 一 个 骗子 、 赌 徒 、 
贪恋 女 色 的 人 和 那 教徒 。 
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例 4 现在 有 许多 彩票 要 求 从 1 到 正 整 数 n 中 选 出 6 个 数 的 数组 ， 选 对 的 人 得 到 特别 大 奖 ， 
这 里 的 ”通常 在 30 一 60 之 间 。 一 个 人 从 40 个 数 中 选 对 6 个 数 的 概率 是 多 少 ? 
解 只 有 一 个 赢 奖 的 组 合 ， 从 40 个 数 中 选 6 个 数 的 总 方法 数 是 


0 


因此 ， 选 出 一 个 赢 奖 组 合 的 概率 是 1/3 838 380s0. 000 000 26( 符 号 六 表示 近似 等 于 ) 。 4 

另 一 种 纸牌 游戏 一 一 扑克 ， 也 越 来 越 流行 。 要 想 在 游戏 中 获胜 ， 了 解 不 同 的 一 手 牌 的 概率 
还 是 有 帮助 的 。 我 们 可 以 借助 于 目前 为 止 所 发 展 起 来 的 技术 来 求 得 纸牌 游戏 中 出 现 一 手 特定 牌 
的 概率 。 一 副 纸 牌 有 52 张 牌 ， 分 成 13 种 不 同 的 牌 ， 每 种 牌 都 有 4 张 。( 在 常用 的 术语 中 ， 除 
了 “种 ”之 外 ， 还 有 “级 ”、“ 面 值 ”、“ 面 额 * 以 及 “ 值 ”等 ,) 这 些 不 同 的 牌 分 别 是 : 2、3、4、5、6、 
7、8、9、10、J、Q、K 和 A。 每 种 面值 的 牌 都 有 4 套 花 色 ， 分 别 是 黑 桃 、 梅 花 、 红 桃 和 方块 ， 
每 套 花 色 都 有 13 张 不 同 的 牌 。 在 许多 扑克 游戏 中 ， 一 手 牌 是 由 5 张 牌 组 成 的 。 

例 5 求 含有 4 种 相同 面值 的 5 张 牌 所 构成 的 一 手 牌 的 概率 。 

解 ”根据 乘积 法 则 ， 具 有 4 种 相同 面值 的 5 张 牌 构成 一 手 牌 的 方式 数 等 于 选择 一 种 面值 的 
方式 数 乘 以 从 4 套 花色 中 选 出 4 张 该 种 面值 的 牌 的 方式 数 再 乘 以 选择 第 5 张 牌 的 方式 数 ， 即 

C(13,1)C(4,4)C(48,1) 

由 6.3 节 中 的 例 11 可 知 : 5 张 牌 组 成 的 一 手 牌 共有 CC(52，5) 种 方式 。 因 此 ,含有 4 种 相 

同 面值 的 5 张 牌 所 构成 的 一 手 牌 的 概率 是 


C(13,1)CC4,4)C(48,1) 13 。1。48 
C52,5) 0 00 4 


例 6 一 手 牌 打 出 满堂 红 ， 即 3 张 在 同一 类 且 其 余 2 张 在 另 一 类 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”由 乘积 法 则 ， 打 出 满堂 红 的 方式 数 也 就 是 有 序 地 选取 两 个 类 的 方式 数 ， 即 第 一 类 的 4 
张 牌 选 3 张 的 方式 数 和 第 二 类 的 4 张 牌 选 2 张 的 方式 数 之 积 (注意 两 类 的 次 序 是 有 关系 的 ， 例 ， 
如 3 个 Q 和 2 个 A, 与 3 个 A 和 2 个 Q 是 不 同 的 )。 可 以 看 出 打出 满堂 红 的 方式 数 是 

P(13,2)C(4,3)C(4,2) = 13.12.4.6= 3744 
因为 存在 2 598 960 手 牌 ， 所 以 出 现 满堂 红 的 概率 是 
3744 
D598 960~0° 0014 S| 

例 7 箱子 里 有 50 个 球 ， 依次 标号 为 1， 3 2 DOs 依次 取出 号 码 为 11, 4, 17, 39, 23 
的 球 的 概率 是 多 少 ” 如 果 (a) 在 选 下 一 个 球 之 前 已 经 选 出 的 球 不 再 放 回 到 箱子 里 ;(b) 在 选 下 一 
个 球 之 前 已 经 选 出 的 球 要 放 回 箱子 里 。 

解 〈a) 根 据 乘 积 法 则 ， 存 在 50. 49. 48。47。46 一 254 251 200 种 方法 选 球 。 因 为 每 当 一 个 
球 拿 走 ， 就 少 一 个 被 选 的 球 。 因 此 11、4、17、39、23 号 球 被 依次 取出 的 概率 是 1/254 251 200。 
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皮特 尔 -西蒙 。 拉 普 拉 斯 (Pierre-Simon Laplace，1749 一 1827) 拉 普 拉 斯 出 身 于 诺 
曼 底 的 一 个 下 层 家 族 ， 童 年 时 在 一 所 教会 学 校 受 教育 。16 岁 他 进入 凯 恩 大 学 学 习 神 
学 , 但 是 不 久 他 意识 到 自己 真正 感 兴趣 的 是 数学 。 毕 业 后 ， 他 在 凯 恩 大 学 担任 临时 教 
授 。1769 年 他 成 为 巴黎 陆军 学 校 的 数学 教授 。 

拉 普 拉 斯 由 于 对 天 体力 学 、 天 体 运 动 研究 所 做 出 的 贡献 而 闻名 于 世 。 他 的 人 《天体 
力学 》(Traité de Mécanique céleste) 被 认为 是 19 世纪 初期 最 伟大 的 科学 著作 之 一 。 拉 
普 拉 斯 是 概率 论 的 奠基 人 之 一 ， 还 对 数理 统计 学 做 出 了 许多 贡献 。 他 把 在 这 个 领域 的 
工作 写成 《概率 论 的 理论 分 析 》(Théorite Analytique des Probabilités) 一 书 ， 书 中 定义 一 个 事件 的 概率 为 试 
验 所 希望 的 结果 数 与 总 结果 数 之 比 。 

拉 普 拉 斯 还 由 于 他 的 政治 灵活 性 而 著称 。 他 先后 忠实 于 法 兰 西 共和 国 、 拿 破 仑 和 路 易 十 八国 王 。 这 
使 他 在 法 国 革命 前 、 革 命 期 间 和 革命 后 都 成 果 卓 著 。 
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这 是 一 个 无 放 回 抽样 的 实例 。 

(b) 根 据 乘积 法 则 ， 存 在 50 一 312 500 000 种 方法 选 球 ， 因 为 每 次 拿 走 一 个 球 ， 还 存在 50 
种 可 选 的 球 。 因 此 11、4、17、39、23 号 球 被 依次 取 走 的 概率 是 1/312 500 000。 这 是 一 个 有 放 
回 抽样 的 实例 。 4 


7.1.3 事件 组 合 的 概率 
我 们 可 以 使 用 计数 方法 得 到 从 其 他 事件 导出 的 事件 的 概率 。 
天 设 EE 是 样本 空间 S 的 一 个 事件 。 事 件 下 一 S 一 下 (事件 已 的 补 事件 ) 的 概率 是 
pl(E) = 1— p(E) 
证 为 了 求 出 事件 的 概率 ， 我们 注意 |E|==|S| 一 |E|。 因 此 ， 


a = 起 E 
p(B = -| | 1 一] 有 ==1-p(E) 4 


当 直 接 的 方法 不 适用 时 ， 可 以 采取 其 他 方法 寻找 事件 的 概率 。 不 用 直接 求 这 个 事件 的 概 
率 ， 但 可 以 确定 它 的 补 事 件 的 概率 。 这 往往 更 容易 做 到 ， 正 如 下 面 的 例 8 所 示 。 

例 8 随机 生成 一 个 10 位 数 的 二 进 制 数 序列 ， 其 中 至 少 1 位 是 0 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 玉 是 10 位 中 至 少 一 位 是 0 的 事件 。 那么 巨 是 所 有 的 位 都 是 1 的 事件 。 因 为 样本 空 
间 是 所 有 10 位 二 进 制 位 串 的 集合 ， 从 而 得 到 


2(B -1 一 2 画 =1-1 =-1- 击 
Ee a 
1024 1024 
所 以 ， 包含 至 少 一 位 0 的 二 进 制 位 串 的 概率 是 1023/1024。 不 用 定理 1 而 直接 求 这 个 概率 是 相 
当 困 难 的 。 4 


我 们 也 可 以 求 出 两 个 事件 的 并 集 的 概率 。 
加 设 开 和 已 是 样本 空间 的 事件 ， 那 么 
轧 (E U E) = p(E)+p(E)— plE, NN E,) 
证 使 用 2.2 节 给 出 的 关于 两 个 集合 的 并 集 的 元 素数 公式 得 到 
|E, U E, |= | 副 | 二 LE|= |E, 门 E, | 





因此 ， 


p(E,U ED 一 | 


< 上 | 已 NB;| 
1S| 


IElLlE|l_ IENE) 
Is| 1S| [si 
= p(E)+p(E,)— p(E, NN E,) a 


例 9 从 不 超过 100 的 正 整数 中 随机 选 出 一 个 正 整数 ， 它 能 被 2 或 5 整除 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 设 EE 是 选 出 一 个 能 被 2 整除 的 数 的 事件 ，E。 是 选 出 一 个 能 被 5 整除 的 数 的 事件 。 那 
么 EU E, 是 能 被 2 或 5 整除 的 事件 ，E, 门 E, 是 能 被 2 和 5 同时 整除 的 事件 ， 即 能 被 10 整除 的 
事件 。 由 于 | 也 |=50,， |E, | 一 20， 有 |E.NE,|=10, 从 而 得 到 
pl(E, U E,)= p(E)+t pp(E,)— pl(E, MN E,) 
50 20 10 3 < 


“To00” 100” T0060 5 


7.1.4 概率 的 推理 
一 个 常见 的 问题 是 确定 两 个 事件 中 的 哪 一 个 更 有 可 能 发 生 ， 分 析 这 些 事件 的 概率 可 能 比较 
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复杂 。 下 面 的 例子 描述 了 一 个 这 样 的 问题 ， 它 讨论 了 一 个 来 自 电 视 游 戏 节目 《让 我 们 成 交 》 
(Let”s Make a Deal) 的 著名 问题 。 这 个 问题 因 节 目 举办 地 蒙 地 厅 而 得 名 。 

例 10 蒙 地 厅 大 厦 的 3 门 难题 ”假定 你 参与 游戏 ， 有 机 会 赢 一 个 大 奖 。 参 与 者 从 3 扇 门 中 
选 一 扇 门 打开 ， 大 奖 只 在 其 中 一 扇 门 的 后 面 。 节 目 主持 人 知道 每 扇 门 后 面 是 什么 ， 一 旦 你 选中 
了 某 扇 门 ， 不 管 是 否 选择 了 中 奖 的 门 ， 他 都 会 打开 另外 一 扇 没 有 奖 的 门 ( 如 果 两 扇 门 后 都 没有 
奖 ， 就 随便 打开 一 扇 ) 。 然 后 他 问 你 是 否 愿 意 换 另 外 一 肩 门 。 你 应 该 用 什么 策略 ? 你 应 该 换 一 
扇 门 ， 还 是 坚持 原来 的 选择 ， 或 者 这 无 关 紧 要 ? 

解 ”在 主持 人 开门 之 前 ， 你 选 对 了 门 的 概率 是 1/3， 因 为 这 3 扇 门 中 奖 的 可 能 性 相等 。 当 主 
持 人 打开 另外 一 扇 门 之 后 ， 你 所 选 的 门 正确 的 概率 不 变 ， 因 为 他 总 是 打开 后 面 没有 大 奖 的 门 。 

你 选 错 门 的 概率 就 是 大 奖 在 你 没有 选 的 两 扇 门 中 某 一 扇 后 面 的 概率 ， 因 此 ， 你 选 错 了 门 的 
概率 是 2/3。 如 果 你 选 错 了 ， 主 持 人 就 打开 一 扇 门 向 你 显示 大 奖 不 在 它 的 后 面 ， 大奖 一 定 在 另 
一 扇 门 之 后 。 若 你 原来 的 选择 是 错 的 ， 这 时 改变 主意 ,那么 你 总 能 赢 。 因 此 ， 通 过 改变 选择 ， 
你 赢 的 概率 是 2/3。 也 就 是 说 ， 当 主持 人 给 你 这 样 做 的 机 会 时 ， 你 总 应 该 选择 改变 ， 这 使 得 你 
赢 的 概率 增加 了 一 倍 。( 这 个 难题 更 严格 的 分 析 过 程 可 以 参见 7. 3 节 的 习题 15。 关 于 这 个 难题 
更 多 资料 和 它 的 变种 可 以 参见 LRo09]。) | 


练习 

。 从 一 副 牌 中 选 出 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

. 掷 仍 子 时 出 现 6 点 的 概率 是 多 少 ? 

. 从 前 100 个 正 整数 中 随机 选 出 1 个 奇数 的 概率 是 多 少 ? 

. 从 一 年 (366 天 ) 中 随机 选 出 1 天 在 4 月 的 概率 是 多 少 ? 

. 当 掷 2 个 山子 时 ， 其 点 数 之 和 是 偶数 的 概率 是 多 少 ? 

。 从 一 副 牌 中 选 1 张 牌 是 A 或 者 红心 的 概率 是 多 少 ? 

. 掷 6 次 硬币 ， 全 部 头像 向 上 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 红心 A 的 概率 是 多 少 ? 

. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 不 包含 红心 Q 的 概率 是 多 少 ? 

10. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 方块 2 和 黑 桃 3 的 概率 是 多 少 ? 

11. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 方块 2、 黑 桃 3、 红 心 6、 梅 花 10 和 红心 K 的 概率 是 多 少 ? 

12. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 恰好 包含 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

13. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 至 少 包 含 1 张 A 的 概率 是 多 少 ? 

14. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 5 类 不 同 牌 的 概率 是 多 少 ? 

15. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 2 个 对 子 ( 两 张 牌 花 色 不 同 但 类 相同 ) 的 概率 是 多 少 ? 

16. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 手 同 花 ， 即 5 张 牌 的 花色 相同 的 概率 是 多 少 ? 

17. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 个 顺 子 ， 即 5 张 牌 的 类 是 连续 的 概率 是 多 少 ? [注意 ，A-2-3-4-5 和 
10-J-Q-K-A 都 可 以 看 成 是 顺 子 。] 

18. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 一 个 同花顺 子 ， 即 5 张 牌 的 类 连续 且 是 同一 花色 的 概率 是 多 少 ? 

19. 一 手 扑 克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 5 张 不 同类 的 牌 且 不 包含 一 个 同 花 或 一 个 顺 子 的 概率 是 多 少 ? 

20. 一 手 扑克 牌 有 5 张 ， 其 中 包含 同一 花色 的 10、J、Q、K 和 A 的 概率 是 多 少 ? 

21. 一 个 山子 挪 6 次 都 不 出 现 偶数 点 的 概率 是 多 少 ? 

22. 随机 选取 一 个 不 超过 100 的 正 整 数 ， 能 够 被 3 整除 的 概率 是 多 少 ? 

23. 随机 选取 一 个 不 超过 100 的 正 整数 ， 能 够 被 5 或 7 整除 的 概率 是 多 少 ? 

24. 求 从 不 超过 下 述 整数 的 正 整数 中 选中 6 个 整数 来 赢 彩票 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 顺序 。 
a)30 b)36 c)42 d)48 

25. 求 从 不 超过 下 述 整数 的 正 整 数 中 选中 6 个 整数 来 赢 彩票 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 顺序 。 
a)50 b)52 c)56 d)60 

26. 求 从 不 超过 下 述 整 数 的 正 整 数 中 选 6 个 整数 都 不 中 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 顺序 。 
a)40 b)48 c)56 d)64 
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求 从 不 超过 下 述 整数 的 正 整 数 中 选 6 个 整数 ， 并 且 恰 好 选中 1 个 的 概率 ， 这 里 不 考虑 选择 整数 的 

顺序 。 

a)40 b)48 c)56 d)64 

美国 宾夕法尼亚 超级 彩票 的 玩法 是 ， 买 彩票 的 人 要 从 前 80 个 正 整 数 中 选 出 7 个 数 。 如 果 这 7 个 数 是 

在 由 宾夕法尼亚 彩票 委员 会 选 出 的 11 个 数 中 的 6 就 能 赢 大 奖 ， 那 么 一 个 人 赢 大 奖 的 概率 是 多 少 ? 

在 一 种 超级 彩票 中 ， 如 果 买 彩票 的 人 选中 的 8 个 数 正 是 计算 机 从 不 超过 100 的 正 整 数 中 选 出 的 数 就 

能 中 彩 。 请 问 中 彩 的 概率 是 多 少 ? 

由 计算 机 从 1 到 40 之 间 ( 包 括 1 和 40 在 内 ) 选 出 6 个 数 ， 如 果 某 人 选中 了 其 中 的 5 个 (但 不 是 6 个 ) 数 

就 能 获奖 ， 那么 获奖 的 概率 是 多 少 ? 

假设 100 个 人 进入 决赛 并 且 随 机 选择 不 同 的 人 作为 一 等 奖 、 二 等 奖 和 三 等 奖 的 获奖 者 。 如 果 米 切 尔 

是 进入 决赛 的 人 之 一 ， 她 中 奖 的 概率 是 多 大 ? 

假设 100 个 人 进入 决赛 并 且 随 机 选择 不 同 的 人 作为 一 等 奖 、 二 等 奖 和 三 等 奖 的 获奖 者 。 如 果 库 玛 、 

加 奈 斯 、 彼 得 罗 是 进入 决赛 的 人 ， 他 们 每 个 人 都 赢得 一 个 奖项 的 概率 是 多 少 ? 

在 一 次 绘画 比赛 中 ，200 个 人 进入 决赛 ， 在 下 述 条 件 下 ， 艾 比 、 巴 里 、 西 尔 维 亚 分 别 赢得 一 等 奖 、 二 

等 奖 、 三 等 奖 的 概率 是 多 少 ? 

a) 如 果 每 个 人 至 多 得 一 个 奖 。 b) 如 果 人 允许 一 个 人 得 多 个 奖 。 

在 一 次 绘画 比赛 中 ，50 个 人 进入 决赛 ,在 下 述 条 件 下 ， 过 、 考 林 、 杰 夫 、 罗 海 尼 分 别 赢 得 一 等 奖 、 

二 等 奖 、 三 等 奖 和 四 等 奖 的 概率 是 多 少 ? 

a) 如 果 每 个 人 至 多 得 一 个 奖 。 b) 如 果 允 许 一 个 人 得 多 个 奖 。 

在 轮 盘 赌 中 ， 旋 转 一 个 有 38 个 数 的 轮 盘 ， 其 中 18 个 数 是 红 的 ，18 个 数 是 黑 的 ， 另 外 两 个 既 不 红 也 

不 黑 的 数 是 0 和 00。 当 轮 盘 转动 时 ， 它 到 达 任 何 特定 数字 的 概率 是 1/38 。 

a) 轮 盘 落 到 1 个 红 数 的 概率 是 多 少 ? 

b) 轮 盘 两 次 落 到 某 列 上 的 同一 个 黑 数 的 概率 是 多 少 ? 

c) 轮 盘 落 到 0 或 00 的 概率 是 多 少 ? 

d) 轮 盘旋 转 5 次 ，5 次 都 不 落 到 0 或 00 的 概率 是 多 少 ? 

e) 某 次 转动 轮 盘 ， 落 到 1~6 之 间 ( 包 含 1 和 6 在 内 ) 的 某 个 数字 ， 但 下 次 转动 轮 盘 却 不 落 到 这 些 数字 
之 间 的 概率 是 多 少 ? 

掷 2 个 骨 子 总 点 数 为 8 或 拨 3 个 骨 子 总 点 数 为 8， 哪 种 可 能 性 更 大 ? 

掷 2 个 山子 总 点 数 为 9 或 拨 3 个 骨 子 总 点 数 为 9， 哪 种 可 能 性 更 大 ? 

设 El 和 已 是 两 个 事件 ， 如 果 p(Ei 门 Eo) 二 pl(E1)p(E;)， 就 称 El 和 Ei 是 独立 的 。 如果 把 一 枚 硬币 

抛掷 3 次 时 所 有 可 能 的 结果 构成 一 个 集合 ， 把 这 个 集合 的 子 集 看 做 事件 ， 确 定 下 面 的 每 一 对 事件 是 

否 是 独立 的 。 

a) Ei : 第 一 次 硬币 头像 向 下 ; E;: 第 二 次 硬币 头像 向 上 。 

b)E, : 第 一 次 硬币 头像 向 下 ; E;: 在 连续 3 次 中 有 2 次 但 不 是 3 次 头像 向 上 。 

c)Ei: 第 二 次 硬币 头像 向 下 ; E,: 在 连续 3 次 中 有 2 次 但 不 是 3 次 头像 向 上 。 

(我 们 将 在 7. 2 节 更 深入 地 研究 事件 的 独立 性 。) 

解释 下 面 的 陈述 错 在 什么 地 方 。 在 蒙 地 厅 大 厦 三 门 难题 里 ， 因 为 剩 下 两 个 门 ， 所 以 你 选 的 第 一 个 门 

后 面 是 大 奖 的 概率 与 另 一 个 没 打开 的 门 后 面 是 大 奖 的 概率 都 是 1/2。 

假定 在 蒙 地 厅 大 厦 难 题 中 不 是 三 个 门 而 是 四 个 门 。 当 知道 每 个 门 后 面 是 什么 的 主持 人 打开 一 个 后 面 

并 没有 奖品 的 门 并 且 给 你 机 会 改变 选择 时 ， 你 不 改变 选择 并 且 赢 了 大 奖 的 概率 是 多 少 ? 在 还 剩 下 两 

个 门 没有 打开 时 ， 你 改变 原来 的 选择 猜 中 两 个 门 其 中 一 个 后 面 有 奖 的 概率 是 多 少 ? 

这 个 问题 由 薛 瓦 利 埃 。 德 梅 雷 提 出 ， 并 由 布 莱 斯 .帕斯卡 和 皮 埃 尔 。 德 ， 费 马 解决 。 

a) 求 一 个 仙 子 掷 4 次 时 掷 出 一 个 6 点 的 概率 。 

b) 求 一 对 仍 子 掷 24 次 时 掷 出 两 个 6 点 的 概率 。 这 个 问题 是 薛 瓦 利 埃 。 德 梅 雷 问 帕 斯 卡 的 ， 他 问 这 个 
概率 是 否 大 于 1/2。 请 解答 这 个 问题 。 

©) 一 个 角子 拨 4 次 时 掷 出 一 个 6 点 或 一 对 盘子 掷 24 次 时 掷 出 两 个 6 点 ， 哪 种 情况 更 可 能 发 生 ? 
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7.2 概率 论 


7.2.1 引言 
ww 在 7. 1 节 我 们 引入 了 事件 的 概率 的 概念 。( 回 忆 一 下 ， 一 个 事件 是 一 次 试验 的 可 能 结果 的 
子 集 。) 我 们 像 拉 普 拉 斯 所 做 的 那样 定义 一 个 事件 羽 的 概率 


即 忆 中 的 结果 个 数 除 以 结果 总 数 。 这 个 定义 假定 所 有 结果 的 可 能 性 都 是 相等 的 。 但 是 许多 试验 
结果 的 可 能 性 并 不 相等 。 例 如 ， 一 个 硬币 很 可 能 是 不 均匀 的 ， 因 而 出 现 头像 向 上 的 次 数 常常 是 
向 下 次 数 的 两 倍 。 类 似 地 ， 一 个 线性 搜索 的 输入 是 一 个 元 素 和 一 个 表 ， 这 个 元 素 在 表 里 或 不 在 
表 里 的 可 能 性 依赖 于 输入 的 产生 过 程 。 在 这 种 情况 下 ， 怎 样 建立 关于 事件 可 能 性 的 模型 呢 ? 这 
一 节 将 要 说 明 当 结果 的 可 能 性 不 相等 时 ， 为 研究 试验 概率 应 该 怎样 定义 结果 的 概率 。 

假定 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 4 次 ， 第 一 次 它 的 头像 向 上 。 给 定 了 这 个 信息 ， 头 像 3 次 向 上 的 概率 是 
多 少 ? 为 了 回答 这 个 问题 或 者 类 似 的 问题 ， 我 们 将 引入 条 件 概率 的 概念 。 已 知 第 一 次 头像 向 上 能 改变 
3 次 头像 向 上 的 概率 吗 ? 如 果 不 是 ， 这 两 个 事件 就 叫做 独立 的 ， 本 节 的 后 面 将 要 学 到 这 个 概念 。 

许多 问题 谈 到 一 个 与 试验 结果 有 关 的 特定 数值 。 例 如 ， 当 我 们 掷 100 次 硬币 时 ， 恰 好 出 现 
40 次 头像 的 概率 是 多 少 ? 我 们 应 该 预期 出 现 多 少 次 头像 ? 在 这 一 节 我 们 将 要 学 习 随 机 变量 ， 
它 是 把 数值 与 试验 结果 联系 起 来 的 函数 。 


7.2.2 概率 指派 

设 S 是 某 个 具有 有 穷 个 或 可 数 个 结果 的 试验 的 样本 空间 。 我 们 赋 给 每 个 结果 * 一 个 概率 
p(s)， 使 得 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(DOZp(YWZ1 sES 

(GD > 六 (Cs = 1 
条 件 (iD 说 明 每 个 结果 的 概率 是 一 个 不 超过 1 的 非 负 实数 。 条 件 (i) 说 明 所 有 可 能 结果 的 概率 之 
和 应 该 是 1， 即 当 我 们 做 这 个 试验 时 这 些 结果 之 一 一 定 出 现 。 这 是 拉 普 拉 斯 定义 的 一 般 化 。 在 
拉 普 拉 斯 定义 中 ，n 个 结果 中 的 每 一 个 ， 其 概率 都 是 1/n。 的 确 ， 当 使 用 拉 普 拉 斯 关于 等 可 能 
结果 概率 的 定义 且 S 为 有 限时 ， 条 件 ( 让 和 (让 是 满足 的 ( 见 练习 4) 。 

注意 当 存 在 nn 个 可 能 的 结果 zi， T29 *"*» Tn 时 ， 这 两 个 要 满足 的 条 件 是 

(DOZp(z)Z1 i=1l; 2，…，7 


(11) DpCz) 一 工 

样本 空间 S 的 所 有 事件 的 集合 上 的 函数 p 称 为 概率 分 布 。 

为 了 建立 试验 的 模型 ， 赋 给 结果 * 的 概率 p(s) 应 该 等 于 ;出现 次 数 除 以 试验 进行 的 次 数 。 
当 这 个 数 无 限 增加 时 ， 就 取 极 限 。( 我 们 将 假定 讨论 的 所 有 试验 有 平均 可 预料 的 结果 ， 以 使 得 
这 个 极限 存在 。 我 们 也 假定 一 个 试验 的 结果 成 功 与 否 与 前 面 的 结果 无 关 。) 


评注 “我 们 将 只 讨论 结果 集合 离散 时 的 事件 概率 ， 而 一 个 试验 的 结果 可 能 是 任何 实数 

这 样 的 情况 不 讨论 。 此 时 ， 对 于 事件 概率 的 研究 通常 要 求 微 积 分 。 

我 们 可 以 建立 试验 的 模型 ， 在 这 种 试验 中 结果 具有 等 可 能 性 ， 或 者 不 等 但 可 以 选择 一 个 适 
4 
历史 注解 “ 薛 瓦 利 埃 。 德 ， 梅 雷 (Chevalier de Mer6) 是 法 国 贵 族 ， 他 以 赌博 闻名 于 世 ， 也 是 一 个 纳 
绑 子 弟 。 他 善于 打赌 ， 胜 率 都 略 大 于 1/2( 例 如 在 一 个 散 子 毛 4 次 时 至 少 出 现 一 个 6 点 )。 他 给 帕斯卡 写 


信 间 到 关于 一 对 骨 子 据 24 次 至 少 出 现 两 个 6 点 的 概率 ， 这 带动 了 概率 论 的 发 展 。 据 说 ， 帕 斯 卡 写 信 给 费 
马 谈 到 薛 瓦 利 埃 ， 说 过 诸如 “他 是 一 个 好 人 ， 但 是 ， 唉 ， 他 不 是 数学 家 ”这 样 的 话 。 
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当 的 函数 p(s) 来 表示 ， 如 例 1 所 示 。 
例 1 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 时 ， 结 果 五 (头像 向 上 ) 和 结果 T( 头 像 向 下 ) 应 该 赋予 什么 概率 ? 
当 硬 币 不 均匀 而 使 得 出 现 头像 向 上 的 次 数 常常 是 向 下 的 两 倍 时 ， 对 这 些 事件 又 应 该 赋予 什么 概率 ? 
解 ” 对 于 均匀 的 硬币 ， 当 硬币 被 撞 时 头像 向 上 的 概率 等 于 头像 向 下 的 概率 ， 这 两 个 事件 是 等 可 
能 的 。 因 此 ， 我 们 对 这 两 个 可 能 结果 中 的 任何 一 个 都 赋予 1/2 的 概率 ， 即 p( 劝 二 p( 了 D)==1/2。 
对 于 不 均匀 的 硬币 ， 有 
pH)=2p(T) 
由 于 
p(H)+p(T)=1 
从 而 得 出 
2p(T)+p(T)=3p(T)=1 
最 终 ， 有 p(T)==1/3 和 p(H)==2/3。 本 
假设 S 是 n 个 元 素 的 集合 。 均 匀 分 布 赋 给 S 中 的 每 个 元 素 的 概率 是 1/n。 
现在 我 们 把 事件 的 概率 定义 成 在 这 个 事件 中 结果 的 概率 之 和 。 
事件 已 的 概率 是 在 已 中 结果 的 概率 之 和 ， 即 
pl(E) = > ) 力 (5) 


(注意 : 当 巨 是 有 限 集 合 时 ，》) p(s) 是 一 个 收敛 的 无 穷 级 数 。) 


注意 当 事 件 巨 中 有 个 结果 时 ， 即 如 果 玉 二 {41,64,…,4,), 则 p(E) 一 六 pa) 。 还 要 注 


意 ， 均 名 分 布 对 一 个 事件 指派 的 概率 与 拉 普 拉 斯 初始 定义 对 此 事件 指派 的 概率 是 相同 的 。 从 具 
有 均匀 分 布 的 样本 空间 中 选取 一 个 事件 的 试验 叫做 随机 选取 S 的 一 个 元 素 。 
例 2 假定 一 个 仍 子 是 不 均匀 的 (或 经 装填 的 ) ， 使 得 3 这 一 面 出 现 的 次 数 是 其 他 面 的 两 倍 ， 
但 其 他 五 个 面 出 现 是 等 可 能 的 。 当 我 们 掷 这 个 山子 时 ， 出 现 奇数 点 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 我 们 想 要 找到 事件 EE={1，3，5}) 的 概率 。 由 本 节 末 的 练习 2， 我们 有 
p(1)=p(2)=p(4)=p(5)=p(6)=1/7, p(3)=2/7 
从 而 得 出 
pl(E)=p(1) 二 Tp(3)+p(5)=1/7 十 2/7 十 1/7==4/7 本 
当 事 件 是 等 可 能 的 并 且 存 在 有 限 多 个 可 能 的 结果 时 ， 在 这 一 节 给 出 的 事件 概率 的 定义 ( 定 
义 2) 与 拉 普 拉 斯 的 定义 (7. 1 节 定 义 1) 一 致 。 为 此 ， 假 定 存在 个 等 可 能 的 结果 。 由 于 这 些 概 
率 之 和 是 1， 所 以 每 个 可 能 结果 的 概率 是 1/n。 假 定 事件 玉 包 含 m 个 结果 ， 根 据 定义 2， 
3 1 m 


p(E) = EE 
由 于 |E|==m 和 |S|==n， 所 以 


这 是 事件 五 的 拉 普 拉 斯 的 概率 定义 。 


7.2.3 事件 的 组 合 
当 使 用 定义 2 来 定义 事件 概率 时 ， 在 7.1 节 中 事件 组 合 的 概率 公式 继续 保持 。 例 如 ，7. 1 节 
定理 1 断言 
p(E)=1—p(E) 
其 中 巨 是 事件 E 的 补 事 件 。 当 用 定义 2 时 这 个 等 式 也 成 立 。 为 此 只 需 注意 交 个 可 能 结果 的 概率 
之 和 是 1， 且 每 个 结果 或 在 EE 或 在 EE 中 ， 但 不 能 同时 在 两 者 之 中 。 因 而 
>》) 力 (5) 一 1 一 p(E) + plE) 


| 


rome es) 
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所 以 ，p(E)==1 一 p(E)， 

根据 拉 普 拉 斯 的 定义 ， 由 7. 1 节 定 理 2， 我 们 有 

plE, U E,) = p(E)+p(E,)—p(E, (NE,) 

其 中 E, 和 E, 是 样本 空间 S 的 事件 。 当 我 们 按照 这 一 节 的 做 法 定义 事件 的 概率 时 ， 等 式 也 成 
立 。 为 此 ， 注 意 p(Ei UE;) 是 在 EUE, 中 结果 的 概率 之 和 。 当 结果 xz 只 属于 E, 和 EE, 中 的 一 
个 集合 但 不 同时 属于 两 个 集合 时 ，p(z) 恰 好 只 出 现在 p(E,) 或 p(E,) 的 一 个 和 中 。 当 结果 工 同 
时 出 现在 E, 和 E, 中 时 ，p(z) 出 现在 p(E,) 的 和 中 、p(E,) 的 和 中 ， 也 出 现在 p(E, 败 E,) 的 和 
中 。 因 此 它 在 右边 出 现 了 1 十 1 一 1=1 次 。 所 以 ， 左边 与 右边 相等 。 

同样 ， 如 果 事 件 E, 和 E, 不 相交 ， 则 zzCE, 站 已) 王 0， 这 样 ， 

plE U E,) = p(E)+p(E)— plE, ME,) = p(E,) + p(E,) 
定理 1 更 一 般 地 给 出 了 两 两 不 相交 事件 并 集 的 概率 公式 。 
如 果 巨 ， 忆 , ，… 是 样本 空间 S 中 两 两 不 交 事 件 的 序列 ， 那 么 


p(\) E.)= 2p(E) 
(注意 ， 当 序列 EE，E,，… 由 有 穷 个 或 可 数 无 穷 个 两 两 不 交 的 事件 组 成 时 ， 定 理 仍 旧 
适用 。) 
定理 的 证 明 留 给 读者 完成 ( 见 练习 36 和 37) 。 


7.2.4 条 件 概率 
假定 我 们 掷 3 次 硬币 ， 并 且 所 有 的 8 种 结果 都 是 等 可 能 的 。 此 外 ， 假 定 我 们 知道 第 一 次 掷 
硬币 头像 向 下 的 事件 下 已 经 出 现 了 。 在 给 定 这 一 信息 后 ， 事 件 已 ， 即 头像 向 下 出 现 奇数 次 的 概 
率 是 什么 ? 因为 第 一 次 掷 硬 币 的 头像 向 下 ， 只 有 4 种 可 能 的 结果 : TTT、TTH、THT 和 
T 互 五， 其 中 互 和 T 分 别 表示 头像 向 上 和 向 下 。 头 像 向 下 出 现 奇数 次 的 情况 只 有 TTT 和 
THH。 由 于 8 个 结果 的 概率 相等 ， 所 以 在 给 定 下 出 现 的 条 件 下 ，4 种 可 能 结果 的 每 一 个 也 应 
该 有 相等 的 概率 1/4。 这 就 告诉 我 们 ， 在 给 定 下 出 现 的 条 件 下 ，E 的 概率 应 为 2/4 王 1/2。 这 个 
概率 叫做 给 定 下 的 条 件 下 E 的 条 件 概率 。 
一 般 来 说 ,为 了 找 出 给 定 下 的 条 件 下 EE 的 条 件 概率 ， 我 们 用 下 作为 样本 空间 。 作 为 要 出 
现 的 的 一 个 结果 ， 这 个 结果 也 必须 属于 ENF。 由 此 ， 我们 得 到 下 述 定义 。 
设 忆 和 下 是 具有 pl(F)>0 的 事件 ， 给 定 下 的 条 件 下 巨 的 条 件 概率 记 做 p(EE|F)， 定 义 为 
pCE|F) = ee 
例 3 随机 生成 4 位 二 进 制 位 串 以 使 得 16 个 位 串 都 是 等 可 能 的 ， 那么 在 给 定 串 的 第 一 位 是 
0 的 条 件 下 ， 串 中 至 少 含有 两 个 连续 0 的 概率 是 多 少 ? (假定 0 位 和 1 位 是 等 可 能 的 。) 
解 设 瑟 事件 是 4 位 二 进 制 位 串 ， 至 少 含有 2 个 连续 的 0。 开 事件 是 4 位 二 进 制 位 串 ， 它 的 
第 一 位 是 0。 那 么 在 给 定 第 一 位 是 0 的 条 件 下 ，4 位 二 进 制 位 串 包 含 至 少 2 个 连续 0 的 概率 是 
p(E|IF) = 外 
由 于 ENF=={0000，0001，0010，0011，0100})， 所 以 p(ENF)==5/16。 因 为 以 0 开始 的 4 位 
二 进 制 位 串 有 8 个 ， 所 以 (FE) 王 8/16 王 1/2。 因 此 
p(E|IF) = 于 站 一 也 4 
例 4 在 至 少 已 有 1 个 男孩 的 条 件 下 ， 一 个 家 庭 中 两 个 孩子 均 是 男孩 的 条 件 概 率 是 多 少 ? 
假定 BB、BG、GB 和 GG 是 等 可 能 的 ， 其 中 B 代表 男孩 ，G 代表 女孩 。 
解 设 瑟 是 两 个 孩子 均 是 男孩 的 概率 ， 下 是 两 个 孩子 中 至 少 有 一 个 是 男孩 的 概率 。 因 而 
E=={BB}, F=={BB，BG，GB}, 并 且 ENF={BB}。 由 于 4 种 可 能 性 是 等 可 能 的 ， 所 以 
pl 二 3/4 且 pC(ENF)==1/4。 从 而 可 以 断言 
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pEIF) = EnB 14_ 工 


7.2.5 独立 性 

假设 一 个 硬币 波 搓 了 3 次 ， 正 如 我 们 关于 条 件 概 率 讨 论 的 引言 中 所 描述 的 。 第 一 次 掷 出 的 
头像 向 下 (事件 已 是 否 改变 了 头像 向 下 (事件 刀 ) 次 数 为 奇数 的 概率 ? 换 句 话说 ，p(E|F) 二 p(E)? 
由 于 pC(E|IF) 二 1/2 和 pl(E) 二 1/2， 所 以 这 个 等 式 对 事件 EE 和 下 是 有 效 的 。 因 为 这 个 等 式 成 立 ， 
所 以 我 们 说 琅 和 下 是 独立 的 事件 。 

由 于 p(E|F) 二 pC(ENF)/p(F)， 是 否 有 p(E|F)==p(E) 等 价 于 是 否 有 pC(ENF)=p(E) 
pl(F)， 从 而 得 到 定义 4。 

事件 瓦 和 下 是 独立 的 ， 当 且 仅 当 p(ENF)==p(E)p(F)。 

例 5 假设 EE 是 随机 产生 以 一 个 1 开始 的 4 位 位 串 的 事件 ，F 是 随机 产生 包含 偶数 个 0 的 
位 串 的 事件 。 如 果 16 个 4 位 位 串 是 等 可 能 的 , EE 和 下 是 独立 的 吗 ? 

解 以 1 开始 的 4 位 位 串 有 8 个 : 1000、1001、1010、1011、1100、1101、1110 和 1111。 
包含 偶数 个 0 的 4 位 位 串 也 有 8 个 : 0000、0011、0101、0110、1001、1010、1100 和 1111。 因 
为 4 位 位 串 有 16 个， 所 以 

plE)=p(F)=8/16=1/2 
由 于 ENF={1111，1100，1010，1001}， 所 以 
plENMNF)=4/16=1/4 
因为 
plENMNPF)=1/4=(1/2)(1/2)=p(E)p(F) 
所 以 ， 我 们 断定 正和 下 是 独立 的 。 本 
概率 在 遗传 学 上 也 有 许多 应 用 ， 如 例 6 和 例 7 所 示 。 

例 6 和 例 4 类 似 ， 假 定 一 个 家 庭 两 个 孩子 有 4 种 等 可 能 的 情况 。 事 件 五 是 有 两 个 孩子 的 
家 庭 有 两 个 男孩 ， 事件 下 是 有 两 个 孩子 的 家 庭 至 少 有 一 个 男孩 ，E 和 下 是否 是 独立 的 ? 

解 ” 因 为 E=={BB}, 我 们 有 z(E) 王 1/4。 在 例 4 中 我 们 证 明了 p(F)==3/4 和 p(ENF)= 
1/4。 由 于 p(EN 忆 =1/4 关 3/16= 二 (1/4)(3/4)= 二 p(E)p(F)， 所 以 事件 E 和 下 不 是 独立 的 。 本 

例 7 事件 已 是 某 个 有 三 个 孩子 的 家 庭 有 男孩 也 有 女孩 ， 开 是 有 三 个 孩子 的 家 庭 至 多 有 一 
个 男孩 。 假 定 一 个 家 庭 可 能 有 三 个 孩子 的 8 种 方式 是 等 可 能 的 ，E 和 下 是否 独立 ? 

解 ” 一 个 家 庭 可 能 有 三 个 孩子 的 8 种 方式 是 BBB、BBG、BGB、BGG、GBB、GBG、GGB、 
GGG， 每 一 种 的 概率 都 是 1/8。 因 为 E= {BBG,， BGB,， BGG, GBB, GBG, GGB}, F= {BGG,， 
GBG，GGB，GGG}, 并 且 ENF={BGG，GBG，GGB}， 从 而 p(E)==6/8= 二 3/4,，p(F)= 二 4/8== 
1/2， 且 p(ENF)==3/8。 由 于 

P(E)p(F) 一 二 ,村 一 总 
所 以 可 以 断言 玉 和 下 是 独立 的 。( 这 个 结论 似乎 是 令 人 惊奇 的 。 的 确 ， 如 果 我 们 改变 孩子 的 数 
目 ， 结 论 可 能 不 再 成 立 。 见 本 节 练 习 27。) 本 

两 两 和 相互 独立 ”我 们 可 以 定义 超过 两 个 事件 的 独立 。 在 定义 5 中 给 出 了 两 种 类 型 的 独立 。 

事件 巨 ，E,，… 忆 , 是 两 两 独立 当 且 仅 当 p(E 门 E,) 一 p(Ei) (Ej)， 对 于 所 有 整数 
对 i 和 7 ，1 世 i 二 j 二 n。 事 件 是 相互 独立 当 且 仅 当 p(Es 门 Es 门 … 门 E,)=p(En)p(Ez)… 
P(Ea), ij，j 二 1，2，…，m， 都 是 整数 ，1<&i 过 i 过 …< 之 i 全 n 和 m 之 2。 

从 定义 5 可 以 看 到 ,nn 相互 独立 的 每 个 集合 也 是 两 两 独立 的 ,但 nn 两 两 独立 事件 不 必要 相 
互 独立 。 在 补充 练习 25 中 也 能 说 明 这 个 问题 。 许 多 关于 n 事件 的 定理 包括 假设 这 些 事件 是 相 
互 独立 的 ,不 只 是 两 两 独立 的 。 我 们 将 在 本 章 后 面 介绍 一 些 这 样 的 定理 。 
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7.2.6 伯 努 利 试验 与 二 项 分 布 
| 假设 一 个 试验 只 有 两 种 可 能 的 结果 。 例 如 ， 当 随机 产生 一 位 时 ， 可 能 的 结果 就 是 0 和 1。 
当 一 个 硬币 被 斤 时 ， 可 能 的 结果 就 是 头像 向 上 和 头像 向 下 。 每 次 执行 一 项 具有 两 种 可 能 结果 的 
试验 就 叫做 一 次 伯 努 利 试验 。 它 是 以 詹姆斯 伯 努 利 的 名 字 命 名 的 ， 他 对 概率 论 做 出 了 重要 的 
贡献 。 一 般 来 说 ,一 次 伯 努 利 试验 的 一 个 可 能 的 结果 叫做 成 功 或 失败 。 如 果 p 是 一 次 成 功 的 概 
率 ，g 是 一 次 失败 的 概率 ， 那 么 p 十 gq 二 1。 
当 一 个 试验 由 nn 次 独立 的 伯 努 利 试验 组 成 时 ， 许多 问题 可 以 通过 确定 次 成 功 的 概率 来 解 
决 。( 当 已 知 其 他 试验 结果 的 信息 ， 每 一 次 成 功 的 条 件 概率 为 p 时 ， 伯 努 利 试验 是 相互 独立 
的 。) 考 虑 下 面 的 例 8。 
例 8 一 枚 硬币 是 不 均匀 的 以 至 于 出 现 头 像 的 概率 是 2/3。 假 定 每 次 掷 硬 币 是 独立 的 ， 当 
掷 7 次 硬币 时 恰好 4 次 出 现 头像 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 当 一 枚 硬币 被 掷 7 次 时 存在 2 = 二 128 种 可 能 的 结果 ，7 次 中 有 4 次 出 现 头 像 的 方式 数 
是 C(7，4) 。 因 为 7 次 撞 币 是 独立 的 ， 所 以 每 一 个 这 样 的 结果 都 对 应 概率 (2/3) (1/3) 。 因 此 ， 
恰好 4 次 出 现 头像 的 概率 是 
35%16. 560 4 


4 各 一 E 
C(7,4)(2/3) (1/3) = 机 2187 


参照 在 例 8 中 用 过 的 同样 的 推理 ， 我 们 可 以 找 出 在 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 有 次 成 功 的 
概率 。 
情 题 在 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 有 k 次 成 功 的 概率 在 成 功 概率 为 p、 失 败 概率 为 q 一 
1 一 pp 的 n 次 独立 的 伯 努 利 试 验 中 ， 有 此 次 成 功 的 概率 是 
Cln, k) 大 9 
证 ” 当 执 行 n 次 伯 努 利 试验 时 ， 结 果 是 n 元 组 (4 ，t,，…，t)， 其 中 二 S( 成 功 ) 或 二 下 
(失败 )，i 二 1，2，…，n。 由 于 nn 次 试验 是 独立 的 ， 所 以 由 次 成 功 和 nn 一 k 次 失败 (以 任何 顺 
序 ) 组 成 的 每 个 n 次 试验 结果 的 概率 是 pg”*。 因 为 由 S 和 下 构成 的 包含 & 个 S 的 n 元 组 有 
Cln， 个 ， 所 以 正好 有 次 成 功 的 概率 是 
| Elws BB 4 
我 们 将 成 功 概率 为 p、 失 败 概率 为 gq 二 1 一 p 的 n 次 独立 的 伯 努 利 试 验 中 ， 有 上 次 成 功 的 概 
率 记 作 5bCk; n，p)。 作 为 上 的 函数 ， 我 们 把 这 个 函数 称 为 二 项 分 布 。 定 理 2 告诉 我 们 
blk; n, p)=C(n, k)p'rq” “ 
or 例 9 当 产 生 10 位 二 进 制 串 时 ， 若 每 一 位 为 0 的 概率 是 0.9， 为 1 的 概率 是 0.1， 且 每 一 
位 的 产生 是 独立 的 ， 那 么 恰好 产生 8 位 0 的 概率 是 多 少 ? 
解 ”由 定理 2， 恰 好 产生 8 位 0 的 概率 是 
6(8; 10, 0.9)=C(10, 8)(0.9)*(0.1)’=0.193 710 244 5 本 














us 


往 姆 斯 。 伯 努 利 (James Bernoulli，1654 一 1705) ” 伯 努 利 又 名 雅 各 布 ， 出 生 在 瑞 
士 的 巴塞 尔 。 他 是 伯 努 利家 族 的 8 个 卓越 的 数学 家 之 一 ( 见 10. 1 节 伯 努 利 数学 世家 族 
谱 )。 遵 从 他 父亲 的 意愿 ， 和 詹姆斯 学 习 了 神学 并 担任 了 神职 。 但 和 他 父亲 的 愿望 相反 ， 
他 也 研究 数学 和 天 文学 。1676 一 1682 年 ， 他 游历 欧洲 ， 获 悉 了 数学 和 科学 的 最 新 发 
现 。1682 年 ， 他 返回 巴塞 尔 ， 创 立 了 数学 和 科学 学 校 。1687 年 他 被 任命 为 巴塞 尔 大 
学 的 数学 教授 ， 并 在 这 个 位 置 终 其 一 生 。 

詹姆斯 . 伯 努 利 众所周知 的 著作 是 《推测 术 》(CArs Conjectandi) ， 在 他 死 后 8 年 得 以 发 
表 。 在 这 本 著作 中 ， 他 描述 了 在 概率 论 和 枚 举 中 的 已 知 结果 ， 并 常常 对 已 知 结果 提供 另外 的 证 明 。 这 本 著作 也 
包含 了 概率 论 对 机 会 对 策 的 应 用 和 关于 著名 的 大 数 定律 的 介绍 。 这 条 定律 叙述 了 如 果 ce 二 0， 当 nn 变 得 任意 大 
时 ,事件 巨 在 nn 次 试验 中 出 现 的 次 数 除 以 的 比 与 p(E) 的 差 在 之 内 的 概率 接近 于 1。 
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注意 当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 ， 对 于 二 0，1，2，…，n， 存 在 次 成 功 的 概率 之 和 
等 于 


DD Con) pg"* = (pi+q"=1 
k=0 


显然 应 该 如 此 。 在 这 串 等 式 中 的 第 一 处 相等 是 二 项 式 定理 的 结果 (参见 6.4 节 )， 第 二 处 相等 是 
由 于 xz 一 工 一 轧 。 


7.2.7 随机 变量 

许多 问题 都 涉及 一 个 与 试验 结果 相关 的 数值 。 例 如 ， 我 们 可 能 想 知 道 当 随机 产生 10 位 二 
进位 串 时 含 9 个 1 的 概率 ,或 者 想 知道 毛 20 次 硬币 时 有 11 次 头像 向 下 的 概率 。 为 了 研究 这 类 
问题 我 们 引入 随机 变量 的 概念 。 
恒 ”一 个 随机 变量 是 从 试验 的 样本 空间 到 实数 集 的 函数 ， 即 一 个 随机 变量 对 每 个 可 能 
的 结果 指派 一 个 实数 值 。 

评注 ”一 个 随机 变量 是 一 个 函数 ， 而 不 是 一 个 变量 ， 并 且 它 也 不 是 随机 的 ! 随机 变量 

的 名 称 是 由 意大利 数学 家 坎 泰 利 (F. P. Cantelli) 于 1916 年 引入 的 。 在 20 世纪 40 年 代 后 

期 ， 数 学 家 费 勒 (W. Feller) 和 杜 布 (J.L. Doob) 扔 硬币 确定 使 用 “随机 变量 ”还 是 更 贴切 一 

些 的 “机 会 变量 ”， 不 幸 的 是 ， 费 勒 赢 了 。“ 随 机 变量 ?一 词 从 此 在 出 现在 教 课 书 中 。 


例 10 假设 一 个 硬币 被 掷 3 次 。 令 X(CD 是 出 现 头 像 的 个 数 ， 其 中 上 是 结果 。 那 么 随机 变量 
X(ti 取 值 如 下 : 





XCHHH) 一 3 
XCHHT) =X(HTH) = X(THH) = 2 
X(TTH) =X(THT} = XC(HTT) = 1 
XCTTTY =0 ;| 
一 个 随机 变量 和 在 样本 空间 S 中 的 分 布 是 对 所 有 的 rEX(S) 的 对 (r，p(X=7)) 
的 集合 ， 其 中 p(X 二 7) 是 义 取 值 r 的 概率 。 通 常 是 通过 对 每 个 rEX(S) 指 定 力 (X 一 门 来 描述 分 
布 的 。 
例 11: 当 掷 3 个 硬币 时 ，8 种 可 能 的 结果 中 每 一 个 出 现 的 概率 都 是 1/8， 例 10 中 的 随机 变 
量 XX(#) 是 由 p(X=3)=1/8，p(X==2)= 二 3/8，p(X=1)= 二 3/8，p(X= 二 0)= 二 1/8 给 出 的 ， 因 此 ， 
例 10 中 X(D 的 分 布 是 这 些 对 偶 的 集合 (3，1/8) ，(2，3/8) ，(1，3/8) 和 (0，1/8))。 六 
例 12 设 久 是 找 一 对 骨 子 时 出 现 的 点 数 之 和 ， 那 么 这 个 随机 变量 怎样 对 36 个 可 能 的 结果 
G， 力 取 值 ? 这 里 的 i 和 j 分 别 表示 当 毛 两 个 角 子 时 ， 第 一 和 第 二 个 角 子 出 现 的 点 数 。 
解 ” 随 机 变量 X 取 值 如 下 : : 
RCTs = 
WOE 2) = = 
Rt 0=R(y DIEXLt TDD=4 
XC((1, 4))=X((2, 3))=X((3, 2))=X((4, 1))=5 
XC((1, 5))=X(2, 4))=X((3, 3))=X((4, 2))=X((5, 1))=6 
X((1, 6))=X((2, 5))=X((3, 4))=X((4, 3))=X((5, 2))=X((6, 1))=7 
X((2, 6))=X((3, 5))=X((4, 4))=X((5, 3))=X((6, 2))=8 
XC3, 6))=XC(4, 5))=X(5, 4))=X((6, 3))=9 
X((4, 6))=X((5, 5))=X((6, 4))=10 
X((5，6)) 一 X((6，5)) 王 11 
X((6，6)) 一 12 | 
7.4 节 将 继续 研究 随机 变量 ， 我 们 也 将 说 明 它 们 在 各 种 应 用 中 是 怎样 使 用 的 。 
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7.2.8 生日 问题 

有 一 个 著名 的 问题 : 要 使 一 个 房间 中 至 少 有 两 个 人 同月 同日 生 的 可 能 性 大 于 这 种 情况 不 存 
在 的 可 能 性 ,那么 房间 里 至 少 需要 多 少 人 才 行 ? 大 多 数 人 发 现 这 个 答案 (我 们 将 在 例 13 确定 
它 ) 是 惊人 地 小 。 在 求解 了 这 个 著名 的 问题 之 后 ， 我 们 将 说 明 类 似 的 推理 是 怎样 用 于 求解 与 散 
列 函数 有 关 的 问题 。 

P| 例 13 生日 问题 如 果 要 求 房 间 中 至 少 2 个 人 有 相同 生日 的 概率 大 于 1/2， 那 么 所 需 的 最 
少 人 数 是 多 少 ? 

解 ”首先 叙述 某 些 假设 。 我 们 假设 房间 中 的 人 生 于 某 一 天 是 独立 的 。 其 次 ， 假 设 生 于 某 一 
天 是 等 可 能 的 ， 并 且 一 年 是 366 天 。 (实际 上 一 年 的 某 些 日 子 出 生 的 人 比 其 他 日 子 更 多 ， 例 如 
在 新 年 这 样 的 节日 之 后 9 个 月 的 日 子 ， 此 外 只 有 头 年 有 366 天 。) 

为 了 找到 房间 中 的 nn 个 人 里 至 少 2 个 人 生日 相同 的 概率 ， 首 先 计算 这 些 人 生日 彼此 都 不 相 
同 的 概率 p,， 那 么 至 少 2 个 人 有 同样 的 生日 的 概率 是 1 一 p,。 为 计算 p,， 我 们 考虑 按照 某 个 给 
定 顺 序 的 nn 个 人 的 生日 。 想 象 他 们 一 次 一 个 人 地 进入 房间 ， 我 们 将 计算 每 个 即将 进入 房间 的 人 
与 那些 原来 已 经 在 房间 的 人 有 不 同 生 日 的 概率 。 

第 一 个 人 与 已 经 在 房间 中 的 人 的 生日 肯定 不 同 。 第 二 个 人 的 生日 与 第 一 个 人 不 同 的 概率 为 
365/366， 这 是 因为 第 二 个 人 除了 诞生 在 第 一 个 人 的 生日 那天 以 外 ， 出 生 在 其 余 的 365 天 的 任 
何 一 天 都 有 着 不 同 的 生日 (这 里 和 下 面 的 步骤 都 用 到 某 个 人 出 生 在 一 年 的 366 天 中 的 任何 一 天 
都 是 等 可 能 的 假设 ) 。 

给 定 前 两 个 人 有 不 同 生 日 的 情况 下 ， 第 三 个 人 的 生日 与 第 一 个 人 和 第 二 个 人 两 个 人 的 生日 
都 不 相同 的 概率 为 364/366。 一 般 地 ,第 j 个 人 (2 三 j 二 366) 与 已 经 进入 房间 的 给 定 不 同 生日 的 
7 一 1 个 人 有 着 不 同 生日 的 概率 为 

366—(j—1) _ 367—j 
366 366 

因为 我 们 已 经 假设 房间 里 的 人 的 生日 是 独立 的 ， 所 以 我 们 可 以 断定 房间 里 的 nn 个 人 有 不 同 

生日 的 概率 是 





_ 365 364 363... 367—n 


366 366 366 366 
因此 得 到 个 人 中 至 少 有 两 个 人 具有 相同 生日 的 概率 是 








1 一 如 一 1 一 366366366… 366 

为 确定 使 得 其 中 至 少 两 个 人 具有 相同 生日 的 概率 大 于 1/2 时 房间 里 的 最 少 人 数 ， 使 用 关于 
1 一 p, 的 公式 ， 对 于 正在 增长 的 2 值 进行 计算 ， 直 到 这 个 概率 大 于 1/2。( 有 一 种 使 用 微 积 分 的 
更 精确 的 方法 可 以 省 略 这 个 计算 。 但 是 我 们 这 里 不 用 。) 在 经 过 可 观 的 计算 以 后 ， 我 们 发 现 对 于 
7 一 22，1 一 访 , 汪 0. 475， 而 对 于 n= 二 23，1 一 p, 守 0. 506。 因 此 ， 使 得 至 少 有 两 个 人 具有 相同 生日 
的 概率 大 于 1/2 所 需要 的 最 少 人 数 是 23。 本 

生日 问题 的 解 引出 了 例 14 中 关于 散 列 函数 问题 的 解 。 

例 14 散 列 函 数 中 碰撞 的 概率 ”回顾 4.5 节 ， 一 个 散 列 函数 h(k) 是 从 (存储 在 数据 库 中 的 
记录 的 ) 关 键 字 到 存储 地 址 的 映射 。 散 列 函数 把 一 个 大 范围 的 关键 字 ( 例 如 美国 将 近 3 亿 个 社会 
保险 号 ) 映 射 到 小 很 多 的 存储 地 址 的 集合 中 。 一 个 好 的 散 列 函数 很 少 产生 碰撞 ， 所 谓 碰撞 就 是 
在 一 个 给 定 应 用 中 当 相 对 较 少 的 记录 起 作用 时 ， 两 个 不 同 的 关键 字 映 射 到 相同 的 存储 地 址 。 对 
一 个 散 列 函数 ， 没 有 两 个 关键 字 映 射 到 相同 的 地 址 ， 或 者 换 句 话说 没有 碰撞 的 概率 是 什么 ? 

解 ” 为 计算 这 个 概率 ,假设 一 个 随机 选择 的 关键 字 映 射 到 一 个 地 址 的 概率 是 1/m， 其 中 汉 
是 有 效 地 址 的 个 数 ， 即 散 列 函数 对 关键 字 的 分 配 是 均匀 的 。( 实 际 上 散 列 函数 不 可 能 满足 这 个 
假设 ， 但 是 对 于 好 的 散 列 函数 这 个 假设 近乎 正确 。) 我 们 进一步 假设 被 选中 记录 的 关键 字 是 关键 
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字 域 上 任何 一 个 元 素 的 概率 相等 ， 并 且 这 些 关键 字 都 是 独立 选择 的 。 

假设 关键 字 是 & ，k, ，…，k,。 当 我 们 把 第 二 个 记录 加 入 时 ， 它 被 映射 到 与 第 一 个 记录 的 
地 址 不 同 的 地 址 ， 即 h(%, ) 关 h(k,) 的 概率 是 (m 一 1)/m， 因 为 第 一 个 记录 放 和 人 入 后 还 有 mm 一 1 个 没 
用 过 的 地 址 。 在 无 碰撞 放 好 第 一 个 和 第 二 个 记录 以 后 ， 第 三 个 记录 映射 到 一 个 没有 用 过 的 地 址 
的 概率 是 (m 一 2)/m。 一 般 来 说 ， 前 j 一 1 个 记录 已 经 被 无 碰撞 地 映射 到 地 址 h(k)，h(k,)，…， 
h(kj 一 1) 以 后 ， 第 ;个 记录 映射 到 一 个 没有 用 过 的 地 址 的 概率 是 (m 一 (j 一 1))/m， 因 为 mw 个 地 
址 中 已 经 用 了 j 一 1 个 地 址 。 

由 于 关键 字 是 独立 的 ， 所 有 n 个 关键 字 被 映射 到 不 同 地 址 的 概率 是 
3 歼 一 到 十 ] 
Pe 
从 而 得 到 存在 至 少 一 个 碰撞 ， 即 至 少 两 个 关键 码 被 映射 到 相同 地 址 的 概率 是 
2 

722 m m 

我 们 可 以 使 用 微 积 分 技术 找 出 对 于 给 定 的 m 值 ， 使 得 磁 撞 概率 大 于 一 个 特定 值 的 最 小 的 
值 。 可 以 证 明 使 得 磁 撞 概率 大 于 1/2 的 最 小 的 整数 近似 是 n= 二 1.177 Ym 。 例 如 ， 当 m= 
1 000 000 时 ， 使 得 碰撞 概率 大 于 1/2 的 最 小 整数 nn 是 1178。 本 


7.2.9 蒙特 卡 罗 算 法 

本 书 至 今 讨论 的 算法 都 是 确定 性 算法 。 即 只 要 给 定 同样 的 输入 ， 每 个 算法 总 是 以 同样 的 方 
式 运行 。 但 是 有 许多 情况 下 我 们 希望 算法 在 一 步 或 多 步 中 做 随机 选择 。 当 一 个 确定 性 算法 不 得 
不 遇 到 大 量 的 甚至 是 无 数 种 可 能 的 情况 时 就 会 出 现 这 种 情况 。 在 一 步 或 者 多 步 做 随机 选择 的 算 
法 称 为 概率 算法 。 这 一 节 我 们 将 讨论 关于 判定 问题 的 一 类 特殊 的 概率 算法 ， 即 蒙特 卡 罗 算 法 。 
蒙特 卡 罗 算 法 对 于 问题 总 能 得 到 答案 ， 但 是 这 些 答案 可 能 存在 很 小 的 出 错 概率 。 当 算法 执行 足 
够 多 的 计算 时 ， 答 案 出 错 的 概率 迅速 下 降 。 判 定 问题 以 * 真 ?或 者 “ 假 ? 作 为 它们 的 答案 .“ 蒙 特 
卡 罗 ” 是 摩纳哥 的 一 个 著名 赌场 。 算 法 中 使 用 的 随机 和 重复 过 程 与 一 些 赌博 方式 相近 。 蒙 特 卡 
罗 方 法 这 个 名 称 由 斯 坦 。 乌 拉 姆 ， 恩 里 科 。 费 米 和 约翰 。 冯 。 诺 伊 曼 提出 的 。 

求解 判定 问题 的 蒙特 卡 罗 算 法 使 用 一 系列 的 测试 。 只 要 测试 执行 得 越 多 ， 算 法 正确 回答 判 
定 问 题 的 概率 就 增加 。 在 算法 的 每 一 步 ， 可 能 回答 “ 真 ”， 这 意味 着 答案 是 “ 真 ”， 不 再 需要 进 一 
步 的 迭代 。 回 答 “ 不 知道 ”， 这 意味 着 答案 可 能 是 “ 真 " 也 可 能 是 “ 假 >。 这 样 一 个 算法 经 过 多 次 选 
代 以 后 ， 如 果 任 何 一 次 迭代 产生 答案 “ 真 "， 那 么 最 后 答案 是 “ 真 ” 如 果 每 次 迭代 都 产生 答案 “不 
知道 “"， 那 么 答案 就 是 “ 假 ”"。 如 果 正 确 的 答案 是 “ 假 ”， 那么 算法 回答 “ 假 ”， 因 为 每 次 迭代 将 产生 
“不 知道 "。 但 是 ， 如 果 正 确 的 答案 是 “ 真 ”， 算 法 可 能 回答 “ 真 ” 或 “ 假 ”>， 因 为 很 可 能 每 次 迭代 回答 
都 是 “不 知道 "， 即 使 正确 的 答案 是 “ 真 ”。 我 们 将 证 明 当 测试 数 增加 时 ， 这 种 可 能 性 变 得 非常 小 。 

给 定 答案 为 " 真 ”， 假 设 p 是 一 次 测试 回答 “ 真 ” 的 概率 ， 从 而 1 一 p 是 给 定 答案 为 “ 真 ” 回 答 
“不 知道 ?的 概率 。 因 为 所 有 的 ) 次 迭代 都 产生 答案 “不 知道 ?时 算法 才 回 答 “ 假 >， 并 且 这 些 迭 代 
执行 独立 的 测试 ， 因 此 出 错 的 概率 是 (1 一 p)n。 当 p 隐 0 时 ， 这 个 概率 随 测试 次 数 增加 接近 于 
0。 所 以 ， 当 管 案 是 “ 真 ” 时 算法 回答 “ 真 ”的 概率 接近 于 1。 

例 15 质量 控制 (这 个 例子 来 自 [AhUl95]) 假设 一 个 工厂 多 批 次 定购 处 理 器 芯片 ， 每 批 
n 片 ， 其 中 为 正 整 数 。 芯 片 制造 商 只 对 这 些 批 次 中 的 某 一 批 进行 了 测试 以 保证 这 批 芯 片 中 的 
所 有 芯片 都 是 好 的 。 在 以 前 未 测试 的 批 次 中 ， 当 做 随机 测试 时 ， 观 察 到 一 个 特定 芯片 是 坏 芯 片 
的 概率 是 0.1。 这 家 PC 工厂 想 判 定 在 一 批 芯片 中 是 否 所 有 的 芯片 都 是 好 的 。 为 此 这 家 工厂 可 
以 对 一 批 中 的 每 片 蕊 片 进行 测试 ， 这 需要 测试 'n 次 。 假 设 执行 每 次 测试 需要 的 时 间 为 常数 ， 那 
么 这 些 测试 需要 O(Gz) 秒 。 这 家 PC 工厂 能 不 能 用 更 少 的 时 间 来 检查 这 批 芯片 是 否 检 测 过 ? 

解 ”只 要 我 们 能 够 接受 一 定 的 出 错 概率 ， 就 能 用 蒙特 卡 罗 算 法 确定 一 批 芯片 是 否 已 经 被 芯 
片 制造 商检 测 过 。 这 个 算法 是 为 了 回答 下 面 的 问题 :“ 这 批 芯 片 是 否 被 制造 商 测 试 过 ?” 它 一 片 


1—p,=1— 
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接 一 片 连续 从 这 批 中 随机 选择 芯片 并 进行 测试 。 当 发 现 一 片 坏 芯 片 时 算法 回答 * 真 ”并 且 停止 。 
如 果 一 个 被 测 的 芯片 是 好 的 ， 算 法 回答 “不 知道 ?并 且 继 续 下 一 个 芯片 。 在 算法 测试 了 一 定数 量 
的 芯片 以 后 ， 比 如 说 大片 ， 没 有 得 到 回答 “ 真 ”， 那 么 算法 确定 答案 是 “ 假 ”， 即 算法 判定 这 批 芯 
片 是 好 的 ， 也 就 是 说 芯片 制造 商 已 经 测试 了 这 批 芯 片 中 的 所 有 芯 

这 个 算法 回答 出 错 只 有 一 种 情况 ， 就 是 它 断 定 一 批 没 有 测 过 的 芯片 已 经 被 芯片 制造 商 测 过 
了 。 在 一 批 没 测 过 的 芯片 中 一 片 芯 片 是 好 的 概率 是 1 一 0.1= 王 0.9。 由 于 在 一 批 芯片 中 测试 不 同 
芯片 的 事件 是 独立 的 ， 所 以 给 定 这 批 芯片 没 被 测试 过 的 情况 下 ， 算 法 的 所 有 & 步 都 产生 答案 
“不 知道 ”的 概率 是 0. 9 。 

取 k 足 够 大 ， 我 们 就 可 以 使 得 这 个 概率 像 我 们 所 希望 的 那样 小 。 例 如 ， 通 过 测试 66 片 芯 片 ， 
算法 判定 一 批 已 经 被 芯片 制造 商 测 过 的 芯片 的 概率 是 0.9”， 它 小 于 0. 001。 即 算法 回答 出 错 的 概 
率 小 于 1/1000。 注 意 这 个 概率 与 这 批 芯 片 的 片 数 无 关 。 这 就 是 说 ， 不 管 这 批 有 多 少 片 芯片 ， 
蒙特 卡 罗 算 法 使 用 常数 或 者 O(1) 次 测试 ， 并 且 需 要 O(1) 秒 。 只 要 PC 工厂 可 以 接受 小 于 1/1000 
的 错误 率 ， 蒙 特 卡 罗 算 法 将 节省 PC 工厂 很 多 的 测试 。 如 果 需 要 更 小 的 错误 率 ，PC 工厂 在 每 批 
中 可 以 测试 更 多 的 芯片 。 读 者 可 以 验证 132 次 测试 将 使 得 错误 率 降低 到 1/1 000 000。 本 

例 16 素数 的 概率 测试 ”在 第 4 章 我 们 提 到 过 一 个 合 数 ， 即 一 个 不 是 素数 的 整数 ， 对 小 于 
n/4 的 5 为 底 通 过 米 勒 测试 ， 其 中 1 二 5 二 n( 见 4.4 节 练习 44) 。 这 个 观察 是 蒙特 卡 罗 算 法 确定 
一 个 正 整 数 是 否 为 素数 的 基础 。 因 为 大 素数 在 公共 密 钥 密码 系统 中 起 着 基础 的 作用 ( 见 4.6 
节 )， 能 够 快速 生成 大 素数 就 变 得 特别 重要 。 

算法 的 目标 是 判定 问题 “” 是 合 数 吗 ?” 给 定 一 个 大 于 1 的 正 整数 上， 我 们 随机 选择 一 个 整数 
(1<0<m) 并 且 确 定 半 能 和 否 通过 2 为 底 的 米 勤 测试 。 如 果 守 次 测试 失败 ， 那 么 回答 是 “ 真 ” 因 为 
nn 一定 是 合 数 ， 因 此 答案 是 “ 真 ” 并 且 算 法 结束 。 否 则 ， 我 们 重复 测试 次 ， 其 中 是 整数 。 每 
次 我 们 选择 一 个 随机 整数 2， 确定 郊 能 和 否 通过 对 于 2 为 底 的 米 勒 测试 。 如 果 在 每 一 步 答 案 是 “不 
知道 ”， 那 么 算法 回答 “ 假 ”， 即 它 说 nn 不 是 合 数 ， 因 而 它 是 素数 。 当 nn 是 合 数 ， 并 且 在 有 步 迭 
代 的 每 一 步 输出 答案 是 “不 知道 ”时 ， 这 是 算法 返回 错误 答案 的 唯一 可 能 。 对 于 一 个 随机 选择 的 
8 为 底 ， 一 个 合 数 通过 米 勤 测试 的 概率 小 于 1/4。 因 为 满足 1 二 5<n 的 整数 b 在 每 次 迭代 时 是 
随机 选择 的 ， 并 且 这 些 迭 代 是 独立 的 ， 所 以 n 是 合 数 但 算法 回答 n 是 素数 的 概率 小 于 (1/4)”。 
通过 取 足 够 大 的 &， 我 们 可 以 使 得 这 个 概率 特别 小 。 例 如 ， 用 10 次 迭代 ， 当 实际 上 是 合 数 但 
算法 判定 为 素数 的 概率 小 于 1/1 000 000。 用 30 次 迭代 ， 这 个 概率 小 于 1/10”。 这 是 一 个 特 
别 小 概率 的 事件 。 

为 了 生成 大 素数 ， 比 如 说 200 位 。 我 们 随机 选择 一 个 200 位 的 整数 n， 并 且 运 行 这 个 算法 ， 
用 30 次 迭代 。 如 果 算 法 判定 n 是 素数 ， 我 们 可 以 把 它 当 成 两 个 素数 之 一 用 在 RSA 密码 系统 的 
密 钥 中 。 如 果 nn 实际 上 是 合 数 并 且 作 为 这 个 密 钥 的 一 部 分 来 使 用 ， 那 么 这 个 用 来 解密 信息 的 过 
程 不 会 产生 原始 的 被 加 密 的 信息 。 这 个 密 钥 将 被 抛弃 而 使 用 两 个 新 的 可 能 的 素数 。 4 


7.2.10 概率 方法 

第 1 滞 讨 论 了 了 存在 性 证 明 并 且说 明 在 构造 的 存在 性 证 明和 非 攀 造 的 存在 性 证 明之 间 的 区 
别 。 由 保罗 ，。 厄 多 斯 和 阿尔 弗 ，。 雷 德 引入 的 概率 方法 是 一 个 强 有 力 的 技术 ， 它 可 以 用 于 创建 非 
构造 的 存在 性 证 明 。 为 了 使 用 概率 方法 证 明 关 于 集合 S 的 结果 ， 例 如 S 中 一 个 具有 指定 性 质 元 
素 的 存在 性 ， 我 们 把 概率 赋 给 集合 的 元 素 。 然 后 我 们 使 用 概率 论 的 方法 证 明 关 于 S 的 元 素 的 结 
果 。 特 别 地 ， 我 们 可 以 通过 证 明 一 个 元 素 <rE S 具有 这 个 性 质 的 概率 是 正 的 来 证 明 具 有 特定 性 
质 的 元 素 存 在 。 这 种 概率 方法 是 基于 定理 3 的 等 价 叙述 。 
概率 方法 ”如果 随机 地 从 集合 S 选 取 一 个 元 素 ， 此 元 素 不 具有 一 个 特定 性 质 的 概 
率 小 于 1， 那 么 S 中 存在 具有 这 条 性 质 的 元 素 。 

一 个 基于 概率 方法 的 存在 性 证 明 是 非 构造 性 的 ， 因 为 它 未 找 出 一 个 具有 所 要 求 性 质 的 特定 
元 素 。 
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我 们 通过 找到 一 个 关于 拉 姆 赛 数 R(k，k) 的 下 界 来 说 明 概 率 算法 的 能 力 。 回 顾 6.2 节 ， 
有 RE，&) 等 于 晚会 的 最 少 人 数 ， 以 保证 其 中 至 少 有 & 个 人 两 两 都 是 朋友 ， 或 者 至 少 有 有 个 人 两 
两 都 是 敌人 (假设 任 两 个 人 要 么 是 朋友 要 人 么 是 敌人 ) 。 

如 果 尼 是 一 个 整数 ，k 宝 2， 那么 R(k，k) 宇 2”。 

证 ”注意 定理 对 于 ==2 和 k==3 成 立 ， 因 为 R(2，2)==2 和 RC(3，3)= 二 6， 正如 6.2 节 所 说 
明 的 。 现 在 假设 三 4。 我 们 将 使 用 概率 方法 证 明 如 果 晚 会 上 少 于 2” 个人， 可 能 没有 上 有 个 人 两 
两 是 朋友 ， 也 没有 上 个 人 两 两 是 敌人 。 这 就 证 明了 R(k，k) 至 少 是 2”?。 

为 了 使 用 概率 方法 ， 我 们 设 两 个 人 是 朋友 还 是 敌人 是 等 可 能 的 (注意 这 个 假设 不 一 定 是 真 


实 的 ) 。 假 设 晚会 上 有 ”个 人 。 因 而 晚会 上 有 (%) 个 不 同 的 k 个 人 的 小 组 ， 记 作 S,，S;，…， 
S(*)。 设 EE 是 Si 中 的 所 有 k 个 人 两 两 是 朋友 或 两 两 是 敌人 的 事件 。 在 个 人 中 存在 k 个 人 两 
CD 


两 是 朋友 或 两 两 是 敌人 的 概率 等 于 p| [已 


根据 假设 ， 两 个 人 是 朋友 或 者 是 敌人 是 等 可 能 的 。 两 个 人 是 朋友 的 概率 等 于 他 们 是 敌人 的 
概率 ， 两 个 概率 都 等 于 1/2。 而且， 因为 S 中 有 个 人 ， 所 以 在 S, 中 存在 (2) 一 C4 一 1)/2 对 


人 。 于 是 ,在 S; 中 所 有 的 个 人 两 两 是 朋友 的 概率 与 S, 中 所 有 的 个 人 两 两 是 敌人 的 概率 都 
等 于 (IT/20&D7 从 而 得 到 p(E.) =91/2 。 


o 








(4) 
E, 


im 





在 一 群 n 个 人 中 存在 & 个 人 两 两 是 朋友 或 两 两 是 敌人 的 概率 等 于 p 。 使 用 布尔 不 





等 式 (练习 15) ， 得 到 


ko 


(= 0 
2 





| By = (7) 





n 


k 
kCk—1)/2 


(2 上 让 ) ”< 六 2() 
现在 如 果 w<<2%: ， 有 


ne 1 k(k—1)/2 KMW27 1 天 (大 一 1)72 a 
站 72 (去 ) < 人 2 人 (元 ) 一 2? Wed 


最 后 一 步 的 得 出 是 由 于 & 之 4。 


根据 6. 4 节 练 习 17, 我 人 有 (”) 和 x*/2:*， 因 此 ， 


kCk—1)/2 





(2) 


在 一 组 上 个 人 两 两 是 朋友 也 不 存在 上 个 人 两 两 是 敌人 的 概率 大 于 0。 从 而 得 到 ， 如 果 ”<2”， 
那么 至 少 存在 一 个 集合 ， 使 得 它 不 包含 & 个 人 两 两 是 朋友 或 者 两 两 是 敌人 的 子 集 。 4 


练习 

1. 当 撞 一 个 不 均匀 的 硬币 时 ， 如 果 出 现 头像 是 不 出 现 头像 的 可 能 性 的 3 倍 ， 那 么 出 现 头像 的 概率 应 该 是 
多 少 ? 不 出 现 头像 的 概率 应 该 是 多 少 ? 

2. 当 毛 一 个 被 填充 的 角 子 时 ， 如 果 骨 子 出 现 3 点 这 一 面 的 可 能 性 是 其 他 五 个 面 的 2 倍 ， 求 每 种 结果 的 
概率 。 

3. 当 毛 一 个 不 均匀 的 骨 子 时 ， 如 果 骨 子 出 现 2 点 或 4 点 这 一 面 的 可 能 性 是 出 现 其 他 四 个 面 的 3 倍 ， 并且 


我 们 现在 可 以 断言 当 k 宇 4 时, Zp 二 1。 因 此 ， 这 个 补 事件 ， 即 在 这 个 晚会 上 不 存 








10. 


了 
12. 
13. 
14. 


[5 15. 


16. 
17. 
18. 
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21. 
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掷 出 一 个 2 点 或 者 一 个 4 点 是 等 可 能 的 ， 求 每 种 结果 的 概率 。 


-. 当 结果 是 等 可 能 的 时 候 ， 证 明 在 拉 普 拉 斯 的 概率 定义 下 条 件 (D) 和 (i 是 满足 的 。 
. 一 对 骨 子 被 灌 铅 特殊 处 理 。 第 一 个 仍 子 出 现 4 点 的 概率 是 2/7， 第 二 个 蜗 子 出 现 3 点 的 概率 是 2/7， 且 


每 个 山子 出 现 其 他 点 数 的 概率 是 1/7。 当 掷 出 2 个 骨 子 时 ， 点 数 之 和 为 7 的 概率 是 多 少 ? 


， 当 我 们 随机 选择 {1，2，3}) 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事 件 的 概率 是 什么 ? 


a)1 在 3 前 面 。 b)3 在 1 前 面 。 c)3 在 1 前 面 且 3 在 2 前 面 。 
。 当 我 们 随机 选择 (1L，2，3，4} 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 
a)1 在 4 前 面 。 b)4 在 1 前 面 。 
c)4 在 1 前 面 且 4 在 2 前 面 。 d)4 在 1 前 面 , 4 在 2 前 面 , 且 4 在 3 前 面 。 


e)4 在 3 前 面 且 2 在 1 前 面 。 


. 当 我 们 随机 选择 {1 ，2，…，n} 的 一 个 排列 时 ， 其 中 nx 三 4， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 


a)1 在 2 前面 。 b)2 在 1 前面。 
c)1 紧 挨 着 2 前 面 。 d)z 在 1 前 面 且 ”一 1 在 2 前 面 。 
e)7 在 1 前 面 且 ”在 2 前 面 。 


. 当 我 们 随机 选择 26 个 英语 小 写字 母 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 


a) 排 列 由 按 字母 表 相 反 顺序 的 字母 组 成 。 b)z 是 排列 的 第 一 个 字母 。 
c) 排 列 中 z 在 a 前面。 中 排列 中 a 紧 接 在 = 的 前 面 。 
e) 排 列 中 a 紧 接 在 m 的 前 面 ，m 紧 接 在 x 的 前 面 。 人? 排 列 中 mw、n、o 在 字母 表 中 的 原来 位 置 。 
当 我 们 随机 选择 26 个 英语 小 写字 母 的 一 个 排列 时 ， 这 些 事件 的 概率 是 什么 ? 
a) 排 列 中 的 前 13 个 字母 按照 字母 表 的 顺序 。 
b)a 是 排列 的 第 一 个 字母 且 z 是 排列 的 最 后 一 个 字母 。 
ca 和 zx 在 排列 中 彼此 相 邻 。 
d)a 和 2 在 排列 中 彼此 不 相 邻 。 
e) 排 列 中 a 和 xz 被 至 少 23 个 字母 分 开 。 
人 排列 中 = 在 a 和 2 两 者 的 前 面 。 
假设 EE 和 下 是 事件 ， 满足 p(E)==0.7 且 p(F)==0.5。 证 明 训 (EUF) 三 0.7 和 (下 门 F) 三 0. 2。 
假设 玉 和 下 是 事件 ， 满 足 p(E)==0.8 上 且 bpCF) 一 0.6。 证 明 p(EUF) 宇 0.8 和 p(ENnF) 宇 0.4。 
证 明 如 果 巨 和 下 是 事件 ， 那 么 p(EN 了 ) 宇 p(E) 十 p(F) 一 1。 这 就 是 邦 弗 罗 尼 (Bonferroni) 不 等 式 。 
使 用 数学 归纳 法 证 明 下 述 一 般 性 的 邦 弗 罗 尼 不 等 式 : 
力 (站 Ef * ME;,) 
SpE p(B (BEB) = (n= 1) 


其 中 Ers, Ees ™, BE 是 nn 个 事件 。 
证 明 如 果 巨 ，E。，…，E, 是 一 个 有 限 样本 空间 的 事件 ， 那 么 
PlE U E: U…UED) 
SpE ED) +-… + P(E) 
这 就 是 布尔 不 等 式 。 


证 明 如 果 巨 和 下 是 独立 的 事件 ， 那 么 请 和 下 也 是 独立 的 事件 。 

如 果 巨 和 下 是 独立 的 事件 ， 证 明 或 反 驶 玉 和 下 也 必须 是 独立 的 事件 。 

a) 两 个 人 出 生 在 一 周 的 同一 天 的 概率 是 多 少 ? 

b) 一 组 nn 个 人 里 ， 至少 2 个 人 出 生 在 一 周 的 同一 天 的 概率 是 什么 ? 

c) 要 使 得 至 少 2 个 人 出 生 在 一 周 的 同一 天 的 概率 大 于 1/2， 需 要 多 少 个 人 ? 

a)2 个 人 出 生 在 一 年 的 同一 个 月 的 概率 是 多 少 ? 

b) 一 组 对 个 人 里 ， 至 少 2 个 人 出 生 在 一 年 的 同一 个 月 的 概率 是 什么 ? 

ec) 要 使 得 至 少 2 个 人 出 生 在 一 年 的 同一 个 月 的 概率 大 于 1/2， 需 要 多 少 个 人 ? 

要 使 得 某 个 人 的 生日 就 在 当天 的 概率 大 于 1/2， 求 房间 里 最 少 的 人 数 ( 假 设 生 于 每 一 天 是 等 可 能 的 并 
且 这 一 年 有 366 天 ) 。 

要 使 得 房间 里 的 两 个 人 都 生 在 4 月 1L 日 的 概率 大 于 1/2， 求 房间 里 最 少 的 人 数 (假设 生 于 每 一 天 是 等 
可 能 的 并 且 这 一 年 有 366 天 ) 。 


# 22, 


23. 
24. 
25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


36. 


w 3 


38. 
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只 有 闽 年 有 2 月 29 日 。 年 份 能 被 4 整除 但 不 能 被 100 整除 的 都 是 闽 年 。 年 份 能 被 100 整除 但 不 被 400 
整除 的 不 是 痿 年 ， 能 被 400 整除 的 是 痿 年 。 

a) 应 该 用 哪 种 关于 生日 的 概率 分 布 来 反映 2 月 29 日 出 现 次 数 的 多 少 ? 

b) 利 用 a) 的 概率 分 布 , 一 组 nn 个 人 中 至 少 两 个 人 有 相同 生日 的 概率 是 什么 ? 

给 定 掷 硬币 第 一 次 的 头像 在 上 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 5 次 时 恰好 4 次 头像 在 上 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
给 定 掷 硬 币 第 一 次 的 头像 在 下 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 5 次 时 恰好 4 次 头像 在 上 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
给 定 第 一 位 是 1， 随 机 产生 4 位 二 进 制 串 并 使 得 它 至 少 包含 2 个 连续 的 0 的 条 件 概率 是 多 少 ? (假设 
是 1 和 是 0 的 概率 相同 。) 

随机 产生 3 位 二 进位 串 ， 设 巨 是 这 个 捉 含 有 奇数 个 1 的 事件 ,下 是 这 个 串 以 1 开始 的 事件 。 玉 和 下 
是 独立 的 吗 ? 

设 玉 和 下 分 别 表示 有 nn 个 孩子 的 家 庭 同时 有 男孩 和 女孩 以 及 至 多 有 1 个 男孩 的 事件 。 在 下 述 每 种 条 
件 下 E 和 和 下 是 独立 的 吗 ? 

a)n=2 b)n=4 n=5 

假定 一 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 0. 51， 且 生 在 一 个 家 庭 的 孩子 的 性 别 是 独立 的 。 一 个 家 庭 有 5 个 孩子 ， 
那么 

a) 恰 有 3 个 男孩 的 概率 是 什么 ? b) 至 少 有 1 个 男孩 的 概率 是 什么 ? 

c) 至 少 有 1 个 女孩 的 概率 是 什么 ? 中 所 有 的 孩子 性 别 都 相同 的 概率 是 什么 ? 

一 组 6 个 人 玩 * 单 人 出 局 ”的 游戏 来 确定 谁 买 茶点 。 每 个 人 掷 一 个 均匀 的 硬币 ， 如 果 一 个 人 掷 出 的 结 
果 不 和 组 中 其 他 任何 人 相同 ， 这 个 人 就 必须 买 茶点 。 在 掷 过 一 次 硬币 以 后 出 现 这 种 单 人 出 局 的 概率 


是 多 少 ? 

10 位 的 二 进位 串 ， 如 果 每 位 的 产生 是 独立 的 ， 求 出 下 列 每 种 情况 下 随机 产生 不 包含 0 的 位 串 的 
概率 。 

a) 一 位 为 0 和 为 1 是 等 可 能 的 。 b) 一 位 为 1 的 概率 是 0. 6。 

©) 第 i 位 为 1 的 概率 是 1/25，i 一 1，2，3，…，10。 

求 有 5 个 孩子 的 家 庭 没 有 男孩 的 概率 ， 如 果 和 孩子 的 性 别 是 独立 的 ， 且 

a) 是 男孩 和 是 女孩 是 等 可 能 的 。 b) 是 男孩 的 概率 是 0. 51。 


©) 第 i 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 0.51 一 (i/100)。 


. 10 位 二 进位 串 ， 如 果 每 位 的 产生 是 独立 的 ， 分 别 求 在 30a)、30b)、30c) 条 件 下 随机 产生 一 个 以 1 开 


始 或 以 00 结尾 的 位 串 的 概率 。 

. 按照 练习 31a)、31b)、31c) 的 条 件 ， 分 别 求 出 有 5 个 孩子 的 家 庭 中 第 1 个 孩子 是 男孩 或 者 最 后 2 个 孩 
子 是 女孩 的 概率 。 

. 执行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 ， 其 中 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p， 求 下 述 每 种 情况 的 概率 。 

a) 没 有 1 次 成 功 的 概率 。 b) 至 少 1 次 成 功 的 概率 。 

c) 至 多 1 次 成 功 的 概率 。 d) 至 少 2 次 成 功 的 概率 。 

. 求 在 下 述 每 种 情况 下 执行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 的 概率 ， 其 中 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p。 

a) 没 有 1 次 失败 的 概率 。 b) 至 少 1 次 失败 的 概率 。 

c) 至 多 1 次 失败 的 概率 。 中 至 少 2 次 失败 的 概率 。 

使 用 数学 归纳 法 证 明 如 果 E, ，E, ，…，E, 是 样本 空间 S 中 的 个 两 两 不 相交 的 事件 的 序列 ， 其 中 ? 


是 正 整 数 , 那么 p(【) 已 )= ZI2CE) 。 
(要 求 微 积分 ) 证 明 如 果 EL，E;，… 是 样本 空间 S 中 的 两 两 不 相交 的 事件 的 无 限 序列 ， 那么 


p( | 已 )= pCE) 。 [提示 利用 练习 36 并 且 取 极限 。] 


在 异地 毛 一 对 角 子 ， 一 个 诚实 的 旁观 者 通知 我 们 至 少 有 一 个 骨 子 掀 出 6 点 。 

a) 以 诚实 的 观察 者 提供 的 信息 为 条 件 ， 两 个 明 子 掷 出 的 点 数 之 和 等 于 7 的 概率 是 多 少 ? 

b) 假 设 诚实 的 观察 者 告诉 我 们 至 少 一 个 散 子 是 5 点 。 以 此 为 给 定 条 件 ， 两 个 般 子 的 点 数 之 和 等 于 7 
的 概率 是 多 少 ? 
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xx 39. 这 个 练习 利用 概率 方法 证 明 一 个 关于 循环 赛 的 结果 。 在 一 个 具有 m 个 游戏 者 的 循环 赛 中 ， 每 两 个 人 
玩 一 个 游戏 ， 其 中 一 个 赢 ， 另 一 个 输 。 

我 们 想 要 寻找 一 个 关于 正 整 数 m 和 上 的 条 件 (k 二 m)， 以 使 得 这 个 循环 赛 的 结果 有 下 述 性 质 的 可 

能 : 对 每 上 个 游戏 者 的 集合 ， 存 在 1 个 游戏 者 赢 了 这 个 集合 的 每 个 成 员 。 假 设 当 2 个 游戏 者 竞争 时 每 

个 游戏 者 赢得 这 个 游戏 是 等 可 能 的 ， 并 且 假 设 不 同 游戏 的 结果 是 独立 的 ， 这 使 得 我 们 可 以 使 用 概率 

推理 得 出 关于 循环 赛 的 结论 。 设 是 小 于 m 的 正 整 数 ， 五 是 对 每 个 具有 R 个 游戏 者 的 集合 S， 存 在 1 
个 游戏 者 赢 了 S 中 所 有 A 个 人 的 事件 。 

4) 

a) 证 明 p(E) 之 之 p(F;) ， 这 里 FF 是 一 个 事件 ， 表示 在 ( ，) 个 4 人 的 集合 构成 的 表 中 ， 没 有 1 个 游 

戏 者 赢 了 第 j 个 集合 的 所 有 个 人 。 
b) 证 明 FF; 的 概率 是 (1 一 2“)”“。 


A 从) 和 由 证明 2(B)< ( ，) (1 一 2 2" 一 ， 因 此 得 知 ， 如 果 ( ，) (1 一 2 "<<1， 一 定 存在 一 个 况 


赛 具 有 所 描述 的 性 质 。 
d) 使 用 c) 找 出 m 的 值 ， 使 得 在 m 个 游戏 者 的 循环 赛 中 对 每 2 个 游戏 者 的 集合 S， 都 存在 1 个 游戏 者 ， 
赢 了 S 中 的 2 个 人 。 对 3 个 游戏 者 的 集合 重复 这 个 问题 。 
* 40. 设计 一 个 蒙特 卡 罗 算 法 以 确定 一 个 整数 1 到 n 的 排列 是 已 经 被 排序 的 ( 即 按照 递增 顺序 排列 ) 还 是 随 
机 的 排列 。 如 果 确 定 这 个 序列 没有 被 排序 ， 算法 的 某 一 步 应 该 回答 “ 真 "%， 否 则 回答 “不 知道 ”。 在 外 
步 以 后 ， 如 果 每 步 回 答 都 是 “不 知道 ”， 则 算法 判定 这 些 整 数 是 排 好 序 的 。 证 明 随 着 步 数 的 增加 ， 算 
法 产生 一 个 错误 结果 的 概率 会 极 小 。[ 提 示 : 对 每 一 步 ， 测 试 某 些 元 素 是 否 在 正确 的 顺序 上 。 保 证 这 
些 测试 是 独立 的 。] 
41. 使 用 伪 码 写 出 在 例 16 中 描述 的 素数 的 概率 测试 算法 。 


7.3 贝 叶 斯 定理 


7.3.1 引言 

很 多 时 候 ， 我 们 总 想 估 计 在 已 知 部 分 证 据 的 情况 下 某 种 特定 事件 发 生 的 概率 。 例 如 ， 假 设 
我 们 知道 人 们 得 某 种 疾病 的 百分比 ， 且 疾病 的 诊断 是 非常 准确 的 。 对 这 种 疾病 检测 呈 阳 性 的 人 
往往 想 知 道 他 们 真 的 得 了 这 种 疾病 的 可 能 性 有 多 大 。 本 节 将 介绍 用 于 确定 这 种 概率 的 一 个 结论 ， 
即 在 检测 呈 阳 性 的 条 件 下 ， 一 个 人 得 病 的 概率 是 多 大 。 为 了 利用 这 个 结论 ， 我 们 需要 知道 检测 
呈 阳 性 但 没有 得 病 的 人 的 百分比 是 多 少 ， 以 及 检测 呈 阴 性 却 得 了 此 病 的 人 的 百分比 是 多 少 。 

类 似 地 ， 假 设 知道 收 到 的 电子 邮件 信息 是 垃圾 邮件 的 百分比 ， 我 们 将 看 到 利用 信息 中 出 现 
的 字 就 能 确定 所 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 是 多 大 。 为 了 确定 这 种 可 能 性 ， 我 们 需要 知道 
所 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 百分比 、 每 个 这 样 的 字 在 垃圾 邮件 信息 中 出 现 的 百分比 ， 以 及 每 个 
这 样 的 字 都 出 现 但 信息 却 不 是 垃圾 邮件 的 百分比 。 

我 们 用 来 回答 这 类 问题 的 结论 叫做 贝 叶 斯 定理 ， 该 定理 可 以 追溯 到 18 世纪 。 在 过 去 的 20 
年 中 ， 贝 叶 斯 定理 已 被 广泛 应 用 于 已 知 部 分 证 据 来 估计 概率 的 各 种 领域 中 ， 如 医药 、 法 律 、 机 
器 学 习 、 工 程 及 软件 开发 等 。 


7.3.2 贝 叶 斯 定理 

用 一 个 例子 阐述 贝 叶 斯 定理 的 思想 ,说 明 在 已 知 额外 信息 的 条 件 下 ， 可 以 导出 对 特定 事件 
发 生 概 率 的 一 种 更 现实 的 估计 。 即 假定 知道 事件 下 发 生 的 概率 为 娟 (F)， 但 我 们 知道 事件 王 发 
生 的 知识 ， 那 么 在 瓦 发 生 的 条 件 下 ， 正 发 生 的 条 件 概率 祖 ( 下 | 巨 ) 是 比 下 发 生 的 概率 祖 (F) 更 加 
实际 的 一 个 估计 。 在 例 1 中 将 看 到 : 当 已 知 p(F)、p(E|F) 和 pl(E|F) 时 ,我 们 就 能 算 
出 p(F|E)., 

例 1 有 两 个 盒子 。 第 一 个 盒子 中 有 2 个 绿 球 和 7 个 红 球 ， 第 二 个 盒子 中 有 4 个 绿 球 和 3 
个 红 球 。 鲍 勃 随机 选取 了 其 中 的 一 个 盒子 ， 并 在 该 盒子 中 选取 了 一 个 球 ， 然 后 他 又 在 该 盒子 中 


离散 概 雁 397 


随机 选取 了 一 个 球 。 如 果 鲍 勃 选 中 的 是 一 个 红 球 ， 那 么 该 球 来 自 于 第 一 个 盒子 的 概率 是 多 少 ? 

解 设 王 是 鲍 勃 选取 一 个 红 球 的 事件 , EE 是 鲍 勃 选取 一 个 绿 球 的 事件 ; 下 是 鲍 勃 从 第 一 个 
盒子 中 选取 一 个 球 的 事件 ,下 是 鲍 勃 从 第 二 个 盒子 中 选取 一 个 球 的 事件 。 在 鲍 勃 选中 一 个 红 球 
的 条 件 下 ， 求 该 球 来 自 第 一 个 盒子 的 概率 p(F|E)。 根据 条 件 概率 的 定义 ， 有 p(FIE)= 
pLFNE)/p(E)。 那 么 我 们 能 利用 所 给 信息 确定 pC(FNE) 和 p(E)， 从 而 求 得 p(F|E) 吗 ? 

由 于 第 一 个 盒子 含 中 有 总 共 9 个 球 中 的 7 个 红 球 ， 我们 知道 p(E|F)==7/9。 类 似 地 ， 由 于 
第 二 个 盒子 含 中 有 总 共 7 个 球 中 的 3 个 红 球 ， 我 们 知道 如 G 忆 | 下 ) 王 3/7。 假 定 鲍 勃 选择 盒子 是 随 
机 的 ， 因 此 有 p(F)= 二 p(F)= 二 1/2。 因 为 p(F|E) 二 p(FNE)/p(F)， 从 而 有 


P(ENPF)=p(E|F)p(P)—T 。 六 = 玄 
[正如 前 面 所 评注 的 ， 这 是 确定 p(F|E) 时 需要 求 的 量 之 一 。] 类 似 地 ， 因 为 p(E|F)==p(EN 
FF)/p(F)， 从 而 有 
pCENF)=p(E|F)p(F)—3 .二 
现在 可 以 求 p(E) 了 。 注 意 : EF 二 (EF)U (ENF),， 其 中 ENF 和 ENF 是 不 相交 的 集合 。 
(如 果 工 既 属 于 ENF 又 属于 ENF， 则 z 既 属于 下 又 属于 玉 ， 这 是 不 可 能 的 。) 于 是 有 


a 二 
pl(E) = p(ENMDP+PENMDP) 18 + 14 126 


126 126 63 
我 们 现在 既 求 出 了 pC(FNE)= 二 7/18， 又 求 出 了 p(E)= 二 38/63。 由 此 得 出 结论 


_ pFNBE _7/18 4 
P(FIE)= TE Be] = 6 4 


在 具有 任何 的 额外 信息 之 前 ， 我 们 假定 了 鲍 勃 选取 第 一 个 盒子 的 概率 是 1/2。 但 是 在 随机 
选取 的 球 是 红 球 的 额外 信息 下 ， 这 个 概率 增加 到 了 大 约 0. 645。 也 就 是 说 ， 在 没有 任何 额外 信 
息 可 用 的 情况 下 ， 鲍 勃 选取 的 球 来 自 第 一 个 盒子 的 概率 是 1/2， 一 旦 知道 了 所 选 出 的 球 是 红 
球 ， 这 个 概率 就 增加 到 了 0. 645。 本 

利用 与 例 1 同样 的 推理 方法 ， 当 已 知事 件 已 已 经 发 生 ， 且 已 知 p(E|F)、p(E|F) 及 p(F) 
时 ， 可 以 求 出 一 个 事件 下 发生 的 条 件 概 率 。 所 得 到 的 结论 就 叫做 贝 叶 斯 定理 ， 这 是 根据 贝 叶 斯 
命名 的 ， 他 是 引入 这 个 结论 的 18 世纪 英国 数学 家 。 

厂 到 表 ” 贝 叶 斯 定理 假设 羽 和 下 是 取 自 样本 空间 S 的 两 个 事件 ， 且 p(E) 关 0，p(F) 关 
0， 则 

p(E|F)p(F) 
plE|F)p(F) + p(E|IF)p(F) 

证 条 件 概率 的 定义 告诉 我 们 p(F|E)=p(FNE)/p(E) 及 p(E|F) 二 p(ENF)/p(F)。 因 
此 ，p(EN 记 二 p(FIE)p(E) 和 p(ENF) 二 p(E|F)p(F)。 由 pLENMF) 的 两 个 表达 式 可 得 

pF|E)p(E)=p(E|F)p(F) 


pl(F|IE) = 


两 端 同 时 除 以 p(E)， 得 
p(E|F)p(PF) 
plE) 


为 了 完成 此 证 明 ， 要 证 明 p(E)= 二 p(E|F)p(F) 十 p(E|F)p(F)。 首 先 注意 ,，E==ENS= 
EN (FU)=(ENF)U(ENF)。 其 次 ，ENF 和 ENF 是 不 相交 的 ， 因 为 如 果 xzEENF 有 征 x€ 
ENF, 则 zxEFNF= g 。 因 此 ，p(E)= 二 pC(ENF) 十 p(ENMF)。 我 们 已 经 证 明了 p(ENF)= 
pC(E|IF)pC(F)。 此 外 ， 有 p(E|IF) 二 pC(EN)F/p(F)， 此 式 表 明 p(ENnF)= 二 =p(E|F)p(F)。 由 
此 得 


pl(F|E) = 


pl(E)=p(ENPI+HP (ENF)=p(E|F)p(F)+P(E|F) PE) 
为 了 完成 证 明 , 将 p(E) 的 上 述 表达 式 代入 等 式 p(F|E)==p(F|E)p(F)/p(E) 中 ,得 


tire Ey 
{uty hp 


ue 
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plE|F)p(F) 4 
P(E|IF)p(F) + p(E|F)p(F) 

贝 叶 斯 定理 应 用 贝 叶 斯 定理 可 用 于 解决 许多 领域 的 问题 。 接 下 来 我 们 将 讨论 贝 叶 斯 定理 
在 医疗 中 的 应 用 。 特 别 是 ， 贝 叶 斯 定理 可 用 于 估计 某 人 在 疾病 检测 呈 阳 性 时 ， 此 人 真 的 得 了 该 
病 的 概率 。 由 贝 叶 斯 定理 得 到 的 结论 往往 有 些 令 人 吃惊 ， 如 例 2 所 示 。 

例 2 假如 100 000 个 人 中 只 有 一 个 人 会 得 某 种 少见 的 疾病 ， 该 疾病 诊断 检测 的 准确 率 相 
当 高 。 如 果 某 人 得 了 此 疾病 ， 则 诊断 的 正确 率 是 99%; 如果 某 人 没有 得 此 疾病 ， 则 诊断 的 正 
确 率 是 99. 5%。 在 给 定 这 些 信息 的 前 提 下 ， 我们 能 求解 下 面 的 问题 吗 ? 

(a) 某 人 疾病 诊断 呈 阳 性 且 他 得 此 病 的 概率 。 

(b) 某 人 疾病 诊断 呈 阴 性 且 他 没有 得 此 病 的 概率 。 

某 人 检测 呈 阳 性 ， 是 否 代表 与 他 得 了 此 病 有 密切 的 关系 ? 

解 (a) 设 下 是 某 人 得 此 病 的 事件 ,，E 是 随机 选取 某 人 疾病 检测 呈 阳 性 的 事件 。 我 们 想 要 
计算 pC(F|E)。 为 了 使 用 贝 叶 斯 定理 计算 p(F|IE)，, 我 们 需要 求 p(E|F)、p(E|F), p(F) 
和 p(F)。 

我 们 知道 100 000 个 人 中 只 有 一 个 人 会 得 此 疾病 ， 所 以 p(F)==1/100 000==0. 00001,，p()= 
1 一 0. 000 01 二 0. 999 99。 由 于 某 人 得 此 病 被 检测 呈 阳 性 的 概率 为 99% ， 所 以 有 p(E|F)==0. 99。 
这 是 某 人 得 了 此 病 且 检测 为 晨 阳 性 ， 且 真 的 呈 阳 性 的 概率 。 我 们 也 知道 (下 | 玉 ) 王 0.01， 这 是 假 
阴性 的 概率 ， 即 某 人 得 了 此 病 却 被 检测 呈 阴 性 的 概率 。 

此 外 ， 由 于 某 人 没有 得 此 病 且 检测 呈 阴 性 的 概率 为 99. 5%， 所 以 p(EIF)= 二 0.995。 这 是 
真 阴 性 的 概率 ， 即 某 人 没 得 此 病 且 被 检测 呈 阴 性 的 概率 。 最 后 ， 我 们 知道 p(E|F)=1 一 
p(E/)==1 一 0.995 二 0.005， 这 是 假 阳 性 的 概率 ， 即 某 人 没 得 此 病 却 被 检测 旺 阳性 的 概率 。 

某 人 得 了 此 病 且 被 检测 呈 阳 性 的 概率 是 p(F|E)。 根 据 贝 叶 斯 定理 ， 有 

pl(E|IF)p(F) 
pCE|F)p(F) + p(E|F)p(F) 
(0. 99) (0. 000 01) 
(0. 99) (0. 000 01) 十 (0. 005) (0. 999 99) 
(b) 某 人 的 疾病 诊断 呈 阴 性 上 且 他 没有 得 此 病 的 概率 是 p(F|E)， 根 据 贝 叶 斯 定理 ， 有 
去 | 去 (E|F)p(F) 
es pe ry 
= (0.995)(0.99999) 
(0. 995) (0. 999 99) + (0. 01) (0. 000 01) 

因此 ， 检 测 呈 阴性 且 真 的 没 得 此 病 的 人 有 99. 999 99%。 

在 (a) 中 ， 我 们 得 到 检测 呈 阳 性 且 真 的 得 了 此 病 的 人 只 有 0.2%。 由 于 此 病 非 常 少 见 ， 所 以 
诊断 中 假 阳 性 的 数量 比 真 阳性 的 数量 要 多 得 多 ， 使 得 检测 呈 阳 性 且 真 的 得 了 此 病 的 人 的 比例 非 
常 小 。 检 测 呈 阳性 的 人 没有 必要 过 分 担心 他 们 真 的 得 了 此 病 。 | 

扩展 的 贝 叶 斯 定理 ”注意 在 贝 叶 斯 定理 中 ,事件 和 下 是 互 斥 的 且 覆 盖 了 整个 样本 空间 S 
( 即 FUF=S)。 可 以 将 贝 叶 斯 定理 扩展 到 任何 覆盖 整个 样本 空间 S 且 互 斥 的 多 个 事件 上 ， 见 如 


pF|E) = 


pF|E)= 


2 0. 002 


20.9099.9999 





扩展 的 贝 叶 斯 定理 ”假设 忆 是 取 自 样本 空间 S 的 事件 ，F，F,，…，F, 是 互 斥 
事件 ， aUr=s. 假定 pl(E)A0, 力 (下 ;) 天 0(2 一 1， 2， id 7n), 则 

p(E|F,)p(F,) 

DPE|F) pF) 

将 扩展 的 贝 叶 斯 定理 的 证 明 留 作 练习 17。 


plF; |E) = 


离散 概 榨 399 











7.3.3 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 

许多 电子 邮箱 都 会 收 到 大 量 无 用 的 垃圾 邮件 (spam)。 因 为 垃圾 邮件 使 电子 邮件 系统 受到 
被 塞 满 的 威胁 ， 所 以 人 们 花费 了 大 量 时 间 去 过 滤 它 们 。 某 些 删除 垃圾 邮件 的 首选 工具 的 开发 就 
是 依据 贝 叶 斯 定理 ， 如 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 。 

贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 利用 先前 收 到 的 E-mail 信息 来 猜测 所 收 到 的 E-mail 信息 是 不 是 垃 
圾 邮件 。 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 寻找 信息 中 出 现 的 特定 字 。 对 一 个 特定 的 字 w，w 出 现在 一 个 
垃圾 邮件 E-mail 信息 中 的 概率 可 以 通过 计算 大 量 已 知 的 垃圾 邮件 信息 中 ww 出 现 的 次 数 与 大 量 
已 知 的 非 垃 圾 邮件 信息 中 w 出 现 的 次 数 来 估计 。 当 检测 E-mail 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 时 候 ， 
我 们 寻找 有 可 能 是 垃圾 邮件 标志 的 字 ， 比 如 “offer”、“special” 或 “opportunity” 等 ， 以 及 标志 一 
个 信息 不 是 垃圾 邮件 的 字 ， 如 “mom”、“lunch” 或 “Jan”( 不 管 Jan 是 不 是 你 的 一 个 朋友 ) 等 。 不 
幸 的 是 ,垃圾 邮件 过 滤器 有 时 会 把 垃圾 邮件 信息 看 成 非 垃 圾 邮件 信息 ， 这 种 错误 叫做 阴性 错 
误 。 垃 圾 邮件 过 滤器 有 时 也 会 把 非 垃 圾 邮件 信息 看 成 垃圾 邮件 信息 ， 这 种 错误 叫做 阳性 错误 。 
当 检 测 垃圾 邮件 时 ， 重 要 的 是 要 尽量 减少 阳性 错误 ， 因 为 把 所 需要 的 E-mail 信息 过 滤 掉 要 比 
让 某 些 垃圾 邮件 通过 更 不 能 让 人 接受 。 

下 面 要 讨论 一 些 基 本 的 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 。 首 先 ， 假设 B 是 已 知 的 垃圾 邮件 信息 集合 ，G 
是 已 知 的 非 垃 圾 邮件 信息 集合 。( 例 如 ， 当 用 户 检 查 他 们 的 收 件 箱 时 ， 可 以 把 某 些 信息 归 为 垃圾 邮 
件 .) 其 次 ， 识别 出 现在 B 和 G 中 的 字 。 我 们 统计 集合 中 包含 每 个 字 的 信息 数 ， 以 分 别 求 得 集合 B 中 
字 忆 出 现 的 次 数 ns Cw) 和 集合 G 中字 w 出 现 的 次 数 nc(w)。 于 是 ， 垃 圾 邮件 信息 包含 包 的 经 验 概率 
是 p(w 二 ngs (w)/|B|， 非 垃圾 邮件 信息 包含 ww 的 经 验 概率 是 gC(w) 二 nc (w)/ |G|。 注 意 p(w) 和 
q(w) 分 别 是 含有 字 蔬 的 垃圾 邮件 信息 的 估计 概率 和 含有 字 ww 的 非 垃 圾 邮件 信息 的 估计 概率 。 

现在 假定 收 到 了 一 条 包含 字 % 的 新 E-mail 信息 。 设 S 表示 信息 是 垃圾 邮件 的 事件 ,EE 是 
信息 中 含有 字 w 的 事件 。 信 息 是 垃圾 邮件 的 事件 S 和 信息 不 是 垃圾 邮件 的 事件 划分 了 所 有 信 
息 的 集合 。 因 此 ， 根 据 贝 叶 斯 定理 ， 在 信息 含有 字 w 的 条 件 下 ， 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 是 


ums 


托马斯 贝 叶 斯 (Thomas Bayes，1702 一 1761) 托马斯， 贝 叶 斯 是 牧师 的 儿子 ， 他 
是 一 个 新 教 教徒 。 在 18 世纪 的 英国 ， 新 教 被 认为 是 邪教 。 由 于 新 教徒 的 神秘 ， 托 马 斯" 贝 
bb 叶 斯 的 生活 鲜 为 人 知 。 托 马 斯 在 年 轻 的 时 候 ， 他 的 家 搬 到 了 伦敦 。 托 马 斯 可 能 受到 的 是 私 
人 教育 。 新 教徒 的 孩子 一 般 不 上 学 。1719 年 贝 叶 斯 进入 爱丁堡 大 学 ， 他 在 那里 学 习 逻 辑 和 
”神学 。 像 他 父亲 一 样 ， 他 被 任命 为 新 教 的 牧师 ， 开 始 的 工作 是 作为 一 个 协助 他 父亲 的 牧 

入 师 。1733 年 ， 他 在 伦敦 东南 的 坦 布 里 奇 韦 尔 斯 的 长 老 会 教堂 任 牧师 ， 直 到 1752 年 。 
贝 叶 斯 最 为 人 所 熟知 的 是 在 他 去 世 三 年 后 于 1764 年 发 表 的 关于 概率 的 论文 。 这 
篇 论文 是 由 一 个 朋友 从 他 去 世 后 留 下 的 论文 集中 发 现 并 把 它 送 到 英国 皇家 学 会 。 在 论文 的 介绍 中 ， 贝 叶 
斯 声称 他 的 目标 是 找到 一 种 在 一 无 所 知 的 条 件 下 可 以 计算 一 个 事件 发 生 概 率 的 方法 ， 而 这 个 事件 在 同样 
情况 下 ， 以 某 种 比例 的 次 数 发 生 。 伟 大 的 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 赞同 贝 叶 斯 的 结论 ， 但 后 来 布尔 在 他 的 4《 思 
维 的 法 则 》(Laws of Thought) 一 书 中 质疑 了 这 些 结论 。 贝 叶 斯 的 理论 ， 此 后 一 直 受 到 争议 。 

贝 叶 斯 在 他 死 后 还 发 表 了 一 篇 论文 :“ 微 分 学 说 的 介绍 ， 数 学 家 对 分 析 师 作者 的 意见 的 辩护 ”(An 
Introduction to Doctrine of Fluxions, and a Defense of the Mathematicians Against the objections of the Author of 
The Analyst) ， 这 篇 论文 支持 微 积分 的 逻辑 基础 。 在 英国 皇家 学 会 重要 成 员 的 支持 下 ， 贝 叶 斯 于 1742 年 被 
选 为 英国 皇家 学 会 的 会 士 ， 而 在 当时 他 并 没有 发 表 数 学 著作 。 已 知 的 贝 叶 斯 有 生 之 年 发 表 的 唯一 一 部 著作 
据说 是 一 本 名 为 《 神 的 仁慈 》(Divine Benevolence) 的 神秘 的 书 ， 该 书 讨论 宇宙 的 起 源 与 归宿 。 虽 然 这 本 书 主要 
由 贝 叶 斯 完成 ， 但 在 封面 上 没有 标记 作者 姓名 ， 而 且 整 个 工作 被 认为 值得 怀疑 。 贝 叶 斯 数学 天 赋 的 证 据 在 
于 几乎 肯定 是 由 他 写 的 一 本 包含 许多 数学 工作 的 笔记 ， 它 包括 概率 论 、 三 角 、 几 何 、 解 方程 、 级 数 、 微 分 
计算 的 讨论 。 还 有 一 些 章节 是 关于 自然 哲学 ， 在 这 些 章节 中 贝 叶 斯 关注 了 电学 、 光 学 、 天 体力 学 等 学 科 的 
问题 。 贝 叶 斯 也 是 一 本 关于 渐 近 级 数 的 数学 著作 的 作者 ， 这 本 著作 也 是 他 死 后 被 发 现 的 。 
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p(E|S)p(S) 
p(E|S)p(S) + p(E|S)pCS) 

为 了 使 用 上 面 的 公式 ， 我们 先 来 计算 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 p(S) 和 信息 不 是 垃圾 邮件 的 
概率 p(S)。 由 于 事先 不 知道 新 来 信息 有 多 大 可 能 是 垃圾 邮件 ,为 了 简化 ， 假 定 新 来 信息 是 垃 
圾 邮件 和 新 来 信息 不 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 是 相同 的 。 即 假定 pC(S)==p(S) = 二 1/2。 利 用 此 假设 ， 
可 以 得 到 在 信息 含有 字 w 的 条 件 下 ， 信 息 是 垃圾 邮件 的 概率 是 

ee pl(E|S) 
MSI = lS ri 
(注意 : 如 果 我 们 有 关于 垃圾 邮件 信息 对 非 垃圾 邮件 信息 比值 的 某 些 经 验 数 据 ， 就 可 以 修改 上 
述 假设 ， 而 获得 对 p(S) 和 p(S) 更 好 的 估计 ; 见 练习 22.) 

下 面 ， 在 给 定 含 有 字 w 的 信息 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 通 过 p(w) 来 估计 条 件 概率 p(E|S)。 
类 似 地 ， 在 给 定 含有 字 ww 的 信息 不 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 通 过 gq(w) 来 估计 条 件 概 率 p(E|S)。 
将 关于 p(E|S) 和 p(E|S) 的 这 些 估计 代入 ， 就 可 以 通过 下 式 来 估计 p(S|E): 

p(w) 

p(w) + ql(w) 


也 就 是 说 ， 在 给 定 含 有 字 w 的 信息 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 是 r(w)。 
如 果 r(w) 大 于 所 设置 的 阔 值 ， 比 如 说 0.9， 那 么 我 们 就 把 该 信息 归 为 垃圾 邮件 。 

例 3 假如 我 们 发 现在 含有 字 “Rolex” 的 信息 中 ， 比 例 为 250/2000 的 信息 是 垃圾 邮件 ， 比 
例 为 5/1000 的 信息 不 是 垃圾 邮件 。 估 计 所 收 到 的 一 条 含有 字 “Rolex” 的 信息 是 垃圾 邮件 的 概 
率 ， 假 定 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 和 不 是 垃圾 邮件 是 等 可 能 的 。 如 果 把 一 条 信息 作为 垃圾 邮件 而 
拒绝 它 的 阔 值 是 0.9， 那 么 我 们 会 拒绝 这 条 信息 吗 ? 

解 ” 利 用 字 “Rolex” 出 现在 垃圾 邮件 和 不 出 现在 垃圾 邮件 中 的 统计 数 ， 可 求 得 p(Rolex) 三 
250/2000 二 0. 125，g(Rolex) 二 5/1000 二 0.005。 由 于 假定 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 和 不 是 垃圾 邮 
件 是 等 可 能 的 ， 所 以 我 们 可 估计 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 为 





p(SIE) = 


r(w) 一 


p(Rolex) 2 0. 125 -0125 
ele nal) oan Hin Om Did ho 
由 于 r(Rolex) 大 于 阅 值 0.9， 所 以 我 们 认为 该 信息 是 垃圾 邮件 而 拒绝 它 。 ,| 


根据 单个 字 的 出 现 情况 检测 垃圾 邮件 会 导致 过 多 的 阳性 错误 和 阴性 错误 。 因 此 ， 垃 圾 邮件 
过 滤器 寻求 多 字 的 出 现 。 比 如 ， 信息 中 含有 字 w, 和 ws。 设 El 和 E, 分 别 表示 信息 中 含有 字 
w 和 ws 的 事件 。 为 了 使 计算 简化 ， 假 定 E, 和 E, 是 独立 事件 ， 从 而 E11S 和 EE,|S 是 独立 事 
件 ， 并 假定 我 们 事先 没有 关于 一 条 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 信息 。( 关 于 E, 和 E。 是 独立 事件 及 
E, |S 和 E, | S 是 独立 事件 可 能 会 把 某 些 错误 引入 计算 中 ， 我 们 假定 这 种 错误 很 小 .) 利 用 贝 叶 斯 
定理 及 我 们 的 假设 ， 可 以 证 明 ( 见 练习 23) 在 给 定 信 息 既 含有 字 ww 又 含有 字 w, 的 条 件 下 ， 该 
信息 是 垃圾 邮件 的 概率 如 CS | 巨 , 门 已 ) 由 下 式 确定 : 

plE, |S)p(E, | S) 
P(S|E, NM E,) = SE [SDE,|S) + pCE, | SDE | 本 

可 由 下 式 来 估计 pC(S|E, 站 E,): 
7 力 Croi ) 力 (roz ) 
人 p(w) p(w,) + qrw) g(rw,) 
也 就 是 说 ， 在 给 定 信息 既 含 有 字 w 又 含有 字 w, 的 条 件 下 ， 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 估计 为 
rw vw:) | r(w, zz ) 大 于 事先 所 设置 的 阔 值 时 ， 比如 说 0. 9 ， 我 们 就 确定 该 信 息 很 可 能 
是 垃圾 邮件 。 

例 4 假设 在 2000 条 垃圾 邮件 信息 、1000 条 非 垃 圾 邮件 信息 的 集合 上 训练 一 个 贝 叶 斯 过 
滤器 。 字 “stock” 出 现在 了 400 条 垃圾 邮件 信息 和 60 条 非 垃 圾 邮件 信息 中 ， 字 “undervalued” 出 
现在 了 200 条 垃圾 邮件 信息 和 25 条 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 一 条 信息 中 既 含 有 字 “stock” 又 含有 字 
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“undervalued”， 在 事先 不 知道 该 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 条 件 下 ， 估 计 这 条 信息 是 垃圾 邮件 的 概 
率 。 如 果 设 置 阔 值 为 0.9， 我 们 会 认为 这 条 信息 是 垃圾 邮件 而 拒绝 它 吗 ? 

解 利用 这 两 个 字 在 信息 中 是 垃圾 邮件 和 不 是 垃圾 邮件 的 统计 数 , .得 到 如 下 估计 : 
plstock)=400/2000=0.2, gl(stock)=60/1000=0.06, pl(undervalued) 一 200/2000 王 0.1 和 
ql(undervalued) 二 25/1000 二 0.025。 利 用 这 些 概率 ， 通 过 下 式 可 得 该 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 为 


plstock) pl(undervalued) 
plstock)p(undervalued) + gl( stock)g(undervalued) 


(0. 2) (0. 1) 
C0. 2) C0. 1) 十 (0. 06) (0. 025) 


因为 设置 的 拒绝 信息 的 阅 值 是 0.9， 所 以 该 信息 会 被 过 滤器 拒绝 。 本 

用 来 估计 一 条 电子 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 的 字 越 多 ， 确 定 它 是 不 是 垃圾 邮件 的 准确 性 也 越 
好 。 一般 来 说 ， 如 果 E; 表示 信息 中 含有 字 w; 的 事件 ， 假 设 收 到 垃圾 邮件 信息 的 数量 与 收 到 非 
垃圾 邮件 信息 的 数量 大 致 相等 ， 且 事件 E; 1S 是 相互 独立 的 ， 那 么 根据 贝 叶 斯 定理 ， 含 有 所 有 
字 w,(i 二 1]，2，…， 上) 的 信息 的 概率 为 


r(stock,undervalued) = 


2s 0.930 





Il scls) 
p(sS| 站 二 
ITeG 1S) 十 I |5) 
可 以 通过 下 式 估计 这 个 概率 
[1 pCw) 
rw yz Yu) 一 一 : 
IT cw) + I ac 
对 最 有 效 的 过 滤器 ， 选 择 的 字 在 垃 立 圾 邮件 中 出 现 的 概率 要 么 非常 高 ， 要 么 非常 低 。 当 我 们 
对 一 条 特定 信息 计算 这 个 值 的 时 候 ， 如 果 rCw，ws，…，w) 超 过 一 个 预定 的 阐 值 ， 如 超过 


0.9， 我 们 就 认为 该 信息 是 垃圾 邮件 而 拒绝 它 。 

一 个 提高 贝 叶 斯 过 滤器 性 能 的 方法 是 ， 找 出 成 对 的 字 在 垃圾 邮件 和 不 在 垃圾 邮件 信息 中 
出 现 的 概率 。 然 后 将 这 些 成 对 的 字 看 成 是 一 个 单个 块 ， 而 不 是 两 个 分 离 的 字 的 出 现 。 例 如 ， 一 
对 字 “enhance performance” 最 可 能 表示 的 是 垃圾 邮件 ， 而 “operatic performance” 表 示 一 条 信息 
不 是 垃圾 邮件 。 类 似 地 ， 可 以 通过 检查 一 条 信息 的 结构 确定 其 所 在 位 置 来 评价 该 信息 是 垃圾 邮 
件 的 可 能 性 。 此 外 ， 垃 圾 邮件 过 滤器 也 寻找 特定 类 型 的 字符 串 ， 而 不 仅仅 是 字 。 例 如 ， 一 条 含 
有 你 朋友 有 效 E-mail 地 址 的 信息 (如 果 不 是 由 蠕虫 病毒 发 送 的 ) 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 要 比 一 条 
含有 明显 是 来 自 盛产 大 量 垃圾 邮件 的 国家 E-mail 地 址 的 信息 是 垃圾 邮件 的 可 能 性 低 。 目 前 ， 
制造 垃圾 邮件 和 试图 把 他 们 的 信息 过 滤 掉 的 人 们 之 间 正 进行 着 一 场 战 争 。 这 就 导致 了 许多 抗击 
垃圾 邮件 过 滤器 的 新 技术 ,包括 在 垃圾 邮件 信息 中 插入 很 长 的 看 起 来 不 像 垃圾 邮件 的 字 串 ， 以 
及 在 图 像 中 插入 字 等 。 这 里 讨论 的 技术 只 是 这 场 垃圾 邮件 战争 中 最 前 面 的 几 步 。 


练习 

1. 设 巨 和 下 是 样本 空间 中 的 事件 ， 且 p(E)==1/3,，p(F)==1/2,，p(E|F)==2/5。 求 p(F|E).， 

2. 设 玉 和 下 是 样本 空间 中 的 事件 ， 且 pC(E)==2/3,，p(F)=3/4,，p(F|E)=5/8。 求 p(E|F)。 

3. 假如 弗 雷 德 随机 从 两 个 箱子 中 的 一 个 箱子 里 选取 了 一 个 球 ， 然 后 又 从 这 个 箱子 里 随机 选取 了 一 个 球 。 
第 一 个 箱子 里 有 2 个 白 球 和 3 个 蓝 球 ， 第 二 个 箱子 里 有 4 个 白 球 和 1 个 蓝 球 。 如 果 弗 雷 德 选 出 了 1 个 
蓝 球 ， 那 么 该 球 来 自 第 一 个 箱子 的 概率 是 多 少 ? 

4. 假如 安 随 机 从 两 个 箱子 中 的 一 个 箱子 里 选取 了 一 个 球 ， 然 后 又 从 这 个 箱子 里 随机 选取 了 一 个 球 。 第 一 
个 箱子 里 有 3 个 橙色 球 和 4 个 黑 球 ， 第 二 个 箱子 里 有 5 个 橙色 球 和 6 个 黑 球 。 如 果 安 选 出 了 一 个 橙色 
的 球 ， 那 么 该 球 来 自 第 二 个 箱子 的 概率 是 多 少 ? 


10. 


11. 


* 12, 


13. 


14. 


15. 
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. 假如 所 有 自行 车 赛 手中 有 8% 的 选手 使 用 兴奋 剂 ， 使 用 兴奋 剂 的 选手 中 有 96% 的 人 兴奋 剂 检测 呈 阳 


性 ， 不 使 用 兴奋 剂 的 选手 中 有 9% 的 人 兴奋 剂 检测 呈 阳 性 。 如 果 随 机 选择 的 一 个 选手 其 兴奋 剂 检测 呈 
阳性 ， 那 么 该 选手 使 用 了 兴奋 剂 的 概率 是 多 少 ? 


“ 在 对 足球 选手 做 兴奋 剂 检测 时 ,使 用 兴奋 剂 的 选手 中 有 98% 的 人 兴奋 剂 检测 呈 阳 性 ， 不 使 用 兴奋 剂 的 


选手 中 有 12% 的 人 兴奋 剂 检测 呈 阳 性 。 假 如 有 5% 的 足球 选手 使 用 了 兴奋 剂 ， 那 么 一 个 选手 兴奋 剂 检 
测 呈 阳性 时 ， 该 选手 使 用 了 兴奋 剂 的 概率 是 多 少 ? 


. 假如 吸 鸦片 的 检测 中 有 2% 的 阳性 错误 率 和 5% 的 阴性 错误 率 ， 即 有 2% 的 人 没有 吸 鸦 片 但 鸦片 检测 呈 


阳性 ， 有 5% 的 人 吸 了 鸦片 但 鸦片 检测 旦 阴性 。 此 外 ,假定 有 1% 的 人 吸 鸦片 。 
a) 求 某 人 没有 吸 鸦 片 且 鸦 片 检测 呈 阴 性 的 概率 。 
b) 求 某 人 吸 了 鸦片 且 鸦 片 检测 旦 阳性 的 概率 。 


. 假如 10 000 个 人 中 有 一 个 人 会 得 少见 的 遗传 病 。 有 一 种 对 该 疾病 非常 准确 的 检测 : 得 此 病 的 人 中 


99.9% 的 人 检测 呈 阳 性 ， 没 得 此 病 的 人 中 只 有 0.02% 的 人 检测 呈 阳 性 。 
a) 求 某 人 得 了 遗传 病 且 检测 呈 阳性 的 概率 。 
b) 求 某 人 没 得 遗传 病 且 检测 呈 阴 性 的 概率 。 


. 假如 某 诊 所 对 病人 的 检测 中 有 8% 的 人 感染 了 HIV 病毒 ， 此 外 ， 假 定 对 给 定 的 HIV 血液 检测 ， 感 染 


了 HIV 的 人 中 有 98% 的 人 HIV 检测 呈 阳 性 ， 没 感染 HIV 的 人 中 有 3% 的 人 HIV 检测 呈 阳 性 。 那 么 ， 
下 列 概率 是 多 少 ? 

a) HIV 检测 呈 阳 性 的 人 真 的 感染 了 HIV 病毒 。 

b) HIV 检测 呈 阳 性 的 人 没有 感染 HIV 病毒 。 

c)HIV 检测 呈 阴 性 的 人 感 当 了 HIV 病毒 。 

d) HIV 检测 呈 阴 性 的 人 没有 感染 HIV 病毒 。 

假如 某 诊 所 对 病人 的 检测 中 有 4%% 的 人 感染 了 禽 流感 病毒 ， 此 外 ， 假 定 对 给 定 的 禽 流 感 血液 检测 ， 感 
染 了 禽 流 感 的 人 中 有 97%% 的 人 HIV 检测 呈 阳 性 ， 没 感染 禽 流 感 的 人 中 有 2% 的 人 禽 流 感 检测 呈 阳 性 。 
那么 ， 下 列 概率 是 多 少 ? 

a) 禽 流感 检测 呈 阳 性 的 人 真 的 感染 了 禽 流感 病毒 。 

b) 禽 流感 检测 呈 阳 性 的 人 没有 感染 禽 流 感 病毒 。 

c) 禽 流感 检测 呈 阴 性 的 人 感染 了 禽 流 感 病毒 。 

d) 禽 流感 检测 呈 阴 性 的 人 没有 感染 禽 流感 病毒 。 

某 电子 公司 计划 引入 一 种 新 的 照相 手机 。 公 司 对 每 种 新 产品 都 制定 了 一 个 市 场 报告 来 预测 产品 的 成 
功 与 失败 。 此 外 ， 在 他 们 预测 成 功 的 产品 中 有 70 凶 的 产品 都 成 功 了 ， 而 在 他 们 预测 成 功 的 产品 中 有 
40% 的 产品 都 没 成 功 。 如 果 预 测 新 的 照相 手机 会 成 功 ， 那 么 该 产品 成 功 的 概率 是 多 少 ? 

某 Neptune 附近 的 空中 探测 器 用 位 串 与 地 球 通信 。 假 如 传送 中 它 用 1/3 的 时 间 发 送 的 是 1，2/3 的 时 
间 发 送 的 是 0。 当 发 送 的 是 0 时 ， 收 到 0 的 概率 是 0.9， 收 到 1 的 概率 是 0.1。 当 发 送 的 是 1 时， 收 到 
1 的 概率 是 0.8， 收 到 0 的 概率 是 0. 2。 

a) 求 收 到 0 的 概率 。 

b) 利 用 贝 叶 斯 定理 求 : 在 收 到 0 的 条 件 下 ， 发 送 的 是 0 的 概率 。 

设 E, 下 ，F。 和 Fs 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 玉 ，F; 和 Fs 互 不 相交 ， 且 它们 的 并 为 S。 如果 
pl(E|F1)=1/8, p(E|F;s)=1/4, p(E|F;s)=1/6, p(F1)=1/4, p(F;)=1/4, p(Fs)=1/2, 求 p(F | E). 
设 E, Fi，F, 和 F; 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 下 I，F。 和 F 互 不 相交 ,， 且 它们 的 并 为 S。 如 果 
p(E|F1)=2/7, p(E|F,)=3/8, p(E|Fs)=1/2, p(F)=1/6, p(F,)=1/2, p(Fs)=1/3, 求 p(F; | E), 
本 题 利用 贝 叶 斯 定理 求解 蒙 地 厅 大 厦 难 题 (7. 1 节 例 10)。 在 这 个 难题 中 ， 要 求 我 们 选择 打开 3 扇 门 
中 的 一 扇 门 。 其 中 的 一 扇 门 后 面 有 一 个 大 奖 ， 另外 两 扇 门 后 面 没有 奖 。 当 你 选择 了 一 扇 门 后 ,. 蒙 地 
厅 大 厦 打 开 你 没有 选择 的 两 扇 门 中 的 一 扇 门 ， 他 知道 这 肩 门 后 面 没有 奖 ， 如 果 这 两 扇 门 后 面 都 是 没 
有 奖 的 ， 他 就 随机 打开 其 中 的 一 扇 门 。 蒙 地 厅 问 你 是 否 愿 意 选 定 那 扇 门 。 假 设 难题 中 的 3 肩 门 分 别 
标 有 1、2、3 号 。 设 W 是 随机 变量 ,其 值 是 获奖 门 的 号 码 。 假 定 对 k=1, 2,，3, p(W=k) 二 1/3。 
设 M 是 随机 变量 ,其 值 是 蒙 地 厅 打 开 的 那 扇 门 的 门 号 。 假 如 你 选择 的 门 号 为 i。 

a) 如 果 在 蒙 地 厅 问 你 是 否 改变 门 号 之 前 游戏 结束 ， 你 获奖 的 概率 是 多 少 ? 

b) 对 7 一 1，2，3 和 k= 二 1，2，3, 求 p(M=j|W=k)。 
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从 


中 利用 贝 叶 斯 定理 求 p(W 二 j|M 二 k)， 其 中 j 和 的 值 不 同 。 

d) 解 释 为 什么 c) 的 答案 告诉 了 你 : 当 蒙 地 厅 给 你 改变 门 号 的 机 会 时 ， 你 是 否 应 该 改变 。 

Remesh 可 以 通过 3 种 不 同 的 方式 去 工作 : 骑 自 行车 、 开 车 或 坐 公共 汽车 。 由 于 上 班 族 引起 的 交通 繁 

忙 ， 他 车 开车 上 班 ， 则 有 50 狼 的 可 能 迟到 。 他 若 坐 公 共 汽 车 上 班 ， 公 共 汽 车 可 以 走 一 条 专门 为 公共 

汽车 行驶 的 路 线 ， 那 他 有 20% 的 可 能 迟到 。 他 骑 车 上 班 只 有 5% 的 可 能 迟到 。Remesh 有 一 天 迟到 

了 。 他 的 老板 想 估计 他 那天 开车 上 班 的 概率 。 

a) 假 定 老板 假设 Remesh 以 1/3 的 可 能 采用 3 种 方法 中 的 任何 一 一 种 方法 来 上 班 。 在 此 假设 下 ,根据 贝 
叶 斯 定理 ，Remesh 开车 来 上 班 的 概率 估计 是 多 少 ? 

b) 假 定 老 板 知 道 Remesh 开车 的 可 能 性 有 30%， 坐 公共 汽车 的 可 能 性 有 10%， 骑 自行 车 的 可 能 性 有 
60% 。 利 用 这 些 信息 ， 根 据 贝 叶 斯 定理 ，Remesh 开车 来 上 班 的 概率 估计 是 多 少 ? 


证 明 扩展 的 贝 叶 斯 定理 。 即 ， 设 已 是 取 自 样本 空间 S 的 事件 ，Fi ，F,，…，F, 是 互 斥 事件 ， aUr- 
S， 假定 p(E) 关 0，p(F;) 关 0(i= 二 1，2，…，n)， 则 
pl(E|F;)p(F,) 


DPE|F,) pF;) 
i=] 


plF; |E) = 


[提示 : 利用 事实 EE= U CE .J 

假设 一 个 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 在 一 个 有 500 个 垃圾 邮件 信息 和 200 个 非 垃 圾 邮件 信息 的 集合 上 训 

练 。 字 “exciting” 出 现在 了 40 个 垃圾 邮件 信息 和 25 个 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 如 果 一 条 信息 中 含有 字 

“exciting”， 且 拒绝 垃圾 邮件 的 阔 值 是 0.9， 那 么 这 条 信息 会 被 拒绝 吗 ? 

假设 一 个 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 在 一 个 有 1000 个 垃圾 邮件 信息 和 400 个 非 垃圾 邮件 信息 的 集合 上 训 

练 。 字 "opportunity” 出 现在 了 175 个 垃圾 邮件 信息 和 20 个 非 垃圾 邮件 信息 中 。 如 果 一 条 信息 中 含有 

字 %opportunity”， 且 拒绝 垃圾 邮件 的 阅 值 是 0.9， 那 么 这 条 信息 会 被 拒绝 吗 ? 

我 们 会 把 例 4 中 的 信息 看 成 垃圾 邮件 而 拒绝 它 吗 ? 

a) 只 利用 字 “undervalued” 出 现在 信息 中 这 一 事实 。 

b) 只 利用 字 “stock” 出 现在 信息 中 这 一 事实 。 

假设 一 个 贝 叶 斯 垃圾 邮件 过 滤器 在 一 个 有 10 000 个 垃圾 邮件 信息 和 5000 个 非 垃圾 邮件 信息 的 集合 上 训 

练 。 字 “enhancement” 出 现在 了 1500 个 垃圾 邮件 信息 和 20 个 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 而 字 “herbal” 出 现在 了 

800 个 垃圾 邮件 信息 和 200 个 非 垃 圾 邮件 信息 中 。 估 计 收 到 的 一 条 信息 中 既 含 有 字 “enhancement”， 又 含 

有 字 “herbal” 的 概率 。 如 果 拒 绝 垃 圾 邮件 的 阐 值 是 0.9， 那 么 这 条 信息 会 被 拒绝 吗 ? 

如 果 我 们 有 关于 一 条 随机 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 先 验 知 识 。 特 别 地 ， 假 定 经 过 一 段 时 期 ， 我 们 发 现 

收 到 了 s 条 垃圾 邮件 信息 和 有 h 条 非 垃 圾 邮件 信息 。 

a) 利 用 这 一 信息 估计 所 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 p(S) 和 所 收 到 的 信息 不 是 垃圾 邮件 的 概率 p(S)。 

b) 利 用 贝 叶 斯 定理 和 a) 估 计 收 到 的 含有 字 多 的 信息 是 垃圾 邮件 的 概率 ， 其 中 p(ww) 是 ww 出 现在 垃圾 
邮件 信息 中 的 概率 ，g(w) 是 w 出 现在 非 垃 圾 邮件 信息 中 的 概率 。 

设 轧 、EE 分 别 是 收 到 含有 字 wy 和 ww 的 事件 。 假 定 瓦 、 脉 是 独立 事件 , 且 已 1S 入 |S 是 独立 事件 ， 

其 中 S 是 收 到 的 信息 是 垃圾 邮件 的 事件 ， 且 事先 没有 关于 所 收 到 的 一 条 信息 是 不 是 垃圾 邮件 的 先 验 知识 ， 

证 明 

力 (E | S)p(E; | S) 


(SIE Fo -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
Sls Om plE, |S)p(E;|S)+p(E, |S)p(E, | S) 


4 期望值 和 方差 


7.4.1 引言 


和 。 


一 个 随机 变量 的 期 望 值 是 对 样本 空间 中 所 有 元 素 它 的 概率 与 它 对 应 的 随机 变量 值 乘积 求 
因此 期 望 值 是 一 个 随机 变量 值 的 加 权 平 均 。 一 个 随机 变量 的 期 望 值 为 这 个 随机 变量 值 的 分 


us 
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布 提供 了 一 个 中 心 点 ， 我们 使 用 随机 变量 期 望 值 的 概念 可 以 求解 许多 问题 ,例如 确定 谁 在 赌博 
游戏 中 占有 优势 ， 也 可 以 计算 算法 平均 情形 下 的 复杂 度 。 一 个 随机 变量 的 另 一 个 有 用 的 度量 就 
是 方差 。 它 告诉 我 们 这 个 随机 变量 的 值 分 布 得 多 么 散 。 可 以 使 用 随机 变量 的 方差 帮助 我 们 估计 
一 个 随机 变量 取 那 些 远 离 它 的 期 望 值 的 概率 。 


7.4.2 ”期望 值 
许多 问题 可 以 用 我 们 所 期 望 的 随机 变量 的 取 值 ， 或 者 更 精确 地 说 ， 随 机 变量 在 大 量 试验 中 的 平 
均值 来 表示 。 这 类 问题 包括 : 当 搓 100 次 硬币 时 预期 会 出 现 多 少 次 头像 ? 在 表 中 线性 查找 一 个 元 素 
时 预期 的 比较 次 数 是 多 少 ? 为 研究 这 类 问题 ， 我 们 引入 关于 一 个 随机 变量 的 期 望 值 的 概念 。 
ER 大 机 交 量 X(s) 在 样本 空间 S 的 期 望 值 (或 均值 ) 等 于 
E(X) = >) 广 (5)X(CS) 


5ES 


六 的 偏差 (sE S) 是 X(CS) 一 下 (X)， 它 是 X 的 值 与 X 的 均值 之 差 。 
注意 ， 当 样本 空间 S 有 ，# 个 元 素 时 ，S = (za ,站 yz) ,ECX) 一 了 1p(z)XCz)。 


评注 当 样 本 空间 中 有 无 穷 多 个 元 素 时 ， 只 有 当 定 义 中 的 无 穷 级 数 绝对 收 伍 时 期 望 值 
才 有 定义 。 特 别 地 ， 如 果 无 穷 样 本 空间 上 随机 变量 的 期 望 值 存在 ， 则 它 是 有 限 的 。 


例 1 帆 子 的 期 望 值 设 X 是 掷 一 个 仍 子 时 出 现 的 点 数 ，X 的 期 望 值 是 什么 ? 
解 ”随机 变量 X 取 值 为 1，2，3，4，5 或 6， 每 个 具有 概率 1/6。 从 而 得 到 
ECX) 一 言 “1 十 言 *2 十 言 “3 十 言 *4 十 言 "5 十 土 .6 一 号 一 玫 4 
例 2 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 了 3 次 令 S 是 8 种 可 能 结果 的 样本 空间 ，X 是 随机 变量 ， 它 
对 结果 的 赋值 是 结果 中 的 头像 数 。 那 么 X 的 期 望 值 是 什么 ? 
解 在 7.2 节 例 10 中 我 们 列 出 了 掷 3 次 硬币 时 XX 对 8 个 可 能 结果 的 值 。 由 于 硬币 是 均匀 


的 且 每 次 掷 硬 币 是 独立 的 ， 所 以 每 个 结果 的 概率 都 是 1/8。 因 此 
E(X)= BLXCHHH) +X(HHT)+ X(HTH) + X(THH)+ X(TTH) 





+ CTHT) 年 XCHTT) + X(TTT)] 
二 诗 (3 二 2 十 2 十 2 十 1 十 1 十 1 十 0) 一 如 
3 


2 
因此 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 3 次 时 出 现 头像 的 平均 次 数 是 3/2。 4 
当 一 个 试验 有 相对 较 少 的 结果 时 ， 我 们 可 以 直接 从 定义 计算 随机 变量 的 期 望 值 ， 正 像 在 
例 2 中 所 做 的 。 但 是 ， 当 一 个 试验 有 许多 结果 时 ， 直 接 由 定义 计算 随机 变量 的 期 望 值 可 能 是 不 
方便 的 。 我 们 可 以 换 一 种 做 法 ， 把 随机 变量 值 相等 的 试验 结果 分 成 组 来 寻找 随机 变量 的 期 户 
值 ， 正 如 定理 1 所 示 。 
EEE 到 豚 如 果 X 是 随机 变量 ,p(X 一 7) 是 Xr 的 概率 , 即 p(X 二 7 中 二 > p(s)， 


5E S,X(5) 一 六 
那么 
E(X) = >》 X=)r 
5, 


证 假设 六 是 域 为 X(S) 的 随机 变量 , 令 p(X=) 是 随机 变量 X 取 值 的 概率 。 因 此 ， 
p(X=7r) 是 使 得 XX(s) ==r 的 结果 s 的 概率 之 和 。 从 而 得 到 
E(X) = 2 p(X = rr 4 


例 3 和 定理 2 的 证 明说 明了 这 个 公式 的 用 法 。 在 例 3 中 我 们 将 找 出 当 掷 两 个 均匀 的 仍 子 时 出 
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现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 。 在 定理 2 中 我 们 将 找 出 当 执 行 n 次 伯 努 利 试验 时 ， 成 功 次 数 的 期 望 值 。 
例 3 当 撕 一 对 均匀 的 角 子 时 所 出 现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? 
解 设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 掷 一 对 般 子 所 出 现 的 点 数 之 和 。 在 7.2 节 例 12 中 ， 我们 列 
出 了 关于 这 个 试验 的 36 个 结果 的 X 的 值 。X 的 值 域 是 (2，3，4，5，6，7，8，9，10，11， 
12}。 由 ?7.2 节 例 12 我 们 看 到 
p(X=2)= p(X= 12)= 1/36 
p(X=3)= p(X=11) = 2/36=1/18 
p(X=4)= p(X= 10)= 3/36=1/12 
p(X=5)= p(X=9)= 4/36=1/9 
p(X=6)= p(X= 8) = 5/36 
p(X=7)= 6/36= 1/6 
把 这 些 值 代 和 公式， 得 


ei pe A 
E(X)= 2 36 十 3 18 十 4 15 十 ? re E17 全 二 
8 1 和 1 A \ 
8. 训 十 9* 字 十 10: 让 二 11 高 二 12 高 


当 执 行 n 次 伯 努 利 试 验 时 ， 预 期 成 功 的 次 数 是 np， 这 里 户 是 每 次 试验 成 功 的 概率 。 
证 令 XX 是 等 于 n 次 试验 中 成 功 次 数 的 随机 变量 。 由 7.2 节 定 理 2， 我 们 看 到 p(X=&) 王 
Cln，k)prg”“， 于 是 有 


E(X) = Dkp(X = A) 根据 定理 1 
=, 2 EC hk) pa" 根据 7.2 节 定理 2 
= SnCn—iR=1l 根据 6.4 节 习题 21 


k=1 


三 np》)Cln 一 1,k 一 1)pr gq"* ”从 每 项 中 提出 公 因 子 np 


= pH C1 pa 使 用 7 一 & 一 工 移动 和 式 的 下 标 
一 np(p+q)" 根据 二 项 式 定 理 
=np 因为 p 十 gq 二 1 
因此 ， 在 nn 次 伯 努 利 试验 中 预期 成 功 的 次 数 是 xp， 证 明 完 成 。 4 


下 面 将 证 明定 理 2 中 伯 努 利 试验 独立 的 假设 是 没有 必要 的 。 


7.4.3 期 望 的 线性 性 质 

定理 3 告诉 我 们 期 望 值 是 线性 的 。 例 如 ， 随 机 变量 的 和 的 期 望 值 是 它们 的 期 望 值 之 和 。 我 
们 将 发 现 这 个 性 质 特别 有 用 。 

如 果 六 ,(i 二 1]，2，…，n) 是 S 上 的 随机 变量 ,nn 是正 整数 ， 并且 如 果 a 和 4 是 实 
数 ， 那 么 

(DECXi 二 Xi 二 … 十 X,)=E(X,)+E(X,) 二 +E(CX,) 

(iDE(aX+6)=aE(X)+b 

证 对 于 n==2 第 一 个 结果 可 以 直接 由 期 望 值 的 定义 得 到 ， 因 为 

EC(X + Xs)= Spls) XCs) + XCs)) 


5ES 


Y 


= Pp) XS) 十 >) 力 (5)X? (5) 
5ES SES 





一 下 (Xi ) + ECX,) 
使 用 数学 归纳 法 ， 很 容易 从 两 个 随机 变量 的 情况 得 出 具有 ?个 随机 变量 的 情况 (我 们 将 这 个 完 
整 证 明 留 给 读者 ) 。 
为 了 证 明 (ii)， 注 意 
El(aX 6)= Dp(s) (aX(s) + b) 


= aD p(X +o) ps) 
5ES s€ES 


二 aE(X) 十 6 因为 Dp(s)=1 4 
5ES 


例 4 和 例 5 说 明了 怎样 使 用 定理 3。 

例 4 用 定理 3 求 出 搁 一 对 均匀 的 货 子 时 所 出 现 的 点 数 之 和 的 期 望 值 (在 例 3 中 没有 使 用 定 
理 3 也 求 出 了 这 个 值 )。 

解 设 X 和 X， 是 随机 变量 ， 其 中 XI CC， 7))=i, Xs((i, 7)))=j), X, 是 第 一 个 骨 子 上 出 
现 的 点 数 ，X, 是 第 二 个 鹏 子 上 出 现 的 点 数 。 容 易 看 出 ， 因 为 (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6)/6 二 
21/6 王 7/2， 所 以 EC(X,) 二 EC(X;) 二 7/2。 当 毛 两 个 骨 子 时 ， 出 现 的 两 个 点 数 之 和 就 是 和 X, 十 Xs 。 
根据 定理 3， 这 个 和 的 期 望 值 是 EC(X, 十 X,) 二 EC(X,) 十 EC(X;) 二 7/2 十 7/2 二 7。 « 

例 5 在 定理 2 的 证 明 中 ， 我 们 通过 直接 计算 找到 了 执行 n 次 伯 努 利 试验 时 成 功 次 数 的 期 
望 值 ， 其 中 p 是 每 次 试验 成 功 的 概率 。 说 明 怎 样 使 用 定理 3 在 伯 努 利 试 验 不 必要 独立 的 情况 下 
找到 这 个 结果 。 


解 设 X; 是 随机 变量 。 如 果 志 是 成 功 ， 则 Xt， ，…， 二 ) 二 1; 如 果 是 失败 ， 则 X; 
(HH， 二，"…，b) 二 0。X, 的 期 望 值 是 EC(X;)==1* zz 十 0。(1 一 力 一 力 (G 一 1，2，…，7) 。 令 X 一 
Xi 十 X, 十 … 十 X, 使 得 X 计数 当 执 行 2 次 伯 努 利 试验 时 成 功 的 次 数 。 把 定理 3 用 于 ?个 随机 变 
量 的 和 ， 就 证 明了 E(X)= 二 EC(X,) 十 E(X,) 十 … 十 E(X,)= 二 np。 | 


我 们 利用 期 望 的 线性 性 质 可 以 求解 许多 看 起 来 很 难 的 问题 。 要 寻找 一 个 随机 变量 的 期 望 
值 ， 关 键 步骤 就 是 把 这 个 随机 变量 表示 成 一 些 很 容易 找到 期 望 值 的 随机 变量 之 和 。 例 6 和 例 7 
说 明了 这 种 技巧 。 

例 6 帽子 认领 问题 中 的 期 望 值 ”在 一 个 餐厅 里 一 个 新 雇员 为 n 个 人 寄存 帽子 ,他 忘记 在 
帽子 上 放 寄 存 号 。 当 顾客 取 帽 子 时 这 个 寄存 员 随 机 选取 留 下 的 帽子 交 给 他 们 。 被 正确 返回 的 幅 
子 数 预期 是 多 少 ? 

解 设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 能 够 从 寄存 员 那 里 取 回 自己 帽子 的 人 数 。 设 X, 是 随机 变 
量 ， 如 果 满 足 第 i 个 人 拿 回 自己 的 帽子 ， 则 X; 二 1; 否则 X, 一 0。 从 而 得 到 

X=X, 十 Xi 十 … 十 X， 
由 于 寄存 员 给 这 个 人 返回 任何 一 顶 帽 子 是 等 可 能 的 ， 所 以 得 出 第 ;个 人 收 到 自己 帽子 的 概 
率 是 1/n。 于 是 根据 定理 1， 对 所 有 的 i， 我 们 有 
EC(X,)=1° p(X;=1)+0°* p(Xi=0)=1° 1/nt+0=1/n 
根据 期 望 的 线性 性 质 (定理 3)， 得 到 
E(X)=E(X,) +E(X,)+…+E(X,)=n. 1/n=1 

于 是 ， 收 到 自己 帽子 的 平均 人 数 恰好 是 1。 注 意 这 个 答案 与 寄存 帽子 的 人 数 是 独立 的 ! 
(我 们 将 在 8. 6 节 找到 对 于 没有 一 个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 的 显 式 公 式 。) 4 

例 7 一 个 排列 中 逆序 数 的 期 望 值 ” 在 前 个 正 整 数 的 排列 中 ， 如 果 i<=j 但 是 7 在 这 个 排 
列 中 位 于 i 的 前 边 ， 就 称 有 序 对 (zi，7 为 排列 的 1 个 逆序 。 例 如 ， 在 排列 3，5，1，4，2 中 有 6 
个 逆序 ; 这 些 道 序 是 : 

(1; Dy Cy hy C0 Bs, 2s MD (2) 5 C4, 
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为 了 找 出 在 前 nn 个 正 整 数 的 一 个 随机 排列 中 期 望 的 逆序 数 ， 我 们 令 I 是 前 nn 个 正 整 数 的 
所 有 排列 的 集合 上 的 随机 变量 ， 如 果 (i， 店 是 排列 的 逆序 ， 则 I, 三 1; 否则 为 0。 这 就 得 出 ， 
如 果 XX 是 等 于 这 个 排列 中 道 序数 的 随机 变量 ， 那 么 
和 一 > 区 
注意 ， 在 一 个 随机 选择 的 排列 中 i 在 j 的 前 面 还 是 在 i 前 面 是 等 可 能 的 (为 此 只 要 注意 具 


有 每 种 性 质 的 排列 数 相 等 就 可 以 了 )。 于 是 ， 对 于 所 有 的 对 (i，j/) ， 我 们 有 
EC(1,,)=1° p(1,;=1)+0. pll1,,=0)=1. 1/2+0=1/2 


由 于 存在 (，) 个 i 和 j 的 对 (1<i<j<<n)， 并 且 根 据 期 望 的 线性 性 质 ( 定 理 3)， 所 以 我 们 有 





__ 1 | 名 et | 
i LE) 丙 (2): 和 这 4 
从 而 得 到 在 前 n 个 正 整 数 的 一 个 排列 中 ， 平均 存在 n(n 一 1)/4 个 逆序 。 4 


7. 4.4 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 

计算 一 个 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 可 以 转变 为 计算 一 个 随机 变量 的 期 望 值 。 设 一 个 
试验 的 样本 空间 是 可 能 的 输入 aj(j 二 1，2，…，n) 的 集合 ， 且 令 随 机 变量 X 对 ww 的 赋值 是 当 
oj 作为 输入 时 该 算法 用 到 的 操作 数 。 基 于 我 们 对 输入 的 了 解 ， 对 每 个 可 能 的 输入 值 a; 赋 给 一 
个 概率 p(a,)。 那 么 该 算法 在 平均 情形 下 的 复杂 度 是 


ECX) = DS play) XCa,) 
j=1 


这 就 是 X 的 期 望 值 。 

找 一 个 算法 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 通常 比 求 它 在 最 坏 情形 下 的 计算 复杂 度 要 困难 得 多 ， 
并 且 常 常 涉及 复杂 方法 的 使 用 。 但是， 也 有 一 些 算法 ， 找 出 它 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 所 需 
要 的 分 析 并 不 困难 。 例 如 ， 例 8 将 说 明 怎样 在 不 同 的 概率 假设 下 找 一 个 线性 搜索 算法 的 平均 情 
形 下 的 计算 复杂 度 。 这 个 概率 是 指 我 们 搜索 的 元 素 是 表 中 一 个 元 素 的 概率 。 

例 8 线性 搜索 算法 平均 情形 的 复杂 度 ”给 定 元 素 x 和 个 不 同 实数 的 列表 。 在 3.1 节 中 
描述 的 线性 搜索 算法 通过 把 这 个 元 素 与 列表 中 的 每 个 元 素 进行 比较 来 查找 zx。 当 工 被 找到 或 者 
检查 了 所 有 的 元 素 并 确定 zx 不 在 列表 中 时 算法 结束 。 如 果 工 在 列表 中 的 概率 是 p 并 且 zz 是 列表 
中 个 元 素 的 任 一 个 都 是 等 可 能 的 ， 那么 这 个 线性 搜索 算法 在 平均 情形 下 的 复杂 度 是 什么 ? 
(存在 * 十 1 种 可 能 的 输入 : 在 列表 中 的 x 个 数 与 不 在 列表 中 的 1 个 数 ， 这 作为 1 种 单独 的 
输入 。) 

解 在 3.3 节 例 4 中 我 们 证 明了 如 果 zZ 等 于 列表 中 的 第 ; 个 元 素 要 用 2; 十 1 次 比较 ， 在 3.3 
节 例 2 中 又 证 明了 如 果 z 不 在 列表 中 要 用 2n 十 2 次 比较 。z 等 于 表 中 第 i 个 元 素 a; 的 概率 是 
p/n，Zxz 不 在 列表 中 的 概率 是 9 二 1 一 p， 从 而 得 到 线性 搜索 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 是 


E= 2p pe CT Dp on 4 0g 
n n n 
三 (vr 二 on 十 了 0 十 必 玉 于 济 了 g 


n 
(nt —D+(2n+2)g 


二 p(n 十 2) 十 (2n 十 2)g 
(第 三 个 等 式 是 从 5. 1 节 的 例 2 得 出 的 ,) 例 如 ， 当 保证 在 列表 中 时 ， 有 p= 二 1( 对 每 个 i，z=a 
的 概率 是 1/n) 和 gq 二 0， 因 此 E==n 十 2， 正 如 我 们 在 3. 3 节 例 4 中 所 证 明 的 。 
当 z 在 列表 中 的 概率 p 是 1/2 时 ,可知 g==1 一 p= 二 1/2， 从 而 E=(n 十 2)/2 十 n 十 1 二 (3n 十 
4)/2。 类 似 地 ， 如 果 z 在 列表 中 的 概率 是 3/4， 有 p= 二 3/4 和 9 二 1/4， 因 此 


站 


us 
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E=3(n+2)/4 十 (n 二 1)/2==(5n 十 8)/4 
最 后 ， 当 zz 保证 不 在 列表 中 时 ， 有 p 二 0 和 9 二 1， 从 而 得 到 = 二 2n 十 2， 这 并 不 奇怪 ， 因 为 


我 们 必须 搜索 整个 的 列表 。 q 
例 9 说 明了 期 望 的 线性 性 质 可 以 帮助 我 们 找到 一 个 排序 算法 ( 即 插 入 排序 ) 的 平均 情形 的 复 
杂 度 。 


例 9 插入 排序 的 平均 情形 的 复杂 度 ”用 插入 排序 对 个 不 同 元 素 进行 排序 所 使 用 的 平均 
比较 次 数 是 多 少 ? 

解 ”首先 假设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 用 插入 排序 (如 3.1 节 所 述 ) 对 nn 个 不 同 的 元 素 的 列表 
wa，w，…，w 进行 排序 所 用 到 的 比较 次 数 。 那 么 EC(X) 是 使 用 的 平均 比较 次 数 。( 回 顾 对 于 i 二 
2,，…，n,， 在 第 i 步 ， 插 入 排序 将 待 排 序列 表 中 第 i 个 元 素 插入 由 待 排 序列 表 前 i 一 1 个 元 素 已 排 
好 序 的 序列 表 中 的 适当 位 置 。) 

令 X; 是 随机 变量 ， 它 等 于 在 前 ;一 1 个 元 素 mw ，w ，…，a-i 已 经 排序 以 后 把 a; 插入 合适 
位 置 使 用 的 比较 次 数 。 由 于 

是 三光: 十 尺 * 十 十 关 
所 以 我 们 可 以 使 用 期 望 的 线性 性 质 断 定 
E(X)=E(X;, 十 XX 十 … 十 X,)=EC(X,) 二 EC(X,) 二 "二 ECX,) 

为 了 求 出 EC(X;)， i 二 2，3，…，n,， 令 p;(k) 表 示 在 这 个 列表 的 前 j 个 元 素 中 的 最 大 元 素 出 
现在 第 个 位 置 的 概率 ， 即 max(al ，as ，…， aj;)=a 的 概率 ， 其 中 1<k<j。 由 于 列表 的 元 素 
是 随机 分 布 的 ， 所 以 前 7 个 元 素 中 的 最 大 元 素 出 现在 任何 位 置 是 等 可 能 的 。 因 此 ，p;(k) 二 1/ 
j。 一 旦 Ql，as，…，ai1 已 经 排序 ， 如 果 X;(k) 等 于 用 插入 排序 将 a; 插入 列表 中 的 第 & 个 位 置 
所 用 的 比较 次 数 ， 那 么 X;(&) 一 上 。 由 于 wa 可 能 插入 列表 的 前 i 个 位 置 中 的 任何 一 个 位 置 ， 所 以 
得 到 








E(E) = Dyp(R) » Xk) 一 Dh 一 二。 一 芭 寺 : 


从 而 得 到 


ER)= DEX) = > 二 一斑 >) 
te i=2 i=3 
A 这 十 8 一 交 
一 六 委 二 (十 2) 一 于 二 各 一 


为 得 到 第 三 个 等 式 ， 令 j=i 十 1 来 对 和 式 的 下 标 进行 移 位 。 为 得 到 第 四 个 等 式 ， 使 用 了 公式 
Sk 二 mm 十 1)/2( 来 自 2.4 节 表 2) 其 中 以 二 n 十 1， 同 时 从 中 减 去 j 二 1 和 j7 一 2 这 些 缺 失 的 项 。 我们 


k=1 


得 出 结论 ， 由 插入 排序 对 个 元 素 进 行 排序 使 用 的 平均 比较 次 数 等 于 (YY 十 3n 一 人 /4， 这 是 (7 )。 本 


7.4.5 几何 分 布 

下 面 我 们 将 注意 力 转向 随机 变量 具有 无 穷 多 种 可 能 结果 的 情况 。 

例 10 设 掷 一 个 硬币 出 现 头像 向 下 的 概率 是 如 ， 重 复 掷 这 个 硬币 直到 头像 向 下 为 止 。 请 问 
预期 要 掷 多 少 次 ? 

解 ” 我 们 首先 注意 样本 空间 由 所 有 以 任何 个 数 的 头像 向 上 作为 开始 后 跟 一 个 头像 向 下 的 序列 所 
组 成 。 将 头像 向 上 记 为 五， 头像 向 下 记 为 T。 那 么 样本 空间 是 集合 {T，HT，HHT，HHFT， 
BFHHEHT，…}。 注 意 ， 这 是 一 个 无 穷 样 本 空间 。 看 到 掷 硬币 是 独立 的 并 且 出 现 头像 向 上 的 概率 为 
1 一 轧 ， 我 们 就 可 以 确定 样本 空间 一 个 元 素 的 概率 。 于 是 ， 加 (TIT) 王 如，z 思 (五 TI) 一 (1 一 轧 ) 轧 ， 
bpCHHT 一 (1 一 力 ? 力 ， 一 般 来 说 ， 掷 款 次 硬币 出 现 了 头像 向 下 ， 即 在 ”一 1 个 头像 向 上 出 现 之 后 
跟随 着 一 个 头像 向 下 的 概率 是 (1 一 p)”'p。( 练 习 14 要 求 验证 样本 空间 中 的 点 的 概率 之 和 是 1。) 

现在 令 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 在 样本 空间 中 的 一 个 元 素 中 掷 硬币 的 次 数 。 即 XCT) 王 1， 
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X(HT)=2，X(HHT)= 二 3， 等 等 。 注 意 p(X=j7) 二 (1 一 p)””'p， 直 到 硬币 出 现 头 像 向 下 为 止 。 
掷 硬币 的 预期 次 数 等 于 E(X)。 
依据 定理 1， 我 们 发 现 


ECX) = 之 二 Dip Tp= pp 党 |( 必 


(上 述 推导 中 第 三 个 等 式 根据 2.4 节 表 2，》 1(1 一 加 六 二 1/(1 一 (1 一 力 )* 一 1/# ,) 于 是 ， 


直到 硬币 出 现 头 像 向 下 为 止 ， 掷 硬币 的 预期 次 数 是 1/p。 注 意 当 硬 币 是 均匀 的 时 我 们 有 zt 一 1/2， 
因此 直到 硬币 出 现 头像 向 下 为 止 ， 掷 硬币 的 预期 次 数 是 1/(1/2) 王 2。 4 

与 掷 硬 币 直到 出 现 头像 向 下 为 止 的 预期 次 数 相等 的 随机 变量 X 是 一 个 具有 几何 分 布 的 随 
机 变量 的 实例 。 

下 如 有 果 对 于 k=1,， 2，3,，…，p(X=k) 二 (1 一 p)”!'p， 那 么 随机 变量 X 具有 带 参 数 
2p 的 几何 分 布 。 

由 于 几何 分 布 用 于 研究 在 一 个 特定 事件 发 生前 所 需要 的 时 间 ， 所 以 出 现在 许多 应 用 中 。 例 
如 在 我 们 找到 一 个 具有 确定 性 质 的 物体 之 前 需要 的 时 间 ， 在 一 个 试验 成 功 之 前 尝试 的 次 数 ， 又 
如 一 个 产品 在 它 失效 之 前 可 以 使 用 的 次 数 等 。 

当 我 们 计算 在 硬币 头像 向 下 之 前 所 要 掷 的 次 数 的 期 望 值 的 时 候 ， 就 证 明了 定理 4。 

如 果 随 机 变量 和 有 着 带 参数 力 的 几何 分 布 ， 那 么 E(X) 二 1/p。 


7.4.6 独立 随机 变量 

我 们 已 经 讨论 了 独立 的 事件 ， 现 在 将 定义 两 个 独立 的 随机 变量 意味 着 什么 。 

随机 变量 和 和 了 在 样本 空间 SS 上 是 独立 的 ， 如 果 

p(X=r, EY=r)=p(X=n) * p(Y=7,) 

换 和 名 话说， 对 一 切实 数 7 和 7,，X(s) 二 ri 且 Y(s) 二 ri 的 概率 等 于 和 (CS) 一 六 的 概率 与 Y(s) 二 7 
的 概率 之 积 。 

例 11 例 4 的 随机 变量 X 和 X* 是 独立 的 吗 ? 

解 设 S=(1，2，3，4，5，6}，i, 7 属于 S。 由 于 掷 一 对 仍 子 有 36 个 可 能 的 结果 并 且 每 
个 结果 是 等 可 能 的 ， 所 以 

p(X1=i 8 X=7)=1/36 
由 于 第 一 个 角 子 出 现 i 和 第 二 个 骨 子 出 现 j 的 概率 都 是 1/6， 所 以 p(X 二 让 二 1/6 且 
p(X 二 7j) 二 1/6， 从 而 有 
1 1 | 


， ， J 
p(X 三 二 6 36 


因此 X 和 X, 是 独立 的 。 4 

例 12 ”证明 随机 变量 X 和 X=X 十 X, 不 是 独立 的 ， 其 中 X 和 X 的 定义 在 例 4 中 给 出 。 

解 ” 因 为 X, = 二 1 的 含义 是 第 一 个 角 子 出 现 点 数 为 1， 这 就 推出 两 个 角 子 的 点 数 之 和 不 可 能 
等 于 12， 所 以 p(X 二 1 且 X= 二 12) 二 0。 另 一 方面 ，p(Xi 一 1) 一 1/6 和 p(X=12) 二 1/36。 因 
此 ，p(X,==1 且 六 =12) 关 p(X 二 1)* p(X 二 12)。 这 个 反例 证 明了 X 和 X 不 是 独立 的 。 本 

两 个 独立 的 随机 变量 之 积 的 期 望 值 是 它们 的 期 望 值 之 积 ， 如 定理 5 所 述 。 

如 果 和 和 了 是 样本 空间 S 上 的 独立 的 随机 变量 ， 那 么 E(XY) 二 E(X)E(Y)。 

证 ”为 了 证 明 这 个 公式 ， 我 们 使 用 事件 XY=r 是 事件 ==r, 和 Y= 二 =r,( 对 于 所 有 的 rEX 
(S) 和 rEY(S), r= 二 rir;) 互 斥 并 集 这 一 重要 特征 。 可 以 得 到 : 

ECXY) = D2) rr» p(XY =7) 根据 定理 1 


r€EXY(S) 


二 了》 nn.p(X=n 且 Y=ri) 表示 XY 二 r 是 一 个 互 斥 并 集 


EX(S) ,r, EYS) 


xi EE 
Bd 


ums 
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2 使 用 二 重 和 


n EXC(Dr, EYCS) 


Dj nr p(X=n). plY= 7,) 根据 X 和 了 是 独立 的 


7, EX(S)r, EYCS) 


3 (npX=n). Dn plY = 7)) 根据 分 解 r1， p(X== 7) 


7 EXCS) rEYS) 


= Sn. plX=n). EY 根据 EC(Y) 的 定义 
rn, EXCS) 
= BD( Dusny 根据 分 解 E(Y) 
= E(WEC(X) 根据 EC(X) 的 定义 
我 们 完成 了 定理 证 明 ， 注 意 E(Y)E(X) = 二 EC(X)E(Y)， 这 是 由 于 乘法 的 交换 律 。 4 


注意 当 X 和 工 不 是 独立 的 随机 变量 时 ， 我 们 不 能 断定 ECXZ) 王 ECX)E(CY) ， 如 例 13 所 示 。 
例 13 设 X 和 了 是 计数 一 个 硬币 掷 两 次 时 出 现 头像 和 不 出 现 头像 的 次 数 。 由 于 p(X=2)==1/4， 
p(X=1)==1/2，p(X==0) = 二 1/4， 根 据 定 理 1， 我 们 有 


区 
ECX) = 2 二 10 1 


类 似 的 计算 显示 ECY) 王 1。 我 们 注意 出 现 两 次 头像 向 上 且 没 有 头像 向 下 或 者 两 次 头像 向 下 且 没 
有 头像 向 上 时 XY 二 0， 并 且 当 出 现 一 次 头像 向 上 和 一 次 头像 向 下 时 XY 一 1。 因 此 
加 1 | 
从 而 得 到 
E(XY) A# E(X)E(Y) 
这 与 定理 5 不 矛盾 ， 因 为 X 和 了 工 不 独立 ， 这 一 点 读者 应 该 可 以 验证 ( 见 练习 16) 。 4 
7.4.7 方差 


一 个 随机 变量 的 期 望 值 告诉 我 们 它 是 平均 值 ， 但 是 并 没有 说 明 它 的 值 的 分 布 范围 。 例 如 ， 如 果 
3}， 则 Yo) 王 一 1; 若 sE{4，5，6}， 则 Y(Cs) 一 1。 那么 X 和 工 的 期 望 值 都 是 0。 但 是 随机 变量 X 永 
远 等 于 0， 而 随机 变量 Y 总 是 与 0 相差 1。 一 个 随机 变量 的 方差 帮助 我 们 刻画 一 个 随机 变量 的 值 的 
分 布 范围 。 特 别 是 它 提供 一 个 针对 随机 变量 X 期 望 值 有 多 广 分 布 的 度量 。 
设 和 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 。 和 的 方差 记 为 VCX)， 且 
V(X) = > (XO) — ECX))’ p(s) 
即 V(X) 是 和 偏差 平方 的 一 个 加 权 平 均 。 和 的 标准 差 定义 为 VC(X)， 记 作 c(X) 。 
定理 6 提供 了 关于 随机 变量 的 方差 的 一 个 有 用 的 简单 表达 式 。 
如 果 和 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ， 那 么 V(X) 二 E(Xs) 一 E(X)?。 
证 注意 
V(X)= > (CX(Cs) — ECX))’ p(s) 
= DXC(S) ps) 一 2E(X) DIXCs) ps) + ECX)’ > ) 力 (5) 
= E(X’) —2E(X)E(X) + ECX)’ 
= E(X’) — E(X)’ 
在 倒数 第 二 步 我 们 使 用 了 = 二 1 这 一 事实 。 4 
我 们 将 使 用 定理 3 和 定理 6 推导 出 V(X) 的 另 一 个 公式 ， 从 中 可 看 到 随机 变量 方差 更 深 的 
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如 果 六 是 一 个 样本 空间 S 的 随机 变量 ，E(X) 二 py， 则 V(X) 二 EC((X 一 j0)?)。 
证 如 果 六 是 一 个 随机 变量 ，E(X) 二 yx， 则 
E((X—/)’) = EC(X: — 2yX + pe) 扩展 (和 一 /0 
二 E(X’) 一 E(2yX) 十 EC(J2) ”根据 定理 3 的 (i) 
二 E(X*) 一 2yE(X) 十 EC(J2) ”根据 定理 3 的 (ii),p 是 常数 。 


= E(X’) — 2yE(X)+ pe 因为 Elj) 二 Jsp 是 常数 
= E(X’)—2y +yp 因为 E(y) 一 A 
= E(X’)—y 简化 
= V(X) 根据 定理 6, 注 意 下 (Ap) 二 jy 
得 证 。 | 


推论 1 告诉 我 们 随机 变量 X 的 方差 是 X 与 它 的 期 望 值 之 差 的 平方 的 期 望 值 。 这 就 是 通常 
说 的 X 的 方差 是 它 的 偏差 平方 的 平均 。 我 们 也 说 X 的 标准 差 是 偏差 平方 平均 的 平方 根 ( 常 称 为 
偏差 的 均 方 根 ) 。 

现在 我 们 计算 一 些 随 机 变量 的 方差 。 

例 14 一 个 伯 努 利 试验 成 功 ， 则 X(#)==1; 失败 ， 则 X(2)= 二 0。 如 果 p 是 成 功 的 概率 ， 那 
么 随机 变量 X 的 方差 是 什么 ? 

解 ” 因 为 X 取 值 只 能 为 0 和 1， 因 此 X: (一 X(CD 。 于 是 

V(X)=E(X’)—E(X)’*=p—p’=p(1—p)= pg 4 

例 15 一 个 货 子 的 值 的 方差 ”和 是 掷 一 个 山子 时 出 现 的 点 数 ， 什 么 是 随机 变量 X 的 方差 ? 

解 ”我们 有 V(X)= 二 EC(X’) 一 EC(X)*。 由 例 1 我 们 知道 已 (X) 一 7/2。 为 了 求 下 (X)， 注 意 
> 取 值 i ls 2 03 每 个 具有 概率 1/6。 从 而 得 到 
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E(X’) = 语 ( 十 名 十 3 十 各 十 57 十 6) = 于 


于 是 有 


伊 雷 内 。 朱 尔 斯 。 比 安 内 梅 (Ireste-Jules Bienaymé，1796 一 1878) 比 安 内 梅 ， 出 
生 于 法 国 巴 黎 ，1803 年 其 父 当 上 政府 行政 官员 全 家 移居 比利时 布 鲁 日 。 比 安 内 梅 在 布 
鲁 日 上 的 帝国 高 中 。1811 年 全 家 回 到 了 巴黎 ， 上 了 路 易 大 帝 中 学 。 作 为 一 名 青少年 ， 
1814 年 他 在 拿破仑 战争 时 期 曾 参与 保卫 巴黎 。1815 年 ， 他 成 为 巴黎 综合 理工 学 院 的 
学 生 。1816 年 为 了 帮助 持家 ， 他 进入 了 财政 部 。1819 年 ， 他 辞去 公职 ， 在 圣 西 尔 军 
校 找 了 一 份 教 数 学 的 工作 。 由 于 不 满意 军校 的 条 件 ， 他 很 快 又 回 到 了 财政 部 。 他 获得 
了 监察 长 的 职位 ， 在 位 直到 1848 年 出 于 政治 原因 被 迫 退 休 。 他 于 1850 年 回 到 了 监察 
长 的 位 置 ， 但 1852 年 就 第 二 次 退休 。1851 年 ， 他 在 索 邦 大 学 当 过 一 段 时间 的 教授 ， 也 担任 过 拿破仑 三 
世 的 统计 学 专家 。 比 安 内 梅 是 法 国 数学 学 会 的 创始 人 之 一 ， 并 于 1875 年 当 任 学 会 主席 。 

比 安 内 梅 以 他 的 创造 力 而 著名 。 但 他 的 论文 经 常 因为 省 略 重要 证 明 而 不 容易 读 懂 。 他 发 表 论文 较 少 ， 
而 且 往 往 发 表 在 一 些 星 当期 刊 上 。 但 是 ， 他 在 概率 论 与 统计 ， 以 及 它们 在 社会 科学 和 财政 方面 的 应 用 方面 
做 出 了 重要 贡献 。 这 些 重要 贡献 包括 可 以 简化 大 数 定理 证 明 的 比 安 内 梅 - 切 比 雪夫 不 等 式 、 拉 普 拉 斯 的 最 小 
二 乘法 的 推广 、 随 机 变量 和 方差 的 比 安 内 梅 公式 。 他 研究 了 尽管 人 口 增长 却 在 衰退 的 贵族 家 庭 消 亡 问题 。 
比 安 内 梅 还 是 一 名 老练 的 语言 学 家 。 他 将 他 的 亲密 朋友 切 比 雪夫 的 著作 从 俄 文 翻译 成 法 文 。 他 出 于 谦逊 相 
对 低微 的 成 果 、 不 热 忠于 确认 他 发 现 的 优先 权 、 他 的 工作 超前 于 他 所 处 的 时 代 的 事实 都 是 人 们 对 他 的 评价 。 
他 和 他 的 兄弟 娶 了 家 庭 的 一 个 朋友 的 两 个 女儿 。 比 安 内 梅 和 他 的 妻子 有 两 个 儿子 和 三 个 女儿 。 





和 
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例 16 随机 变量 XCG，7)) 王 2; 的 方差 是 什么 ? 这 里 的 i 和 j 是 掷 两 个 般 子 时 第 一 个 仍 子 
和 第 二 个 骨 子 上 出 现 的 点 数 。 
解 ”我 们 将 使 用 定理 6 找 出 X 的 方差 。 为 此 ， 我 们 需要 找到 X 和 X: 的 期 望 值 。 注 意 当 
& 一 2，4，6，8，10，12 时 p(X=k)， 是 1/6; 否则 ， 为 0。 因 而 有 
E(X) 一 (2 十 4 十 6 十 8 十 10 十 12)/6 = 7 
E(X’) 一 (2 十 4 十 6: 十 8 十 10: 十 122)/6 = 182/3 
由 定理 6 得 
V(X)=E(X’)—E(X)’:=182/3—49=35/3 4 
另 一 个 有 用 的 关于 方差 的 性 质 是 ， 两 个 独立 的 随机 变量 的 和 的 方差 是 它们 的 方差 之 和 。 表 
示 这 一 性 质 的 公式 称 为 比 安 内 梅 公 式 ， 这 是 由 法 国 数学 家 伊 雷 内 - 朱 尔 斯 ， 比 安 内 梅 于 1853 年 
发 现 的 。 比 安 内 梅 公式 是 一 个 计算 nn 个 独立 的 伯 努 利 试验 结果 的 方差 的 有 用 公式 。 
一 比 安 内 梅 公式 ”如果 和 和 了 是 样本 空间 S 上 两 个 独立 的 随机 变量 ， 那 么 V(X 十 了 让 二 


V(X) 十 V(Y)。 此 外 ， 如 果 对 于 正 整 数 n，X; 是 S 上 两 两 独立 的 随机 变量 ，;i 一 1，2，…，7， 那 么 
VO 十 羡 十 呈 十 半 ,)= 二 VCRI) 二 VOX2) 二 "十 VCK,) 
证 由 定理 6， 有 


V(X 十 Y) 一 下 ((X 十 Y)2) 一 瑞 (X 十 Y)? 
从 而 有 
V(X+Y) =E(X:+2XY+Y)— (E(X) + E(Y))’ 
=E(X’)+2E(XY) + E(Y’)— E(X)’ — 2E(X)E(Y) — E(Y)’ 
因为 XX 和 Y 是 独立 的 ， 所 以 由 定理 5 我 们 有 E(X 站 二 E(X)E(Y)。 从 而 得 到 
V(X+Y) =(E(X’) — E(X)’) + (E(Y’) — E(Y)’) 
=V(X) +V(Y) 
将 ?个 两 两 独立 的 随机 变量 情况 的 证 明 留 给 读者 (练习 34) 。 这 种 证 明 可 以 通过 对 我 们 已 给 
出 的 两 个 随机 变量 时 的 证 明 进 行 推广 而 构造 出 来 。 注 意 在 用 直接 方法 证 明 一 般 情 况 时 ， 不 能 使 
用 数学 归纳 法 ( 见 练习 33) 。 4 
例 17 设 掷 两 个 鹏 子 时 随机 变量 X 的 值 是 X((i, 7 站)==i 十 ;}， 其 中 i 是 第 一 个 骨 子 出 现 的 
点 数 ，j; 是 第 二 个 骨 子 出 现 的 点 数 。 求 X 的 方差 和 标准 差 。 
解 设防 和 XX, 是 找 骨 子 的 随机 变量 ,其 中 XX (Gi, 门 ) 二 i，Xz((i, 门 ) 二 j。 那 么 正如 例 11 证 
明 的 ， X= 二 X 十 X 和 Xl 与 X, 都 是 独立 的 。 由 定理 7 得 到 V(X)=V(X)+V(X,). 与 例 16 类 似 的 
简单 计算 与 本 章 后 的 补充 练习 29 告诉 我 们 ，V(X )=V(CX ) 王 35/12。 因 此 ，V(CX) 王 35/12 十 35/12 一 
35/6 且 oD= V3576 。 4 


uns 


帕 纳 帝 ， 利 沃 维 奇 ' 切 比 雪夫 (Pafnuty Lvovich Chebyshev，1821 一 1894) 切 比 雪 
夫 出 生 于 一 个 俄罗斯 名 门 。 他 的 父亲 是 一 名 退役 军官 ， 曾 与 拿破仑 作战 。1832 年 ， 这 
个 家 庭 带 着 9 个 孩子 搬 到 莫斯科 。 那 里 ， 切 比 雪夫 在 家 自修 完了 高 中 课程 ， 并 进 人 莫 
斯 科大 学 的 物理 数学 系 学 习 。 还 是 一 名 学 生 时 ， 他 就 提出 了 一 种 新 的 求 方程 近似 根 的 
方法 。1841 年 他 从 莫斯科 大 学 毕业 ， 获 得 数学 学 位 ， 并 且 继 续 学 习 ，1843 年 通过 硕 
士 考试 并 在 1846 年 完成 硕士 论文 。 

1847 年 ， 切 比 雪夫 聘 为 圣彼得堡 大 学 的 助教 。1847 年 他 通过 论文 答辩 。1860 年 ， 他 
成 为 圣彼得堡 大 学 的 教授 ， 并 一 直 工作 到 1882 年 。 他 在 1849 年 写 的 有 关 同 余 理论 的 著作 对 数论 的 发 展 影响 很 
大 。 他 关于 素数 分 布 的 研究 工作 也 是 非常 突出 的 。 他 证 明了 贝 川 (Bertrand) 的 猜想 ， 即 对 每 个 整数 x 二 3， 存 在 
一 个 在 nn 和 2n 一 2 之 间 的 素数 。 切 比 雪夫 提出 了 一 些 新 的 思想 ， 后 来 用 这 些 思想 证 明了 素数 定理 。 切 比 雪夫 用 
多 项 式 做 函数 逼近 ， 这 被 广泛 地 用 于 计算 机 中 对 函数 的 求 值 。 切 比 雪夫 对 力学 也 很 感 兴趣 。 他 研究 了 怎样 通过 
力 偶 将 旋转 运动 转换 成 直线 运动 。 切 比 雪夫 平 动 是 用 三 个 连接 在 一 起 的 棒 体 来 逼近 直线 运动 。 
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我 们 现在 求 随机 变量 的 方差 ,该 随机 变量 计数 了 执行 nn 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 的 成 功 
次 数 。 

例 18 当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 试 验 时 ,计数 成 功 次 数 的 随机 变量 的 方差 是 什么 ? 这 里 p 
是 每 次 试验 成 功 的 概率 。 

解 设 X; 是 随机 变量 ， 且 若 志 是 成 功 ， 则 和 (G， 己 ，…， 轧 )) 王 1; 车 是 失败 ， 则 XX; 
(二 ， 训 ，…， 帮 )) 一 0。 令 和 X 一 XI 十 X 十 … 十 X， 那 么 X 计 数 在 2 次 试验 中 的 成 功 次 数 。 由 定 
理 7 得 到 V(X) 二 V(Xi) 十 V(X,) 十 … 十 V(X,)。 使 用 例 14， 有 V(X;)= 二 pq, i==1,， 2,…，n。 
从 而 得 到 V(X)= 二 npg。 可 


7.4.8 切 比 雪 夫 不 等 式 
一 个 随机 变量 的 取 值 与 它 的 期 望 值 差 多 少 ? 下 面 的 定理 叫做 切 比 雪夫 不 等 式 ， 它 对 随机 变 
量 的 值 与 它 的 期 望 值 之 差 超过 某 个 指定 量 的 概率 提供 了 一 个 上 界 ， 有 助 于 回答 这 个 问题 。 
| 切 比 雪夫 不 等 式 设 X 是 在 样本 空间 S 上 的 概率 函数 为 情 的 随机 变量 。 如 果 是 
一 个 正 实数 ， 那 么 





pl(|X()—E(X) |r)<VCX) /rr 
证 设 A 是 事件 
={s€ES| [XC()—ECX) | 伺 ”) 


我 们 想 要 证 明 的 是 p(A)<V(X)/r。 注 意 
V(X)= 2 .X09 — EC(X))’p(s) 


= = 之 (CC — ECX))’ p(s) 十 2 X69) — ECX)Y p(s) 


在 这 个 表达 式 中 的 第 二 个 和 是 非 负 的 ， 因为 它 的 每 个 被 加 数 是 非 负 的 。 又 因为 对 于 A 中 的 每 
个 元 素 s， 有 (X(s) 一 E(X))* 之 rr， 所 以 这 个 表达 式 的 第 一 个 和 至 少 是 >)r*p(s) ， 因 此 


V(X) 之 Zr p(s) = rp(A) 


从 而 得 出 VCX)/r 宇 p(A)， 因 此 pA VR Ir, 这 正 是 我 们 想 证 明 的 。 4 

例 19 当 计数 头像 向 下 时 与 平均 值 的 偏差 ”假设 X 是 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 半 次 时 计数 
头像 向 下 次 数 的 随机 变量 。 注 意 X 是 执行 元 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 成 功 的 次 数 ， 每 次 成 功 的 
概率 是 1/2。 因 此 得 到 ECX) = 二 n/2( 根 据 定理 2) 和 V(X) 二 n/4( 根 据 例 18)。 令 r= 二 Yn， 使 用 切 
比 雪夫 定理 得 到 

万 (| XO—n/2|2VDEn/4)/ Wn) =1/4 

所 以 ， 当 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 半 次 时 头像 向 下 的 次 数 与 平均 值 的 偏差 大 于 wa 的 概率 不 大 于 
1/4。 4 

切 比 雪夫 不 等 式 尽管 可 以 用 于 任何 随机 变量 ,但 在 实际 估计 一 个 随机 变量 的 值 大 大 超过 它 
的 平均 值 的 概率 时 常常 失效 。 这 可 以 用 下 面 的 例 20 说 明 。 

例 20 设 X 是 当 掷 一 个 均匀 般 子 时 的 随机 变量 ，X 的 值 就 是 出 现 的 点 数 。 我 们 有 EC(X) 二 7/2 
( 见 例 1) 和 Y(CXZ) 王 35/12( 见 例 15) 。 因 为 X 的 可 能 取 值 是 1，2，3，4，5 和 6， 所 以 E(X) 二 7/2, X 
不 可 能 比 它 的 平均 值 多 5/2。 因 此 ， 如 果 ”>>5/2，z 思 (|X 一 7/21| 壹 门 =0。 由 切 比 雪夫 不 等 式 知 
道 p(|X 一 7/2| 宇 D 志 (35/12)/7。 

例如 ， 当 r=3 时 , 切 比 雪夫 不 等 式 告诉 我 们 

pl(|X—7/2| 宇 3)<(35/12)/9=35/108 守 0. 324 

这 是 一 个 很 差 的 估计 ， 因 为 p(|X 一 7/2| 宇 3) 二 0。 本 
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练习 

1. 当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 5 次 时 ， 头像 在 上 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

2. 当 一 个 均匀 的 硬币 被 搓 10 次 时 ， 头 像 在 上 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

3. 当 一 个 均匀 的 货 子 被 掷 10 次 时 ， 出 现 6 点 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

4. 一 个 硬币 是 不 均匀 的 ， 使 得 掷 出 头像 的 概率 是 0.6。 当 掷 10 次 时 ， 头 像 在 上 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

5. 掷 2 个 不 均匀 的 骨 子 ,其 中 出 现 3 点 的 次 数 是 出 现 其 他 每 个 点 数 的 2 倍 。2 个 骨 子 预期 出 现 的 点 数 和 
是 什么 ? 

6. 如 果 彩 票 包 含 了 从 集合 {1，2，3，…，50} 选 出 的 6 个 中 奖 数字 就 赢 奖 1000 万 美元 ， 否 则 不 中 奖 ， 那 
么 买 1 美元 彩票 中 奖 的 期 望 值 是 多 少 ? 

7. 离散 数学 课程 的 期 末 考 试 有 50 道真 假 判断 题 ， 每 道 题 2 分 ; 还 有 25 道 多 选 题 ， 每 道 题 4 分 。 琳 达 正 
确 回答 判断 题 的 概率 是 0. 9， 正 确 回 答 多 选 题 的 概率 是 0.8。 她 在 期 末 考 试 预期 的 分 数 是 多 少 ? 

8. 当 搁 3 个 均匀 的 人 般 子 时 预期 出 现 的 数字 和 是 多 少 ? 

9. 表 中 含有 个 不 同 的 整数 ， 假 设 z 在 这 个 表 中 的 概率 是 2/3， 且 z 等 于 表 中 任何 元 素 是 等 可 能 的 。 求 
由 线性 搜索 算法 找到 = 或 确定 它 不 在 表 中 所 用 的 平均 比较 次 数 。 

10. 假设 我 们 掷 一 个 硬币 直到 它 出 现 2 次 头像 在 下 或 者 已 经 搓 了 6 次 为 止 ， 我 们 掷 硬 币 的 预期 次 数 是 
多 少 ? 

11. 假设 我 们 掷 一 外 仍 子 直到 出 现 6 点 或 者 已 经 掷 了 10 次 为 止 ， 我 们 掷 骨 子 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

12. 假设 掷 一 个 避 子 直到 出 现 6 点 为 止 。 
a) 我 们 撞 上 次 仙 子 的 概率 是 多 少 ? 
b) 我 们 掷 从 子 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

13. 假设 我 们 掷 一 对 货 子 直到 其 点 数 之 和 是 7 为 止 。 我 们 掷 仙 子 的 预期 次 数 是 多 少 ? 

14. 证 明 : 具有 带 参 数 p(0 二 p 志 1) 的 几何 分 布 的 随机 变量 的 概率 之 和 等 于 1。 


15. 证 明 : 如 果 随 机 变量 X 有 带 参 数 加 的 几何 分 布 ， 且 7 是 正 整数 ， 那 么 p(X 宇 站 二 (1 一 p)”。 
16. 设 X 和 立 是 当 掷 两 个 硬币 时 计数 出 现 头像 在 上 和 头像 在 下 次 数 的 随机 变量 。 证 明 X 和 了 工 不 是 独 
立 的 。 


17. 如 果 1000 位 的 整数 是 素数 的 概率 近似 是 1/2302， 估 计 需 要 随机 选择 1000 位 整数 以 找到 一 个 素数 所 
需要 的 预期 次 数 。 

18. 设 X 和 YY 是 随机 变量 ， 并 且 对 于 样本 空间 S 的 所 有 点 ，X 和 了 是 非 负 的 。 设 Z 是 如 下 定义 的 随机 变 
量 : 对 所 有 的 元 素 ;ES，2Z(s)= 二 max(X(s)，Y(s))。 证 明 下 (2) 委 下 (X) 十 下 (Y) 。 

19. 掷 两 个 仙 子 ， 设 X 是 出 现在 第 一 个 股子 上 的 点 数 , 了 Y 是 出 现在 两 个 货 子 上 的 点 数 之 和 。 证 明正 (X)E(CY) 天 
E(XY), 


20. 证 明 : 如 果 Xi， X,， a A 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 则 E( IIx.) ne TIEcx) o 
条 件 期 望 ; 已 知 样本 空间 S 中 的 事件 A， 随 机 变量 X 的 条 件 期 望 E(X|A)= 2) +. P(X=r|A)。 


rEX(S) 


21. 掷 两 次 均匀 货 子 出 现 的 数字 之 和 至 少 为 9 的 期 望 值 为 多 少 ? 即 E(X|A) 为 多 少 ? 其 中 X 为 掷 两 次 正 


常 般 子 出 现 的 数字 之 和 ，A 是 事件 X 之 9。 
全 期 望 定理 : 如 果 样 本 空间 S 是 由 互 斥 事件 集合 S; ，S:，…，S, 的 并 集 组 成 ，X 是 一 个 随机 变量 ， 


则 ECX) = 2D)EC(X|S,)P(S,) 。 


j= 


22. 证 明 全 期 望 定理 。 

23. 使 用 全 期 望 定理 计算 养殖 一 头 海象 的 平均 重量 。 已 知 12% 的 海象 是 雄性 的 ， 其 他 为 肉 性 的 ， 一头 雄 
性 海象 的 期 望 重量 是 4200 磅 ， 而 一 头 雌 性 海象 的 期 望 重 量 是 1100 磅 。 

24. 设 A 是 事件 ，I4 是 A 的 指示 器 随机 变量 ， 如 果 A 出 现 , 则 及 等 于 1， 否则 为 0。 证 明 A 的 指示 器 随 
机 变量 的 期 望 等 于 A 的 概率 ， 即 E(14) 二 p(A)。 

25. 一 个 系列 (run) 是 在 一 个 伯 努 利 试验 序列 中 的 极 大 的 成 功 序 列 。 例 如 ， 在 序列 S,，S, S, F, S, 5S, 
F，F，S 中 ， 其 中 S 代表 成 功 ， 下 代表 失败 ， 这 里 存在 3 个 系列 ， 分 别 由 3 个 成 功 、2 个 成 功 、1 个 
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26. 


27. 
28. 
29. 


30. 
31. 


32. 
33， 


* 34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39, 


* 40. 


x* 41. 


成 功 组 成 。 设 尽 是 二 次 独立 伯 努 利 试验 的 序列 集合 上 的 随机 变量 ， 它 计数 了 在 这 个 序列 中 的 系列 的 
个 数 。 求 ECR) 。[ 提 示 : 证 明 R= ,如 果 一 个 系列 在 第 了 次 伯 努 利 试验 开始 ， 则 二 1， 否 则 


为 0。 找 到 E(I1)， 然后 求 E(1T)， 其 中 1<j<n,] 
设 X(5) 是 随机 变量 ,对 所 有 s€E S，X(s) 是 非 负 整数 ， 且 A 是 满足 X(s) 之 上 的 事件 。 证 明 


E(X) = Dp(A) 


当 一 个 均匀 的 硬币 被 毛 10 次 时 ,头像 在 上 次 时 的 方差 是 什么 ? 

当 一 个 均匀 的 山 子 被 拨 10 次 时 ， 出 现 6 点 的 次 数 的 方差 是 什么 ? 

设 X, 是 掷 2 个 硬币 时 计数 头像 在 下 次 数 和 头像 在 上 次 数 之 差 的 随机 变量 。 

a)X。 的 期 望 值 是 什么 ? b)X, 的 方差 是 什么 ? 

证 明 如 果 X 和 了 是 独立 随机 变量 ， 则 VCXZ) 王 ECX)2V(7Y) 十 ECGY)2VCX) 十 VCX)VCY) 。 

设 A(X) 王 下 (|X 一 ECX) | )， 是 和 偏差 绝对 值 的 期 望 ， 和 X 是 随机 变量 。 证明 A(X 十 Y)= 二 A(X) 十 A(Y) 

成 立 或 不 成 立 ， 对 于 所 有 随机 变量 X 和 了 。 

提供 一 个 例子 说 明 当 两 个 随机 变量 不 独立 时 ， 它 们 的 和 的 方差 不 一 定 等 于 它们 的 方差 之 和 。 

设 X 、Xs 是 独立 的 伯 努 利 试验 ， 它 们 的 概率 均 为 1/2， 且 X: 王 (Xi 十 Xs)mod 2。 

a) 证 明 X!、X。 和 Xs 是 两 两 独立 的 ， 但 Xs 与 Xi 十 Xs* 不 是 独立 的 。 

b) 证 明 VCXi 十 Xs 十 XX ) 二 V(X1) 十 V(X,) 十 V(X;)。 

c) 解 释 为 什么 定理 7 不 能 用 数学 归纳 法 证 明 ， 考 虑 随机 变量 Xi 、Xs 和 Xs 。 

证 明定 理 7 的 一 般 情况 。 即 证 明 ; 如 果 X!，X,，…，X, 是 样本 空间 S 上 两 两 独立 的 随机 变量 ， 其 

中 是 正 整 数 ， 那 么 VCXi 十 Xs 十 … 十 XX,) 二 VCX1) 十 V(Xi) 十 … 十 V(X,)。[ 提 示 : 对 定理 7 中 两 个 

随机 变量 的 情况 进行 推广 。 注 意 : 利用 数学 归纳 法 的 证 明 是 无 效 的 ， 见 练习 33。] 

使 用 切 比 雪夫 不 等 式 找 出 一 个 均匀 的 硬币 被 掷 z 次 时 ， 出 现 头像 在 下 的 次 数 与 平均 值 的 偏差 超过 5 Vn 

的 概率 的 上 界 。 

掷 一 个 不 均匀 的 硬币 ， 其 中 出 现 头像 的 概率 等 于 0.6。 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 找 出 掷 这 个 硬币 次 时 ， 

出 现 头 像 在 下 的 次 数 与 平均 值 的 偏差 超过 的 概率 的 上 界 。 

设 X 为 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ， 且 对 于 所 有 的 sE S，X(s) 宇 0。 证 明 对 每 个 正 实数 a，p(X(s) 宇 

a) 委 ECX)/ae。 这 个 不 等 式 叫做 马尔 可 夫 不 等 式 。 

假设 一 个 灌 装 厂 一 天 灌 装 苏打 饮料 的 听 数 是 一 个 随机 变量 。 它 的 期 望 值 是 10 000， 方 差 是 1000。 

a) 使 用 马尔 可 夫 不 等 式 (练习 37) 得 到 该 厂 在 某 一 天 灌 装 听 数 超过 11 000 的 概率 的 上 界 。 

b) 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 得 到 该 厂 在 某 一 天 灌 装 听 数 在 9000 一 11 000 之 间 的 概率 的 下 界 。 

假设 一 个 回收 中 心 一 天 回收 的 铅 头 盒 数 是 一 个 随机 变量 ,， 它 的 期 望 值 是 50 000， 方 差 是 2500 。 

a) 使 用 马尔 可 夫 不 等 式 (练习 37) 得 到 该 中 心 在 某 一 天 回收 铅 头 盒 数 超过 55 000 的 概率 的 上 界 。 

b) 使 用 切 比 雪夫 不 等 式 提 供 该 中 心 在 某 一 天 回收 的 馈 头 盒 数 在 40 000 一 60 000 的 概率 的 下 界 。 

设 z 是 nn 个 不 同 整数 的 表 中 第 i 个 数 的 概率 为 i/[n(n 十 1)]。 通 过 线性 搜索 算法 找到 z 或 者 确定 不 

在 表 中 ， 求 该 算法 使 用 的 平均 比较 次 数 。 

在 这 个 练习 中 我 们 要 导出 对 一 个 变种 的 冒 泡 排序 算法 的 平均 情形 下 复杂 度 的 估计 。 这 个 算法 一 旦 做 

了 一 次 没有 交换 的 扫描 就 结束 。 设 {a: ，as，…，a,) 是 nn 个 不 同 整数 的 集合 ，ail 二 az 一 …<a,，XX 是 

该 集合 的 排列 的 集合 上 的 随机 变量 ， 且 X(P) 等 于 通过 这 个 冒 泡 排 序 将 排列 P 中 的 整数 排 成 递增 顺序 

时 所 用 的 比较 次 数 。 

a) 在 输入 对 这 些 整数 的 n! 个 排列 都 是 等 可 能 的 假设 下 ,证明 这 个 冒 泡 排序 用 到 的 平均 比较 次 数 等 于 
E(X). 

b) 使 用 3. 3 节 例 5 证明 EC(X) 志 n(n 一 1)/2。 

ce) 证 明 这 个 排序 对 输入 中 每 两 个 整数 的 逆序 至 少 做 一 次 比较 。 

d) 设 I(P) 是 随机 变量 ， 它 等 于 排列 已 中 的 逆序 数 。 证 明 五 (X) 之 下 (7)。 

e) 设 T 站 是 随机 变量 ， 如 果 在 排列 也 中 ao 在 a; 前 面 ， Lj,(P) 二 1， 否 则 一 0。 证 明 


I(P)= >) > Lacp) 


kj 
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人 证 明 BCD = >》 >) 万 (7 


kk jk 


2 证明 ECL,i) 二 1/2。[ 提 示 : 证 明王 (To 一 在 排列 己 中 ax 出 现在 a; 前 面 的 概率 。 然 后 证 明 在 一 个 
排列 中 a 出 现在 a; 前 面 和 a; 出 现在 a 前 面 是 等 可 能 的 。] 

使 用 (人 和 (Cg) 证 明 EC(D)= 二 n(n 一 1)/4。 

让 从 a)、b) 和 hh) 得 出 排序 个 整数 使 用 的 平均 比较 次 数 是 8(x ) 的 结论 。 

* 42. 在 这 个 练习 中 我 们 找 在 5. 4 节 练 习 50 的 导言 中 描述 的 快速 排序 算法 的 平均 情形 下 的 复杂 度 ， 这 里 假 

设 在 排列 的 集合 上 是 平均 分 布 的 。 

a) 设 X 是 快速 排序 算法 对 个 不 同 整数 的 表 排 序 用 的 比较 次 数 。 证 明快 速 排序 算法 使 用 的 平均 比较 
次 数 是 E(X)( 这 里 的 样本 空间 是 n 个 整数 的 所 有 n! 个 排列 的 集合 ) 。 

b) 设 厂 * 表 示 随 机 变量 ， 如 果 初 始 表 的 第 7 个 最 小 元 素 和 第 & 个 最 小 的 元 素 在 快速 排序 算法 排序 这 个 


表 时 曾经 被 比较 过 ， 则 它 等 于 1， 否则 为 0。 证 明 X= 2) 2)L.。 


k=2 j=1 


证 明 ECX) 二 》\ y\ p( 第 j 个 最 小 元 素 和 第 个 最 小 元 素 被 比较 过 的 概率 )。 


k=2 j=1 


gd) 证 明 p( 第 ;个 最 小 元 素 和 第 k 个 最 小 元 素 被 比较 过 的 概率 ) 等 于 2/(k 一 十 1)， 其 中 & 二 j。 
e) 使 用 中 和 由 证 明 ECX)==2Gn+D( 3) 1/i) 一 2 一 D，。 


站 从 昌 和 了 11/j = lnn 十 y 的 事实 证 明快 速 排序 算法 的 平均 比较 次 数 是 BCnlog n) 。 这 里 的 y=0. 577 


j=!1 


21… 是 欧 拉 常 数 。 

* 43. 所 谓 固定 元 素 就 是 排序 后 仍旧 保持 在 原来 位 置 上 的 元 素 。 在 随机 选择 的 ”个 元 素 的 排列 中 ， 固 定 元 
素 个 数 的 方差 是 什么 ? [提示 : 设 和 表示 一 个 随机 排列 中 的 固定 元 素 个 数 。 写 出 X 王 和 十 Xs 十 … 十 
X,， 如 果 这 个 排列 固定 第 i 个 元 素 ， 则 X; 二 1， 否 则 为 0。] 

两 个 随机 变量 X 和 Y 在 样本 空间 S 上 的 协 方差 记 作 Cov(X，Y)， 定 义 为 随机 变量 (X 一 E(X))(Y 一 E(Y)) 的 
期 望 值 ， 即 Cov(X, 六 ==E((X 一 E(X))(Y 一 EQ)))。 

44. 证 明 Cov(X，Y) 二 E(X 了 DD 一 E(X)E(Y)， 并 使 用 这 一 结果 证 明 ， 如 果 XX 和 Y 是 独立 的 随机 变量 则 
Cov(X，Y) 一 0。 

45. 证 明 V(X 二 Y) 王 VCX) 十 VCY) 十 2Cov(X，Y) 。 

46. 如 果 了 和 Y 是 具 及 ((i, 让) 二 2i 和 Y((i, 门 )==i+j 的 随机 变量 ,其 中 i 和 j 是 掷 两 个 均匀 的 货 子 
时 出 现在 第 一 和 第 二 个 山子 上 的 点 数 ， 求 Cov(X 十 Y)。 

47.m 个 球 被 均匀 地 随机 分 到 个 箱子 里 ， 使 第 一 个 箱子 空 的 概率 是 多 少 ? 

48. m 个 球 被 均匀 地 随机 分 到 个 箱子 里 ， 预 期 落 人 第 一 个 箱子 的 球 数 是 多 少 ? 

49. 7z 个 球 被 均匀 地 随机 分 到 个 箱子 里 ， 预 期 空 箱子 数 是 多 少 ? 


关键 术语 和 结论 


术语 

样本 空间 (sample space) : 一 个 试验 可 能 结果 的 集合 。 

事件 (event) : 一 个 试验 样本 空间 的 子 集 。 

事件 的 概率 ( 拉 普 拉 斯 定义 ，Laplace”s definition) : 该 事件 成 功 的 结果 次 数 除 以 可 能 结果 的 总 
次 数 。 

概率 分 布 (probability distribution) : 取 自 样本 空间 所 有 结果 的 集合 上 的 一 个 函数 p， 它 对 ;一 1， 


2，…，n 满 足 0<p(z;) 二 1 及 Dz, 二 1 ， 其 中 z; 是 可 能 的 结果 。 


事件 五 的 概率 (probability of an event E): E 中 结果 的 概率 之 和 。 
P(E|F) (给 定 条 件 下 下 下 的 条 件 概 率 ，conditional probability of E given F): p(ENNF)/p(F)。 
独立 事件 (independent event) :使 得 p(EN 闪 nF) 二 =p(E)p(F) 成 立 的 事件 EE 和 下 。 


1 


两 两 独立 事件 (pairwise independent event) : 对 于 事件 E ，E,，…，E,， 对 于 所 有 整数 对 i 和 
7j，1 研 i<j 二 nn 都 有 P(E 门 E;)= 二 p(E,) (E;) 成 立 。 

相互 独立 事件 (mutually independent event): 对 于 事件 巨 ，E,，…，EE,， 对 于 ,j= 二 1]，2，…， 
m 都 是 整数 ，1< 纪 过 记过 … 之 记过 # 和 mw 之 2 都 有 p(E, 站 E, 由:… 由 E)=p(E,)p(E,).… 
P(E ) 成 立 。 

随机 变量 (random variable) : 一 个 函数 ， 它 对 一 个 试验 的 每 次 结果 赋 一 个 实数 值 。 

随机 变量 X 的 分 布 (distribution of a random variable X): 对 (Cr，zp(X=r)) 的 集合 ， 这 
里 rE X(S)， 

均匀 分 布 (uniform distribution) : 对 一 个 有 穷 集 元 素 的 等 概率 赋值 。 

随机 变量 的 期 望 值 (expected value of a random variable) : 一 个 随机 变量 的 加 权 平 均 ， 用 结果 的 


概率 加 权 的 随机 变量 的 值 ， 即 ECX) 一 >) 力 (>)X(Cs) 。 


5ES 


几何 分 布 (geometric distribution) : 一 个 随机 变量 X 的 分 布 ， 且 对 某 个 p， 使 得 对 有 =1，2，… 
有 p(X=k)=(1—p)"'p。 

独立 随机 变量 (independent random variable) : 随机 变量 X 和 了 使 得 对 于 所 有 的 实数 一 和 rr;， 
有 p(X=r 有 Y=r)=p(X=r)p(Y=r;,)。 

随机 变量 的 方差 (variance of a random variable X) : 随机 变量 的 值 与 它 的 期 望 值 之 差 平 方 的 加 权 
平均 ， 其 中 的 权 由 结果 的 概率 给 定 ， 即 VCX) 一 》) (X(s) 一 E(X))?p(s)。 

随机 变量 的 标准 差 (standard deviation of a random variable X): 随机 变量 X 的 方差 的 平均 根 ， 
即 o(X)= 二 VV(X)。 

伯 努 利 试 验 (Bernoulli trial) : 一 个 具有 两 种 可 能 结果 的 试验 。 

概率 (蒙特 卡 罗 ) 算 法 (probabilistic (or Monte Carlo) algorithm); 做 一 步 或 多 步 随 机 选择 的 
算法 。 

概率 方法 (probabilistic method) : 证 明 与 集合 中 具有 给 定性 质 个 体 的 有 关 结 果 的 一 种 证 明 技巧 ， 
它 通过 对 个 体 指 派 概率 ， 然 后 证 明 有 着 这 种 性 质 的 个 体 的 概率 是 正 数 。 


结论 
当 执 行 n 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 ,上 次 成 功 的 概率 等 于 Cl(n，k)p*gq”"*， 其 中 p 是 成 功 的 概 
率 且 g 二 1 一 p 是 失败 的 概率 。 
贝 叶 斯 定理 (Bayes’ theorem): 如 果 玉 和 下 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 且 p(E) 关 0，p(F) 关 
0， 则 
pl(E|F)p(F) 
p(E|F)p(F) 十 p(E|F)p(F) 


E(X)= >) p(X= nr 


-Exts) 

期 望 的 线性 性 质 (linearity of expectations): 如 果 Kis Kry “es Rs 是 随机 变量 ， 则 ECX 十 入 入 =… 六 
X,) 一 已 (Xi ) 十 五 (X 7) 十 六 十 瓦 (和 ) 。 
如 果 X 和 了 是 独立 的 随机 变量 ， 则 下 (XZ2D 一 下 (X) 下 (Y) 。 

比 安 内 梅 公式 (Bienayme”s formula) : 如 果 Xs Ms 是 独立 的 随机 变量 ， 则 V(X 二 +X 二 
X,) 一 VCX) 十 VCX) 十 … 十 V(X。) 。 

切 比 雪夫 不 等 式 (Chebyshev’s inequality): p(|X(s) 一 E(X) | 宇 r) 过 V(X)/r*， 其 中 X 是 具有 
概率 函数 pb 的 随机 变量 , r 是 一 个 正 实数 。 


复习 题 
1. a) 当 所 有 的 结果 是 等 可 能 时 ， 定 义 一 个 事件 的 概率 。 


pF|E)= 


15. 
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b) 在 买 彩票 时 从 前 50 个 正 整 数 中 选择 6 个 不 同 的 中 奖 数 ， 那 么 买 一 张 彩票 选 对 6 个 中 奖 整数 的 概率 是 
多 少 ? 


. 3a) 一 个 有 限 样本 空间 对 结果 所 赋 的 概率 应 该 满足 什么 条 件 ? 


b) 如 果 头 像 出 现 的 次 数 是 非 头像 的 3 倍 ， 那 么 赋 给 头像 和 非 头 像 结果 的 概率 应 该 是 多 少 ? 


. a) 定 义 给 定 事件 下 下 事件 E 的 条 件 概率 。 


b) 假 设 三 是 掷 货 子 时 出 现 偶数 点 的 事件 ， 正 是 掷 货 子 时 出 现 1、2 或 3 点 的 事件 ， 那么 给 定 玉 下 下 的 
概率 是 什么 ? 


. a) 什 么 时 候 两 个 事件 已 和 下 是 独立 的 ? 


b) 假 设 王 是 掷 一 个 均匀 的 骨 子 时 出 现 偶数 点 的 事件 ,下 是 出 现 5 点 或 6 点 的 事件 ,那么 下 和 下 是 否 独 
立 ? 


. 3) 什么 是 随机 变量 ? 


b) 设 XX 是 随机 变量 ,， 它 对 撕 两 个 角 子 的 事件 所 赋 的 值 是 两 个 骨 子 上 较 大 的 点 数 。 这 个 随机 变量 的 赋值 
是 什么 ? 


. a) 定 义 随 机 变量 X 的 期 望 值 。 


b) 设 X 是 随机 变量 ， 它 对 掷 两 个 仍 子 的 事件 所 赋 的 值 是 两 个 鹏 子 上 较 大 的 点 数 。 那 么 随机 变量 X 的 
期 望 值 是 什么 ? 


. a) 解 释 怎 样 把 具有 有 限 多 个 可 能 输入 的 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 转变 成 期 望 值 。 


b) 如 果 要 寻找 的 元 素 在 表 中 的 概率 是 1/3， 并 且 这 个 元 素 是 表 中 个 元 素 之 一 的 可 能 性 是 相等 的 ， 那 
么 线性 搜索 算法 在 平均 情形 下 的 计算 复杂 度 是 什么 ? 


. 3) 伯 努 利 试验 的 含义 是 什么 ? 


在 nn 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 & 次 成 功 的 概率 是 多 少 ? 
c) 在 对 次 独立 的 伯 努 利 试验 中 成 功 次 数 的 期 望 值 是 什么 ? 


. 2) 什么 是 随机 变量 的 期 望 的 线性 性 质 ? 


b) 当 一 个 帽子 寄存 人 随机 发 回 帽子 时 ， 怎 样 使 用 期 望 的 线形 性 质 帮助 我 们 找到 能 够 收 到 自己 贝子 的 预 
期 人 数 ? 


. a) 如 果 能 够 接受 一 个 小 概率 的 错误 时 ， 怎 样 使 用 概率 求解 一 个 判定 问题 ? 


b) 如 果 愿 意 接受 一 个 小 概率 的 出 错时 ， 我 们 怎样 快速 确定 一 个 正 整 数 是 否 为 素数 ? 


. 叙述 贝 叶 斯 定理 ， 并 利用 该 定理 求 pCF|E)， 其 中 p(E|F)==1/3, p(E|F) 二 1/4，p(F) 二 2/3, 其 


中 正和 下 是 样本 空间 S 中 的 事件 。 


. a) 一 个 随机 变量 具有 概率 p 的 几何 分 布 是 什么 意思 ? 


b) 具 有 概率 p 的 几何 分 布 的 平均 值 是 什么 ? 


. 3) 什么 是 随机 变量 的 方差 ? 


b) 具 有 成 功 概率 为 p 的 伯 努 利 试验 的 方差 是 什么 ? 


. 2) 什么 是 n 个 独立 随机 变量 的 和 的 方差 ? 


b) 设 每 次 试验 的 成 功 概率 为 p， 当 执行 4 次 独立 的 伯 努 利 试验 时 ,成功 次 数 的 方差 是 什么 ? 
当 一 个 随机 变量 与 它 的 平均 值 的 偏差 超过 一 个 指定 量 的 概率 时 ， 切 比 雪 夫 不 等 式 告诉 我 们 什么 结果 ? 


补充 练习 


1, 
2. 


从 1 到 40( 含 1 和 40 在 内 ) 选 出 6 个 连续 的 数 作为 彩票 中 奖 号 码 的 概率 是 多 少 ? 

超级 百 万 彩票 的 玩家 从 1 到 56 选择 5 个 不 同 的 数字 ， 还 有 一 个 从 1 到 46 的 第 6 个 整数 ， 可 以 与 前 5 
个 中 的 一 个 重复 。 当 前 5 个 数字 和 第 6 个 数字 与 中 奖 号 码 匹 配 时 ， 则 玩家 就 中 大 奖 。 

a) 计 算 玩 家 中 大 奖 的 概率 。 

b) 当 匹配 前 5 个 数字 而 与 第 6 个 数字 不 匹配 时 ， 可 赢得 250 00 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 

ec) 当 匹配 前 5 个 数字 中 的 3 个 而 与 第 6 个 数字 不 匹配 ， 或 者 匹配 前 5 个 数字 中 的 2 个 而 与 第 6 个 数字 
也 匹配 时 ， 可 赢得 150 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 

由’ 计算 玩家 在 匹配 前 5 个 数字 或 者 最 后 一 个 数字 的 3 个 数字 则 算 中 奖 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 


. 强力 球 彩 票 的 玩家 从 1 到 59 选择 5 个 不 同 的 数字 ， 还 有 一 个 从 1 到 39 的 第 6 个 整数 ， 可 以 与 前 5 个 
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中 的 一 个 重复 。 当 前 5 个 数字 和 第 6 个 数字 与 中 奖 号 码 匹配 时 ， 玩 家 就 中 大 奖 。 
a) 计 算 玩 家 中 大 奖 的 概率 。 
b) 当 匹配 前 5 个 数字 而 与 第 6 个 数字 不 匹配 时 ， 可 赢得 20 000 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 
c) 当 匹配 前 5 个 数字 中 的 3 个 而 与 第 6 个 数字 也 匹配 ， 或 者 匹配 前 5 个 数字 中 的 4 个 而 与 第 6 个 数字 
不 匹配 时 ， 可 赢得 100 美元 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 
d) 计 算 玩 家 在 匹配 前 5 个 数字 或 者 最 后 一 个 数字 的 3 个 数字 ， 则 算 中 奖 ， 计 算 中 这 个 奖 的 概率 。 
4. 一 手 13 张 牌 不 包含 对 的 概率 是 多 少 ? 
.5. 求 下 述 各 种 情况 下 的 概率 。 选 一 手 13 张 桥 牌 包含 
a) 全 部 13 张 红 心 。 b) 同 种 花色 的 13 张 牌 。 
ec)7 张 黑 桃 和 6 张 梅 花 。 d) 一 种 花色 的 7 张 牌 和 另 一 种 花色 的 6 张 牌 。 
e)4 张 方块 、6 张 红 心 、2 张 黑 桃 和 1 张 梅 花 。 
人 ?一 种 花色 的 4 张 牌 ， 第 二 种 花色 的 6 张 牌 , 第 三 种 花色 的 2 张 牌 ， 第 四 种 花色 的 1 张 牌 。 
6. 求 下 述 各 种 情况 下 的 概率 。 选 7 张 扑 克 牌 包含 


a)2 类 ， 其 中 一 类 4 张 ， 第 二 类 3 张 。 b)3 类 ， 其 中 一 类 3 张 ， 另 外 两 类 每 类 各 2 张 。 
c)4 类 ， 其 中 三 类 每 类 各 2 张 ， 第 四 类 1 张 。 d)5 类 ， 其 中 两 类 每 类 2 张 ， 另 三 类 每 类 3 张 。 
e)7 类 不 同 的 牌 。 f) 一 个 7 张 牌 的 同 花 。 

8g) 一 个 7 张 牌 的 顺 子 。 h) 一 个 7 张 牌 的 同花顺 子 。 


一 个 八 面体 仍 子 有 8 个 面 ， 面 上 的 数字 为 1 到 8。 
7. a) 当 掷 一 个 均匀 的 八 面 体 仍 子 时 ， 出 现 数字 的 期 望 值 是 什么 ? 
b) 当 掷 一 个 均匀 的 八 面体 仍 子 时 ， 出 现 数字 的 方差 是 什么 ? 
一 个 十 二 面体 山子 有 12 个 面 ， 面 上 的 数字 为 1 到 12。 
8. a) 当 撕 一 个 均匀 的 十 二 面体 山 子 时 ， 出 现 数 字 的 期 望 值 是 什么 ? 
b) 当 掷 一 个 均匀 的 十 二 面体 侦 子 时 ， 出 现 数字 的 方差 是 什么 ? 
9; 假设 撞 一 对 均匀 的 八 面 体 货 子 。 


a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 
10. 假设 掷 一 对 均匀 的 十 二 面体 仍 子 。 

a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 
11. 假设 一 个 均匀 的 标准 人 般 子 ( 立 方 体 ) 和 一 个 均匀 的 八 面体 山 子 一 起 掷 。 

a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 
12. 假设 一 个 均匀 的 八 面体 仍 子 和 一 个 均匀 的 十 二 面体 从 子 一 起 掷 。 

a) 出 现 数字 之 和 的 期 望 值 是 什么 ? b) 出 现 数字 之 和 的 方差 是 什么 ? 


13. 假设 xz 过 3) 个 人 玩 “ 单 人 出 局 ”的 游戏 确定 下 一 次 谁 买 饮料 ， 交 个 人 同时 掷 均 匀 的 硬币 ， 每 人 一 个 。 
如 果 除 了 一 个 以 外 其 余 所 有 硬币 的 结果 都 相同 ， 那 么 这 个 搓 出 不 同 结果 的 人 将 买 饮料 。 否 则 ， 这 些 
人 再 次 掷 硬 币 ， 直 到 出 现 一 个 硬币 与 其 他 所 有 的 硬币 结果 不 同 为 止 。 
a) 仅 仅 搓 一 次 硬币 ， 这 个 人 就 能 确定 下 来 的 概率 是 多 少 ? 
b) 第 次 掷 硬 币 时 ， 这 个 人 确定 下 来 的 概率 是 多 少 ? 
©) 从 个 人 中 确定 这 个 人 预期 需要 撕 多 少 次 硬币 ? 

14. 设 p 和 9g 是 素数 且 n 二 pg。 随机 选择 小 于 nn 的 正 整 数 不 被 之 或 4 整除 的 概率 是 多 少 ? 

* 15. 设 加 和 nn 是 正 整数 。 随 机 选择 小 于 mn 的 正 整 数 不 被 m 或 n 整除 的 概率 是 多 少 ? 
16. 设 EE，E;，-…，E; 是 n 个 事件 满足 p(E;) 二 0， i 二 1，2，…，n。 证 明 
plEifE NN:…NE,)=p(E)p(E; | ED) p(E, | 已 NE,)*…p(E, | 已; NE; M:N E,-) 

17. 在 盒子 里 有 3 张 卡片 ， 一 张 卡片 的 两 面 是 黑色 的 ， 一 张 卡片 的 两 面 是 红色 的 ， 第 三 张 卡片 的 一 面 是 
黑色 的 , 一面 是 红色 的 。 我 们 随机 取 一 张 卡片 并 且 只 看 它 的 一 个 面 。 
a) 如 果 这 个 面 是 黑色 的 ， 另 一 个 面 也 是 黑色 的 概率 是 多 少 ? 
b) 另 一 个 面 与 我 们 看 到 的 面 是 同色 的 概率 是 多 少 ? 

18. 当 一 个 均匀 的 硬币 被 毛 次 时 ， 头 像 向 上 和 头像 向 下 出 现 的 次 数 相等 的 概率 是 多 少 ? 

19. 一 个 随机 选择 的 10 位 二 进 制 串 出 现 回 文 的 概率 是 多 少 ? 
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20. 一 个 随机 选择 的 11 位 二 进 制 串 出 现 回 文 的 概率 是 多 少 ? 
21. 考虑 下 面 的 游戏 。 一 个 人 重复 撞 一 个 硬币 直到 头像 在 上 。 如 果 在 掷 第 二 次 时 第 一 次 出 现 头 像 在 上 ， 

他 就 得 到 2" 美元 。 

a) 设 X 是 等 于 这 个 人 所 赢得 钱 数 的 随机 变量 。 证 明 X 的 期 望 值 不 存在 ( 即 它 是 无 限 的 ) 。 “证明 一 个 人 
应 该 心甘情愿 地 赌 任意 多 的 钱 来 玩 这 个 游戏 (这 就 叫做 圣 。 匹 欧 堡 悖 论 )。 你 觉得 为 什么 它 叫做 
悖 论 ? 

b) 假 设 如 果 掷 第 8 次 之 前 出 现 第 一 个 头像 在 上 ， 这 个 人 就 接受 2" 美元 的 回报 ， 如 果 在 掷 第 8 次 或 者 
第 8 次 之 后 出 现 头像 ， 则 接受 2 一 256 美元 。 这 个 人 所 赢 钱 数 的 期 望 值 是 什么 ? 为 了 玩 这 个 游戏 ， 
一 个 人 应 该 心甘情愿 付 多 少 钱 ? 

22. 设 将 n 个 球 抛 进 5 个 箱子 使 得 每 个 球 等 可 能 地 落 入 任何 箱子 并 且 这 些 抛 放 是 独立 的 。 

a) 找 出 一 个 特定 的 球 落 入 一 个 特定 箱子 的 概率 。 

b) 落 入 一 个 特定 箱子 的 球 的 预期 数目 是 多 少 ? 

c) 直 到 一 个 特定 的 箱子 包含 一 个 球 为 止 ， 预 期 需要 投 多 少 个 球 ? 

* d) 直 到 所 有 的 箱子 都 包含 一 个 球 为 止 ， 预 期 需要 抛 多 少 个 球 ? [提示 : 设 X; 表示 一 旦 i 一 1 个 箱子 包 
含 一 个 球 ， 第 ;个 箱子 落 入 一 个 球 所 需要 抛掷 的 球 数 。 求 E(X;) 并 且 使 用 期 望 的 线性 性 质 。] 
23. 设 A 和 B 是 具有 概率 p(A)==3/4，p(B)==1/3 的 事件 。 

a) 最 大 的 p(A 门 B) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 pC(A 门 B) 都 是 可 
能 的 。 

b) 最 大 的 p(AUB) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 p(AUB) 都 是 可 
能 的 。 

24. 设 A 和 B 是 具有 概率 p(A)= 二 2/3，p(B)= 二 1/2 的 事件 。 
a) 最 大 的 p(A 门 B) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 p(AN 门 B) 都 是 可 


能 的 。 
b) 最 大 的 p(AUB) 可 能 是 多 少 ? 它 最 小 可 能 是 多 少 ? 举例 说 明 这 两 种 极端 情况 对 于 p(AUB) 都 是 可 
能 的 。 
25. 我 们 说 事件 已 ，E; ，…，E, 是 相互 独立 的 ， 如 果 p(E; 由 E;, 门 …\E, )=p(E; )p(E.,)*…p(E, )， 
其 中 局 是 整数 ，j 二 1，2，…，m， 满足 1<ii<is<…<in<n 且 mm 之 2。 


a) 写 出 三 个 事件 El 、E; 、Es 相互 独立 所 要 求 的 条 件 。 
b) 令 El 、E; 和 E; 分 别 是 掷 硬 币 第 1 次 出 现 正面 、 第 2 次 不 出 现 正面 和 第 3 次 不 出 现 正面 的 事件 。 
当 一 个 均匀 的 硬币 被 毛 3 次 时 ， Bi、 E,; 和 Es 相互 独立 吗 ? 
0) 令 El 、E; 和 EE, 分 别 是 掷 硬 币 第 1 次 出 现 正面 、 第 3 次 出 现 正面 和 出 现 偶数 个 正面 的 事件 。 当 一 
个 均匀 的 硬币 被 挪 3 次 时 ，E, 、E, 和 相互 独立 吗 ? 
d) 当 一 对 儿 硬 币 抛 毛 3 次 时 ， 设 El 、E, 和 屯 ; 分 别 是 掷 硬 币 第 1 次 出 现 正面 、 第 3 次 出 现 正面 ， 以 
及 恰好 有 一 个 第 1 次 和 有 一 个 第 3 次 出 现 正 面 的 事件 。E, 、E。 和 E， 是 两 两 独立 的 吗 ? 它们 是 相互 
独立 的 吗 ? 
e) 为 证 明 2 个 事件 是 相互 独立 的 ， 必 须 检 查 多 少 个 条 件 ? 
26. 设 A 和 B 是 样本 空间 S 中 的 事件 ， 且 p(A) 隆 0，p(B) 关 0。 证明: 如 果 p(B|A) 二 p(B), 则 p(A1B) 一 
力 (A) 。 
练习 27 是 关于 两 个 孩子 问题 ， 由 马丁 .加 恩德 (Martin Garnder) 于 1959 在 《科学 美国 人 》 
(Scientific American) 他 的 数学 专栏 上 提出 的 。 这 个 问题 是 :“ 我 们 在 大 街 上 遇 到 了 史密斯 先生 ， 他 带 
着 一 个 小 孩 ， 他 介绍 说 是 他 的 儿子 。 他 还 说 自己 有 两 个 孩子 。 问 史密斯 先生 另外 一 个 小 孩 是 男孩 的 
概率 ?” 我 们 将 证 明 ， 这 个 问题 是 不 明确 的 ,会 导致 一 个 悖 论 ， 这 个 问题 会 有 两 个 合理 的 答案 ， 我们 
将 说 明 如 何 使 之 更 明确 。 
* 27. a) 解 决 这 个 问题 有 两 种 方法 。 首 先 ， 考 虑 第 二 个 小 孩 的 性 别 概率 ， 其 次 通过 考虑 一 个 有 两 个 小 孩 的 
家 庭 小 孩 性 别 四 种 不 同 的 可 能 性 ， 确 定 一 个 不 同 的 概率 。 
b) 证 明 如 果 我 们 已 经 知道 史密斯 先生 随机 地 带 出 他 两 个 孩子 中 的 一 个 上 街 ， 那 么 这 个 问题 将 是 明确 。 
c) 这 个 问题 另 一 个 变化 的 版 本 是 “ 当 我 们 在 街 上 遇 到 史密斯 先生 ， 他 说 他 有 两 个 孩子 ， 至 少 有 一 个 是 


28. 


29. 
30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35., 
* 36. 
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儿子 ， 他 另 一 个 孩子 是 男孩 的 概率 是 多 少 ?解答 这 个 问题 ， 并 说 明 这 个 问题 是 明确 的 。 
2010 年 ， 迷 题 设计 者 加 扭 . 弗 西 (Gary FOshee) 提 出 了 一 个 问题 :“ 史 密斯 先生 有 两 上 和 孩子， 其 中 一 
个 是 儿子 ， 出 生 在 周二 ， 史 密斯 先生 有 两 个 儿子 的 概率 是 多 少 ?" 证 明 这 个 问题 有 两 个 不 同 的 答案 ， 
答案 取决 于 史密斯 先生 是 否 因为 出 生 在 星期 二 特别 提 到 他 的 儿子 ， 或 者 他 随机 地 选择 一 个 孩子 并 报 
出 他 的 性 别 和 出 生 在 周 几 。[ 对 于 第 一 种 可 能 性 ， 列 出 另 一 个 孩子 所 有 性 别 和 出 生 星 期 等 概率 的 可 能 
性 。 这 样 ， 首 先 考 虑 了 大 一 点 的 孩子 是 出 生 在 周二 的 男孩 的 情况 ， 然 后 大 一 点 的 孩子 出 生 在 周二 不 
是 男孩 的 情况 ,] 
设 X 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 。 证 明 V(aX 十 6)= 二 a*:V(X)， 其 中 a 和 2 是 实数 。 
用 切 比 雪夫 不 等 式 证 明 不 管 多 少 个 人 寄存 他 们 的 帽子 ， 当 帽子 寄存 人 随机 返回 帽子 时 有 多 于 10 个 人 
取 回 自己 帽子 的 概率 不 超过 1/100。[ 提 示 : 使 用 例 6 和 7.4 节 练习 43。] 
假设 至 少 一 个 事件 E(j 二 1，2，…，m) 保 证 出 现 ， 且 不 可 能 有 多 于 两 个 事件 出 现 。 证 明 : 如 果 对 
j= 二 1]，2,，…，m 有 pp(E;) 二 gq 且 对 1j<km 有 Pp(E 门 Ei)=r， 那么 g 宇 l1/m 和 且 rr 寺 2/m。 
证 明 : 如 果 m 是 正 整 数 ， 那 么 当 执 行 每 次 成 功 概率 为 p 的 独立 伯 努 利 试验 时 ， 在 第 m 十 n 次 试验 出 


现 第 mn 次 成 功 的 概率 是 (”” ，)arp” 


当 买 某 种 产品 时 你 可 以 得 到 nn 种 不 同 的 收藏 卡 作 为 奖品 。 假 设 每 次 你 买 这 种 产品 时 得 到 任何 类 型 的 
收藏 卡 是 等 可 能 的 。 设 X 是 随机 变量 ， 它 等 于 每 种 类 型 的 收藏 卡 至 少 得 到 一 张 而 需 购买 的 产品 数 ， 
Xi 是 随机 变量 ， 它 等 于 已 经 收集 到 j 种 不 同 的 卡 以 后 直到 再 得 到 一 张 新 卡 所 必须 再 购买 的 产品 数 ， 
pt NN 


到 证 明天 = 3 色 。 
b) 证 明 在 7 种 不 同 的 卡 已 经 得 到 以 后 ， 再 一 次 买 产品 时 ， 得 到 一 张 新 类 型 卡 具 有 的 概率 是 (2 一 


JD)V/mz。 
c) 证 明 : Xi 具有 参数 (一 7)/z 的 几何 分 布 。 


d) 使 用 al) 和 c) 证 明 ; E(X) = 二 n2》) 1/7 。 


@ 如 果 有 50 种 不 同类 型 的 卡 ， 使 用 近似 式 > 111 se Inn 十 y (其 中 y 一 0.57 721.… 是 欧 拉 常 数 ) 。 求 为 


得 到 每 种 类 型 的 卡 ， 你 需要 购买 产品 的 预期 数量 。 
极 大 可 满足 性 问题 需要 给 一 个 合 取 范式 形式 的 复合 命题 的 变量 赋 真 值 ( 即 这 个 命题 表示 为 子 句 的 合 
取 ， 每 个 子 句 是 两 个 或 更 多 的 变量 或 者 它们 的 非 的 析 取 式 )。 求 这 个 复合 命题 中 一 组 真 值 变量 的 赋值 
以 使 得 尽 可 能 多 的 子 名 为 真 。 例 如 在 以 下 句子 中 
(pVqACpVIO A HPV A HPVHI7) 
通过 对 p，g,， 7 的 真 值 赋值 可 以 有 三 个 为 真 ， 但 是 没有 四 个 为 真 。 我 们 将 证 明 用 概率 方法 可 以 提供 
由 于 变量 的 真 值 赋值 而 可 能 为 真 的 子 句 个 数 的 一 个 下 界 。 
a) 假 设 在 一 个 合 取 范式 的 复合 命题 中 有 7 个 变量 。 如 果 我 们 通过 撕 硬 币 随机 对 每 个 变量 赋值 ， 若 硬币 
出 现 头像 在 上 对 变量 赋 真 值 ， 若 头像 在 下 则 赋 假 值 。 对 ”个 变量 而 言 ， 每 种 可 能 赋值 的 概率 是 什么 ? 
b) 假 设 每 个 子 句 是 恰好 两 个 不 同 变量 或 者 它们 的 非 的 析 取 式 ， 给 定 a) 中 随机 的 真 值 赋值 ， 一 个 给 定 
子 句 为 真 的 概率 是 多 少 ? 
0) 假 设 在 复合 命题 中 有 DD 个 子 句 。 给 这 些 变 量 随机 地 进行 真 值 赋值 ， 这 些 子 句 中 预期 为 真 的 个 数 是 
多 少 ? 
d) 用 ec 证明 : 对 每 个 合 取 范式 的 复合 命题 ， 存 在 对 变量 的 一 组 真 值 赋值 ， 使 得 至 少 3/4 的 子 句 为 真 。 
当 一 副 有 52 张 的 标准 扑克 牌 由 4 个 选手 玩 儿 时 ， 每 个 选手 都 有 一 个 A 的 概率 是 多 少 ? 
下 面 的 方法 可 用 来 产生 具有 ?个 项 的 序列 的 随机 排列 。 首 先 ， 将 第 ”项 和 第 ~(z) 项 对 换 ， 其 中 r(n) 
是 满足 1 过 rn) 过 n 的 一 个 随机 整数 。 接 下 来 ， 将 所 得 序列 的 第 "一 1 项 和 第 rln 一 1) 项 对 换 ， 其 中 
rln 一 1 是 满足 1 过 rln 一 1) 过 n 一 1 的 一 个 随机 整数 。 继 续 这 一 过 程 ， 直 到 j 二 n 为止， 在 第 7 步 , 将 
所 得 序列 的 第 nn 一 j 十 1 项 和 第 rn 一 j 十 1) 项 对 换 ， 其 中 rn 一 十 1) 是 满足 1] 委 -~(2 一 /十 1) 委 2 一 /十 1 
的 一 个 随机 整数 。 证 明 : 遵循 这 一 方法 ， 序 列 中 各 项 的 n! 个 不 同 的 排列 中 的 每 一 个 排列 都 会 等 可 能 
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地 产生 。[ 提 示 : 利用 数学 归纳 法 ， 假 定 这 个 过 程 对 n 一 1 项 的 序列 所 产生 的 ”一 1 项 的 排列 中 的 每 一 
个 排列 出 现 的 概率 是 1/(n 一 1)1。] 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 
2. 
3。 


» 


给 定 实数 p，0 三 p 二 1， 生 成 来 自 具有 概率 p 的 伯 努 利 分 布 的 随机 数 。 

给 定 正 整 数 xn， 生成 集合 {1 ，2，3，…，n} 的 随机 排列 (参见 本 章 末 尾 补充 练习 32) 。 

给 定 正 整 数 m 和 nn， 生成 前 个 正 整 数 的 m 个 随机 排列 。 求 出 在 每 个 排列 中 的 逆序 数 并 确定 这 些 逆序 
的 平均 个 数 。 


. 一 个 不 均匀 的 硬币 其 头像 在 上 出 现 的 概率 为 加。 将 这 个 硬币 被 重复 掷 n(n 为 正 整数 ) 次 ， 并 确定 出 现 头 


像 在 上 的 次 数 。 显 示 累 积 的 结果 。 


， 给 定 正 整 数 n 和 m， 生 成 前 个 正 整数 的 m 个 随机 排列 。 使 用 插入 排序 排序 每 一 个 排列 ， 并 计数 用 到 


的 比较 次 数 。 确 定 在 所 有 m 个 排列 所 使 用 的 平均 比较 次 数 。 


. 给 定 正 整 数 n 和 m， 生 成 前 个 正 整 数 的 m 个 随机 排列 。 使 用 冒 泡 排 序 的 下 述 版 本 排序 每 个 排 


列 ， 当 一 次 巡回 完成 而 没有 交换 时 结束 ， 计 数 用 过 的 比较 次 数 。 确 定 在 所 有 m 个 排列 使 用 的 平 
均 比较 次 数 。 


.给 定 正 整 数 mx， 模拟 由 于 买 产 品 而 收集 得 到 的 卡片 ， 以 找 出 为 得 到 全 套 m 种 不 同 的 收藏 卡 必须 买 的 产 


品 数量 ( 见 补充 练习 33)。 


.给 定 正 整 数 m 和 nn， 模 拟 n 个 关键 字 的 放置 ， 其 中 具有 关键 字 的 一 个 记录 放 在 地 址 h(k) 二 有 mod m， 


并 且 确 定 是 否 至 少 存在 一 次 碰撞 。 
给 定 正 整 数 n， 找 出 从 集合 全，2，…，n) 选 中 的 6 个 数 就 是 被 机 器 选 出 的 中 彩 号 码 的 概率 。 


10. 模拟 蒙 地 厅 大 厦 3 门 问题 (参见 7. 1 节 例 10) 的 重复 试验 来 计算 每 种 策略 的 胜率 。 
11. 给 定 一 个 字 表 及 它们 出 现在 垃圾 邮件 和 没有 出 现在 垃圾 邮件 中 的 经 验 概率 ,确定 一 条 新 邮件 信息 是 


垃圾 邮件 的 概率 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


1, 
2. 


找 出 一 手 5 张 扑克 有 牌 的 各 种 类 型 的 概率 并 且 根 据 它们 的 概率 排列 这 些 类 型 。 

找 出 在 新 泽 西 六 合 彩 中 买 1 美元 奖 票 有 大 于 1 美元 的 中 奖 期 望 值 的 条 件 。 为 了 赢 奖 ， 不 管 数 的 次 序 ， 
你 必须 从 1 到 48 的 正 整数 中 ( 含 1 和 48 在 内 ) 选 中 被 抽出 的 6 个 数 。 奖 金 在 中 奖 的 人 中 平均 分 配 。 必 
须 考虑 抽奖 的 奖金 总 额 和 买 奖 票 的 人 数 。 


. 由 测试 大 量 随机 选择 的 整数 对 来 估计 随机 选择 的 2 个 整数 是 互 素 的 这 一 事件 的 概率 。 查 找 给 出 这 个 概 


率 的 定理 并 将 你 的 结果 与 正确 的 概率 做 比较 。 


. 确定 需要 多 少 人 ， 才 能 保证 其 中 至 少 2 个 人 的 生日 在 每 年 的 同一 天 的 概率 至 少 是 70%、80%、90%、 


95%、98% 和 99%。 


. 生成 前 100 个 正 整数 集合 的 100 个 随机 选择 的 排列 表 ( 参 见 本 章 末 尾 补充 练习 36)。 
. 给 定 一 组 邮件 信息 ， 且 每 组 信息 是 不 是 垃圾 邮件 都 已 经 确定 ， 根 据 这 些 信息 中 特定 字 的 出 现 情况 建立 


一 个 贝 叶 斯 过 滤器 。 


; 模拟 nn 个 人 的 单 人 出 局 过 程 ( 在 补充 练习 的 练习 13 中 描述 的 )， 其 中 3<n<10。 对 每 个 n 值 做 大 


量 试验 并 且 用 这 些 结果 估计 为 找到 这 个 出 局 的 单 人 预期 需要 掷 硬币 的 次 数 。 你 的 结果 与 7. 2 节 练 
习 29 的 结果 相符 吗 ? 假设 恰好 一 个 人 有 一 个 不 均匀 的 硬币 ， 其 头像 出 现 概率 p 取 0. 5， 那 么 结果 
又 是 怎样 呢 ? 

给 定 正 整数 上”， 模 拟 一 个 帽子 寄存 员 随 机 把 帽子 发 给 寄存 人 的 过 程 。 确 定 得 到 自己 帽子 的 人 数 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


也 


描述 概率 论 的 起 源 和 它 的 早期 应 用 。 
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. 描述 玩 轮 盘 赌 时 你 可 能 下 的 不 同 赌注 。 找 出 这 些 赌注 在 美国 玩法 ( 即 轮 盘 包 含 数 0 和 00 在 内 ) 的 概率 。 
对 你 来 说 什么 是 最 好 的 赌注 ? 什么 是 最 坏 的 赌注 ? 

. 讨论 当 你 玩 21 点 的 纸牌 游戏 和 卡 西 诺 纸牌 游戏 时 赢 的 概率 。 对 于 在 赌场 下 注 的 人 是 否 存在 一 种 赢 的 
策略 ? 

. 调查 双 货 子 赌博 游戏 并 且 讨 论 投手 赢 的 概率 ， 这 个 游戏 和 一 个 公平 的 游戏 有 多 接近 ? 

. 讨论 建立 成 功 的 垃圾 过 滤器 时 所 涉及 的 有 关 问 题 ， 以 及 当前 spammer 和 试图 过 滤 它 们 的 人 们 之 间 的 战 
争 情况 。 

. 讨论 著名 的 牛顿 - 佩 皮 斯 问题 的 历史 和 解答 ， 这 个 问题 问 下 述 情况 中 哪 种 最 可 能 出 现 : 当 掷 6 个 货 子 
时 至 少 出 现 一 个 6 点 ， 当 掷 12 个 货 子 时 至 少 出 现 两 个 6 点 ， 或 者 当 掷 18 个 货 子 时 至 少 出 现 3 个 6 点 ? 
. 解释 厄 多 斯 和 任 伊 是 怎样 首先 使 用 概率 方法 的 ， 并 且 描 述 这 个 方法 的 一 些 其 他 应 用 。 

.讨论 概率 算法 的 不 同类 型 并 且 描 述 每 种 类 型 的 某 些 实例 。 
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, 许多 计数 问题 用 第 6 章 讨论 的 方法 是 不 容易 求解 的 。 一 个 问题 是 : 有 多 少 个 n 位 二 进位 捉 
不 包含 两 个 连续 的 0? 为 求解 这 个 问题 ， 令 a, 是 这 种 位 二 进位 串 数 ， 可 以 证 明 ai 一 av 十 
4,-1。 这 个 等 式 叫做 递 推 关系 ， 它 和 初始 条 件 a 二 2、a 二 3 确定 了 序列 {a,}。 此 外 ， 从 这 个 与 
序列 的 项 有 关 的 等 式 可 以 找到 a, 的 显 式 公式 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 可 以 用 一 种 类 似 的 技术 
来 求解 许多 不 同 的 计数 问题 。 

我 们 将 讨论 两 种 在 算法 研究 中 最 重要 的 递 推 关 系 。 首 先 ， 我 们 将 介绍 称 为 动态 规划 的 重要 
算法 范式 。 遵 循 这 一 个 范式 的 算法 将 问题 分 为 重 释 的 子 问 题 。 通 过 递 推 关系 找到 子 问 题 的 解答 
方案 从 而 解 出 原始 问题 。 其 次 ， 我 们 将 介绍 另 一 个 重要 算法 范式 : 分 而 治之 。 遵 循 这 一 个 范式 
的 算法 将 问题 不 断 分 解 为 固定 数量 的 不 重合 的 子 问 题 直 到 这 些 子 问 题 被 直接 解决 。 这 些 算法 的 
复杂 度 可 以 采用 特别 的 递 推 关系 来 分 析 。 在 本 章 中 ， 我们 将 讨论 大 量 的 分 而 治之 算法 ， 并 用 递 
推 关 系 来 分 析 它 们 的 复杂 度 。 

我 们 也 将 看 到 ， 可 以 用 形式 寄 级 数 ( 也 叫做 生成 函数 ) 来 求解 许多 计数 问题 ， 其 中 工 的 震 的 
系数 代表 我 们 感 兴趣 的 序列 的 项 。 除 了 求解 计数 问题 外 ， 生 成 函数 还 可 用 于 求解 递 推 关 系 以 及 
证 明 组 合 恒等式 。 

许多 其 他 类 型 的 计数 问题 不 能 使 用 第 6 章 所 讨论 的 技术 求解 ， 例 如 : 有 多 少 种 方式 把 7 项 
工作 分 给 3 个 雇员 而 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 ? 有 和 多少 个 素数 小 于 1000? 可 以 通过 计数 
集合 并 集中 的 元 素数 来 求解 这 两 个 问题 。 我 们 将 开发 一 种 叫做 容 斥 原理 的 技术 来 计数 在 集合 并 
集中 的 元 素 个 数 ， 并 且 将 说 明 怎 样 用 这 种 技术 求解 计数 问题 。 

可 以 用 本 章 学 到 的 技术 与 第 6 章 的 基本 技术 一 起 求解 许多 计数 问题 。 


8. 1 递 推 关系 的 应 用 


8. 1.1 引言 

第 2 章 介 绍 了 怎样 递归 定义 一 个 序列 。 一 个 序列 的 递归 定义 指定 了 一 个 或 多 个 初始 的 项 以 
及 一 个 由 前 项 确定 后 项 的 规则 。 这 个 从 某 些 前 项 求 后 项 的 规则 就 叫做 递 推 关 系 。 如 果 一 个 序列 
的 项 满足 递 推 关 系 ， 则 这 个 序列 就 叫做 递 推 关 系 的 解 。 

本 章 我 们 将 研究 用 递 推 关 系 解决 计数 问题 。 如 一 群 细菌 的 数目 每 小 时 增加 一 倍 。 如 果 开 始 
有 5 个 细菌 ， 在 2 小 时 末 将 有 多 少 个 细菌 ? 为 求解 这 个 问题 ， 令 a, 是 n 小 时 末 的 细菌 数 。 因 为 
细菌 数 每 小 时 增加 一 倍 ， 只 要 ?是 正 整 数 ， 关 系 a, 二 2a,_ 1 就 成 立 。 对 所 有 的 非 负 整数 n， 这 个 
关系 和 初始 条 件 wm ==5 一 起 唯一 地 确定 了 a,。 我 们 可 使 用 第 2 章 中 的 迭代 方法 得 到 a, 的 公式 ， 
即 对 于 所 有 非 负 整数 n，a, 二 5，2”。 

某 些 计数 问题 不 能 用 第 6 章 给 出 的 技术 求解 ， 但 可 以 通过 找到 序列 的 项 之 间 的 关系 ， 如 在 
涉及 细菌 的 问题 中 的 关系 ， 即 递 推 关系 来 求解 。 我 们 将 研究 各 种 能 用 递 推 关 系 构造 模型 的 计数 
问题 。 在 第 2 章 中 ， 我 们 提出 解决 某 些 递 推 关系 的 方法 。 我 们 将 在 8. 2 节 研 究 一 些 方法 ， 针 对 
满足 某 类 递 推 关 系 的 序列 ， 求 出 序列 的 项 的 显 式 公 式 。 

本 节 最 后 ， 我 们 将 介绍 动态 规划 的 算法 范式 ， 在 解释 这 种 范式 原理 之 后 ， 将 给 出 例题 
说 明 。 
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8. 1.2 用 递 推 关系 构造 模型 

我 们 可 以 使 用 递 推 关 系 构造 各 种 问题 的 模型 ， 例 如 找 复 利 ( 见 2.4 节 例 11)、 计 数 岛 上 的 免 
子 、 确 定 汉 诺 塔 难题 的 移动 次 数 ， 以 及 计数 具有 确定 性 质 的 二 进位 串 。 

例 1 说 明了 怎样 用 递 推 关系 建立 关于 岛 上 兔子 数 的 模型 。 





例 1 免 子 和 斐 波 那 契 数 考虑 下 面 的 问题 ， 它 是 由 里 奥 那 多 ， 底 "比萨 ， 也 就 是 斐 波 那 


契 ， 于 13 世纪 在 《 算 书 》Liber abaci) 一 书 中 提出 来 的 。 一 对 刚 出 生 的 兔子 (一 公 一 母 ) 被 放 到 岛 
上 。 每 对 兔子 出 生 后 两 个 月 才 开 始 繁殖 后 代 。 如 图 1 所 示 ， 在 出 生 两 个 月 以 后 ， 每 对 兔子 在 每 
个 月 都 将 繁殖 一 对 新 的 兔子 。 假 定 兔子 不 会 死去 ， 找 出 对 个 月 后 关于 岛 上 兔子 对 数 的 递 推 
关系 。 
































税 雹 | 
| 2 
C2 
外 如 答 旭 锥 旭 4 
[L272 各 旭 三 旭 科 旭 ，， 
答 鸠 验 鸠 答 姓 乔 钥 错 夫 久久 
| 
图 1 岛 上 的 兔子 
解 用 f 表示 n 个 月 后 的 兔子 对 数 。 我 们 将 证 明 六 ,2 二 1，2，3， … 是 斐 波 那 自序 列 
的 项 。 


可 以 用 递 推 关系 建立 兔子 数 的 模型 。 在 第 1 个 月 末 ， 岛 上 的 兔子 对 数 是 户 =1。 由 于 这 对 
兔子 在 第 2 个 月 没有 繁殖 ， 所 以 f= 二 1。 为 找到 个 月 后 的 兔子 对 数 ， 要 把 前 一 个 月 岛 上 的 对 
数 f,_! 加 上 新 生 的 对 数 ， 而 这 个 数 等 于 f,-。， 因 为 每 对 两 个 月 大 的 兔子 都 生出 一 对 新 兔子 。 

因此 ， 序 列 {f,} 满 足 递 推 关 系 

= fait fs WS3 
和 初始 条 件 有 = 二 1 和 f; 二 1。 由 于 这 个 递 推 关 系 和 初始 条 件 唯一 地 确定 了 这 个 序列 ， 所 以 个 
月 后 岛 上 的 兔子 对 数 由 第 x 个 辈 波 那 契 数 给 出 。 4 
例 2 涉及 一 个 著名 的 难题 。 


例 2 汉 诺 塔 19 世纪 后 期 由 法 国 数学 家 埃 德 沃 德 ， 卢 卡 斯 发 明 的 一 个 流行 的 游戏 叫做 汉 


诺 塔 ， 它 由 安装 在 一 个 板 上 的 3 根 柱子 和 若干 大 小 不 同 的 盘子 构成 。 开 始 时 ， 这 些 盘子 按照 大 
小 的 次 序 放 在 第 一 根 柱 子 上 ， 大 盘子 在 底下 (如 图 2 所 示 ) 。 游 戏 的 规则 是 : 每 一 次 把 1 个 盘子 
从 一 根 柱子 移动 到 另 一 根 柱子 ， 但 是 不 允许 这 个 盘子 放 在 比 它 小 的 盘子 上 面 。 游 戏 的 目标 是 把 
所 有 的 盘子 按照 大 小 的 次 序 都 放 到 第 二 根 柱 子 上 ， 并 且 将 最 大 的 盘子 放 在 底部 。 

令 HH, 表示 解 导 个 盘子 的 汉 诺 塔 问题 所 需要 的 移动 次 数 。 建 立 一 个 关于 序列 { 所 ,的 递 推 
关系 。 

解 ” 开 始 时 nn 个 盘子 在 柱 1。 按 照 游 戏 规则 ， 我 们 可 以 用 五 ,-, 次 移动 将 上 边 的 mn 一 1 个 盘 
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子 移 到 柱 3( 图 3 说 明了 此 刻 的 柱子 和 盘子 )。 在 这 些 移动 中 保留 最 大 的 盘子 不 动 。 然 后 ， 我 们 
用 一 次 移动 将 最 大 的 盘子 移 到 第 二 根 柱子 上 。 我 们 可 以 再 使 用 五- 次 移动 将 柱 3 上 的 ”一 1 个 
盘子 移 到 柱 2， 把 它们 放 到 最 大 的 盘子 上 面 ， 这 个 最 大 的 盘子 一 直 放 在 柱 2 的 底部 。 容 易 看 出 ， 
使 用 更 少 的 步 数 是 不 可 能 求解 这 个 难题 的 。 这 就 证 明了 

得, 二 285 十 1 











柱 2“ 柱 3 
图 2 汉 诺 塔 的 初始 位 置 





柱 1 柱 2 柱 3 
3 汉 诺 塔 的 一 个 中 间 位 置 


初始 条 件 是 Hi 二 1， 因 为 依照 规则 一 个 盘子 可 以 用 1 次 移动 从 柱 1 移 到 柱 2。 
我 们 可 以 使 用 迭代 方法 求解 这 个 递 推 关系 。 
H,= 2H, 十 1 
=2(2H; sz 十 1) 十 1 = 2:His 十 2 十 1 
二 24(2 有 ,3 十 让 十 2 十 1 二 如 有 Hs 十 2 十 2 十 1 


sn D4 H' 92 十 2" 十 志和 十 2 十 1 
二 2 十 2 十 … 十 2 十 1 
一 2 一 1 
为 了 用 序列 前 面 的 项 表示 五 ,， 我 们 重复 地 用 到 这 个 递 推 关 系 。 在 倒数 第 二 个 等 式 中 用 了 
初始 条 件 H, =1。 最 后 一 个 等 式 是 基于 等 比 序列 的 求 和 公式 得 出 的 ， 这 个 公式 可 以 在 2.4 节 的 
定理 1 中 找到 。 
用 和 迭代 方法 找 出 了 具有 初始 条 件 Hi, 二 1 的 递 推 关系 及 ,二 2 昌 ,_, 十 1 的 解 。 这 个 公式 可 以 用 
数学 归纳 法 证 明 。 证 明 留 给 读者 作为 本 节 的 练习 1。 
关于 这 个 难题 有 一 个 古老 的 传说 ， 在 汉 诺 有 一 座 塔 ， 那 里 的 僧侣 按照 这 个 游戏 的 规则 从 一 
个 柱子 到 另 一 个 柱子 移动 64 个 金 盘子 ， 据 说 当 他 们 结束 游戏 时 世界 就 到 了 来 日 。 如 果 这 些 僧 


侣 1 秒 移动 1 个 盘子 ， 这 个 世界 将 在 他 们 开始 多 久 以 后 终结 ? 
根据 这 个 显 式 公式 ， 人 僧侣 需要 
2“4 一 1 一 18 446 744 073 709 551 615 
次 移动 来 搬 这 些 盘 子 。 每 次 移动 需要 1 秒 ， 他 们 将 用 5000 亿 年 来 求解 这 个 难题 ， 因 此 这 个 世 
界 的 寿命 应 该 相当 长 。 4 


评注 许多 人 研究 了 源 自 例 5 所 述 汉 诺 塔 难题 的 各 种 问题 。 某 些 问题 用 到 更 多 的 柱 
子 ， 某 些 问 题 允 许 同 样 大 小 的 盘子 ， 某 些 问 题 对 盘子 的 移动 类 型 加 以 限制 。 一 个 最 古 
老 和 最 有 趣 的 问题 是 雷 夫 难题 8 ， 它 是 1907 年 由 享 利 。 杜 德 尼 在 他 的 《坎特伯雷 迷 
题 》(Canterbury Puzzle) 一 书 中 提出 来 的 。 这 个 难题 是 雷 夫 提出 的 ， 他 让 一 个 朝圣 者 把 
一 堆 各 种 大 小 的 奶酪 从 4 个 营 子 中 的 一 个 移 到 另 一 个 ， 移 动 中 不 允许 把 直径 较 大 的 奶 
酷 放 在 较 小 的 奶酪 上 面 。 如 果 用 柱子 和 盘子 的 概念 米 表 述 雷 夫 难 题 ， 除 了 使 用 4 根 柱 
子 之 外 ， 其 他 和 汉 诺 塔 的 规则 一 样 。 你 可 能 会 奇怪 没有 人 能 够 确定 求解 即 个 盘子 的 雷 
夫 难 题 所 需要 的 最 少 移动 次 数 。 但 是 ， 存 在 一 个 猜想 ， 至 今 已 经 超过 50 年 了 。 这 个 
猜想 认为 所 需 移动 的 最 少 次 数 等 于 由 弗 雷 姆 (Frame) 和 斯 图 尔 特 (Stewart) 在 1939 年 
发 明 的 算法 所 使 用 的 移动 次 数 。( 更 详细 的 信息 参见 本 节 示 的 练习 38 一 45 和 [St94]。) 


例 3 说 明了 怎样 用 递 推 关系 计数 具有 指定 长 度 和 某 种 性 质 的 二 进 制 位 串 。 

例 3 对 于 不 含 2 个 连续 0 的 n 位 二 进 制 位 串 的 个 数 ， 找 出 递 推 关系 和 初始 条 件 。 有 多 少 
个 这 样 的 5 位 二 进 制 位 串 ? 

解 ” 设 a, 表示 不 含 2 个 连续 0 的 nn 位 二 进 制 位 串 数 。 为 得 到 一 个 关于 {a,} 的 递 推 关系 ， 由 
求 和 法 则 ， 不 含 2 个 连续 0 的 半 位 二 进 制 位 串 的 个 数 等 于 以 0 结尾 的 这 种 二 进 制 位 串 数 加 上 以 
1 结尾 的 这 种 二 进 制 位 串 数 。 我 们 将 假定 x 三 3， 二 进 制 位 串 至 少 有 3 位 。 

精确 地 说 ， 不 含 2 个 连续 0 并 以 1 结尾 的 nn 位 二 进 制 位 串 就 是 在 不 含 2 个 连续 0 的 ?一 1 位 
二 进 制 位 串 的 尾部 加 上 一 个 1。 因此 存在 a,-_i 个 这 样 的 二 进 制 位 串 。 

不 含 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 nn 位 二 进 制 位 串 在 它们 的 n 一 1 位 必须 是 1; 否则 它们 就 将 以 
2 个 0 结尾。 因而， 精确 地 说 ， 不 含 2 个 连续 0 并 以 0 结尾 的 nn 位 二 进 制 位 串 就 是 在 不 含 2 个 
连续 0 的 n 一 2 位 二 进 制 位 串 的 尾部 加 上 10。 因 此 存在 a,_: 个 这 样 的 二 进 制 位 串 。 

如 图 4 所 示 ， 可 以 断言 对 于 zx 之 3， 有 

a = 


不 含 2 个 连续 0 的 n 
位 二 进 制 位 串 个 数 : 


下 含 2 0 
虽 2 0 


总 共 : A = Qn-1+ An2 
图 4 计数 不 含 2 个 连续 的 0 的 nn 位 二 进 制 位 串 


初始 条 件 是 w 二 2， 因 为 1 位 的 二 进 制 位 串 是 0 和 1， 没 有 连续 的 2 个 0。 而 a 二 3， 因 为 2 
位 的 二 进 制 位 串 中 满足 条 件 的 是 01、10 和 11。 使 用 3 次 递 推 关 系 就 可 得 到 as 
ai 一 az 十 al 一 3 十 2 一 5 
wa 一 ai 十 a 一 5 十 3 一 8 





加 雷 夫 (Reve)， 更 常见 的 是 拼写 为 reeve， 这 个 词 在 古代 是 指 地 方 长 官 (governor)。 


us 有 


tr My 
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一 4 十 ai 一 8 十 5 一 13 本 


评注 注意 {a,} 和 斐 波 那 契 序列 满足 同样 的 递 推 关系 。 因 为 四 一 户 且 几 王 户 ， 从 而 
有 a, 二 frz。 


例 4 说 明 怎 样 用 递 推 关 系 建立 编码 字数 的 模型 ， 这 种 编码 字 是 通过 确定 的 正确 性 检测 所 人 允 
许 的 。 

例 4 编码 字 的 枚 举 计算 机 系统 把 一 个 十 进 制 数字 串 作为 一 个 编码 字 ， 如 果 它 包含 偶数 
个 0， 就 是 有 效 的 。 例 如 ，1230407869 是 有 效 的 ， 而 120987045608 不 是 有 效 的 。 设 a, 是 有 效 
的 n 位 编码 字 的 个 数 。 找 出 一 个 关于 a, 的 递 推 关 系 。 

解 注意 ww 王 9， 因 为 存在 10 个 1 位 十 进 制 数字 串 ， 并 且 只 有 一 个 ， 即 串 0 是 无 效 的 。 通 
过 考虑 怎样 由 n 一 1 位 的 数字 串 构 成 一 个 半 位 有 效 数 字 串 ， 就 可 以 推导 出 关于 这 个 序列 的 递 推 
关系 。 从 少 1 位 数字 的 串 构 成 % 位 有 效 数字 串 有 两 种 方式 。 

第 一 种 ， 在 一 个 n 一 1 位 的 有 效 数 字 串 后 面 加 上 一 个 非 0 的 数字 就 可 以 得 到 一 个 位 的 有 
效 数 字 串 。 加 这 个 数字 的 方式 有 9 种 。 因 此 用 这 种 方法 构成 n rp 

第 二 种 ， 在 一 个 无 效 的 ”一 1 位 数字 串 后 面 加 上 一 个 0 就 可 以 得 到 位 有 效 的 数字 串 。 
将 产生 具有 偶数 个 0 的 串 ， ed ee 可 和 
n 一 1 位 数字 串 的 个 数 。 因 为 存在 10 一 个 x 一 1 位 数字 串 ， 其 中 有 a,_; 个 是 有 效 的 ， 所 以 通过 在 
无 效 的 n 一 1 位 数字 串 后 面 加 上 一 个 0 就 可 以 得 到 10 一 :一 ai 个 对 位 的 有 效 数 字 串 。 

因为 所 有 的 ”位 有 效 数 字 串 都 用 这 两 种 方式 之 一 产生 ， 所 以 存在 

& =9a 1 (10"™ — a,._i) 


一 8c，; 十 10"! 

个 对 位 有 效 数字 串 。 4 

例 5 中 的 递 推 关 系 在 许多 不 同 的 场合 都 可 以 见 到 。 

例 5 求 关 于 C, 的 递 推 关 系 ， 其 中 C, 是 通过 对 ?十 1 个 数 xz。，zl， x，，…。，z, 的 乘积 中 
加 括号 来 规定 乘法 的 次 序 的 方式 数 。 例 如 ，C: 二 5， 因 为 对 zx,。， zi1， zs， zs 有 5 种 加 括号 的 方 
式 来 确定 乘法 的 次 序 : 

COR wm me om (Wh ss ds, a 
sa I Wi Rs Cy md) 

解 为 了 求 关于 记 的 递 推 关 系 ， 我 们 注意 无 论 怎样 在 z。， zl， zx,，…。 x, 中 插入 插 号 总 
有 一 个 “。 ”运算 符 留 在 所 有 括号 的 外 边 ， ee 次 乘法 的 运算 符 。[ 例 如 ,在 (zxo。* (zo 
。 zz))。zs 中 的 最 后 一 个 运算 符 ， 在 (x。。， (xz,。 xz;) 中 的 第 二 个 运算 符 。] 这 个 最 后 的 运算 


符 出 现在 nn 十 1 个 数 中 的 两 个 数 之 间 ， a Zh 和 zi 之 间 。 当 最 后 的 运算 符 出 现在 zx 和 Zi 
之 间 时 ， 存 在 CC，，; 种 方式 插入 括号 来 确定 n 十 1 个 数 被 乘 的 次 序 ， 因 为 有 C 种 方式 在 乘积 
To。 XT1，…。ZX4 中 插入 插 号 来 确定 这 十 1 个 数 的 乘法 次 序 ， 所 以 有 C, -ci 种 方式 在 乘积 zt * 
zu。…。，z 中 插入 括号 来 确定 这 一 上 个 数 的 乘法 次 序 。 由 于 这 个 最 后 的 运算 符 可 能 出 现在 
?十 1 个 数 的 任 两 个 数 之 间 ， 所 以 





BO ON GR A SRY a RN 
= 中 0 
注意 初始 条 件 是 C, 一 1 和 C 一 1。 4 
这 个 递 推 关系 可 以 用 生成 函数 的 方法 求解 ， 这 种 方法 将 在 8.4 节 讨论 。 可 以 证 明 C,=C 
(2mz，7)/(Cz 十 1)。( 见 本 节 的 练习 41。) 并 且 C, 一 二 计 ( 参 见 [GrKnPag4])。 


序列 {C,} 是 卡 塔 兰 (Catalan) 数 的 序列 。 这 个 序列 是 除了 上 例 之 外 的 许多 不 同 计数 问题 的 解 
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(细节 见 LMiRo91] 或 [Ro84a] 中 有 关卡 塔 兰 数 的 一 章 )。 


8. 1.3 算法 与 递 推 关系 

递 推 关系 在 一 些 算 法 研究 和 算法 复杂 度 方面 起 着 重要 作用 。 在 8. 3 节 ， 我 们 将 说 明 如 何 使 
用 递 推 关系 分 析 分 而 治之 算法 的 时 间 复 杂 度 ， 如 在 5.4 节 中 的 归并 排序 算法 。 可 以 在 8. 3 节 看 
到 ， 分 治 算法 递归 地 将 一 个 问题 分 解 为 一 个 固定 数量 的 非 重生 的 子 问题 直到 子 问 题 简单 到 可 以 
直接 求解 。 我 们 在 本 节 的 最 后 将 介绍 另 一 种 计算 范式 : 动态 规划 ， 它 可 以 有 效 地 用 于 解决 许多 
优化 问题 。 

遵循 动态 规划 范式 的 算法 是 将 问题 递归 地 分 解 为 更 简单 的 重 毒 子 问题 ， 通 过 子 问 题 的 解决 
来 解决 原 问题 。 一 般 地 ， 递 推 关系 用 于 通过 子 问题 求解 全 局 问题 的 解决 方法 。 动 态 规划 已 经 用 
于 解决 广泛 领域 的 一 些 重要 问题 ， 包 括 经 济 、 计 算 机 视觉 、 语 音 识 别 、 人 工 智 能 、 计 算 图 形 学 
和 生物 信息 学 。 在 本 节 中 我 们 将 说 明 运 用 动态 规划 设计 算法 解决 调度 问题 。 在 此 之 前 ， 我 们 将 
介绍 动态 规划 这 个 名 称 的 有 趣 来 源 ， 它 由 数学 家 理 查 德 * 贝尔 曼 在 20 世纪 50 年 代 提 出 。 贝 尔 
曼 当 时 在 RAND 公司 工作 ,参与 美国 军 方 的 一 个 项 目 。 当 时 ， 美国 国防 部 对 数学 研究 有 反感 。 
贝尔 曼 为 了 保证 获得 资助 ， 他 必须 想 一 个 与 数学 无 关 的 用 于 解决 调度 和 规划 问题 的 名 字 。 他 决 
定 用 一 个 形容 词 ， 动 态 。 因 为 如 他 所 说 “使 用 动态 这 个 单词 不 可 能 有 贬义 ”， 他 认为 “动态 规划 
连 国会 都 不 会 反对 的 ”。 

动态 规划 实例 说明 动 态 规划 的 问题 与 3. 1 节 中 例 7 相关 。 那 个 问题 的 目标 是 在 一 个 讲座 
厅 中 安排 尽 可 能 多 的 讲座 。 这 些 讲座 预 设 了 开始 和 结束 时 间 。 一 旦 一 个 讲座 开始 ， 它 将 进行 直 
到 结束 。 两 个 讲座 不 可 以 安排 在 同一 时 间 段 内 ， 一 个 讲座 可 从 另 一 个 讲座 结束 时 开始 。 在 5.1 
节 例 12 我 们 提出 了 一 种 贪心 算法 可 以 得 到 一 个 优化 的 安排 。 现 在 我 们 的 目标 不 是 安排 尽 可 能 
多 的 讲座 ， 而 是 尽 可 能 多 地 合并 已 规划 讲座 的 参与 者 。 

我 们 形式 化 这 个 问题 : 设 有 个 讲座 ， 讲 座 j 开 始 于 时 间 t;， 结 束 于 时 间 e;， 有 ww; 个 学 生 
参与 。 我 们 需要 规划 最 大 的 参与 学 生 人 数 。 即 我 们 希望 规划 一 组 讲座 使 得 在 所 有 安排 的 讲座 中 
zi 之 和 最 大 。( 注 意 当 一 个 学 生 参 与 了 多 个 讲座 时 ， 这 个 学 生 通 过 他 参与 讲座 数 来 计数 。) 我 们 
用 T(j) 来 表示 由 一 个 优化 调度 得 到 的 从 第 一 个 j 讲座 开始 的 最 大 参与 总 数 ，T(n) 就 是 一 个 优 
化 调度 得 到 的 对 于 所 有 nn 个 讲座 的 最 大 参与 总 数 。 


Lng 


尤 金 ， 查尔斯 。 卡 塔 兰 (Eugene Charles Catalan，1814 一 1894) 尤 金 ， 卡 塔 兰 出 
生 在 布 鲁 日 ， 当 时 法 国 的 一 部 分 。 他 的 父亲 在 巴黎 成 为 了 一 个 成 功 的 建筑 师 ， 当 时 尤 
金 还 是 一 个 小 男孩 。 希 望 跟随 父亲 的 脚步 ， 卡 塔 兰 进入 巴黎 学 校 学 习 设计 。15 岁 时 ， 
他 赢得 了 一 个 给 他 的 设计 学 校 同 学 教 几何 的 工作 。 毕 业 后 ， 卡 塔 兰 进入 了 一 所 美术 学 
院 ， 但 因为 他 对 数学 的 兴趣 ， 他 的 导师 建议 他 进入 巴黎 理工 学 院 。 他 成 为 理工 学 院 的 
一 名 学 生 ， 但 学 习 一 年 后 ， 他 因为 政治 原因 而 被 开除 ， 然 而 ， 他 又 重新 人 学 ， 并 于 
1835 年 毕业 ， 还 赢得 了 马 恩 河畔 沙 隆 学 院 的 一 个 职位 。 

1838 年 ， 卡 塔 兰 回 到 巴黎 ， 那 里 ， 他 与 另外 两 位 数学 家 斯 特 姆 和 刘 维 尔 成 立 一 个 筹备 学 校 。 教 学 很 
短 的 时 间 后 ， 他 在 巴黎 综合 理工 学 院 任 命 一 个 职位 。1841 年 ， 他 获得 了 理工 学 院 博士 学 位 ， 但 他 赞成 法 
国共 和 国 的 政治 活动 伤害 了 他 的 职业 前 景 。1846 年 卡 塔 兰 在 查理 曼 学 院 得 到 了 一 个 职位 ，1849 年 他 被 委 
派 到 圣路易斯 中 学 。 然 而 ， 当 卡 塔 兰 没有 按 要 求 对 新 皇帝 路 易 一 拿破仑 波 拿 巴 效忠 宣誓 ， 他 失去 了 工作 。 
在 这 后 的 13 年 中 ， 他 一 直 没 有 固定 的 工作 。 最 后 ，1865 年 ， 他 被 任命 为 比利时 列 日 大 学 的 数学 主任 ， 
他 在 这 个 位 置 直到 于 1884 年 退休 。 

卡 塔 兰 在 数论 和 连 分 数 的 相关 课题 做 出 了 许多 贡献 。 他 在 解决 使 用 非 交 叉 对 角 线 分 割 多 边 形 成 为 三 
角形 问题 时 ， 定 义 了 卡 塔 兰 数 。 卡 塔 兰 制定 的 卡 塔 兰 猜想 也 非常 著名 。 这 个 猜想 是 只 有 8 和 9 是 唯一 的 
连续 整数 寡 ， 直 到 2003 年 才 证 明 这 个 猜想 。 卡 塔 兰 写 了 许多 教科 书 ， 其 中 有 的 颇 为 流行 并 且 有 的 出 版 了 
多 达 12 个 版 本 。 也 许 这 本 教科 书 将 有 出 版 第 12 版 的 一 天 ! 
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我 们 首先 将 讲座 结束 时 间 升 序 排序 。 此 后 ,我们 重新 编号 讲座 ，e, 过 e; 二 … 二 6,。 我 们 说 
两 个 讲座 是 相 容 的 当 它 们 能 成 为 一 个 规划 的 一 个 部 分 。 即 ， 它 们 的 时 间 不 会 重 释 。( 不 同 于 一 
个 结束 同时 男 一 个 开始 。) 对 于 。 委 5， 我 们 定义 p(j) 为 最 大 整数 i，i 二 ;， 如 果 这 个 整数 存在 ; 
否则 p( 站 二 0。 这 样 ， 如 果 存 在 ， 讲 座 p(7) 是 在 与 讲座 7 相 容 的 在 讲座 7 前 结束 的 结束 最 晚 的 
讲座 。 否 则 p(j) 二 0， 这 样 的 讲座 不 存在 。 


p(7)=4 
p(6)=2 
p(5)=0 
p(4)=0 
p(3)=1 
p(2)=0 





p(1)=0 


MD Cie) 所 ) vy 区 ) (WR) KY) KY) tt 
oY oY ANNA NO WAY VC NC AC 
图 5 一 个 展示 p(h) 值 的 讲座 规划 
例 6 考虑 7 个 讲座 开始 和 结束 时 间 ， 如 图 5 所 示 。 


讲座 1: 开始 8: 00C 上 午 )， 结 束 10 : 00C 上 午 ) 讲座 5: 开始 8 : 30C 上 午 ),， 结束 2 : 00( 下 午 ) 
讲座 2: 开始 9: 00( 上 午 )， 结 束 11 : 00( 上 午 ) 讲座 6: 开始 11 : 00( 上 午 ), 结束 2 : 00( 下 午 ) 
讲座 3: 开始 10 : 30( 上 午 )， 结 束 12 : 00( 中 午 ) 讲座 7: 开始 1 : 00( 下 午 )， 结 束 2 : 00( 下 午 ) 
讲座 4: 开始 9 : 30( 上 午 )， 结 束 1 : 00 下 午 
计算 207)， 对 于 7 一 1，2…7。 

inns 





理 查 德 . 贝尔 曼 (Richard Bellman，1920 一 1984) ” 理 查 德 * 贝尔 曼 ， 出 生 在 布 鲁 
克 林 ， 他 的 父亲 开 了 一 家 杂货 店 ， 作 为 一 个 孩子 时 ， 他 花 了 很 多 时 间 在 纽约 的 博物 馆 
和 图 书馆 。 高 中 毕业 后 ， 他 在 布鲁克 林学 院 学 习 数 学 ， 并 于 1941 年 毕业 。 他 开始 在 
约翰 霍 普 金 斯 大 学 读 研究 生 ， 但 由 于 战争 ， 他 离开 约翰 霍 普 金 斯 大 学 在 威斯康星 大 学 
教 电子 学 。 他 可 以 在 威斯康星 大 学 继续 数学 研究 ， 并 在 此 于 1943 年 获得 了 硕士 学 位 。 
后 来 ， 贝 尔 曼 进入 普林斯顿 大 学 ， 针 对 一 个 特殊 的 美国 陆军 计划 进行 教学 。1944 年 年 
底 ， 他 应 征 入 伍 。 他 被 分 配 到 洛斯 阿拉 莫 斯 国家 实验 室 参 与 曼哈顿 计划 。 那 里 ， 他 研 
究 理论 物理 。 战 争 结束 后 ， 他 回 到 普林斯顿 大 学 ， 并 在 1946 年 获得 博士 学 位 。 

在 普林斯顿 大 学 任教 较 短 的 时 间 后 ， 他 移居 到 美国 斯 坦 福 大 学 ， 那 里 他 获得 了 终身 教 职 。 在 斯 坦 福 
大 学 ， 他 着 迷 于 数论 研究 。 然 而 ， 贝 尔 曼 更 集中 于 现实 世界 中 所 产生 的 数学 问题 。1952 年 ， 他 加 入 了 兰 
德 公司 ， 研 究 多 级 决策 过 程 、 运 筹 学 问题 以 及 在 社会 科学 和 医学 中 的 应 用 。 他 在 兰 德 公司 参与 了 多 个 军 
事项 目的 研究 ，1965 年 他 离开 兰 德 公司 ， 成 为 南 加 州 大 学 数学 、 电 气 、 生 物 医 学 工程 和 医学 教授 。 

在 20 世纪 50 年 代 ， 贝 尔 曼 率 先 在 大 范围 的 场景 下 使 用 早先 发 明 的 动态 规划 。 他 在 随机 控制 流程 方面 的 工 
作 也 是 众所周知 的 ， 他 引入 了 贝尔 曼 方程 。 他 创造 了 维 数 灾难 一 词 用 于 描述 在 空间 中 增加 额外 维度 引起 的 指数 
数量 增加 的 问题 。 他 写 了 惊人 数量 的 书籍 和 合 著 论 文 ， 其 中 大 多 数 针对 工业 生产 和 经 济 系统 。 他 的 工作 使 得 计 
算 技 术 在 各 种 领域 得 到 应 用 ， 这 些 领域 从 空间 飞行 器 的 制导 系统 设计 ， 到 网 络 优化 ， 甚 至 涉及 病虫害 防治 。 

不 幸 的 是 ，1973 年 贝尔 曼 被 诊断 出 患 有 脑 瘤 。 虽 然 它 被 成 功 摘除 ， 并 发 证 给 他 留 下 了 严重 残疾 。 幸 
运 的 是 ， 在 他 余下 的 10 年 里 ， 他 尝试 着 继续 他 的 研究 和 写作 。 贝 尔 曼 获得 了 许多 奖金 和 奖项 ， 其 中 包括 
第 一 届 诺 伯 特 。 维 纳 应 用 数学 奖 和 IEEE 金奖 荣誉 。 他 被 选 人 美国 国家 科学 院 。 他 被 认为 具有 很 高 的 成 
就 、 勇 气 和 令 人 钦佩 素质 。 贝 尔 曼 是 两 个 孩子 的 父亲 。 
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解 ” 我 们 可 以 得 到 p(1)==0 和 p(2) 二 0。 因 为 没有 讲座 结束 时 间 在 这 两 个 讲座 开始 之 前 。 
可 得 到 p(3) 二 1， 因 为 讲座 3 和 讲座 1 是 相 容 的 。 但 讲座 3 和 讲座 2 不 相 容 。p(4) 二 0 因为 讲 
座 4 与 讲座 1、2、3 都 不 相 容 。p(5) 二 0 因为 讲座 5 与 讲座 1、2、3、4 都 不 相 容 。p(6) 一 2 因 
为 讲座 6 和 讲座 2 是 相 容 的 。 但 讲座 6 和 讲座 3、4、5 不 相 容 。 最 后 p(7) = 二 4， 因 为 讲座 7 和 
讲座 4 是 相 容 的 。 但 讲座 7 和 讲座 5、6 不 相 容 。 

为 了 设计 一 个 解决 这 个 问题 的 动态 规划 算法 ， 我 们 首先 提出 一 个 关键 的 递 推 关系 。 首 先 注 
意 j 二 x。 对 于 第 一 个 j 讲座 ， 有 两 种 可 能 的 优化 调度 (注意 ， 我 们 已 经 将 nn 个 讲座 按 结束 时 间 
升序 排序 )， (i 让) 讲座 j 属于 优化 调度 ;或 者 (iD 它 不 属于 。 

情况 (iD : 我 们 知道 讲座 p()) 十 1，…，j 一 1 不 可 能 属于 这 个 规划 ， 因 为 这 些 讲座 与 讲座 7 
都 不 相 容 。 进 一 步 ， 在 优化 调度 中 的 其 他 讲座 必定 包括 了 讲座 1，2，…，z(7) 的 一 个 优化 调 
度 。 因 为 如 果 对 于 1]1，2,，…，p(j) 有 更 好 的 优化 调度 ， 通 过 加 上 讲座 7， 我 们 将 得 一 个 比 总 体 
优化 调度 更 好 的 规划 。 所 以 ， 在 情况 G) 下 ，T())==w 十 T(p(j))。 

情况 (ii) : 当 讲 座 j 不 属于 一 个 优化 调度 时 ， 讲座 1，2,，…j 的 优化 调度 就 与 讲座 1， 
2，…,j 一 1 的 一 样 。 因 此 ， 在 情况 (GD 下 ，TGO)=TG 一 1) 。 结 合 情 况 (人 D 和 (iD ， 可 得 到 一 个 递 
推 关 系 : 

T())=max(w,++ T(p(j)), TO—1)) 

现在 我 们 得 到 这 个 递 推 关系 ， 我 们 将 设计 一 个 有 效 算法 。 算 法 1， 计算 最 大 的 参与 总 数 。 
我 们 在 计算 之 后 通过 保存 每 一 个 来 保证 这 个 算法 是 有 效 的 。 这 样 允 许 我 们 可 以 只 计算 T(j) 一 
次 。 如 果 不 这 样 ， 算 法 将 有 指数 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 。 保 存 每 一 次 计算 值 的 过 程 称 为 记忆 ， 对 
于 提高 递归 算法 效率 是 很 重要 的 技术 。 








算法 1 调度 讲座 的 动态 规划 算法 
Procedure Maximum Attendees(s1 ，ss，*"…，5,; 讲座 的 开始 时 间 ; el ，e ，…，e : 讲座 的 结束 时 间 ; 
Ww Wa Tr: 讲座 的 参加 人 数 ) 


将 讲座 按 结 束 时 间 排 序 ， 并 重新 标记 讲座 保证 e1 二 ez 二 … 达 ee， 
For 7 :一 1 ton 
If 没有 任务 i i<j 与 任务 ) 相 兼 容 ; 
p(7)=0 
else p(j) :二 max{i|i<<j 并 且 任务 ;与 任务 ) 相 兼 容 } 
T(0) 二 人 
for ; :一 1 ton 
TO) :=max(w;T T(p(7)), T(I—1)) 
return T(n){T(n) 是 最 大 的 参加 人 数 } 








Es | 





在 算法 1 中 ,我 们 通过 一 个 讲座 调度 方案 确定 最 大 的 参与 人 数 ， 但 我 们 不 能 找到 获得 最 大 
人 数 的 调度 方案 。 为 了 找到 这 个 调度 方案 ， 我 们 用 到 这 个 事实 : 对 于 第 一 个 7 讲座 ， 讲 座 7 属 
于 一 个 优化 方案 当 且 仅 当 w; 十 T(p(j))) 宇 TC 一 1)。 我 们 将 这 个 问题 留 在 练习 53， 基 于 这 个 观 
察 设计 一 个 算法 确定 哪些 讲座 应 该 在 获得 最 大 参与 人 数 的 调度 方案 中 。 

算法 1 是 动态 规划 的 一 个 好 例子 ， 因 为 通过 重 释 的 子 问 题 的 优化 方案 找到 了 最 大 参与 人 
数 。 每 一 个 子 问题 确定 第 一 个 7 讲座 的 最 大 参与 人 数 ，1 二 j 二 n 一 1。 其 他 动态 规划 例子 参见 练 
习 56 和 练习 57 以 及 补充 练习 14 和 练习 17。 


练习 
1. 用 数学 归纳 法 验证 在 例 2 导出 的 求解 汉 诺 塔 难 题 所 需 移 动 次 数 的 公式 。 
2. a) 找 到 一 个 关于 nn 元 素 集合 的 排列 数 的 递 推 关系 。 

b) 通 过 迭代 用 这 个 递 推 关 系 求 革 元素 集 合 的 排列 数 。 
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. 一 台 出 售 邮 票 簿 的 售 货 机 只 接受 1 美元 硬币 、1 美元 纸币 以 及 5 美元 纸币 。 


a) 找 出 与 放 nn 美元 到 这 台 售 货机 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 ， 这 里 要 考虑 硬币 和 纸币 放 入 的 次 序 。 
b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 一 本 邮票 短 需 10 美元 ， 有 多 少 种 方式 付款 ? 


. 一 个 国家 使 用 的 硬币 价值 为 1 比索 、2 比索 、5 比索 和 10 比索 ,纸币 的 价值 为 5 比 案 、10 比索 、20 比索 、 


50 比索 和 100 比 案 。 如 果 考 虑 付 硬币 和 纸币 的 次 序 ， 求 一 个 与 付 比索 账单 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 


5. 如 果 考 虑 付 硬币 和 纸币 的 次 序 ， 那么 使 用 练习 4 描述 的 货币 系统 付 17 比索 的 账单 有 多 少 种 方式 ? 


** 1 


20. 


21. 


. a) 设 是 正 整 数 ,， 求 一 个 与 下 述 正 整 数 序列 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 这 种 序列 以 1 作为 首 项 ， 以 4 作 


为 未 项 并 且 是 严格 递增 的 。 即 序列 Ul» Q2， CQ， 其 中 三 三 1 三 宇宙 且 对 7 一 1， By 5 
Qajt1 6 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 

0) 当 nn 是 大 于 等 于 2 的 正 整数 时 ， 有 多 少 个 a) 中 所 描述 的 序列 ? 


. a) 求 与 包含 2 个 连续 0 的 位 二 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 包 含 2 个 连续 0 的 7 位 二 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 


. a) 求 与 包含 3 个 连续 0 的 nn 位 二 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 中 包含 3 个 连续 0 的 7 位 二 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 


. a) 求 与 不 包含 3 个 连续 0 的 nn 位 二 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 不 包含 3 个 连续 0 的 7 位 二 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 


. 3) 求 与 包含 01 的 n 位 二 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 包 含 01 的 7 位 二 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 


. 2) 一 个 人 让 阶 梯 ， 如 果 每 次 可 以 上 1 或 2 步 , 求 与 候 步 阶梯 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? c 这 个 人 疏 8 步 阶梯 上 飞机 有 多 少 种 方式 ? 


. 2) 如果 一 个 人 扑 阶 梯 每 次 可 以 上 1，2 或 3 阶 , 求 与 候 n 步 阶梯 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 这 个 人 爬 8 步 阶梯 有 和 多少 种 方式 ? 
一 个 只 包含 0、1 和 2 的 串 叫 做 三 进 制 位 串 。 


. a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 的 nn 位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 


b) 初 始 条 件 是 什么 ? c) 不 包含 2 个 连续 0 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 

. a) 求 与 包含 2 个 连续 0 的 二 位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? ce) 包含 2 个 连续 0 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 

. a) 求 与 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 了 位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? ce) 不 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 工 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 
. a) 求 与 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 的 ?位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? ec) 包含 2 个 连续 0 或 2 个 连续 1 工 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 
. a) 求 与 不 包含 连续 的 相同 符号 的 = 位 三 进 制 位 串 的 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? © 不 包含 连续 的 相同 符号 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 

a) 求 包含 2 个 连续 的 相同 符号 的 位 三 进 制 位 串 的 个 数 的 递 推 关 系 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 中 包含 2 个 连续 的 相同 符号 的 6 位 三 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 


. 信息 通过 信道 传送 要 使 用 两 个 信号 。 一 个 信号 的 传送 需要 1 微 秒 ， 而 另 一 个 信号 的 传送 需要 2 微 秒 。 


a) 求 与 在 对 微 秒 内 发 送 的 不 同 信息 数 有 关 的 递 推 关系 ， 其 中 信息 由 这 两 个 信号 的 序列 构成 ， 并 且 信 
息 中 的 每 个 信号 后 面 都 紧 跟 着 下 一 个 信号 。 

b) 初 始 条 件 是 什么 ? 

c) 用 这 两 个 信号 在 10 微 秒 内 可 以 发 送 多 少 条 不 同 的 信息 ? 

一 个 汽车 司机 只 用 5 美 分 和 10 美 分 硬币 付 过 桥 费 ， 每 次 向 收费 机 投 一 个 硬币 。 

a) 求 与 这 个 汽车 司机 付费 n 美 分 的 不 同方 式 数 有 关 的 递 推 关系 (考虑 使 用 硬币 的 次 序 )。 

b) 这 个 司机 付费 45 美 分 有 多 少 种 可 能 的 方式 ? 

a) 如 果 R, 是 一 个 平面 被 n 条 直线 划分 出 的 区 域 个 数 ， 其 中 没有 两 条 直线 是 平行 的 ， 也 没有 3 条 直线 
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x* 22。 


x 23, 


24. 
25. 
26. 


27. 


28. 


29 


30. 


31. 


* 32. 


交 于 一 点 ， 找 出 由 R, 满足 的 递 推 关 系 。 

b) 使 用 迭代 求 出 R,。 

a) 找 出 由 R, 满足 的 递 推 关 系 ， 其 中 R, 是 一 个 球面 被 个 大 圆 (球面 与 通过 球 心 的 平面 的 交 线 ) 划 分 
的 区 域 个 数 ， 如 果 没 有 3 个 大 圆 交 于 一 点 。 

b) 使 用 迭代 求 出 R;。 

a) 找 出 由 S, 满足 的 递 推 关系 ， 其 中 S, 是 三 维 空间 被 ”个 平面 分 成 的 区 域 数 ， 如 果 每 3 个 平面 交 于 一 
点 ， 但 没有 4 个 平面 交 于 一 点 。 

b) 使 用 迭代 求 出 S, 。 

求 出 与 具有 偶数 个 0 的 nn 位 二 进 制 位 串 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

包含 偶数 个 0 的 ?7 位 二 进 制 位 串 有 多 少 个 ? 

a) 找 到 与 用 1X2 的 多 米 诺 牌 完全 覆盖 2Xn 的 棋盘 的 方式 数 有 关 的 递 推 关系 。[ 提 示 ; 分 别 考虑 对 棋 
盘 右上 角 的 位 置 用 一 张 多 米 诺 牌 水 平 放 置 和 垂直 放置 的 覆盖 方式 。] 

b) 关 于 a) 中 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 

c) 用 1X2 的 多 米 诺 牌 完全 覆盖 2X17 的 棋盘 有 多 少 种 方式 ? 

a) 用 地 砖 铺 一 条 人 行道 ， 地 砖 是 红色 、 绿 色 或 灰色 的 。 如 果 没 有 两 块 红 砖 相 邻 且 同色 的 地 砖 是 不 加 
区 别 的 ， 找 出 与 用 nn 块 砖 铺 一 条 路 的 方式 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 对 于 a) 中 的 递 推 关系 有 什么 初始 条 件 ? 

c) 用 7 块 砖 铺 一 条 在 a) 中 所 描述 的 路 有 多 少 种 方式 ? 

证 明 斐 波 那 契 数 满足 递 推 关 系 f, 二 5 十 3f,_s，n 二 5，6，7，…， 其 中 递 推 关系 具有 初始 条 件 万 一 0， 

fa 有 fz 1， fs 2， 万 3。 用 这 个 递 推 关系 证 明 fin 可 被 5 整除 ， n=ly Ly dy so 

设 S(m，nn) 表 示 从 m 元 素 集合 到 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 。 证 明 SC(m，n) 满 足 递 推 关 系 








| 
Smn) =n"— >) Cn,k) SCm,k) 


其 中 m 宇 n 且 n 二 1， 初始 条 件 是 SCmz，1) 王 1。 

a) 写 出 为 确定 相 乘 次 序 而 在 乘积 x。， zi!， x;，zs3， x 中 加 括号 的 所 有 方式 。 

b) 使 用 在 例 5 所 建立 的 弟 推 关系 计算 C; ， 即 为 确定 相 乘 的 次 序 在 5 个 数 的 乘积 中 加 括号 的 方式 数 。 
验证 a) 列 出 的 方式 数 是 正确 的 。 

ec) 使 用 在 例 5 的 解答 中 所 提 到 的 关于 C, 的 封闭 公式 ,通过 求 出 C, 检验 b) 得 到 的 结果 。 

a) 使 用 在 例 5 所 建立 的 递 推 关系 确定 Cs ， 即 为 确定 相 乘 的 次 序 在 6 个 数 的 乘积 中 加 括号 的 方式 数 。 

b) 使 用 在 例 5 的 解答 中 所 提 到 的 关于 Cs 的 封闭 公式 检验 b) 得 到 的 结果 。 

在 汉 诺 塔 难题 中 ,假设 我 们 的 目标 是 把 所 有 的 n 个 盘子 从 柱 1 移 到 柱 3， 但 我 们 不 能 直接 在 柱 1 和 柱 

3 之 间 移 动 盘子 。 每 次 移动 盘子 必须 通过 柱 2， 并 且 我 们 不 能 把 较 大 的 盘子 放 在 较 小 的 盘子 上 面 。 

a) 找 出 与 求解 这 个 具有 附加 限制 条 件 的 nn 个 盘子 的 难题 所 需 移 动 次 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 解 这 个 弟 推 关系 来 确定 求解 这 个 n 个 盘子 难题 所 需 移 动 次 数 的 公式 。 

c) 有 多 少 种 不 同 的 方法 把 nn 个 盘子 安排 在 3 个 柱子 上 使 得 没有 一 个 较 大 的 盘子 放 在 较 小 的 盘子 上 面 ? 

d) 显 示 在 这 个 变形 难题 的 解 中 得 到 的 对 ?个 盘子 的 各 种 可 能 的 安排 。 

练习 33 一 37 是 格雷 厄 姆 ， 克 努 斯 (Graham Knuth) 和 帕 塔 什 尼 克 (PatasHnik) 在 [GrKnPa94] 所 描述 的 


约瑟夫 问题 (Josephus Problem) 的 一 种 变形 。 这 个 问题 来 源 于 历史 学 家 弗 拉 维 乌 斯 .约瑟夫 的 一 本 账 。41 
个 犹太 叛 民 在 一 世纪 犹太 罗马 战争 期 间 被 罗马 人 追赶 逃 入 山洞 ， 约 瑟 夫 是 这 群 人 中 的 一 个 。 这 些 叛 民 宁 
愿 死 也 不 愿 被 分 。 他 们 决定 围 成 一 个 圆圈 并 且 围 着 这 个 圆圈 重复 数 数 ， 每 数 到 3 就 杀 掉 这 个 位 置 的 人 而 
留 下 其 他 的 人 。 但 是 约瑟夫 和 另 一 个 叛 民 不 愿意 这 样 被 杀 掉 。 他 们 确定 了 应 该 站 的 位 置 是 最 后 两 个 活 下 
来 的 叛 民 的 位 置 。 我 们 考虑 的 问题 开始 时 有 对 个 人 ， 记 为 1 到 ”>， 站 成 一 个 圆圈 。 每 一 步 ， 每 第 2 个 仍旧 
活着 的 人 将 被 排除 ， 直 到 只 剩 下 一 个 人 为 止 。 我 们 把 生还 的 人 数 记 作 J (n)。 


33. 
34. 


35, 
36. 


对 每 个 正 整数 ”的 值 ，1] 委 ” 委 16 ， 确 定 J(n) 的 值 。 

使 用 你 在 练习 33 找到 的 值 猜想 一 个 关于 J(z) 的 公式 。[ 提 示 : 写 "一 2" 十 &， 其 中 和 是 非 负 整数 ，& 
是 小 于 2” 的 非 负 整数 。] 

对 于 n 宇 1， 证明 J (n) 满 足 递 推 关 系 J(2n)= 二 2J《n) 一 1 和 J(2n 十 1)= 二 2J (mn) 十 1,， 且 (1)=1。 

用 练习 35 的 递 推 关系 根据 数学 归纳 法 证 明 你 在 练习 34 所 猜想 的 公式 。 
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根据 关于 J (nn) 的 公式 确定 J(100)、J(1000) 和 (10 000)。 
练习 38 一 45 涉及 雷 夫 难题 ， 即 具有 4 个 柱 入 个 盘子 的 汉 诺 塔 的 变形 问题 。 在 给 出 这 些 练习 之 前 ， 


我 们 描述 一 个 弗 雷 姆 斯 图 尔 特 (Frame Stewart) 算 法 ， 它 把 盘子 从 柱 1 移 到 柱 4 并 且 没 有 较 大 的 盘子 放 在 
较 小 的 盘子 上 面 。 给 定 盘子 数 n 作为 输入 ， 这 个 算法 依赖 于 一 个 整数 的 选择 ，1<&<n。 当 只 有 一 个 盘 
子 时 ， 把 它 从 柱 1 移 到 柱 4， 然 后 算法 停止 。 对 于 nn 二 1,， 算法 递归 地 使 用 下 面 的 3 步 。 首 先 使 用 所 有 的 4 
根 柱 递归 地 把 最 小 的 xz 一 上 个 盘子 从 柱 1 移 到 柱 2。 下 一 步 使 用 汉 诺 塔 问题 的 三 根 柱 算法 ， 不 使 用 放 n 一 k 
个 最 小 盘子 的 柱 ， 把 & 个 最 大 的 盘子 递归 地 从 柱 1 移 到 柱 4。 最 后 ， 使 用 所 有 4 根 柱 递归 地 将 n 一 个 最 
小 的 盘子 移 到 柱 4。 弗 雷 姆 和 斯 图 尔 特 证 明 ， 使 用 他 们 的 算法 ， 为 了 达到 最 少 的 移动 次 数 ， 应 该 选择 A 
使 得 ?是 不 超过 第 & 个 三 角形 数 关 一 AGR 十 1)72 的 最 小 的 正 整数 ， 即 -1 二 n&。 有 一 个 未 被 证 实 的 猜 


38. 
39. 
40. 


* 41. 


* 42. 
* 43. 


* 44. 
* 45. 


称 为 弗 雷 姆 猜想 ， 就 是 不 管 盘子 怎样 移动 ， 该 算法 对 于 求解 这 个 难题 所 需要 的 移动 次 数 最 少 。 

证 明 : 具有 3 个 盘子 的 雷 夫 难题 最 少 可 以 使 用 5 次 移动 求解 。 

证 明 : 具有 4 个 盘子 的 雷 夫 难题 最 少 可 以 使 用 9 次 移动 求解 。 

描述 弗 雷 姆 斯 图 尔 特 算法 所 做 的 移动 ， 并 选择 & 使 得 在 下 面 每 种 情况 下 所 需要 的 移动 次 数 最 少 。 

5 个 玲子 b)6 个 盘子 7 个 扒 于 d)8 个 盘子 

证 明 : 如 果 R(n) 是 由 弗 雷 姆 斯 图 尔 特 算法 求解 具有 n 个 盘子 的 雷 夫 难题 所 使 用 的 移动 次 数 ， 这 里 选择 是 
满足 n<k(k 十 1)/2 的 最 小 的 整数 ， 那 么 R(n) 满 足 递 推 关 系 RC(n) 二 2R(n 一 &) 十 2 一 1 和 R(0) 二 0， 
R(1)=1.。 

证 明 : 如 果 & 像 练习 41 那样 选择 ， 那 么 R(n) 一 R(n 一 1) 二 2 。 


证 明 : 如 果 像 练习 41 那样 选择 ， 那 么 RC(n) = 2) i2m 一作 一 四 2 。 

用 练习 43 给 出 对 所 有 的 整数 z(1 委 xz 委 25) ， 求 解 雷 夫 难题 所 需 移 动 次 数 的 上 界 。 
证 明 : R(Cz) 是 O(Wn2v™)，。 

设 {a,}) 是 实数 序列 ， 这 个 序列 的 后 向 差分 递归 地 定义 如 下 : 

第 一 差分 Va, 是 


Van Qn — Qn=i 


从 Va 得 到 第 十 1 差分 Wa,， 即 


46. 


47. 
48. 
49. 
* 50. 
5S1. 
52. 


* 5S3. 


54. 


S55. 
56. 


Vtla,=Via,— Va,-1 
求 关于 序列 {a,) 的 a;， 其 中 
a)a 一 4 b)a, =2n 
Ca =n da,=2" 
对 于 在 练习 46 中 的 序列 求 V?a,。 
证 明 : a,-!1 二 a, 一 Va,。 
证 明 ; a,_: 二 a, 一 2 Va 十 Via, 。 
证 明 ; a, 一 k& 可 以 用 a,，Van，V’a,，*…，V'a, 的 项 表示 。 
用 a,，Va,， Via; 的 项 表示 递 推 关系 4a, 二 a,_1 十 a,-2。 
证 明 : 关于 序列 {a,) 的 任何 递 推 关系 都 可 以 用 a;，Va, ，Vza.，… 的 项 表示 。 涉 及 这 个 序列 和 它 的 差 
分 的 等 式 叫做 差分 方程 。 
在 算法 1 之 后 ,设计 一 个 算法 确定 哪些 讲座 应 该 调度 以 获得 最 大 的 参与 者 总 人 数 而 不 只 是 由 算法 1 
得 到 的 最 大 的 参与 者 总 人 数 。 
使 用 计算 1 确定 例 6 中 讲座 最 大 参与 者 人 数 ， 设 w;， 讲 座 i 参与 者 人 数 ， i 二 1，2，…，7， 是 : 
W208 10% 50F 203 15, .25, 403 
b)100，5，10，20，25，40，30。 
O22 3 .8 .547 10% 
十 )T0 B85 77 25, 20, 305 55 
对 于 练习 54 中 的 每 一 部 分 ， 使 用 53 题 的 算法 找到 优化 调度 方案 以 获得 最 大 的 参考 者 人 数 。 
本 练习 设计 一 个 动态 规划 算法 找到 一 个 实数 序列 的 连续 项 最 大 和 。 即 , 已 知 一 个 实数 序列 a ， 


C29 “sy Can3 算法 计算 出 最 大 和 Za » l1<j<k<n, 


i=j 
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a) 证 明 序列 的 所 有 项 都 是 非 负数 ， 这 个 问题 可 以 变 为 求 所 有 项 的 和 。 然 后 ， 给 出 一 个 连续 项 的 最 大 
和 不 是 所 有 项 之 和 的 例子 。 . 


k 
b) 设 M(k) 是 以 ax 结尾 的 连续 项 的 最 大 和 。 即 ， MCA) = max Da; 。 解 释 上 = 二 2，…n 时 ， 递 推 关 系 


M(k) 二 max(M(k 一 1) 十 a ，ai) 成 立 。 

c) 使 用 b) 设 计 一 个 动态 规划 算法 解 这 个 问题 。 

d) 用 序列 2， 一 3，4，1， 一 2，3 解释 c) 的 每 一 步 找到 的 连续 的 最 大 和 。 

e) 证 明 c) 中 算法 的 加 法 和 比较 运算 的 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 是 线性 的 。 

57. 动态 规划 可 以 用 于 设计 解决 3. 3 节 中 最 大 链 乘法 问题 的 算法 。 这 个 问题 是 确定 怎样 使 用 最 少 的 整数 
乘法 计算 A, A,…A,， A Aes A 分 别 是 mi Xmz， mz X713，…，7zr Xmn+1 和 矩阵 。 注意 由 于 结合 
律 ， 乘积 不 依赖 于 和 矩阵 乘 的 顺序 。 

a) 证 明 采 用 蛮 力 算法 确定 矩阵 链 乘 法 问题 整数 乘法 的 最 小 个 数 将 是 指数 最 坏 情 况 时 间 复 杂 度 。[ 首 先 
通过 证 明和 矩阵 乘法 的 顺序 是 由 乘积 括号 指定 的 ， 然 后 使 用 例 5 和 8.4 节 的 练习 41 的 c)。] 

b) 用 A; 表示 A;Ai+1…A; 的 乘积 ， M(i, 站 表示 计算 A; 的 最 小 整数 乘法 数 。 证 明 如 果 通 过 将 AiAir1 
4i 分 割 为 4; 与 4 和 Ai+i1 与 4; 相 乘 ，i<j， 可 以 得 到 计算 4 较 少 的 整数 乘法 数 ， 那 么 第 一 个 & 和 矩 
阵 项 必定 括 在 一 起 ， 这 样 4x 采用 M(i，&) 最 优 乘法 次 数 ，4ktiv 必定 括 在 一 起 ， 这 样 Ai41,; 采 用 
M(k 十 1， 站 最 优 乘法 次 数 。 

中 解释 为 什么 b) 可 以 得 到 如 下 递 推 关系 : 如 果 1<i<k<j<<n,M(i, 7D)= min(M(i, A+MEtTL, 
D+ mmerim+) He 

d) 使 用 c) 中 的 递 推 关 系 设计 一 个 确定 n 甜 阵 乘 的 有 效 算法 ,算法 采用 最 小 整数 乘法 个 数 。 当 计算 出 
M(i,， 门 时 ,保存 MGi，7) 部 分 结果 使 得 算法 不 会 出 现 指数 时 间 复 杂 度 。 

e) 证 明 d) 的 算法 对 于 整数 乘 具有 O(n ) 的 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 。 


8.2 求解 线性 递 推 关 系 
8.2.1 引言 

各 种 各 样 的 递 推 关 系 出 现在 模型 里 。 某 些 递 推 关 系 可 以 用 和 迭代 或 者 其 他 的 特别 技术 求解 。 
但 是 ， 有 一 类 重要 的 递 推 关 系 可 以 用 一 种 系统 方法 明确 地 求解 。 在 这 种 递 推 关系 中 ， 序 列 的 项 
由 它 的 前 项 的 线性 组 合 来 表示 。 

一 个 常 系数 的 上 阶 线性 齐 次 递 推 关 系 是 形 如 

全 二 看 本 4 二 全 有 CC 

的 递 推 关系 ， 其 中 人 是 实数 ， ck 天 0。 

这 个 定义 中 的 递 推 关 系 是 线性 的 ， 因 为 它 的 右边 是 序列 前 项 的 倍数 之 和 。 这 个 递 推 关 系 是 
齐 次 的 ， 因 为 所 出 现 的 各 项 都 是 w 的 倍数 。 序 列 各 项 的 系数 都 是 常数 而 不 是 依赖 于 的 函数 。 
阶 为 &， 因 为 w 由 序列 前 面 的 & 项 来 表示 。 

根据 数学 归纳 法 第 二 原理 ， 满 足 这 个 定义 的 递 推 关 系 的 序列 由 这 个 递 推 关 系 和 个 初始 
条 件 





如 一 Cd 一 CI ai 一 Ci 
唯一 地 确定 。 
例 1 递 推 关系 忆 ,=(1.11)P,- 是 1 阶 的 线性 齐 次 递 推 关系 。 递 推 关 系 f, 王 f,-1 十 f,-: 是 2 
阶 的 线性 齐 次 递 推 关系 。 递 推 关 系 a, 二 a,_ :是 5 阶 的 线性 齐 次 递 推 关 系 。 q 


例 2 是 一 些 常 系数 的 但 不 是 线性 齐 次 递 推 关系 的 例子 。 

例 2 递 推 关系 a, 二 a,_1 十 as_: 不 是 线性 的 。 递 推 关 系 是 ,二 2 有 ,1 十 1 不 是 齐 次 的 。 递 推 关 
系 B, 王 nB,-i 不 是 常 系数 的 。 4 

研究 线性 齐 次 递 推 关系 有 两 个 理由 。 第 一 ， 在 建立 问题 的 模型 时 经 常 出 现 这 种 递 推 关系 。 
第 二 ， 它 们 可 以 用 系统 的 方法 求解 。 
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8.2.2 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 
求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 基本 方法 是 寻找 形 如 w, 王 ”的 解 ， 其 中 -是 常数 。 注 意 
4 二 7 是 递 推 关系 w 一 ca-: 十 ca 十 … 十 ca 的 解 ， 当 且 仅 当 
7 二 cr :上 cr 十 or” 
当 等 式 的 两 边 除 以 “并 且 从 左边 减 去 右边 时 ， 我 们 得 到 等 价 的 方程 
0 

因此 ， 序 列 {a,} 以 a, 二 x" 作为 解 ， 当 且 仅 当 + 是 这 后 一 个 方程 的 解 。 这 个 方程 叫做 该 递 推 
关系 的 特征 方程 。 方 程 的 解 叫做 该 递 推 关 系 的 特征 根 。 正 如 我 们 将 要 看 到 的 ， 可 以 用 这 些 特征 
根 给 出 这 种 递 推 关系 的 所 有 解 的 显 式 公式 。 

我 们 首先 看 一 个 2 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 处 理 结果 。 然 后 ， 叙 述 相应 的 阶 可 能 大 于 
2 的 一 般 性 结果 。 由 于 得 到 一 般 性 结果 所 需要 的 证 明 比 较 复杂 ， 所 以 本 书 不 再 缆 述 。 

我 们 现在 回 到 2 阶 线性 齐 次 递 推 关 系 。 首 先 ， 考 虑 存在 两 个 不 相等 的 特征 根 的 情况 。 

设 cl 和 cs 是 实数 。 假 设 产 一 cir 一 cz 一 0 有 两 个 不 相等 的 根 rl 和 rr,， 那 么 序列 
(a) 是 递 推 关系 a, 二 cas-1 十 czas-z 的 解 ， 当 且 仅 当 a 二 mri 十 az7r?，n 二 0，1，2，…， 其 中 避 ai 
和 oz 是 常数 。 

证 证 明 这 个 定理 必须 做 两 件 事 。 首 先 ， 必 须 证 明 如 果 关 和 产 是 特征 方程 的 根 ， 并 且 a 
和 a 是 常数 ， 那 么 序列 {a,} (a 二 ari 十 a7?) 是 递 推 关系 的 解 。 其 次 ， 必 须 证 明 如 果 序 列 (a,} 
是 解 ， 那 么 对 于 某 个 常数 a 和 a,， 有 a, 三 airi 十 as72。 

现在 我 们 将 证 明 如 果 a, 二 mri 十 asr?， 那 么 序列 {a,} 是 递 推 关系 的 解 。 因 为 r 和 7 是 ,一 
ci7 一 cz 一 0 的 根 ， 从 而 刀 王 六 十 cy 7 二 cirs 十 cz。 

从 这 些 等 式 可 以 看 出 

ci 十 ca = (oar 二 Tor )+c(ar +an ) 
=ar (cn 十 cz) ar (cirs 十 cz) 
= ro 
一 al7 十 any 
一 CQ， 
这 证 明了 序列 {a,) 以 a, 王 ari 十 as72 作为 递 推 关 系 的 解 。 

为 证 明 递 推 关 系 a, 二 cai 十 cza,-;: 的 每 一 个 解 {a,} 都 有 形式 4a, 二 mr 十 asri,， nn 二 0， 1， 
2,，…，a 和 o 为 某 个 常数 。 假 设 {a.} 是 递 推 关系 的 解 ， 初 始 条 件 是 wm 一 Co，aw 一 c。 下 面 证 
明 存 在 常数 w 和 a 使 得 具有 a, 王 ar? 十 az7? 的 序列 (a,} 满 足 同样 的 初始 条 件 。 这 要 求 

Zu 三 名 三 四 十 zz 

ai 一 CI = on ar, 
我 们 可 以 求解 这 两 个 关于 mw 和 a 的 方程 。 从 第 一 个 方程 得 到 a 二 0, 一 a;。 把 它 代入 第 二 个 方 
程 得 

Ganit+(G — a 


因此 ， 
GG 二 ni 一 各 ) 十 Gors 
这 说 明了 
SS Ca 一 Co7 
We 
£ Waa 
和 


Ci 一 Com Se Con 一 Ci 


az 一 Co 一 ai 一 Co 一 
入 二 :六 nr 
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这 里 关于 a 和 a 的 表达 式 依赖 于 7 关 r; 的 事实 。( 当 = 二 r; 时 ， 这 个 定理 不 成 立 .) 因 此 ， 由 于 
这 两 个 a 和 w 的 值 ， 所 以 具有 ari 十 azri 的 序列 {a,} 满 足 这 两 个 初始 条 件 。 

我 们 知道 {a,} 和 {ar? 十 az7?) 都 是 递 推 关 系 a 二 ca,-i 十 cza,-: 的 解 ， 都 满足 当 n==0 和 n=1 
时 的 初始 条 件 。 由 于 具有 两 个 初始 条 件 的 2 阶 常 系数 线 性 齐 次 递 推 关系 只 有 唯一 解 ， 所 以 这 两 
个 解 是 一 样 的 。 即 对 于 所 有 非 负 整数 2，a, 一 wm 刀 十 过 。 我 们 完成 了 有 两 个 初始 条 件 的 2 阶 常 
系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 解 形 式 为 4a, 二 air? 十 asr?( 其 中 a 和 常数 ) 的 证 明 。 4 

常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 根 可 能 是 复数 。 定 理 1( 和 本 节 后 面 的 定理 ) 在 这 种 情况 下 
仍旧 适用 。 具 有 复数 特征 根 的 递 推 关 系 在 本 书 中 不 进行 讨论 。 熟 悉 复 数 的 读者 可 以 做 本 节 的 练 
习 38 和 练习 39。 

例 3 和 例 4 说 明 怎 样 用 定理 1 求解 递 推 关 系 。 

例 3 什么 是 如 下 递 推 关系 的 解 ? 其 中 a, 二 2 和 w 一 7。 

aQ, 一 1 十 2c，， 

解 ” 可 用 定理 1 求解 这 个 问题 。 递 推 关系 的 特征 方程 是 六 一 r 一 2 二 0。 它 的 根 是 r=2 和 一 实 豆 

r 一 一 1。 因 此 ， 序 列 {a,} 是 递 推 关 系 的 解 当 且 仅 当 


d 一 al2" 十 az (一 1)” 
aa 和 az 是 常数 。 由 初始 条 件 ， 得 
ao 一 2 一 al 十 az 
ai 一 7 一 wm。2 十 aa。( 一 ]1) 


求解 这 两 个 等 式 得 a 二 3 和 a 二 一 1。 因 此 ， 关 于 这 个 递 推 关 系 和 初始 条 件 的 解 是 序列 {a,}， 其 
中 
a,=3。 2"—(—1)” < 
例 4 找 一 个 关于 斐 波 那 契 数 的 显 式 公式 。 
解 ” 斐 波 那 契 数 的 序列 满足 递 推 关 系 万 = f,_1 十 f,-; 和 初始 条 件 有 二 0 及 万 王 1。 特 征 方 
程 rs 一 r 一 1=0 的 根 是 7 二 (1 十 V5)/2 和 7 二 (1 一 V5)/2。 因 此 ， 从 定理 1 得 到 斐 波 那 契 数 由 


‘(+ 


给 出 ， 其 中 a 和 om 为 常数 。 可 用 初始 条 件 fo 二 0 和 所 二 1 确定 这 些 常数 。 我 们 有 
fo=ata:=0 


‘= (LE)+ (= 


对 这 些 关 于 a 和 a; 的 联 立 方程 的 解 是 
由 一 1/V5， w==1/V5 
于 是 ， 斐 波 那 契 数 由 下 面 的 式 子 给 出 : 
1 ”1 工人 一 是 下 
= 让 (人 "(5 a 
当 存 在 二 重 特征 根 时 定理 1 不 再 适用 。 如 果 发 生 这 种 情况 ， 当 是 特征 方程 的 一 个 二 重 
根 时 a, 二 nr? 是 递 推 关系 的 另 一 个 解 。 定 理 2 说 明了 怎样 处 理 这 种 情况 。 
由 设 - 和 是 实数 ，c; 关 0。 假设 一 cr 一 cs 二 0 只 有 一 个 根 r。。 序 列 {a,}) 是 递 推 关 
系 aq, 二 cias_ 1 十 czas 的 解 ， 当 且 仅 当 a, 二 wr 十 gznr，n 二 0，1，2，…， 其 忠和 as 是 常数 。 
定理 2 的 证 明 留 作 本 节 的 练习 10。 例 5 说 明了 这 个 定理 的 应 用 。 
例 5 具有 初始 条 件 ao 二 1 和 a 二 6 的 递 推 关系 


ai = 6a,1 — 9a,z 





的 解 是 什么 ? 
解 环 一 6r 十 9 一 0 唯一 的 根 是 r+ 二 3。 因 此 ， 这 个 递 推 关 系 的 解 是 : a 二 a3" 十 asn3” 
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其 中 wm 和 a, 是 常数 。 使 用 初始 条 件 得 
ao 一 1 一 ao 
ai 一 6 一 wa。*3 十 ca。3 
求解 这 两 个 方程 得 a 二 1 和 w 王 1。 因 此 ， 这 个 具有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关系 的 解 是 
a 三 3" 十 n3” 可 
我 们 现在 叙述 这 个 关于 常 系数 线 性 齐 次 递 推 关系 的 解 的 一 般 性 结果 ， 这 里 的 阶 可 以 大 于 2 
且 假 定 特征 方程 有 不 相等 的 根 。 这 个 结果 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 16。 
设 ci，c，…，ct 是 实数 。 假 设 特 征 方程 
mtr 一 光一 站 三 0 
有 上 个 不 相等 的 根 r，，r;,，…，r7i。 那 么 序列 {a,) 是 递 推 关系 
1 ,Re 
的 解 ， 当 且 仅 当 
Qnr 一 和 这 十 az 人 十 十 ak 
2 一 0，1，2，…，a G2， “Qa 是 常数 。 
我 们 用 例 6 说 明定 理 的 使 用 。 
例 6 求 出 具有 初始 条 件 a 一 2， a 二 5 和 as 二 15 的 递 推 关系 
an=6a,_1—l1la, s+T6a,s 





的 解 。 
解 ” 这 个 递 推 关系 的 特征 多 项 式 是 
6r 1ir—6 
因为 一 6 十 llr 一 6 二 (r 一 1)(r 一 2)(r 一 3)， 所 以 特征 根 是 r= 二 1、r==2 和 r 一 3。 因 此 ， 
递 推 关系 的 解 的 形式 是 
w= la * 2" a © 3 
为 了 找到 常数 ww 、as 以 及 a;， 使 用 初始 条 件 得 
ao 一 2 一 al 十 azs 十 as 
ai 一 5 一 ww 十 aa。2 十 aa。3 
az 二 15 一 al 十 ae。4 十 as。9 
当 求解 这 三 个 关于 Ql、 Q2 和 as 的 联 立 方程 时 ， 得 到 ww 王 1，%w 一 一 1] 且 w 王 2。 于 是 ， 这 富 
递 推 关 系 和 给 定 初始 条 件 的 唯一 解 是 满足 
人 2 
的 序列 {a,)。 4 
我 们 现在 叙述 关于 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 最 一 般 化 的 结果 ， 这 里 允许 特征 方程 有 重 
根 。 要 点 是 对 于 特征 方程 的 每 个 根 >， 通 解 是 形 如 PC(n)r" 的 项 之 和 ， 其 中 P() 是 m 一 1 次 多 项 
式 ， 而 m 是 这 个 根 的 重 数 。 我 们 把 证 明 作为 练习 51 留 给 读者 。 
设 cl，c，…，ct 是 实数 ， 假设 特 征 方程 
We— cr !— ess0 
有 tt 个 不 相等 的 根 ri， rl，…，1i， 其 重 数 分 别 为 mm ， ms，*…，Mmi， 满 足 Mi 之 1， i 二 1， 
2，…，t， 且 71 十 7za 十 … 十 72: 一 &。 那 么 序列 {a,} 是 递 推 关 系 
d= i oa sd 
的 解 ， 当 且 仅 当 
& =(00 tt win te 
十 (az 十 az 十 十 Bian Ny 
十 …… 十 (a。 十 aa 十 … 十 Ca by 
区 二 00， 1 所 5 其 中 aij 是 常数 ， 1<i<t £0QIZm—1;。 
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例 7 说 明 在 特征 方程 有 重 根 时 怎样 用 定理 4 求 一 个 线性 齐 次 递 推 关系 的 通 解 形式 。 
例 7 ”假设 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 是 2、2、2、5、5 和 9( 即 有 3 个 根 ， 根 2 的 
重 数 为 3， 根 5 的 重 数 为 2， 根 9 的 重 数 为 1) 。 那 么 通 解 形式 是 什么 ? 
解 ”由 定理 4， 解 的 一 般 形式 是 
(aio 十 ai72 十 oz722 )2" 十 (aso 十 cal72)5" 十 aso9" 可 
我 们 现在 说 明 在 特征 方程 有 3 重 根 时 如 何 用 定理 4 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 。 
例 8 找 出 具有 初始 条 件 ww 二 1，w 一 一 2 和 a 二 一 1 的 递 推 关 系 
而 一 一 2 一 80 一 0on 
的 解 。 
解 ” 这 个 递 推 关系 的 特征 方程 是 
天 十 3 天 十 3r 十 1 一 0 
因为 户 十 3? 十 3r 十 1 一 Cr 十 1)*， 所 以 特征 方程 只 有 一 个 3 重 根 * 一 一 1。 由 定理 4， 这 个 递 
推 关 系 的 解 是 下 述 形式 
,==1) tan —17 oa (—1)" 
为 求 出 常数 Qi,o、 a 和 Ql,2. 使 用 初始 条 件 ， 得 到 
ao =1 = qa, 
Gi === a Wy 
aa =—1 = a 2a1 4a 
这 3 个 方程 的 联 立 解 是 a, 二 1，a1i 二 3，a,s 二 一 2。 于 是 ， 这 个 递 推 关系 和 给 定 初始 条 件 的 唯 
一 解 是 序列 {a,}， 其 中 





Qa, 二 (1 十 3n 一 2n7)( 一 1)" 本 


8.2.3 常 系数 线性 非 齐 次 的 递 推 关 系 
我 们 已 经 知道 如 何 求解 常 系数 线性 齐 次 的 递 推 关系 。 是 否 有 一 种 相对 简单 的 技术 来 求解 如 
wa, 一 3ac， :十 22 这 样 的 常 系数 线性 但 是 非 齐 次 的 递 推 关 系 呢 ? 我 们 将 看 到 ， 仅 仅 对 某 些 特定 类 
型 的 递 推 关系 存在 肯定 的 回答 。 
递 推 关系 a, 二 3a,-1 十 2n 是 一 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 ， 即 形 如 
m= os Fn) 
的 递 推 关 系 的 例子 ， 其 中 c ，c,，…，c 是 实数 ，F(o) 是 只 依赖 于 7 且 不 恒 为 0 的 函数 。 递 推 关 系 
= 0 sta 
叫做 相伴 的 齐 次 递 推 关系 。 它 在 非 齐 次 递 推 关系 的 解 中 起 了 重要 的 作用 。 
例 9 递 推 关系 ww 一 Ci 十 2"，a, 王 Ci 十 ca 十字 十 ?十 1，a 一 3 十 23” 和 aa 一 al 十 
a 十 as 十 2! 是 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 。 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 分 别 是 a 二 a,-1， 
au 一 0 1 十 as ，q 一 3a -和 au 一 ai 十 ao 十 av-s。 4 
关于 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 关键 事实 是 ， 每 个 解 都 是 一 个 特 解 与 相伴 的 线性 齐 
次 递 推 关 系 的 一 个 解 的 和 ， 正 如 定理 5 所 述 。 
村 如 果 {as”} 是 常 系数 非 齐 次 线性 递 推 关系 
W600 1 mT om Fn) 
的 一 个 特 解 ， 那 么 每 个 解 都 是 {as” 十 a } 的 形式 ， 其 中 {as”}) 是 相伴 的 齐 次 递 推 关 系 


= 





的 一 个 解 。 
证 由 于 {a”} 是 非 齐 次 递 推 关 系 的 特 解 ， 所 以 我 们 知道 
at =epan ea ia 二 FCn) 
现在 假设 {5,) 是 常 系数 非 齐 次 递 推 关系 的 第 二 个 解 ， 使 得 
b=eb, seb st dab, tt EC(n) 


Eatra | 
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从 第 二 个 等 式 减 去 第 一 个 等 式 得 

本 二 世人 二 页 有 二 站 
从 而 得 到 {5, 一 a,*?”} 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 一 个 解 ， 比 如 说 {aw”}。 因 此 ， 对 所 有 的 nn 有 
,i 4 

由 定理 5， 我 们 看 到 求解 常 系数 非 齐 次 递 推 关 系 的 关键 是 找 一 个 特 解 。 然 后 每 个 解 都 是 这 
个 特 解 与 相伴 的 齐 次 递 推 关系 的 一 个 解 的 和 。 尽 管 不 存在 对 每 个 函数 F(n) 都 有 效 的 一 般 性 方 
法 来 求 这 种 解 ， 但 某 些 技术 对 特定 的 函数 类 型 F(z) (例如 多 项 式 函 数 与 常数 的 短 函 数 ) 有 效 。 
例 10 和 例 11 就 说 明了 这 一 点 。 

例 10 求 递 推 关系 as,=3a,-: 十 22 的 所 有 解 。 具 有 w =3 的 解 是 什么 ? 

解 ”为 求解 这 个 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 ， 我 们 需要 求解 与 它 相 伴 的 线性 齐 次 方程 并 且 
找到 一 个 关于 给 定 非 齐 次 方程 的 特 解 。 相 伴 的 线性 齐 次 方程 是 a, 二 3a,_!。 它 的 解 是 a 一 c3"， 
其 中 是 常数 。 

我 们 现在 找 一 个 特 解 。 因 为 FF( 三 272 是 nn 的 1 次 多 项 式 ， 所 以 解 的 一 个 合理 的 尝试 就 是 n 
的 线性 函数 ， 比 如 说 p, 三 cn 十 dq， 其 中 c 和 4 是 常数 。 为 确定 是 否 存 在 这 种 形式 的 解 ， 假 设 
Pp, 三 cn 十 d 是 一 个 这 样 的 解 。 那 么 方程 a, 二 3a,_ 十 2n 就 变 成 cn 十 4 二 3Ccln 一 1) 十 Q) 十 2n。 简 化 
和 归并 同类 项 得 (2 十 2c)n 十 (2d 一 3c) 二 0。 从 而 ，cn 十 d 是 一 个 解 当 且 仅 当 2 十 2c=0 和 
2d 一 3c 二 0。 这 说 明 cn 十 4 是 一 个 解 当 且 仅 当 c 王 一 1 和 4 一 一 3/2。 因 此 ，a2” 一 一 2 一 3/2 是 一 


个 特 解 。 
根据 定理 5， 所 有 的 解 都 是 下 述 形式 
a 二 as? 二 a 一 一 一世 十 a w3" 
其 中 a 是 常数 。 
为 找 出 具有 w ==3 的 解 ， 在 得 到 的 通 解 公式 中 令 "一 1。 我 们 有 3 二 一 1 一 3/2 十 3a， 这 就 推 
出 a 二 11/6。 我 们 要 找 的 解 是 a, 二 一 n 一 3/2 十 (11/6)3”。 本 


例 11 求 出 下 述 递 推 关系 
50 一 6 十 7” 
的 所 有 的 解 。 
解 ” 这 是 一 个 线性 非 齐 次 弟 推 关系 。 它 的 相伴 的 齐 次 递 推 关 系 
QZ 一 02 一 6C: 
的 解 是 a” 二 a;，3" 十 as，2”"， 其 中 和 as 是 常数 。 因 为 F(n) 二 7"， 所 以 一 个 合理 的 解 是 
aiw 一 C，7"， 其 中 C 是 常数 。 把 这 些 项 代入 递 推 关系 得 C* 7" 二 5C。 7”! 一 6C。7"* 十 7"。 提 
出 公 因 子 7”?*， 这 个 等 式 变 成 49C=35C 一 6C 十 49， 从 而 推出 20C=49 或 C==49/20。 于 是 ， 
a 包 一 (49/20)7" 是 特 解 。 由 定理 5， 所 有 的 解 都 有 下 述 形式 
aa 一 aa。3" 十 aa。2" 十 (49/2077” 本 
在 例 10 和 例 11 中 ,我 们 赁 经 验 猜 想 了 一 个 特定 形式 的 解 。 在 两 种 情况 下 ， 我 们 都 能 找到 
特 解 。 这 并 不 是 偶然 的 。 当 F(z) 是 对 的 多 项 式 与 一 个 常数 的 次 寡 之 积 时 ， 我 们 就 能 知道 一 
个 特 解 恰好 是 什么 形式 ， 如 定理 6 所 述 。 定 理 6 的 证 明 作 为 练习 52 留 给 读者 。 
假设 {a,} 满 足 线性 非 齐 次 递 推 关系 
==00 ea 十 oO) 





其 中 Ch 是 实数 ， 且 

F(n)=(bn' 二 bn 十 … 十 bn 二 bo)s" 
其 中 b。，b1，…，b, 和 s 是 实数 。 当 s 不 是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 时 ， 存 在 
一 个 下 述 形式 的 特 解 


〔( 力 12 pn 二 … 十 pin 二 po)s" 
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当 s 是 特征 方程 的 根 且 它 的 重 数 是 m 时 ， 存 在 一 个 下 述 形式 的 特 解 
nm"(pn tp in ep np) 

注意 当 ;是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 m 重 根 时 ， 因 子 n” 确保 给 出 的 特 解 不 
是 相伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 的 一 个 解 。 我 们 下 面 给 出 例 12 说 明定 理 6 所 提供 的 特 解 形式 。 

例 12 当 FF(n)==3"，F(n) 二 n3"，F(n) 二 wr?2” 和 FF(n) 二 (ww 十 1)3" 时 ， 线 性 非 齐 次 递 推 关 
系 a, 二 64,_1 一 9a,_s 十 F(n) 的 特 解 有 什么 形式 ? 

解 ” 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关系 是 a, 二 64a,_1 一 9a,_;。 它 的 特征 方程 六 一 6r 十 9 二 (7 一 3)* 二 0 
有 一 个 2 重 的 单 根 3。F(n) 的 形式 为 P(n)s"， 其 中 P(n) 是 一 个 多 项 式 ，s 是 一 个 常数 。 为 应 用 
定理 6， 我 们 需要 知道 ;是否 是 这 个 特征 方程 的 根 。 

由 于 * 王 3 是 重 数 m= 二 2 的 根 而 * 王 2 不 是 根 ， 所 以 定理 6 告诉 我 们 如 果 F(n) = 王 3"， 特 解 的 
形式 是 por* 3"; 如 果 FF(n) 二 n3"， 特 解 的 形式 是 (pin 十 po)3"; 如 果 下 (一天 2 ， 特 解 的 形式 
是 (psx 十 Pin 十 po)2”; 如 果 Fln)= 二 (rw 十 1)3"， 特 解 的 形式 是 nn? (pon 十 pin 十 po)3”。 > 

在 求解 定理 6 所 涉及 的 那 种 类 型 的 递 推 关系 时 ,， 若 ;二 1 一定 要 小 心 处 理 。 特 别 是 把 定理 
用 于 Fn) 二 bn 十 bini 十 … 十 bn 十 b。， 参 数 ; 取 值 ;二 1 时 (尽管 项 1 没有 明确 地 出 现 ) 的 情 
况 。 根 据 这 个 定理 ， 解 的 形式 就 依赖 于 是 否 1 是 相伴 的 线性 齐 次 弟 推 关系 的 特征 方程 的 根 。 这 
将 在 例 13 中 说 明 ， 它 说 明了 怎样 用 定理 6 找 出 前 nn 个 正 整数 之 和 的 公式 。 。 

例 13 设 a, 是 前 n 个 正 整 数 的 和 ， 即 


注意 ，a, 满足 线性 非 齐 次 递 推 关系 
Q 一 Qi 十 刀 

(为 了 从 前 n 一 1 个 正 整 数 的 和 a,_1 得 到 前 个 正 整 数 的 和 a,， 只 需 加 上 即 可 )。 注 意 初始 条 
件 是 al=1。 

对 于 a,， 相 伴 的 线性 齐 次 递 推 关 系 是 

dn ~ Ani1 

这 个 齐 次 递 推 关系 的 解 是 a 史 一 c(1) "一 c， 其 中 cc 是 一 个 常数 。 为 了 找到 ww, 一 a,-: 十 慰 的 所 
有 的 解 ， 我 们 仅 需 要 找 一 个 特 解 。 由 定理 6， 由 于 F(Cz) = 一 * 一 2(1)" 上 且 三 1 是 相伴 的 线性 齐 次 
递 推 关系 的 特征 方程 的 1 阶 根 ， 所 以 存在 一 个 形 如 nCpint po)= pn tpon 的 特 解 。 

把 它 代 入 递 推 关系 得 到 pi 下 十 pon 二 pi Cn 一 1)* 十 po ln 一 1) 十 n。 简 化 ， 得 到 n(2pi 一 1) 十 
(po—p1)=0, 这 意味 着 2p1 一 1 二 0 和 po 一 pp 二 0， 即 加 一 加 一 1/2。 因此 


Y 
C= 1 
二 2 


是 一 个 特 解 。 所 以 ， 原 递 推 关系 a, 二 a,_1 十 n 的 所 有 的 解 由 a 二 a 十 a? 二 c 十 nCn 十 1)/2 给 出 。 
由 于 w =1， 所 以 我 们 有 1=a1==c 十 1*，2/2==c 十 1， 故 c= 二 0。 因 此 a; 二 n(n 十 1)/2。( 这 和 2.4 





节 表 2 给 出 的 以 及 前 面 导出 的 公式 一 样 。) | 
练习 
1. 确定 下 面 哪些 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 ， 如 果 是 ， 求 它们 的 阶 。 
a)a, 一 3a, -1 十 4a, -十 5a。3 b)a, =2na,_1 二 a,_2 ec)a, 一 CQ 1 十 a -4 
d)a. 一 a, -1 十 2 e)a, 一 2_1 十 au- f)a, =a,—: 
g)a, 一 Qi 十 刀 
2. 确定 下 面 哪些 是 常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 ， 如 果 是 ， 求 它们 的 阶 。 
2a)a, —=3ane b)a, 王 3 c)a 一 她 _: 
da, 一 ac -1 十 2a，: e)a, 一 Qnr -1 /7 f)a, 一 al 十 az 十 2 十 3 


g)av 一 4a, :十 5a, :十 9a,-? 


# 10. 


18. 
19. 
20. 
21. 
22. 


23. 


24. 
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. 求解 下 述 具有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关系 。 


a)a 一 2a, -1， 7 之 1， ao 一 3 b)a, =a,_1， n 宇 1， ao 一 2 
c)an 一 5a-1: 一 6a,- ，7 之 2，ao 一 1，al 王 0 d)a, 一 44a -1 一 4a-， ，7 之 2，ao 王 6，al 一 8 
e)a 王 一 44 -1 一 4a。。 2 ，71 之 2，ao 一 0，al 一 1 fa 一 4， ，7 之 2，a 王 0，a 一 4 


8g)a, 一 a,-z/4， 7 之 2， ao 一 1， al 一 0 


. 求解 下 述 具 有 给 定 初始 条 件 的 递 推 关 系 。 


3a)a 一 Ci-1 十 6as-2， 7 之 2， ao 一 3， al 一 6 b)a,=7a,_1—10a,_s， 7 之 2， ao 一 2， al 一] 
Ca =6a,1—8a_ zs:, Nn 之 2, ao=4, al=10 d)a,=2a,_1—an-:， Nn 之 2, a0 =4, a1l=1 
Os = dss 7 之 2， 2 一 5 t= 们 0 一 一 60 5194 2 > 7 之 2， ao 一 3， a 一 一 3 


g)a, 十 2 三 一 4a,+l 十 5a,，7z 过 0，ao 一 2，ai 一 8 


. 使 用 8. 1 节 练 习 19 描述 的 两 个 信号 在 区 微 秒 内 可 以 传送 多 少 不 同 的 信息 ? 
- 如果 传送 1 个 信号 需要 1 微 秒 ， 传 送 另外 2 个 信号 中 的 每 一 个 都 需要 2 微 秒 ， 且 在 信息 中 一 个 信号 紧 


接着 下 一 个 信和 号， 使 用 这 3 个 不 同 的 信号 在 nn 微 秒 内 可 以 传送 多 少 个 不 同 的 信息 ? 


使 用 1X2 和 2X2 的 块 铺 满 一 块 2Xn 的 长 方形 板 ， 有 多 少 种 方式 ? 
. 一 个 关于 每 年 捕 龙 虾 数 的 模型 基于 如 下 的 假设 : 1 年 捕捞 的 龙虾 数 是 前 2 年 捕捞 龙虾 数 的 平均 值 。 


a) 找 出 一 个 关于 {Z,} 的 递 推 关 系 ， 其 中 L, 是 在 这 个 模型 的 假设 下 第 年 捕捞 的 龙虾 数 。 
b) 如 果 在 第 1 年 捕捞 了 100 000 只 龙虾 且 第 2 年 捕捞 了 300 000 只 龙虾 ， 求 L。。 


. 年 初 把 一 笔 100 000 美元 的 钱 存 人 一 个 投资 基金 。 在 每 年 的 最 后 一 天 得 到 两 份 红利 。 第 一 份 红利 是 当 


年 账 上 钱 数 的 20% 。 第 二 份 红利 是 前 一 年 账 上 钱 数 的 45%。 

a) 如 果 不 允 许 取 钱 ， 找 出 一 个 关于 {P,) 的 递 推 关 系 ， 其 中 P, 是 第 ”年 末 账 上 的 钱 数 。 
b) 如 果 不 允 许 取 钱 , nn 年 以 后 账 上 有 多 少 钱 ? 

证 明定 理 2。 


. 卢 卡 斯 数 满足 递 推 关系 


天 
和 初始 条 件 Lo 二 2 和 工 ; 王 1。 
a) 证 明 Le= 1 fs n=2, 3, ey 其 中 i 是 第 nn 个 斐 波 那 契 数 。 
b) 求 出 卢 卡 斯 数 的 显 式 公式 。 


。 求解 w, 一 2a，: 十 a :一 2a :，71 一 3，4，5，…， 且 ao 王 3，a 一 6，az 王 0。 
.求解 w, 王 7a, 十 6a,，_: ，ao 王 9，ai 一 10，az 一 32。 

。 求解 w, 王 54，， 一 4a ，aw 王 3， 一 2，a 一 6，a3s 一 8。 

.求解 c, 王 2a，: 十 5a。， :一 6a， 3 ，ao 一 7，a 一 一 4，a 一 8。 

. 证 明定 理 3。 

. 证 明 下 述 涉及 斐 波 那 契 数 和 二 项 式 系数 的 恒等式 ; 





Ji 一 C(a，0) 十 CC 一 1，1) 十 … 十 CC 一 R，A) 
其 中 是 正 整 数 且 k=| n/2 |]。 
[提示 :; 设 w=CGOz，0) 十 CC 一 1，1) 十 … 十 CC 一 上 A，&) 。 证 明 序 列 {a.} 和 斐 波 那 契 序列 满足 的 递 推 
关系 和 初始 条 件 一 样 。] 
求解 递 推 关系 a, 三 64a,_1 一 12a,_: 十 8an-3，ao 二 一 5，ai1 二 4，az 二 88。 
求解 递 推 关 系 w 王 一 3 :一 3a :一 aa，a 一 5，a 一 一 9，az 一 15。 
找 出 递 推 关 系 a, 二 8a,-s 一 16a,-4 的 解 的 一 般 形式 。 . 
如 果 线 性 齐 次 递 推 关系 的 特征 方程 的 根 是 1，1，1，1， 一 2， 一 2， 一 2，3，3， 一 4， 那 么 它 的 解 的 
一 般 形式 是 什么 ? 
如 果 线 性 齐 次 递 推 关 系 的 特征 方程 的 根 是 一 1， 一 1， 一 1，2，2，5，5，7,， 那么 它 的 解 的 一 般 形 式 


是 什么 ? 
考虑 非 齐 次 线性 递 推 关系 o 一 3 :十 2"。 
a) 证 明 a, 一 一 2 是 这 个 递 推 关系 的 一 个 解 。 b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关系 的 所 有 的 解 。 


c) 找 出 具有 ao 一 1 的 解 。 
考虑 非 齐 次 线性 递 推 关系 wm 一 2a-: 十 2"。 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


3 


32. 


33. 


34. 
35. 


36. 


37. 


38. 


* 39. 


< 40. 


x* 41. 
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a) 证 明 o, 一 "2” 是 这 个 递 推 关 系 的 一 个 解 。 b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关 系 的 所 有 的 解 。 
c) 找 出 具有 ao 一 2 的 解 。 


a) 确 定常 数 A 和 B 的 值 ， 使 得 a, 二 An 十 B 是 递 推 关系 4a, 二 2a,-1 十 n 十 5 的 一 个 解 。 

b) 使 用 定理 5 找 出 这 个 递 推 关 系 的 所 有 的 解 。 c) 找 出 这 个 递 推 关 系 具 有 ao 二 4 的 解 。 
什么 是 线性 非 齐 次 递 推 关系 a, 二 64a,_1 一 12a,-; 十 8a,-s 十 F(n) 的 特 解 的 一 般 形式 ?如果 
a)F(n)=n’ b)F(n)=2" OF(n)=n2" 

dD)F(n)=(—2)" e)F(n)=n:2" DFC(n)=n (—2)" 

2g)F(n)=3 

什么 是 线性 非 齐 次 递 推 关系 a, 二 8a,_; 一 16a,_4 十 F(n) 的 特 解 的 一 般 形式 ”如果 
a)F(n)=n b)F(n)=(—2)" © F(n)=n2" 

DF(n)=n:4”" Fn)=(n—2)(—2)" fF(n)=n':2" 

gF(n)=2 


a) 找 出 递 推 关系 a, 二 2a,-1 十 2n? 的 所 有 的 解 。 
b) 找 出 a) 中 的 递 推 关 系 具 有 初始 条 件 a1 一 4 的 解 。 

a) 找 出 递 推 关 系 a, 二 2a,_1 十 3" 的 所 有 的 解 。 

b) 找 出 a) 中 的 递 推 关 系 具 有 初始 条 件 wa 二 5 的 解 。 

a) 找 出 递 推 关 系 4, 二 一 54,_1 一 6a,_s 十 42，4" 的 所 有 的 解 。 

b) 找 出 这 个 递 推 关系 具有 初始 条 件 a 一 56 和 a 二 278 的 解 。 

找 出 递 推 关 系 a; 二 5a,_1 一 6a,_s: 十 2" 十 3n 的 所 有 的 解 。 [提示 : 找 形 如 gn2" 十 pin 十 pz 的 特 解 ， 其 中 
q、p1、p2 是 常数 。] 

找 出 递 推 关 系 a, 二 2a,-1 十 3，2" 的 解 。 

找 出 递 推 关系 a, 二 44a,-1 一 44a,-z 十 (n 十 1)2" 的 所 有 的 解 。 

找 出 递 推 关系 a, 二 74;_1 一 16a,-z 十 12a,-3 十 n4" 的 所 有 的 解 ， 其 中 ao 一 一 2，a 一 0，az 一 5。 

找 出 递 推 关 系 4a, 二 44,_1 一 3a,z 十 2" 十 n 十 3 的 解 ， 其 中 ao 一 1，ai 一 4。 


设 a 是 前 n 个 完全 平方 的 和 ， 即 a 一 > &。 证 明 序列 {a,)} 满 足 线性 非 齐 次 递 推 关系 as 一 an-: 十 于 
和 初始 条 件 wa 二 1。 使 用 定理 6 求解 这 个 递 推 关系 以 确定 关于 a, 的 公式 。 
设 a, 是 前 n 个 三 角形 数 的 和 , 即 a, 一 到 t， 其 中 丸 二 k(k 十 1)/2。 证 明 {a,} 满 足 线性 非 齐 次 递 推 关 


系 a 二 a_1 十 n(n 十 1)/2 和 初始 条 件 al = 使 用 定理 6 求解 这 个 递 推 关 系 以 确定 关于 w 的 公式 。 
a) 求 线性 齐 次 递 推 关系 a, 二 2a,-1 一 24,-: 的 特征 根 。 [注意 : 这 些 根 是 复数 。] 

b) 求 a) 的 递 推 关系 的 解 ， 其 中 ao 王 1 和 wm 一 2。 

a) 求 线性 齐 次 递 推 关系 a, 二 a,-4 的 特征 根 。[ 注意; 这 些 根 包 含 复数 。] 

b) 求 a) 的 递 推 关系 的 解 ， 其 中 ao 三 1， ai 一 0，az 一 1 和 as 三 1。 

求解 联 立 递 推 关系 





an =3an1 十 20,-1 
b, =an-i 十 20。 1 
初始 条 件 ao 一 1 和 如 一 2。 


a) 用 例 4 找到 的 关于 第 nn 个 非 波 那 契 数 九 的 公式 证 明 万 是 最 接近 
二 人 
大 汉 
的 整数 。 
b) 确 定 对 哪些 n 有 f, 大 于 
二 [ES 
a 
对 哪些 2 有 广 小 于 
点 (下 2) 
/5\ 2 
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42. 
43. 


* 44. 


45. 


46. 


47. 


证 明 : 如 果 a 二 wi 十 a,-;，ao 二 $s 和 a 二 t， 其 中 s 和 zt 是 常数 ， 那 么 对 所 有 的 正 整数 n 有 a 二 sf-1 十 tf。 

用 斐 波 那 契 数 的 项 表示 线性 非 齐 次 递 推 关 系 a, 二 a,_1 十 a,-;s 十 1 的 解 ， 其 中 nn 宇 2, ao 二 0, a1 王 1。 

[提示 ; 令 b, 二 ast1 并 对 序列 5b, 应 用 练习 42。] 

(要 求 线性 代数 知识 ) 令 A, 是 nXn 和 矩阵 ， 它 的 主 对 角 线 上 都 是 2， 对 角 线 元 素 旁 边 的 所 有 位 置 是 1， 其 

余 的 全 是 0。 找 一 个 关于 4, 的 行列 式 &, 的 递 推 关系 。 求 解 这 个 弟 推 关系 并 找到 一 个 关于 d 的 公式 。 

假设 留 在 岛 上 的 每 对 遗传 工程 培育 的 兔子 在 一 个 月 大 时 生出 2 对 新 兔子 ， 在 两 个 月 大 和 以 后 的 每 个 

月 都 生出 6 对 新 兔子 。 没 有 兔子 死去 ， 也 没有 人 兔子 从 岛 上 离开 。 

a) 一 对 新 生 的 兔子 留 在 岛 上 ， 求 出 与 nn 个 月 后 岛 上 兔子 对 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 通 过 求解 a) 中 的 递 推 关系 确定 一 对 新 生 的 兔子 留 在 岛 上 nn 个 月 以 后 岛 上 的 兔子 对 数 。 

假设 在 一 个 岛 上 最 初 有 2 只 山羊 。 由 于 自然 繁殖 ， 岛 上 的 山羊 数 每 年 加 倍 ， 并 且 每 年 有 些 山羊 被 带 

来 或 带 走 。 

a) 假 定 每 年 男 有 100 只 山羊 被 放 到 岛 上 ， 构 造 一 个 关于 第 nn 年初 岛 上 山羊 数 的 递 推 关系 。 

b) 求 解 a) 的 递 推 关 系 来 找 出 第 年 初 岛 上 的 山羊 数 。 

©) 假 定 对 于 每 个 n 三 3， 在 第 nn 年 有 n 只 山羊 被 从 岛 上 带 走 ， 构 造 一 个 关于 第 nn 年 初 岛 上 山羊 数 的 递 
推 关 系 。 

dd) 求解 c) 的 关于 第 ”年初 岛 上 山羊 数 的 递 推 关系 。 

在 一 个 充满 活力 的 新 软件 公司 ， 一 个 新 女 雇员 的 初始 工资 为 50 000 美元 ， 公 司 允 诺 每 年 底 她 的 工资 

将 是 她 前 一 年 工资 的 2 倍 ， 并 且 她 在 公司 的 每 年 都 将 额外 增加 10 000 美元 。 

a) 构 造 一 个 与 被 雇用 的 第 ”年 她 的 工资 数 有 关 的 递 推 关 系 。 

b) 求 解 这 个 弟 推 关系 ， 找 出 她 被 雇用 的 第 年 的 工资 。 

某 些 线性 递 推 关系 没有 常数 系数 ， 但 也 可 以 系统 地 求解 。 这 就 是 形 如 f(n)a, 二 gCn)a,-i1 十 h(n) 的 递 


推 关 系 的 情况 。 练 习 48 一 50 说 明了 这 一 点 。 


* 48. 


* 49. 
S0. 


x*¥ 51 


52. 
53. 


8. 


a) 证 明 递 推 关 系 
fn)a,=g ln)a, 1th(n) 
其 中 n 宇 1，ao 一 C， 可 以 转变 成 如 下 形式 的 递 推 关 系 
b=b,-1 + Qh n) 
其 中 6b 二 gln 十 1)Q(n 十 1)a,， 满 足 
QO = CF fF) fn—1)) /gC1) eC2) gn)) 

b) 使 用 a) 求 解 原来 的 递 推 关系 以 便 得 到 

C+ 2) QOROD 
= 
使 用 练习 48 求解 递 推 关系 Cn 十 1)as 二 Cn 十 3)as_ 1 十 n，n 宇 1,， qo 二 1。 
可 以 证 明 当 以 随机 顺序 排序 个 元 素 时 ， 快 速 排序 算法 (在 5.4 节 练 习 50 中 描述 ) 所 做 的 平均 比较 次 
数 满 足 递 挖 关 系 


a 


人 = Gx 


k=0 


n 二 1，2，…， 且 初始 条 件 Co 二 0。 
a) 证 明 {C} 也 满足 递 推 关系 nC 二 (nn 十 1)Cs-1 十 2n,， nn 二 1，2,，*…*。 

b) 使 用 练习 48 求解 a) 的 递 推 关系 以 找到 关于 C, 的 显示 公式 。 

证 明定 理 4。 

证 明定 理 6。 

求解 具有 初始 条 件 T(1) =6 的 递 推 关 系 TC(n) 二 nT* (n/2)。[ 提 示 ; 令 "一 %， 然 后 做 替换 a 二 log T(24) 
以 便 得 到 一 个 线性 非 齐 次 的 递 推 关系 。] 


3 分 治 算法 和 递 推 关系 


8.3.1 引 宫 


tu Be 


许多 递归 算法 把 一 个 给 定 输 入 的 问题 划分 成 一 个 或 多 个 小 问题 。 连 续 使 用 这 种 划分 直到 可 


以 很 快 地 找到 这 些 较 小 问题 的 解 。 例 如 ， 在 执行 一 个 二 分 检索 时 把 对 一 个 元 素 在 表 中 的 搜索 归 
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约 为 对 该 元 素 在 长 度 减 半 的 表 中 的 搜索 。 我 们 继续 使 用 这 种 分 解 直 到 只 剩 下 一 个 元 素 。 当 我 们 
使 用 归并 排序 算法 排序 一 个 整数 的 表 时 ， 我 们 将 这 个 表 划 分 成 相等 大 小 的 两 半 并 且 分 别 排序 每 
一 半 。 然 后 将 两 个 排序 好 的 半 个 表 归 并 。 这 种 类 型 的 递归 算法 的 另 一 个 例子 就 是 整数 乘法 的 过 
程 ， 它 将 两 个 整数 相 乘 的 问题 分 解 成 三 组 位 数 减 半 的 整数 相 乘 。 这 种 分 解 连续 使 用 直到 只 剩 下 
一 位 整数 为 止 。 这 些 过 程 叫做 分 治 算法 ， 因 为 它们 将 一 个 问题 划分 成 较 小 规模 的 同一 问题 的 一 
个 或 多 个 实例 ， 然 后 用 这 些小 问题 的 解 来 处 理 这 个 问题 以 找到 初始 问题 的 解 ， 这 当中 也 许 会 需 
要 一 些 额 外 的 工作 。 

这 一 节 将 说 明 怎 样 用 递 推 关系 分 析 分 治 算法 的 计算 复杂 度 。 我 们 将 用 这 些 递 推 关系 估计 许 
多 不 同 的 分 治 算法 (包括 我 们 在 本 节 引 入 的 算法 ) 所 使 用 的 运算 次 数 。 


8. 3.2 分 治 递 推 关 系 

假设 一 个 递归 算法 把 一 个 规模 为 n 的 问题 分 成 a 个 子 问题 ， 其 中 每 个 子 问题 的 规模 是 ?W&( 为 简 
单 起 见 ， 假 设 2 是 2 的 倍数 。 实 际 上 ， 较 小 问题 的 规模 常常 是 小 于 等 于 或 者 大 于 等 于 2 的 最 近 的 
整数 )。 此 外 ， 假 设 在 把 子 问 题 的 解 组 合成 原来 问题 的 解 的 算法 处 理 步 中 需要 总 量 为 g(n) 的 额外 的 
运算 。 那 么 ， 如 果 /im 表示 求解 规模 为 ”的 问题 所 需 的 运算 数 ， 则 得 出 了 满足 递 推 关系 

fn)=af(n/b) + gn) 
这 就 叫做 分 治 递 推 关系 。 

首先 我 们 将 建立 一 些 可 用 于 研究 某 些 重要 算法 复杂 度 的 分 治 递 推 关 系 。 然 后 将 说 明 怎 样 用 
这 些 分 治 递 推 关系 估计 这 些 算法 的 复杂 度 。 

例 1 二 分 搜索 在 3.1 节 我 们 引入 了 二 分 搜索 算法 。 当 是 偶数 时 ， 二 分 搜索 算法 把 对 某 个 
元 素 在 长 度 为 n 的 搜索 序列 中 的 搜索 转变 成 对 同一 元 素 在 长 度 为 m2 的 搜索 序列 中 的 二 分 搜索 。 
(因此 ， 规 模 为 n 的 问题 已 经 被 分 解 成 规模 为 n/2 的 问题 ,) 执 行 这 个 分 解 需 要 2 次 比较 (一 次 是 为 了 
确定 要 用 到 表 的 哪 一 半 ， 另 一 次 是 为 了 确定 表 中 是 否 还 有 项 留 下 来 )。 所 以 ， 如 果 f() 是 在 规模 为 
2 的 搜索 序列 中 搜索 一 个 元 素 所 需要 的 比较 次 数 ， 那 么 当 是 偶数 时 f() 二 fn/2) 十 2。 本 

例 2 找 一 个 序列 的 最 大 和 最 小 ”考虑 下 面 的 查找 序列 mw ，a,，…，a, 中 最 小 和 最 大 元 素 
的 算法 。 如 果 n= 二 1， 那 么 w 就 是 最 大 和 最 小 的 元 素 。 如 果 "之 1， 把 这 个 序列 分 成 两 个 序列 ， 
或 者 两 者 有 同样 多 的 元 素 ， 或 者 一 个 序列 比 另 一 个 序列 多 一 个 元 素 。 问 题 就 归 约 成 查找 两 个 较 
小 序列 的 最 大 和 最 小 元 素 。 比 较 两 个 较 小 集合 的 最 大 和 最 小 元 素 ， 从 而 得 到 全 体 的 最 大 和 最 小 
元 素 ， 原 问题 的 解 就 得 到 了 。 

设 f(n) 是 找 n 元 素 序 列 的 最 小 和 最 大 元 素 所 需要 的 总 的 比较 次 数 。 我 们 已 经 说 明了 当 n 是 
偶数 时 一 个 规模 为 n 的 问题 可 以 归 约 成 两 个 规模 为 n/2 的 问题 ， 这 里 要 使 用 2 次 比较 , 一 次 是 
比较 两 个 序列 的 最 小 元 素 ， 而 另 一 次 是 比较 两 个 序列 的 最 大 元 素 。 当 n 是 偶数 时 就 得 到 递 推 关 
系 f(n)==2f(n/2) 二 +2。 q 

例 3 归并 排序 在 5.4 节 介绍 的 归并 排序 算法 把 一 个 具有 个 项 (其 中 为 偶数 ) 的 待 排 
序 的 表 划 分 成 两 个 表 ， 每 个 表 n/2 个 元 素 ， 并 且 用 少 于 ?次 的 比较 将 两 个 排序 好 的 表 归 并 成 一 
个 排序 好 的 表 。 因 此 ， 通 过 归并 排序 算法 排序 n 个 元 素 的 表 用 到 的 比较 次 数 小 于 M(n)， 其 中 
函数 M(n) 满 足 分 治 递 推 关 系 

M(n)=2M(n/2)+n 本 

例 4 整数 的 快速 乘法 ” 令 人 惊讶 的 是 ， 存 在 许多 比 传统 的 整数 乘法 算法 (在 4.2 节 描 述 
过 ) 更 有 效 的 算法 。 这 里 描述 的 一 个 有 效 的 算法 就 用 到 了 分 治 技术 。 这 个 快速 的 乘法 算法 把 每 
个 2n 位 的 二 进 制 整数 分 成 两 块 ， 每 块 n 位 。 然 后， 原来 2” 位 的 二 进 制 整数 的 乘法 被 分 解 成 3 
个 nn 位 二 进 制 数 的 乘法 ， 还 要 加 上 移 位 和 加 法 。 

假设 a 和 4 是 两 个 整数 的 2n 位 的 二 进 制 表达 式 ( 为 了 使 它们 等 长 ， 如 果 需 要， 可 以 在 这 些 
表达 式 前 面 加 上 多 个 0) 。 令 


a= (Qazn_1Q2n2"""a1Q0)2, b= (bz,1b2,-2***b1 bo ), 
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令 
2 一 2"4A 十 A,， 2 一 2 了 ,十 Bo 
其 中 
Ai 一 (al …QnHlQn)a， Ao = (aaiao)s 
了 Bi = (bi brib:)2, Bu = (b,1**bi bo); 
快速 整数 乘法 算法 是 基于 恒等式 


ap 一 (2 十 2")A; B 十 2"(A, 一 A,)(B。 一 了 B) 十 (2" 十 1)A, B。 
关于 这 个 恒等式 的 一 个 重要 的 事实 就 是 ， 它 证 明了 两 个 2n 位 整数 的 乘法 可 以 用 3 个 ”位 整数 
的 乘法 加 上 加 法 、 减 法 以 及 移 位 来 实现 。 这 证 明了 如 果 jz) 是 两 个 对 位 整数 相 乘 所 需要 的 按 
位 运算 的 总 数 ， 那 么 
f(2n)=3f(n) CGC; 

这 个 等 式 成 立 的 理由 是 : 3 次 n 位 整数 的 乘法 可 以 使 用 3f(n) 次 按 位 运算 实现 。 每 次 加 法 、 减 法 和 
移 位 使 用 的 运算 次 数 是 n 位 运算 的 常数 倍 ， 而 C, 表示 由 这 些 运 算 用 到 的 总 的 按 位 运算 数 。 4 

例 5 快速 矩阵 乘法 在 3.3 节 例 7 中 ， 我们 证 明了 使 用 和 矩阵 乘法 的 定义 进行 两 个 nXn 甜 
阵 相 乘 需 要 次 乘法 和 ww (n 一 1) 次 加 法 。 因 此 ， 按 照 这 种 方法 计算 两 个 nXn 和 矩阵 之 积 需 要 


ws 如 OC) 次 运算 (乘法 和 加 法 )。 令 人 惊讶 的 是 ， 对 于 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 存在 更 有 效 的 分 治 算法 。 


9 


这 个 由 沃 尔 克 … 斯 特 拉 森 于 1969 年 提出 的 算法 当 n 是 偶数 时 将 两 个 nXn 和 矩阵 的 相 乘 归 约 为 两 
个 (n/2) X(n/2) 和 矩阵 的 7 次 相 乘 和 (ni/2) XCn/2) 和 矩阵 的 15 次 相 加 。( 要 了 解 这 个 算法 的 细节 见 
[CoLeRiSt01]。) 于 是 ， 如 果 f(n) 是 用 到 的 运算 (乘法 和 加 法 ) 次 数 ， 那 么 当 n 是 偶数 时 有 
fn)=7f(n/2)+15m /4 可 

如 例 1 一 5 所 示 ， 在 许多 不 同 的 情况 中 都 出 现 了 形 如 f(n) 二 af(n/5) 十 gln) 的 递 推 关 系 。 
可 以 对 满足 这 种 递 推 关 系 的 函数 的 阶 做 出 估计 。 假 设 f 满足 这 个 递 推 关系 ， 其 中 可 被 5 整 
除 。 令 z 一 欠  ， 其 中 & 是 一 个 正 整 数 。 那 么 

fn)= af (n/b) + gn) 
a fn/b’) + ag(n/b) + gln) 
a fn/b) ta gn/b) tagn/b) + gn) 


| 


atf(n/b) 十 Daig n/d) 
由 于 n/b=1,， 所 以 


fn) = af (1) + 2) eign/b) 
我 们 可 以 使 用 这 个 关于 f(n) 的 等 式 估计 满足 分 治 关系 的 函数 的 阶 。 
设 是 满足 递 推 关系 
fm=af (n/t+e 
的 增 函 数 ， 其 中 nn 被 5 整除 ，a 之 1,，65 是 大 于 1 的 整数 ，c 是 一 个 正 实数 。 那 么 
O(n"sa) a>1 
fA O(logn) a=1 
而 有 全 ， 当 7 一 钴 (其 中 下 是 正 整数 ) ，Q 天 1 时 
fm) = Gm CC 
其 中 GG 二 f(1) 二 c/(a 一 1) 且 Cs 二 一 c/(a 一 1)。 
证 ”首先 令 z* 一 多。 由 定理 前 面 的 讨论 中 得 到 的 关于 f(n) 的 表达 式 和 g(n) 二 c， 我 们 有 


fln) = atf (1)+ 全 We = asF(1) 十 c>， a’ 
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fl(n)=f(1)+ek 
由 于 nn 二 =， 所 以 有 二 logsn。 于 是 
fn)=f(1)+c logn 
当 不 是 5 的 罕 时 ， 对 某 个 正 整 数 上 及 二 n 二 坟 '。 由 于 f 是 递增 的 ， 所 以 f(W) 志 1 (61')= 二 
f(D 十 c(k 十 1) 二 (f(1) 十 十 c 志 (ff(1) 十 0c) 十 clogn。 因 此 ， 在 两 种 情况 下 当 4a 二 1 时 f(n) 都 
是 O(log nn)。 
现在 假设 c>1。 首 先 假定 mn 二 六 , & 是正 整 数 。 由 几何 级 数 的 求 和 公式 (2. 4 节 定 理 1) 得 到 
fn) =a'f(1)+ce(a:—1)/(a—1) 
=at[f(1)+ce/(a—1)]—c/(a—1) 
一 Came + C, 
因为 性 一 co 一 Mg ( 见 附 录 B 的 练习 4)， 其 中 C= 二 =f(1) 十 c/(a 一 1) 有 征 CG; 二 一 c/(a 一 1)。 
现在 假设 不 是 5 的 窒 。“ 那么 二 n<b'*， 其 中 是 一 个 非 负 整数 。 由 于 f 是 递增 的 ， 所 以 
DE i eine 
(Cia)a"™w 二 CC, 
(Cia)n™ CC, 
因为 过 logsn 二 k 十 1。 


于 是 ，f(n) 是 O(n*%a ) 。 4 

例 6 一 9 说 明 怎 样 使 用 定理 1。 

例 6 设 f()==5f(n/2) 十 3 且 f(1)=7, 求 f(2*)， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 如 果 是 一 个 
增 函 数 ， 请 估计 f(n)。 

解 ” 根 据 定理 1 的 证 明 ， 当 a==5, 6b 二 2，c 二 3 时 ,我 们 看 到 如 果 nn 三 2， 那么 

fln) =a[f(1) +e/(a—1)j+[—c/(a—1)] 
二 5*[7 十 (3/4)] 一 3/4 
二 5*(31/4) 一 3/4 

而 且 ， 如 果 (xz) 是 递增 的 ， 那 么 定理 1 证明 f(m) 是 O(n"%2) 二 OCnw**)。 4 

我 们 可 以 使 用 定理 1 估计 二 分 搜索 算法 和 例 2 查找 序列 的 最 小 和 最 大 元 素 的 算法 的 计算 复杂 度 。 

例 7 估计 二 分 搜索 使 用 的 比较 次 数 。 

解 ” 在 例 1 中 证 明了 当 n 是 偶数 时 f(n) 二 fl(n/2) 十 2， 其 中 f(n) 是 在 规模 为 n 的 序列 中 实 
现 二 分 搜索 需要 的 比较 次 数 。 因 此 得 出 f(n) 是 O(log n)。 | 

例 8 估计 用 例 2 给 定 的 算法 查找 序列 的 最 大 和 最 小 元 素 所 使 用 的 比较 次 数 。 

解 ”在 例 2 中 我 们 证 明了 当 n 是 偶数 时 f(n) 二 2f(n/2) 十 2， 其 中 f 是 算法 需要 的 比较 次 
数 。 于 是 ， 由 定理 1 得 到 jz) 是 O(n™*?) 二 O(n)。 4 

我 们 现在 叙述 一 个 更 一 般 的 、 更 复杂 的 定理 ， 定 理 1 是 它 的 特例 。 这 个 定理 (或 者 更 强 的 
版 本 ， 包 括 大 @ 估计 ) 有 时 称 为 主 定 理 (Master Theorem) ， 因 为 它 在 分 析 许 多 重要 的 分 治 算法 
的 复杂 度 中 很 有 用 。 
习 ， 主 定理 设 f 是 满足 递 推 关系 

fm =af(n/b) 十 cz 

的 增 函 数 ， 其 中 nn 二 L， 尺 是 一 个 正 整 数 ，a 宇 1,， 65 是 大 于 1 的 整数 ，c 和 d 是 实数 ,满足 c 是 
正 的 且 b 是 非 负 的 。 那 么 





On’) ee 
fn) oo n) a=b’ 
On"%a ) a>b 
定理 2 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 29 一 33。 
例 9 归并 排序 的 复杂 度 ”在 例 3 中 我 们 解释 了 用 归并 排序 来 对 nn 个 元 素 的 表 进 行 排 序 所 
使 用 的 比较 次 数 少 于 M(n)， 其 中 M(n) 二 2M(n/2) 十 n。 根 据 主 定理 (定理 2)， 我们 发 现 M(n) 


Ere | 
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是 O(n log n)， 这 与 在 5.4 节 得 到 的 估计 一 致 。 | 

例 10 估计 使 用 例 4 描述 的 快速 乘法 算法 进行 两 个 位 整数 相 乘 所 需要 的 按 位 运算 的 次 数 。 

解 例 4 证 明了 当 n 是 偶数 时 f(n) 二 3f(n/2) 十 Cn， 其 中 f(n) 是 使 用 快速 乘法 算法 进行 两 
个 工 位 整数 相 乘 所 需 的 按 位 运算 的 次 数 。 于 是 ， 由 定理 2 得 到 f(n) 是 O(n”“)。 注 意 log 3 一 
1. 6。 因 为 传统 的 乘法 算法 使 用 OC(x ) 次 按 位 运算 ， 所 以 对 于 足够 大 的 整数 ， 包 括 实际 应 用 中 
出 现 的 大 整数 ， 快 速 乘法 算法 在 时 间 复 杂 度 方面 比 传统 的 算法 有 了 本 质 的 改进 。 本 

例 11 估计 使 用 例 5 的 矩阵 乘法 算法 进行 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 所 需要 的 乘法 和 加 法 的 次 数 。 

解 ” 令 成 思 表示 使 用 例 5 提 到 的 算法 进行 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 所 需 的 加 法 和 乘法 的 次 数 。 当 n 
是 偶数 时 ,我 们 有 f() 二 7f(n/2) 十 15w /4。 于 是 由 定理 2 得 到 Fo) 是 O(n”w')。 注 意 log 7 一 2. 8。 
由 于 传统 的 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 的 算法 要 用 OC ) 次 加 法 和 乘法 ， 显 然 ， 对 足够 大 的 整数 n， 包 括 出 
现在 许多 实际 应 用 中 的 大 整数 ， 这 个 算法 比 传统 的 算法 在 时 间 复 杂 度 方面 更 加 有 效 。 本 

最 近 点 对 问题 ”我们 在 结束 这 一 节 之 前 引入 一 个 来 自 计 算 几 何 的 分 治 算法 ， 计 算 几 何 是 离 
散 数学 的 一 部 分 ， 是 专注 于 求解 几何 问题 的 算法 。 

例 12 ”最近 点 对 问题 ”考虑 确定 平面 上 7 个 点 (z，yw)，(z，y%)，…，(z，y) 集 合 上 
的 最 近 点 对 的 问题 ,其 中 两 点 (zi:，y;) 和 (zx,，y;) 之 间 的 距离 是 通常 的 欧 几 里 得 距离 
V(Zzi 一 ZI) 十 (yi 一 y;)”。 这 个 问题 出 现在 许多 应 用 中 ， 例 如 确定 某 航 空 控制 中 心 管理 的 特 
定 高 度 的 空间 内 最 近 的 一 对 飞机 。 怎 样 以 一 种 有 效 的 方式 找到 这 个 最 近 的 点 对 ? 

解 ” 为 解决 这 个 问题 ， 可 以 首先 确定 每 对 点 的 距离 ， 然 后 找到 这 些 距离 的 最 小 值 。 但 是 ， 
这 种 方法 需要 OCx ) 次 的 距离 计算 和 比较 ， 因 为 存在 C(n，2) 二 n(n 一 1)/2 个 点 对 。 不 过 存在 
一 个 精致 的 分 治 算法 ， 对 于 nn 个 点 可 以 用 Oln log nn) 次 的 距离 计算 和 比较 求解 这 个 最 近 的 点 对 
问题 。 这 里 我 们 描述 的 算法 归功 于 米 凯 尔 。 萨 莫 斯 ( 见 [PrSa85]) 。 

为 了 简单 起 见 ， 假设 n==2*， 其 中 是 正 整数 。( 我 们 避免 菜 些 当 不 是 2 的 寡 时 必需 要 考虑 的 
技术 )。 当 n= 二 2 时 ， 只 有 一 对 点 。 在 这 两 个 点 之 间 的 距离 就 是 最 小 距离 。 在 算法 的 开始 时 候 我 们 使 
用 归并 排序 两 次 ， 一 次 用 于 依据 工 轴 坐标 对 节点 进行 升序 排序 ， 一 次 用 于 依据 y 轴 上 坐标 对 节点 进行 
升序 排序 。 每 一 排序 操作 需要 Olnlogn) 次 运算 。 我 们 将 在 每 一 次 递归 步骤 中 使 用 这 些 排序 表 。 

算法 的 递归 部 分 将 问题 划分 成 两 个 子 问题 ， 每 个 涉及 一 半 的 点 。 使 用 按 工 轴 坐 标 对 节点 进 
行 排序 的 列表 ， 画 一 条 垂 线 将 对 个 点 分 成 两 部 分 ， 左 半 部 分 和 右 半 部 分 大 小 相等 ， 每 部 分 包含 
z/2 个 点 ， 如 图 1 所 示 。( 如 果 有 任何 点 落 到 划分 线 上 ， 必 要 时 ， 我 们 把 它们 分 在 这 两 部 分 里 。) 
在 后 面 的 递归 步骤 我 们 不 再 需要 根据 z 坐标 排序 ， 因 为 我 们 可 以 从 所 有 的 点 中 选择 对 应 的 排序 
子 集 。 这 个 选择 是 可 以 用 O(n) 次 比较 完成 的 任务 。 

{£ @ 
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在 这 个 图 示 中 ， 在 16 个 点 的 集合 中 寻找 
1 最 近 点 对 的 问题 归 约 成 两 个 在 8 个 点 的 集 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
i 
1 
1 
1 
1 
1 


。 合 中 寻找 最 近 点 对 的 问题 和 确定 中 心 在 
对 宽 为 24 的 间隙 中 是 否 存在 比 d=min(dis dj) 
5 更 近 的 点 的 问题 
® 
人 而 R 
A 人 ~ 
d d 


图 1 求解 最 近 点 对 问题 的 算法 的 递归 步 又 
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最 近 的 点 对 的 位 置 有 三 种 可 能 : 1) 它 们 两 点 都 在 左 部 区 域 L; 2) 它 们 两 点 都 在 右 部 区 域 
RR; 3) 一 点 在 左 部 区 域 且 男 一 点 在 右 部 区 域 。 递 归 地 使 用 这 个 算法 计算 di 和 dr， 其 中 di 是 在 
左 部 区 域 的 点 之 间 的 最 小 距离 ，dx 是 在 右 部 区 域 的 点 之 间 的 最 小 距离 ， 令 d 二 min(di，dg)。 
为 了 成 功 地 将 在 原始 集合 找 最 近 点 对 的 问题 划分 成 在 两 个 区 域 分 别 找 最 短 距离 的 问题 ,我 们 必 
须 处 理 算 法 的 分 割 之 后 的 治理 部 分 ， 这 要 求 我 们 考虑 最 近 的 点 处 在 不 同 的 区 域 的 情况 ， 即 一 点 
在 工 中 ， 另 一 点 在 尺 中 。 因 为 存在 一 对 距离 为 & 的 点 ， 所 以 或 者 它们 都 在 R 中 ,或 者 它们 都 
在 工 中 。 对 于 分 在 不 同 区 域 的 最 近 的 点 ， 要 求 其 距离 一 定 小 于 d。 

如 果 一 点 在 左边 区 域 , 一 点 在 右边 区 域 且 处 在 小 于 4 的 距离 内 ， 那 么 这 些 点 一 定位 于 宽度 
24 的 以 线 Z 作为 其 中 心 的 垂直 带 状 区 域 中 。 (和 否则 ， 这 些 点 的 距离 一 定 大 于 它们 的 坐标 之 差 ， 
而 这 个 距离 将 超过 4d。) 为 了 检查 在 这 个 带 状 区 域 中 的 点 ， 我 们 对 它们 进行 排序 并 按照 y 坐标 递 
增 的 顺序 把 它们 列 出 来 。 这 可 以 使 用 归并 排序 用 O(n log nn) 次 运算 完成 ， 并且 只 需 在 算法 开始 
时 做 一 次 ， 而 不 是 在 每 个 递归 步 做 。 在 每 个 递归 步 ， 我 们 从 已 经 按照 其 y 坐标 排序 好 的 所 有 点 
的 集合 ， 构 造 在 这 个 区 域内 的 根据 其 y 坐标 排序 的 点 的 子 集 ， 这 可 以 用 O(n) 次 比较 完成 。 

从 带 状 区 域 中 具有 最 小 y 坐标 的 一 个 点 开始 ， 我 们 连续 地 检查 带 状 区 域 中 的 每 个 点 ， 计 算 
这 个 点 与 带 状 区 域 中 所 有 其 他 具有 较 大 y 坐标 且 与 这 个 点 的 距离 小 于 4 的 点 之 间 的 距离 。 注 意 
为 检查 点 p， 我 们 只 需要 考虑 在 如 和 下 述 和 矩形 中 的 一 组 点 之 间 的 距离 。 这 个 矩形 的 高 为 &， 宽 
为 24，p 在 它 的 底 边 上 ， 并且 它 的 垂直 边 与 4 的 距离 为 d。 

我 们 可 以 证 明 在 这 个 点 集中 至 多 存在 8 个 点 ， 其 中 包含 p 在 内 (或 者 在 这 个 24X4d 的 和 矩形 
的 边 上 )。 为 了 看 到 这 一 点 ， 注 意 在 图 2 所 示 的 8 个 a/2X4d/2 的 正方 形 中 ， 每 个 正方 形 内 部 至 
多 可 能 存在 一 个 点 。 这 是 由 于 在 一 个 正方 形 的 边 上 或 者 内 部 最 远 距 离 的 点 是 对 角 线 的 长 度 d/ 
V2( 使 用 勾 股 定理 可 以 得 到 )， 这 个 距离 小 于 a， 并 且 每 个 这 样 的 正方 形 是 完全 处 在 左 区 域内 或 
者 右 区 域内 。 这 意味 着 在 这 一 步 我 们 至 多 只 需要 与 a 比较 7 个 距离 ， 这 些 距离 是 在 p 和 和 矩形 内 
部 或 者 边 上 7 个 或 者 更 少 的 其 他 的 点 之 间 。 


包含 p 在 内 ， 至 多 8 个 点 可 能 
处 在 中 心 在 4 的 24xd 的 矩形 内 
或 者 边 上 ,因为 在 8 个 (4d/2)x 
(4/2) 的 正方 形 中 ， 每 个 内 部 或 
边 上 至 多 可 能 存在 一 个 点 





图 2 说 明 对 带 状 区 域 中 的 每 个 点 至 多 需要 考虑 另外 7 个 点 


由 于 在 宽 为 24 的 带 状 区 域 中 的 总 点 数 不 超 过 ?2 (集合 中 的 总 点 数 )， 所 以 至 多 需要 与 d 比 
较 7n 个 距离 以 找到 点 之 间 的 最 小 距离 。 即 只 存在 7 个 距离 可 能 小 于 d。 因 此 , 一 旦 用 归并 排 
序 按照 这 些 点 的 工 坐 标 和 yy 坐标 对 它们 进行 排序 后 ， 我 们 发 现 求 解 最 接近 点 对 问题 需要 的 比较 
次 数 不 超 过 满足 递 推 关系 
Ca 一 27Cz/27) 十 77 
的 增 函数 f(n)， 其 中 f(2) 二 1。 根 据 定理 2， 得 到 f(n) 是 O(n log n)。 用 归并 排序 算法 根据 点 
的 工 坐 标 和 yy 坐标 对 点 做 两 次 排序 ， 每 次 排序 用 OC(n log n) 次 比较 ， 在 算法 的 O(log 个 步 中 
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的 每 一 步 ， 这 些 坐 标的 排序 子 集 每 次 可 以 用 O(z) 次 比较 得 到 。 因 此 ， 这 个 最 近 点 对 问题 可 以 


用 O(n log 站 次 比较 求解 。 4 

练习 

1. 在 64 个 元 素 的 集合 中 ， 做 二 分 检索 需要 多 少 次 比较 ? 

2. 在 128 个 元 素 的 序列 中 ， 使 用 例 2 中 的 算法 查找 最 大 和 最 小 的 元 素 需 要 多 少 次 比较 ? 

3. 使 用 快速 乘法 算法 将 (1110), 与 (1010), 相 乘 。 

4. 用 伪 码 表示 快速 乘法 算法 。 

5. 确定 在 例 4 中 的 常数 C 的 值 ， 并 且 使 用 它 估 计 用 快速 乘法 算法 做 两 个 64 位 二 进 制 整数 相 乘 所 需要 的 
按 位 运算 的 次 数 。 

6. 用 例 4 引入 的 算法 做 两 个 32X 32 矩阵 相 乘 需 要 多 少 次 运算 ? 

7. 假设 当 n 被 3 整除 时 有 FCz)=FCz/3) 十 1 和 1) 王 1， 求 
a) f(3) b) f(27) c) f(729) 


18. 


19. 


20. 


21; 


22. 


. 假设 当 n 是 偶数 时 有 f(n)==2f(n/2) 十 3 和 f(1)=5, 求 


a) f(2) b) f(8) €)f(64) d)f(1024) 


. 假设 当 n 被 5 整除 时 有 fln)= 二 fln/5) 十 3mw* 和 1) 一 4， 求 


a) f(5) b) f(125) c) f(3125) 


. 当 xz 一 2 时 求 f(n)， 其 中 了 满足 递 推 关 系 jz) = FCaz/2) 十 1，7FG1) 一 1。 
.如果 f 是 一 个 增 函 数 ， 给 出 练习 10 中 f 的 大 O 估计 。 

， 当 n= 二 3* 时 求 f(n)， 其 中 满足 递 推 关系 f(m)==2f(n/3) 十 4，f(1)==1。 

. 如果 f 是 一 个 增 函 数 ， 给 出 练习 12 中 的 了 的 大 O 估计 。 

. 假设 在 一 个 淘汰 锦标 赛 中 有 n= 二 2* 个 队 ， 其 中 在 第 一 轮 有 n/2 场 比赛 ，xV2=2 生 :个 赢 的 队 进 入 第 二 


轮 比赛 ， 以 此 进行 。 建 立 一 个 关于 锦标 赛 的 轮 数 的 递 推 关系 。 


. 在 练习 14 的 淘汰 锦标 赛 中 如 果 有 32 个 队 ， 需 要 进行 多 少 轮 比 赛 ? 
. 求解 练习 14 所 描述 的 关于 锦标 赛 轮 数 的 递 推 关 系 。 
. 假设 ”个 投票 人 为 不 同 的 候选 人 (可 能 存在 多 于 2 个 候选 人 ) 进 入 某 个 办 公 室 投票 ， 选 票 作 为 一 个 序 


列 的 元 素 。 如 果 一 个 人 得 到 的 选票 超过 半数 他 就 赢得 竞选 。 

a) 设 计 一 个 分 治 算法 确定 是 否 一 个 候选 人 得 到 半数 选票 ， 如 果 是 ， 则 确定 这 个 候选 人 是 谁 。[ 提 示 : 
设 n 为 偶数 ， 并 且 将 选票 序列 划分 成 两 个 序列 ， 每 个 序列 具有 n/2 个 元 素 。 注 意 如 果 对 于 两 个 半 长 
序列 的 每 一 个 都 没有 得 到 一 半 以 上 的 选票 ， 那 么 一 个 人 就 不 可 能 得 到 所 有 选票 的 一 半 以 上 。] 

b) 使 用 主 定理 给 出 在 a) 中 设计 的 算法 所 需要 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 

假设 在 一 组 4 个 人 中 ， 每 个 人 从 候选 人 的 提名 中 恰好 选 两 个 人 担任 一 个 委员 会 的 两 个 职务 。 只 要 每 

人 得 到 超过 n/2 的 选票 ， 这 前 两 个 人 将 赢得 这 两 个 席位 。 

a) 设 计 一 个 分 治 算法 ， 确 定 两 个 得 到 最 多 选票 的 候选 人 是 否 每 个 人 至 少 得 到 了 n/2 的 选票 。 如 果 是 ， 
确定 这 两 个 候选 人 是 谁 。 

b) 使 用 主 定理 给 出 在 a) 中 设计 的 算法 所 需要 的 比较 次 数 的 大 O 估计 。 

a) 使 用 5.4 节 中 的 练习 26 的 递归 算法 为 计算 z 所 需要 的 乘法 次 数 建立 一 个 分 治 递 推 关 系 ， 其 中 工 为 
实数 ，n 是 正 整数 。 

b) 使 用 在 a) 中 找到 的 递 推 关 系 构造 使 用 递归 算法 计算 z 所 用 乘法 的 次 数 的 大 O 估计 。 

a) 使 用 5.4 节 中 的 例 4 的 递归 算法 为 计算 a"modm 所 需要 的 模 乘 法 的 次 数 建立 一 个 分 治 递 推 关 系 ， 其 
中 a、m、n 为 正 整数 。 

b) 使 用 在 a) 中 找到 的 递 推 关系 构造 使 用 递归 算法 计算 wmod m 所 用 模 乘 法 的 次 数 的 大 O 估计 。 

设 函 数 f 满足 递 推 关 系 f(n)= 二 2f(Wn) 十 1， 其 中 是 大 于 1 的 完全 平方 数 且 F(2) 王 1。 

a) 求 f(16)。 

b) 求 关于 f(n) 的 大 O 估 计 。[ 提 示 : 做 蔡 换 m 二 log n。] 

设 函 数 f 满足 递 推 关系 f(n) 二 2f(Wn) 十 log n， 其 中 是 大 于 1 的 完全 平方 数 且 f(2) 二 1。 

a) 求 f(16)。 

b) 求 关于 f(n) 的 大 O 〇 估计 。[ 提 示 : 做 蔡 换 mmx 二 log n。] 


*% 23。 


24. 


25. 


x* 26. 


27. 


x 28. 


了 


这 个 练习 涉及 求 n 个 实数 序列 的 连续 项 的 最 大 和 问题 。 当 所 有 的 项 都 是 正 数 时 ， 所 有 项 之 和 就 给 出 
了 答案 ,但 是 当 某 些 项 是 负数 时 情况 就 比较 复杂 了 。 例 如 ， 序 列 一 2，3， 一 1，6， 一 7，4 的 连续 项 
的 最 大 和 是 3 十 (一 1) 十 6 二 8。( 这 个 练习 基于 [Be86])。 

a) 使 用 伪 码 描述 一 个 求解 该 问题 的 算法 ， 这 个 算法 依次 寻找 从 第 一 项 开始 的 连续 项 之 和 ， 从 第 二 项 
开始 的 连续 项 之 和 ， 等 等 ， 并 在 算法 执行 时 记录 当前 找到 的 最 大 和 。 

b) 依 照 所 做 的 计算 和 的 次 数 与 比较 次 数 确定 在 a) 中 算法 的 计算 复杂 度 。 

©) 设 计 一 个 分 治 算法 求解 这 个 问题 。[ 提 示 : 假设 序列 中 有 偶数 个 项 ， 把 这 个 序列 分 成 两 半 。 解 释 当 
连续 项 的 最 大 和 包含 了 在 两 个 半 序 列 的 项 时 怎样 处 理 这 种 情况 。] 

d) 使 用 c) 中 的 算法 求 下 面 每 个 序列 的 连续 项 的 最 大 和 : 一 2，4， 一 1，3，5， 一 6，1，2; 4，1， 
—3, 7, —1, —5, 3, —2; 一 1，6，3， 一 4， 一 5，8， 一 1，7。 

e) 通 过 c) 中 的 分 治 算法 使 用 的 求 和 次 数 和 比较 次 数 寻找 一 个 递 推 关 系 。 

人 使 用 主 定理 估计 这 个 分 治 算法 的 计算 复杂 度 。 依 照 计 算 复 杂 度 把 这 个 算法 与 a) 中 的 算法 做 比较 ， 
结果 如 何 ? 

应 用 例 12 描述 的 求 最 近 点 对 的 算法 ， 使 用 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 ， 求 下 述 点 (1，3)、(1，7)、(2， 

4)、 (2 9)、(35 1)、'(3, 5)% (Es 0 人 7 的 最 近 点 对 。 

应 用 例 12 描述 的 求 最 近 点 对 的 算法 ， 使 用 点 之 间 的 欧 几 里 得 距离 ， 求 下 述 点 (1，2)、(1，6)、(2， 

人 

4)、(7，9) 、(8，6) 的 最 近 点 对 。 

使 用 伪 码 描述 例 12 中 所 氢 述 的 解 最 近 点 对 问题 的 递归 算法 。 

如 果 两 点 间 的 距离 定义 为 4((zi，y;)，(Zzj， 外 )) 二 max(|Zzi 一 zi |，| wy; 一 y; |)， 使 用 例 12 描述 的 

算法 中 应 用 的 那些 合理 的 步骤 并 加 以 改变 ,构造 一 个 求 两 点 之 间 最 小 距离 的 算法 。 

设 一 个 人 从 个 数 的 集合 中 取 一 个 数 +， 第 二 个 人 通过 连续 选取 n 个 数 的 子 集 猜测 这 个 数 。 他 问 第 一 

个 人 是 否 z 在 每 个 集合 里 。 第 一 个 人 回答 “是 ?或 者 “不 是 >”。 当 第 一 个 人 每 次 回答 都 是 真 话 时 ， 通 过 

连续 地 在 每 次 询问 时 将 这 个 集合 对 半 划 分 ， 我 们 可 以 使 用 log 次 询问 找到 工 。1976 年 由 斯 坦 尼斯 

劳 ， 乌 拉 姆 (Stanislaw Ulam) 提 出 的 乌拉 姆 问题 是 : 假设 允许 第 一 个 人 恰好 说 谎 一 次 ， 找 到 z 需要 多 

少 次 询问 ? 

a) 给 定数 zx 和 nn 个 元 素 的 集合 ， 证 明 每 个 问题 问 2 次 并 且 当 发 现 说 谎 时 可 以 多 问 一 个 问题 ， 那 么 乌 
拉 姆 问题 可 以 用 2 log "十 1 次 询问 求解 。 

b) 把 初始 的 n 元素 集 合 划 分 成 4 部 分 ， 每 部 分 具有 n/4 个 元 素 ， 证 明 使 用 2 次 询问 就 可 以 排除 1/4 的 
元 素 。[ 提 示 : 使 用 2 次 询问 ， 其 中 每 次 询问 都 问 是 否 这 个 元 素 在 两 个 n/4 个 元 素 的 子 集 的 并 集中 ， 
并 且 其 中 一 个 n/4 个 元 素 的 子 集 出 现在 两 次 询问 中 。] 

c) 利 用 b) 证 明 如 果 f(n) 等 于 用 b) 中 的 方法 求解 乌拉 姆 问题 所 用 到 的 询问 次 数 ， 且 nn 被 4 整除 ， 那么 
fn)=f(3n/4)++2, 

d) 求 解 c) 中 关于 f(n) 的 递 推 关 系 。 

e) 每 个 这 种 问题 问 两 次 来 求解 乌拉 姆 问题 的 天 真 方法 与 基于 b) 的 分 治 方法 相 比 ， 哪 种 具有 更 高 的 效 
率 ? 求解 乌拉 姆 问题 的 最 有 效 的 方法 已 经 由 A. 派 尔 克 (A. Pelc) 确 定 LPe87]。 

在 练习 29 一 33 中 ， 假 设 /是 一 个 满足 递 推 关 系 f(n) 二 af(n/b) 十 cm? 的 增 函 数 ，a 之 1，2 是 大 于 1 的 





整数 ，c 和 4 是正 实数 。 这 些 练习 提供 一 个 关于 定理 2 的 证 明 。 


* 29。 
30. 


EE 


证 明 : 如 果 a= 二 如 且 n 是 5 的 宕 ， 那么 f(n)= 二 (1)n’ 十 cn’logsn。 

使 用 练习 29 证 明 : 如 果 ae 王 多 ， 那 么 f(n) 是 OC(n’log n)。 

证 明 : 如 果 a 关 tY 上 且 是 5 的 短 ， 那么 f(n)= 二 Cin* 十 Con*%a ， 其 中 
C=bc/(b —a)B C=f(1)+oc/ Ca—b) 

使 用 练习 31 证 明 : 如 果 a 二 ， 那 么 fln) 是 O(n*)。 

使 用 练习 31 证 明 : 如 果 a 二 ,那么 Ca) 是 OC(n*%a ) 。 

当 二 信 时 ， 求 f(n),， 其 中 /满足 递 推 关 系 了 (mw) 二 5f(n/4) 十 6n，f(1) 二 1。 

如 果 f 是 增 函 数 ， 给 出 练习 34 中 了 的 大 O 估计 。 

当 ”一 2 时 ， 求 f(n)， 其 中 f 满足 递 推 关 系 f(n) 二 8f(n/2) 十 nw，f(1)==1。 
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37. 如 果 了 是 增 函 数 ， 给 出 练习 36 中 f 的 大 OO 估计 。 


8.4 生成 函数 


8.4.1 引言 

表示 序列 的 一 种 有 效 方法 就 是 生成 函数 ， 它 把 序列 的 项 作为 一 个 形式 寡 级 数 中 变量 x 的 客 

um 加 的 系数 。 可 以 用 生成 函数 求解 许多 类 型 的 计数 问题 ， 例 如 在 各 种 限制 下 选取 或 分 配 不 同 种 类 物 

体 的 方式 数 ， 使 用 不 同 面额 的 硬币 换 一 美元 的 方式 数 等 。 也 可 以 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 。 它 
先 把 关于 序列 的 项 的 递 推 关系 转换 成 涉及 生成 函数 的 方程 ， 然 后 求解 这 个 方程 并 找 出 关于 这 个 
生成 函数 的 直接 表达 形式 。 从 这 个 直接 表达 形式 可 以 找到 生成 函数 的 客 级 数 的 系数 ， 从 而 求解 
原来 的 弟 推 关系 。 生 成 函数 也 可 以 利用 函数 之 间 相 对 简单 的 关系 来 证 明 组 合 恒等式 ， 因 为 这 些 
关系 可 以 转换 成 涉及 序列 的 项 的 恒等式 。 生 成 函数 是 有 用 的 工具 ， 除 了 本 节 描 述 的 内 容 以 外 ， 
还 可 以 用 它 来 研究 序列 的 许多 性 质 ， 例 如 建立 关于 序列 的 项 的 渐进 公式 。 

我 们 从 序列 的 生成 函数 的 定义 开始 。 

EE 实数 序列 a,，al，…，a;，… 的 生成 函数 是 无 穷 级 数 


G(X) = 二 ow 十 qz 二 十 arrx* 十 … 一 Dy azt 
k=0 


评注 定义 1 给 出 的 {ai} 的 生成 函数 有 时 叫做 {as} 的 普通 生成 函数 ， 以 便 和 这 个 序列 
的 其 他 类 型 的 生成 函数 相 区 别 。 


例 1 序列 {ai} (a 二 3，&4 二 k 十 1 和 w 王 2) 的 生成 函数 分 别 是 
oo p> 3 Nh+ Dre, 2*z* 本 


我 们 通过 设置 a,41 二 0，a,4s 二 0 等 ， 把 一 个 有 限 序 列 ae a …,， a 扩充 成 一 个 无 限 序 
列 ， 就 可 以 定义 一 个 实数 的 有 限 序列 的 生成 函数 。 这 个 无 限 序列 {a,) 的 生成 函数 GCz) 是 一 个 7 
次 多 项 式 ， 因 为 当 jj 二 n 时 没有 形 如 ajzx’ 的 项 出 现 ， 即 

G(7z)=@ 二 az" 二 ax” 
例 2 序列 1，1，1，1，1，1 的 生成 函数 是 什么 ? 
解 1，1，1，1，1，1 的 生成 函数 是 
T 十 交 十 到 十 到 + 
由 2.4 节 的 定理 1 有 
(zx —1)/(z—1)=1 二 zx 二 x 十 x 十 x 十 x Zz 天]1 
因此 ，G(z)= 二 (zx' 一 1)/(zx 一 1) 是 序列 1，1，1，1，1, 1 的 生成 函数 。 因 为 z 的 宪 只 在 生成 函 


数 的 序列 项 中 使 用 ， 我们 不 用 担心 G(1) 没 有 被 定义 。 q 
例 3 设 m 是 正 整 数 。 令 = 二 CCm，k),， kk 二 0，1，2，…，m。 那 么 序列 we，a ，…，an 
的 生成 函数 是 什么 ? 


解 ”这 个 序列 的 生成 函数 是 
G(z)=Clm, 0)++CCm, 1)x+Clm, 2)z 二 CCm, m)z” 


二 项 式 定理 证 明 G(x) 二 (1 十 zx)”。 4 


8. 4.2 关于 震级 数 的 有 用 事实 

当 用 生成 函数 求解 计数 问题 时 ， 通 常 将 它们 考虑 成 形式 震级 数 。 这 里 忽略 了 这 些 级 数 的 收 
敛 问题 。 但 是 为 了 应 用 某 些微 积分 的 结果 ， 考 虑 寄 级 数 对 哪些 z 收敛 有 时 是 很 重要 的 。 一 个 函 
数 具有 一 个 唯一 的 靠近 z=0 的 震级 数 序列 这 一 事实 也 是 非常 重要 的 。 然 而 ， 在 我 们 的 讨论 中 
将 不 涉及 收敛 性 问题 。 熟 悉 微 积 分 的 读者 如 果 想 了 解 所 涉及 震级 数 的 收敛 性 的 细节 ， 可 以 参阅 
有 关 这 方面 内 容 的 教科 书 。 
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现在 我 们 将 叙述 某 些 与 无 穷 级 数 有 关 的 重要 事实 ， 这 些 将 在 研究 生成 函数 时 用 到 。 有 关 这 
些 的 讨论 和 相关 的 结果 都 可 以 在 微 积分 教科 书 中 找到 。 
例 4 函数 f(z)==1/(1 一 z) 是 序列 1]，1，1，1，… 的 生成 函数 ， 因 为 对 |z| 二 1 有 
1/(1 二 2z)==1 十 zx 十 十 可 
例 5 函数 f(x) 二 1/(1 一 az) 是 序列 1，a， qa，a*,，… 的 生成 函数 ， 因 为 当 |azx | 二 1 或 等 
价 于 |z| 二 1/ |a|, a 承 0， 有 
1/(1—az)=1+aztar’ 二 …: | 
我 们 也 需要 了 解 两 个 生成 函数 是 怎样 相 加 和 相 乘 的 。 这 些 结果 的 证 明 也 可 以 在 微 积 分 教科 
书 中 找到 。 


FE 邻 /z) = >》)ar',g(z) = >)pze ， 那 么 
k=0 k=0 
f(D+agD) = Dath)r 和 fer) 一 > (Dl ab )z 
k=0 k=0 j=0 


评注 “正如 本 节 所 考虑 的 所 有 级 数 一 样 ， 定 理 1 只 有 当 需 级 数 在 一 个 区 间 内 收 合 时 才 有 
效 。 但是， 生成 函数 的 定理 并 不 仅 局 限于 这 种 级 数 。 在 级 数 不 收 全 的 情况 下 ， 定 理 1 中 的 
命题 可 以 看 成 是 生成 函数 和 与 积 的 定义 。 
我 们 将 在 例 6 中 说 明 怎 样 使 用 定理 1。 
例 6 设 f(z)=1/(1 一 xz)*。 用 例 4 求 出 表达 式 f(x) = > aiz* 中 的 系数 m，a ，aw，… 
解 ” 由 例 4 看 出 
1/(1 一 Zz) 二 1 十 x 十 Zz 十 十 *… 
因此 ， 由 定理 1 有 


Ua-—D— DPD) DtD 4 
评注 这 一 结果 也 可 以 通过 微分 从 例 4 中 导出 。 从 已 知 生 成 函数 的 恒等式 产生 新 的 恒等式 的 一 
种 有 用 的 技术 就 是 求 导 。 


为 了 用 生成 函数 求解 许多 重要 的 计数 问题 ， 我 们 需要 在 指数 不 是 正 整数 的 情况 下 应 用 二 项 式 定 
理 。 在 叙述 广义 二 项 式 定理 之 前 ， 我 们 需要 定义 广义 二 项 式 系数 。 

BE 设 是 实效 且 是 非 负 整数 。 那 么 广义 二 项 式 系数 (，) 定义 为 
(")= wr k 二 0 
gl Rl k=0 
例 7 求 广义 二 项 式 系数 ( 。 ) 和 (人 
解 在 定义 2 中 取 u= 一 2 和 k==3 得 

(一 )- (一 2 一 3)(C 一 人 
3 31 


) 的 值 。 


4 





类 似 地 ， 取 x 二 1/2 和 & 一 3 得 





(= D2 
3 31 

一 (1/2)( 一 1/2)( 一 3/2)/6 

一 1/16 本 

当 上 边 的 参数 是 负 整 数 时 ， 例 8 对 广义 二 项 式 系数 提供 了 一 个 有 用 的 公式 。 我 们 后 面 的 讨论 中 
会 用 到 它 。 

例 8 当 上 面 的 参数 是 负 整 数 时 ， 广 义 二 项 式 系数 可 以 用 通常 的 二 项 式 系 数 的 项 表示 。 为 此 只 
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需要 注意 
人 由 广义 二 项 系数 定义 
= 一 1m(2 十 1…(Cz 十 > 一 1 从 分 子 的 每 一 项 中 提取 因子 一 1 


rl 


CDatro Dntro2)n 由 乘法 的 交换 律 


r! 


一 分 子 和 分 母 同 时 乘 以 (mx 一 1)! 
十 > 一 1 

= 一 2 人 ) r 由 二 项 系数 的 定义 

= 使 用 另外 一 种 二 项 系数 符号 表示 二 


我 们 现在 叙述 广义 二 项 式 定理 。 
广义 二 项 式 定 理 设 工 是 实数 ，| 工 | <1,， zx 是 实数 ， 那 么 
dtD = 2D ()e 
可 以 使 用 麦克 劳 林 级 数 的 理论 证 明定 理 2， 我 们 将 这 个 证 明 留 给 熟悉 这 部 分 微 积 分 的 读者 
完成 。 
评注 “ 当 x 是 正 整数 时 ， 广 义 二 项 式 定理 就 娄 约 到 6.4 节 提 出 的 二 项 式 定理 ， 因 为 如 
果 >u， 那么 在 这 种 情况 下 (%)=0。 


例 9 说 明了 当 指 数 是 负 整 数 时 定理 2 的 应 用 。 
例 9 当 n 是 正 整 数 时 ， 使 用 广义 二 项 式 定 理 求 (十 xz)“ 和 (1 一 x)“ 的 生成 函数 。 
解 ” 由 广义 二 项 式 定 理 得 


oo 


Ufa Sl 


k=0 


使 用 例 8 所 提供 的 关于 ( ， ) 的 简单 公式 得 到 


(1+2)™" = DC— DCC(nt+k—1,k)z 


k=0 


用 一 x 代替 z 得 到 
en Od a 4 
表 1 归纳 了 -一些 经 常 出 现 的 有 用 的 生成 函数 。 
表 1 有 用 的 生成 函数 
G(x) ak 


" = sk) zt 
(1 十 z" = 2) Cln,k) i 


天 一 0 


二 1 十 Clny1)z 十 Cln,2)z? 十 … 十 2 








(1 "= Cln,k)atrt 
ww > nsk)atz Cn 有 如 


大 一 0 


二 1 十 Clnyl)azr 十 Cln,2)a?z? 十 … 十 a"z" 


rn -一 S 大 
(1+z")" = DCOn,p)z 如 果 |, 则 CCu&/P ;否则 为 0 


天 一 0 


一 1 十 CGCnz, 1)zr 十 CCay2)Zz2r 十 … 十 mm 
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( 续 ) 
G(x) ak 
1 一 za+l a 
有 如 果 上 过 ” 则 为 1; 否则 为 0 
直 一 0 
[= 二 一 1+z 二 之 十 … 1 
k=0 
I 3 大 了 大 
一 Wa = Ta a rt . 
lax 站 入 
1 一 二 1 者 ”“ 一 r 2r 
dt 如 果 |, 则 为 1; 否 则 为 0 
k=0 
Dk 二 1)zt 二 1 十 2zx 十 3z? 十 … 十 1 
Ki1= .22 3 
& 
= DCCnt+h—1,k) zt 
G 一 z)” 包 . CCnt+k—1,k) = CO 十 有 一 1 一 1) 
一 1 十 CGOz,1Dz 十 COz 十 1,2)z2 十 … 
1 一 > 一 — 1])trt a — 
i Cntkt 1,k8)(— 1)*z (一 1D)tCOa 十 类 一 1 一 (一 DC 十 大 一 





EY WS oy 


E 到 
一 一 一 CC 十 有 一 1,Datzrs 
(I—ar)” 之 汪 Cnt+k—1,hat = Cnt+k— 1,n— 1)at 


三 1 十 Cl(n,1)az 十 Cl(n 十 1,2)a?zx? 十 … 


2 WB 

e -ttt 1/k! 
a | 3 4 

In(1 十 总 一 已 抑 =z 一 守 二 二 一 于 十 … Ce De 1/ 沪 
k=0 3 4 


注 : 当 讨 论 回 级 数 时 ， 在 大 多 数 微 积分 的 书 中 可 以 找到 关于 最 后 两 个 生成 函数 的 级 数 。 


评注 ”注意 表 中 第 2 个 公式 和 第 3 个 公式 可 以 由 第 1 公式 将 工分 别 用 az 和 xz 替换 推 
导出 来 。 同 样 ， 第 6 个 公式 和 第 7 个 公式 可 由 第 5 公式 做 同样 替换 推导 出 来 。 第 10 
个 公式 和 第 11 个 公式 可 以 由 第 9 个 公式 将 工分 别 用 一 Z、az 替换 推导 出 来 。 表 中 有 
些 公 式 也 可 以 使 用 微 积 分 (如 求 导 和 积分 ) 由 其 他 公式 推出 。 鼓 励 学 生 了 解 表 中 的 核心 
公式 (如 能 推导 出 其 他 公式 的 公式 ， 可 能 是 第 1、4、5、8、9、12、13 个 公式 )， 并 且 
理解 如 何 由 这 些 核 心 公 式 推 导出 其 他 公式 。 


8. 4.3 计数 问题 与 生成 函数 
生成 函数 可 以 用 于 求解 各 种 计数 问题 。 特 别 地 ， 它 们 可 以 用 于 计数 各 种 类 型 的 组 合 数 。 在 
第 6 章 ， 当 允许 重复 和 可 能 存在 某 些 附加 约束 时 ， 我 们 开发 了 一 些 计数 ”元 素 集 合 的 组 合 的 
技术 。 这 种 问题 与 计数 形 如 
el 十 es 十 … 十 e, 一 C 
方程 的 解 是 等 价 的 ， 其 中 C 是 常数 ， 每 个 e; 是 可 能 具有 某 些 约束 的 非 负 整数 。 也 可 以 用 生成 
函数 求解 这 种 类 型 的 计数 问题 ， 如 例 10 一 12 所 示 。 
例 10 求 
而 十 殉 填 西 一 ]7 
的 解 的 个 数 ， 其 中 e ，e; ，e 是 非 负 整数 ， 满 足 2 委 a 委 5，3 和 e 委 6，4 委 e 委 7。 
解 具有 上 述 限 制 的 解 的 个 数 是 
(es a a A a Wi Wa i i in a 
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的 展开 式 中 x” 的 系数 。 这 是 因为 我 们 在 乘积 中 得 到 等 于 z 的 项 是 通过 在 第 一 个 和 中 取 项 x“， 
在 第 二 个 和 中 取 项 x* ， 在 第 三 个 和 中 取 项 xz* ， 其 中 知 指 数 e、 e 和 es 满足 方程 ae 十 e 十 e 二 
17 和 给 定 的 限制 。 

不 难看 出 在 这 个 乘积 中 的 袜 的 系数 是 3。 因 此， 存在 3 个 解 。( 注 意 ， 计 算 这 个 系数 与 枚 举 方 
程 的 具有 给 定 束 的 所 有 人 解 几乎 要 做 同样 多 的 工作 。 但 是 ， 正 如 我 们 将 看 到 的 ， 这 里 说 明 的 方法 常常 
可 以 用 于 求解 各 种 具有 特殊 规则 的 计数 问题 。 此 外 ， 可 以 用 计算 机 代数 系统 做 这 种 计算 。) 4 

例 11 把 8 块 相同 的 饼干 分 给 3 个 不 同 的 孩子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 饼干 并 且 不 超 
过 4 块 饼 干 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 式 ? 

解 ”因为 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 饼 干 且 不 超过 4 块 饼干 ， 所 以 在 关于 序列 {C,} 的 生成 函数 
中 对 每 个 孩子 存在 一 个 等 于 

Ce 二 二 二 2 
的 因子 ， 其 中 c, 是 分 配 块 饼干 的 方式 数 。 因 为 有 3 个 孩子 ， 所 以 生成 函数 是 

Ce 
我 们 需要 求 这 个 乘积 中 的 二 的 系数 。 理 由 就 是 在 展开 式 中 zx* 的 项 对 应 于 选 3 项 的 方式 数 ， 其 
中 每 个 因子 选 1 项 且 指 数 加 起 来 等 于 8。 此 外 ,来自 第 一 、 第 二 和 第 三 个 因子 的 项 的 指数 分 别 
是 第 一 、 第 二 和 第 三 个 孩子 接受 的 饼干 数 。 通 过 计算 说 明 这 个 系数 等 于 6。 于 是 存在 6 种 方式 
分 配 饼干 使 得 每 个 孩子 至 少 接受 2 块 ， 但 是 不 超过 4 块 饼干 。 S| 

例 12 把 价值 1 美元 、2 美元 和 5 美元 的 代 币 插入 售 货 机 为 价值 美元 的 某 种 物品 付款 ， 
使 用 生成 函数 确定 在 代 币 插入 是 有 序 的 和 无 序 的 两 种 情况 下 付款 的 方式 数 。( 例 如 为 一 种 价值 
3 美元 的 物品 付款 ， 当 不 考虑 代 币 插入 的 次 序 时 存在 2 种 方式 : 插入 3 个 1 美元 的 代 币 或 1 个 1 
美元 和 1 个 2 美元 的 代 币 。 当 考虑 代 币 插入 的 次 序 时 有 3 种 方式 : 插入 3 个 1 美元 的 代 币 ; 插 
和 人 1 个 1 美元 代 币 ， 然 后 1 个 2 美元 的 代 币 ; 插入 1 个 2 美元 代 币 ,然后 1 个 1 美元 代 币 。) 

解 ” 在 不 考虑 代 币 插入 次 序 的 情况 下 ， 我 们 所 关心 的 就 是 为 产生 7 美元 的 总 数 所 使 用 的 每 
种 代 币 的 数目 。 因 为 可 以 使 用 任意 多 个 1 美元 的 代 币 、 任 意 多 个 2 美元 的 代 币 和 任意 多 个 5 美 
元 的 代 币 ， 所 以 答案 就 是 在 生成 函数 

(十 zx 十 二 十 有 十 呈 )(1 十 十 xX 十 十 呈 )(1 十 二 十 ZX 十 x 十 …:) 
中 的 关 的 系数 。( 这 个 乘积 中 的 第 一 个 因子 表示 所 使 用 的 1 美元 代 币 ， 第 二 个 表示 所 使 用 的 2 
美元 代 币 ， 第 三 个 表示 所 使 用 的 5 美元 代 币 。) 例 如 ， 用 1 美元 、2 美元 和 5 美元 为 一 个 价值 7 
美元 的 物品 付款 的 方式 数 由 展开 式 中 zx 的 系数 给 出 ， 结 果 等 于 6。 
当 考 虑 代 币 插入 的 次 序 时 ， 插 人 恰好 对 个 代 币 产生 > 美元 的 方式 数 是 在 
(rt 

中 的 二 的 系数 ， 因 为 这 个 代 币 中 的 每 一 个 可 能 是 1 美元 代 币 、2 美元 代 币 或 5 美元 代 币 。 又 
由 于 可 以 揪 入 的 代 币 不 限 数量 ， 所 以 当 考 虑 代 币 插 和 人 的 次 序 时 ， 使 用 1 美元 、2 美元 或 5 美元 
代 币 产生 7 美元 的 方式 数 是 在 


1 十 (zx 十 民 十 Zz) 十 (zx 十 zw 十 8) 十 … 


T(z ) 
| a 
1]—zx—zx—x 
中 的 系数 。 这 里 我 们 把 插入 0 个 代 币 、1 个 代 币 、2 个 代 币 、3 个 代 币 等 方式 数 相 加 ， 同 时 我 们 
使 用 恒等式 1/(1 一 问 王 1 十 z 十 好 十 …， 且 用 z 十 好 十 地 代替 zx。 例如 ， 用 1 美元 、2 美元 和 5 美元 的 
代 币 为 一 个 价值 7 美元 的 物品 付款 ， 当 考虑 使 用 代 币 的 次 序 时 ， 方 式 数 是 这 个 展开 式 中 x 的 系数 ， 
等 于 26。[ 提 示 : 为 看 到 这 个 系数 等 于 26， 要 把 (zx 十 zx 十 z')* 的 展开 式 中 x 的 系数 相 加 ， 其 中 
2 委 t 委 7。 这 项 工作 可 以 用 大 量 的 手工 计算 完成 ， 也 可 以 使 用 计算 机 代数 系统 来 完成 。] 本 
例 13 说 明了 当 求 解 带 不 同 假设 问题 时 生成 函数 具有 的 多 功能 性 。 
例 13 假设 已 经 建立 了 二 项 式 定理 ， 使 用 生成 函数 找 出 n 元 素 集合 的 & 组 合 数 。 
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解 ”集合 中 ， 个 元 素 的 每 一 个 元 素 都 对 生成 函数 f(z) 二 > \ asx' 贡献 了 项 (1 十 x)。 因 此 


7z) 是 关于 {a, } 的 生成 函数 ， 其 中 w 表示 元素 集合 的 组合 数 。 于 是 ， 
f(z)=(1 二 xz)” 

但 是 由 二 项 式 定理 ， 我 们 有 
f(D = 2 ) 


k=0 


其 中 
(号 = 二 一 
k kl(n—k)! 
于 是 ，C(ln，k)，nn 元素 集合 的 & 组 合 数 是 
nl 
kl(n— Ek)! 4 
评注 在 6.4 节 ， 我 们 使 用 了 关于 nn 元 素 集 合 的 7 组 合 数 的 公式 证 明了 二 项 式 定 理 。 
这 些 例子 说 明 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 二 项 式 定理 ， 再 用 二 项 式 定理 推导 关于 nn 元 素 
集合 的 ”~ 组 合 数 的 公式 。 
例 14 使 用 生成 函数 找 出 当 元 素 允 许 重复 时 ”元 素 集合 的 ~ 组 合 数 公式 。 
解 ” 设 Glz) 是 关于 序列 {a,) 的 生成 函数 ， 其 中 a, 等 于 nn 元素 集合 的 允许 重复 的 7 组合 数 。 


即 G(z) 二 > wz” 。 因 为 当 我 们 构成 允许 重复 的 ”组 合 时 ， 对 nn 元 素 集 合 的 元 素 选 择 不 受 限 


制 ， 所 以 这 个 元 素 中 的 每 一 个 元 素 都 对 G(z) 的 乘积 展开 式 贡 献 了 因子 (1 十 x 十 Zz 十 zx 十 …)。 
这 是 由 于 当 构 成 一 个 r+ 组合 时 (要 选择 r 个 元 素 )， 每 个 元 素 都 可 以 被 选择 0 次 、1 次、2 次、3 
次 等 。 因 为 集合 中 存在 ”个 元 素 ， 且 每 一 个 都 对 G(Cz) 贡 献 了 相同 的 因子 ， 所 以 有 
GCCz) 王 (1 十 z 十 z2 十 …)” 
只 要 |xz| 二 1, 就 有 1 十 zx 十 十 … 二 1/(1 一 x)， 所 以 
G(z)=1/(1—zx)"=(1—zx) " 
使 用 广义 二 项 式 定理 (定理 2)， 得 到 
Gd-D"=+CD"= ("a 


r=0 


当 r 是 正 整 数 时 ，n 元 素 集合 的 允许 重复 的 ~ 组 合 数 就 是 这 个 和 式 中 的 zf" 的 系数 。 因 此 ， 使 用 
例 8 我 们 求 出 a, 等 于 
bl DY 0 Ch Ng We Eb 


一 C(z 十 -1 >) 可 

注意 ， 例 14 的 结果 与 我 们 在 6. 5 节 定 理 2 所 叙述 的 结果 一 样 。 

例 15 使 用 生成 函数 求 出 从 ?类 不 同 的 物体 中 选择 > 个 物体 并 且 每 类 物体 至 少 选 1 个 的 方式 数 。 

解 ” 因 为 我 们 需要 每 类 物体 至 少 选 1 个 ， 所 以 这 个 类 中 的 每 类 物体 都 对 序列 {a,} 的 生成 
函数 G(z) 贡 献 了 因子 (zx 十 x 十 x 十 …)， 其 中 a, 是 从 nn 类 不 同 的 物体 中 选择 7 个 物体 并 且 每 类 
物体 至 少 选 1 个 的 方式 数 。 因 此 ， 

G(xz)= 二 (zx 十 二 十 如 十 …)" 二 x"(1 十 ZX 十 十)" 二 7X"/ (1 一 xz)” 
使 用 广义 二 项 式 定理 和 例 8， 有 
Gz) =/(1 = a) 


= 
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=z" DC— DCntr om1,7) (m1)'r" 
= Ctr ol 
= PCG—1,t— ma 


人 Nn 


在 倒数 第 二 个 等 式 中 ， 我 们 令 :=n 十 r 这 样 当 r= 二 0 时 :二 n 且 n 十 + 一 1 一 :一 1， 从 而 对 求 和 
进行 移 位 ， 然 后 在 最 后 的 等 式 中 用 + 替换 t 作为 和 的 下 标 回 到 了 初始 的 记号 。 因 此 ， 如 果 每 类 
物体 必须 至 少 选 1 个 时 ， 从 nn 类 不 同 的 物体 中 选择 7 个 物体 存在 CCr 一 1, + 一) 种 方式 。 44 


8. 4.4 使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 

我 们 可 以 通过 寻找 相关 生成 函数 的 显 式 公式 来 求解 关于 递 推 关 系 和 初始 条 件 的 解 。 这 可 以 
用 例 16 和 例 17 来 说 明 。 

例 16 求解 递 推 关系 = an k= ZY Bs … 且 初始 条 件 Wo = 

解 ” 设 G(z) 是 序列 {a,} 的 生成 函数 ， 即 G(z) = > ,az* 。 首 先 注意 


k=0 


XG(7z) = DDL 一 a 
k=0 k=1 


onosis 性 


使 用 递 推 关系 有 
GCz) — 3xG (7x) = Saiz 一 8 zt 
k=0 el 


一 Co 十 (ax 7 3ak_i ja 
k=1 


一 2 
因为 wm 王 2 且 w 王 3a-:， 所 以 
GCz) 一 3zCCZz) = (1 — 37x)G(x) 一 2 


求解 G(x)， 得 G(x) 二 2/(1 一 3z)。 使 用 表 1 的 恒等式 1/(1 一 az) 一 5 Qs 有 


G(x) = 2 33 a S32 ' 9m" 
于 是 , a 二 2。 3 本 

例 17 设 一 个 有 效 的 码 字 是 一 个 包含 偶数 个 0 的 十 进 制 数字 串 。 令 a, 表示 nn 位 有 效 码 字 
的 个 数 。 在 7.1 节 的 例 7 中 我 们 证 明了 序列 {&,} 满 足 弟 推 关 系 

= 0 
且 初 始 条 件 a 二 9。 使 用 生成 函数 找 出 关于 a, 的 显 式 公式 。 

解 为 了 简化 关于 生成 函数 的 推导 ， 我 们 通过 设置 a 二 1 将 序列 扩充 ， 当 把 这 个 值 赋 给 mw 
并 使 用 递 推 关 系 ， 就 得 到 wm 二 8ao 十 10' = 二 8 十 1 二 9， 这 与 初始 条 件 一 致 。( 由 于 存在 一 个 长 为 0 
的 码 字 室 串 ， 所 以 这 也 是 有 意义 的 。) 

用 之 乘 以 递 推 关系 的 两 边 得 





aT"=8a,_17x" 二 10"!zx" 


设 GCD= ， wz 是 序列 ww，aw ,由 ，… 的 生成 函数 。 从 x 一 1 开始 对 上 面 的 等 式 两 边 求 和 ， 得 到 


G(z)—1= Dy az" 一 六 (Ba a 10"™ 2) 
n=1] n=1 


a Wr by 10"™ a 
n=] n=] 
—8z Do, z+ zd 1 
n=1 n=1] 


=8x Sar” 十 > 10"%* 
=87XG(z) 二 x/(1— 10z) 


其 中 我 们 已 经 使 用 了 例 5 对 第 二 个 和 进行 求 值 。 因 此 有 
GCCZz) 一 1 一 8zGCZz) 十 Zz/(1L 一 10z) 
求解 GCz) 得 
一 刁 袍 
= (l= 102) 
把 等 式 的 右边 展开 成 部 分 分 式 ( 正 如 在 微 积分 中 研究 有 理 函 数 的 积分 时 所 做 的 ) 得 到 
1 
tS 到 2 1 | 
两 次 使 用 例 5( 一 次 设 a 二 8， 一 次 设 a 二 10) 得 


GGz) = 去 ( Berz" + S10"z") 


=5 (8"+10")z" 
“tt 2 


G(z) = 








于 是 ,证 明了 


8. 4.5 使 用 生成 函数 证 明 恒 等 式 

在 第 6 章 我 们 已 经 看 到 怎样 使 用 组 合 证 明 方法 来 建立 组 合 恒等式 。 这 里 将 说 明 这 种 恒 等 
式 ， 以 及 关于 广义 二 项 式 系数 的 恒等式 ， 都 可 以 使 用 生成 函数 来 证 明 。 有 时 候 生 成 函数 的 方法 
比 其 他 方法 更 简单 ， 特 别 是 用 生成 函数 的 封闭 形式 比 使 用 序列 本 身 更 能 简化 证 明 过 程 。 我 们 用 
例 18 说 明 怎样 用 生成 函数 证 明 恒等式 。 

例 18 使 用 生成 函数 证 明 


Dy Cn,k)’ = C2n,n) 


k=0 


其 路 是正 整 数 。 
解 ”首先 注意 根据 二 项 式 定 理 C(2n, n) 是 (1 十 x)” 中 zz" 的 系数 。 然 而 ， 我 们 也 有 
(LE | 
二 [CC(n,0) 十 Clny1)z 十 Cln,2)z 十 十 CGO 
在 这 个 展开 式 中 zx” 的 系数 是 
Cn,0)Cnyn) + Cns1)ClnynO—1)++ CCln,2)Clnsn 一 2) 十 … 十 Cl(n,n)C(n,0) 
因为 Cl(n，n 一 二 Cln，k)， 所 以 它 等 于 >》)Cln,h* 。 由 于 CLC2n，n) 和 >) C (n,k)* 都 表示 


k=0 


(1 十 xz)” 中 z" 的 系数 ， 所 以 它们 一 定 是 相等 的 。 4 
本 节 练 习 42 和 练习 43 要 求 用 生成 函数 来 证 明 帕 斯 卡 恒等式 和 范 德 蒙 德 恒等式 。 


练习 
1. 求 关 于 有 穷 序列 2，2，2，2，2，2 的 生成 函数 。 
2. 求 关于 有 穷 序列 1，4，16，64，256 的 生成 函数 。 
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练习 3 一 8 中 直接 表达 式 是 指 不 涉及 一 组 值 求 和 或 者 省 略 号 的 代数 表达 式 。 
3. 求 关于 下 面 每 个 序列 生成 函数 的 直接 表达 式 。( 用 最 明显 的 选择 设 定 每 个 序列 初始 项 的 形式 。) 


a)0，2，2，2，2，2，2，0，0，0，0，0，… 
c)0， 1， 0， 0， ls 0， 0， ls 0， 0s Ys nbd 


ee 


g)1， ls Ox Ys Bs. Bs Ls ds Ws Dy. S68 


b)0, 0, 0, 1, 1, 1; 1, 1, 1, “ 
d)2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, »* 


f)2, = Ey = 2 = Cy 


h)0s; 05 0s 1s 2 3, 4, »*° 


4. 求 关 于 下 面 每 个 序列 生成 函数 的 直接 表达 式 。( 用 最 明显 的 选择 设 定 每 个 序列 的 通 项 形式 。) 


Mls 1 = ly SL hs 
b)1l, 3, 9, 27, 81, 243, 729, : 


= 050> 0%-05 05205 * 
ei0s, Oo 35 Di 一 入 


©(0), a(), #2(0), ,2 (0), 0, 0, 0, oF 


g)0， 1， 一 2 4， 一 8， 16, 32 64， Se 


d)1， 2 Ls 1， 1， 1， Ls 1, 1, »* 


E33 375 —35 35 一 39 33 
h)1， 05 lr 0, 1s.0Q5 Lo 0s ss 


. 求 关于 序列 {a,} 的 生成 函数 的 直接 表达 式 ， 其 中 


b)a, 一 3"， 对 所 有 的 1 一 0，1，2… 
d)a, =2n 二 3 对 所 有 的 1 一 0， i 2, Sa 


”“) 对 所 有 的 wm 一 0， 5 


a)a, 一 5， 对 所 有 的 7 一 0， Ls 2.…， 
c)a 一 2， 对 ”一 3， 4，5， … 且 ao 一 al 一 az 一 0 


ea 一 (。) 对 所 有 的 mn 一 0，1，2.… D0,—( 


. 求 关于 序列 {a,} 的 生成 函数 的 直接 表达 式 ， 其 中 


b)a, 一 2"， 对 n=1， 2, 3, 4，… 且 a6 二 0 
d)an 一 1/(z 十 1)1， 对 2 一 0，1，2，… 


10 
对 zz 一 0，1，2… 
a 对 严 


a)a, 一 一 1， 对 所 有 的 z 一 0，1，2… 
ec)a, 一 ?一 1， 对 xz 王 0，1，2，… 


ea.= (>)， 对 nm 一 0，1，2.… Da,=1( 


7. 对 于 下 面 每 一 个 生成 函数 给 出 关于 它 所 确定 序列 的 直接 表达 式 。 
a)(3z 一 4)3 b) (zs 十 1)s Gil/ CGIL 一 5z) 
d)zas/(I 十 3z) 的 双 十 37Z 二 9 二 CH 一 好 7) Da) zl 





zx/(1— zx)? h) 2e2= 


8. 对 于 下 面 每 一 个 生成 函数 给 出 关于 它 所 确定 序列 的 直接 表达 式 。 
3a)(z2 十 1)3 b)(3z 一 1)3 OI/C1—2z 
d)z2z/(1 一 工 )3 时 交 一 于 后 /人 一 3 O(a /CETFE 
x*xg)z/(1 十 Zz 十 Zz?) hb)es” 一 1 
9. 求 出 下 面 每 个 函数 的 寡 级 数 中 xz” 的 系数 。 


10. 


11. 


12. 


13. 


8a)(C1L 十 节 十 zz 十 z5 十 7)3 有 
c) (zz 十 z5 十 ze)(zs 十 码 十 z5 十 zx 十 z7)7C1 十 并 十 2z2 十 Z2 十 zz 十 …) 
d) (zt 十 Tt 十 十 十 ) (十 十 十 …)(xt 十 十 Zz 十 …*) 
e)(1 十 zz 十 z4 十 z6 十 z8 十 …)(1 十 z4 十 z8 十 zl2 十 …)(1 十 zs 十 z2 十 z8 十 …) 

求 出 下 面 每 个 函数 的 震级 数 中 zx 的 系数 。 

a)(1 十 2 十 z 十 2 十 7 

c)(z3 十 z5 十 z6)(z3 十 z4)(Zz 十 Z2 十 zs 十 2 十 ) 
dz 十 下 十 双生 元 十 … 和 (2 十 夺 十 好 于 克 十 7) 
e) (1 十 Zz 十 Zz?) 

求 出 下 面 每 个 函数 的 瞪 级 数 中 xz" 的 系数 。 
a)1/(1 一 2z) bD)17C1 十 z)? 
dD1/(GI 十 2z) ezt/G1 一 3z)3 

求 出 下 面 每 个 函数 的 寡 级 数 中 xz” 的 系数 。 

a)T/ LE 二 3z) BD1/(1—2z)’ 
d)1/(1 一 4z)3 e)za/(1 十 4 并 )2 

把 10 个 相同 的 球 分 给 4 个 孩子 ， 如 果 每 个 孩子 至 少 得 到 2 个 球 ， 使 用 生成 函数 确定 不 同 的 分 配方 法 数 。 


b)( 让 十 肪 十 x 十 十 十 165) 


O/C 


lL 
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14. 
15. 


16. 


17. 
18. 


19. 
20. 
21. 
22. 
23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


* 


29. 


30. 


把 12 张 相同 的 剧情 图 片 分 给 5 个 孩子 使 得 每 个 孩子 至 多 得 到 3 张 ， 使 用 生成 函数 确定 不 同 的 分 配方 法 数 。 

把 15 个 相同 的 动物 玩具 分 给 6 个 孩子 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 但 不 超过 3 个 ， 使 用 生成 函数 确定 

不 同 的 分 配方 法 数 。 

从 3 类 百 吉 饼 (鸡蛋 的 、 椒 盐 的 和 普通 的 ) 选 12 个 ， 如 果 每 类 至 少 选 择 2 个 但 椒盐 的 不 超过 3 个 ， 使 

用 生成 函数 确定 选择 方法 数 。 

把 25 个 相同 的 多 纳 圈 分 给 4 个 警官 使 得 每 个 警官 至 少 得 到 3 个 但 不 超过 7 个 ， 有 多 少 种 方式 ? 

从 包含 100 个 红 球 、100 个 蓝 球 和 100 个 绿 球 的 镀 子 中 选 14 个 球 ， 使 得 蓝 球 不 少 于 3 个 且 不 多 于 10 

个 。 假 定 不 考虑 选 球 的 次 序 ， 使 用 生成 函数 求 出 选择 方法 数 。 

求 序列 {cx ) 的 生成 函数 ， 其 中 cs 是 使 用 1 美元 、2 美元 、5 美元 和 10 美元 纸币 换 & 美 元 的 方法 数 。 

求 序列 {ci} 的 生成 函数 ， 其 中 c 是 使 用 10 比索 、20 比 索 、50 比索 和 100 比索 换 & 比索 的 方法 数 。 

对 (十 x 十 十 Zz 十 …)， 展开 式 中 的 系数 给 出 组 合 解释 。 使 用 这 个 解释 求 出 这 个 数 。 

对 (1 十 xz 十 妇 十 袜 十 …)” 展 开 式 中 z" 的 系数 给 出 组 合 解释 。 使 用 这 个 解释 求 出 这 个 数 。 

a) 什 么 是 关于 {ai} 的 生成 函数 ? 这 里 a 是 zi 十 zz 十 zs 一 & 的 解 的 个 数 ， 其 中 xz1、z。 和 zs 是 满足 
Xl 之 2， 0<zs<3, 2 委 Z 魏 5 的 整数 。 

b) 使 用 a) 的 答案 求 as 。 

3) 什么 是 关于 {a} 的 生成 函数 ? 这 里 w 是 z! 十 zz 十 zs 十 x 二 的 解 的 个 数 ， 其 中 zi1、zz、z3 和 zx 
是 满足 zl 宇 3，1 二 xs 二 5，0 二 x3 三 4，z 宇 1 的 整数 。 

b) 使 用 a) 的 答案 求 ar 。 

解释 怎样 使 用 生成 函数 找到 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满分 邮费 的 方式 数 。 

a) 假 设 不 考虑 贴 邮 票 的 次 序 。 

pb) 假设 邮票 贴 成 一 行 并 且 考虑 贴 的 次 序 。 

c) 当 不 考虑 贴 邮票 的 次 序 时 ， 使 用 a) 的 答案 确定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 46 分 邮费 
的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 

d) 当 考虑 贴 邮 票 的 次 序 时 ， 使 用 b) 的 答案 确定 用 3 分 、4 分 和 20 分 的 邮票 在 信封 上 贴 满 一 行 46 分 邮 
费 的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 机 代数 程序 。) 

a) 重 复 搓 一 个 台 子 ， 考 虑 掷 的 次 序 并 且 使 得 掷 出 的 点 数 之 和 为 上， 证 明 关 于 这 种 方式 数 的 生成 函数 是 
区 

b) 使 用 a) 求 出 重复 掷 一 个 观 子 ， 考 虑 掷 的 次 序 并 且 使 得 掷 出 的 总 点 数 为 8 的 方式 数 。( 建 议 使 用 计算 
机 代数 程序 。) 

使 用 生成 函数 (如 果 需 要 ， 使 用 计算 机 代数 程序 ) 求 出 换 1 美元 的 方式 数 。 

a) 用 10 美 分 和 25 美 分 。 

b) 用 5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

c) 用 1 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

d) 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 。 

使 用 生成 函数 (如 果 需 要 ， 使 用 计算 机 代数 程序 ) 求 出 用 1 美 分 、5 美 分 、10 美 分 和 25 美 分 换 1 美元 

的 方式 数 ， 使 得 

a)1 美 分 不 超过 10 个 。 

b)1 美 分 不 超过 10 个 且 5 美 分 不 超过 10 个 。 

c) 硬 币 不 超过 10 个 。 

使 用 生成 函数 求 出 换 100 美元 的 方式 数 。 

a) 用 10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 

b) 用 5 美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 。 

c) 用 5 美元 、10 美元 、20 美元 和 50 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 。 

qd) 用 5 美元 、10 美元 和 20 美元 纸币 ， 并 且 每 种 纸币 至 少 使 用 1 张 但 不 超过 4 张 。 

如 果 GC(z) 是 关于 序列 {a ) 的 生成 函数 ， 那 么 关于 下 述 每 个 序列 的 生成 函数 是 什么 ? 

a)2a0, 2ai,242, 2a3, *** 

b)0, ao, a1, as, as, …( 假 定 除 了 第 一 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

ce)0，0，0，0，as，aa，…( 假 定 除 了 前 四 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 


d)azs, as, a4, *** 





31. 


32. 
33. 
34. 
35, 
36. 
37. 
38. 
39. 
* 40. 


Ww 


un 


x* 41. 


42. 


43. 


44. 


Ea, 2az, 3a3, 4as， …[ 提 示 : 这 里 需要 微 积分 。] 

fag ，2aoal ，d 十 2aoas ，2aoas 十 2aiaz ，2aoa 十 2aias 十 do ，… 

如 果 GCz) 是 关于 序列 {ax } 的 生成 函数 ， 那 么 关于 下 述 每 个 序列 的 生成 函数 是 什么 ? 
a)0，0，0，as，as，as，…*( 假 定 除了 前 三 项 以 外 各 项 服从 此 模式 》 

b)ao, 0, a1, 0, azs, 0, * 
c)0，0，0，0，ao，a，a，…( 假 定 除 了 前 四 项 以 外 各 项 服从 此 模式 ) 

d)ao, 2a1, 4as, 8a3, l6as, *** 

e)0，ao，ai/2，az/3，as/4，…[ 提 示 : 这 里 需要 微 积分 。] 

fao，ao 十 ai Qo 十 Qi 十 a2，ao 十 Qi 十 az 十 a3，…* 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a 二 74a:-1， 初 始 条 件 wo 一 5。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a 二 3a-1 十 2， 初始 条 件 ao 二 1。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a 二 3a4-1 十 人 ， 初 始 条 件 ao 二 1。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 a4 二 5a-1 一 6a:-;， 初 始 条 件 ao 二 6 和 ai 一 30。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a4 二 ai-1 十 2ai-; 十 2 ， 初 始 条 件 ao 二 4 和 ai 二 12。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 a 二 4a-1 一 441-; 十 及 ， 初 始 条 件 4ao 二 2 和 wa 一 5。 

使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 改 一 2a 十 3ae: 十 从 十 6， 初 始 条 件 ao 一 20 和 aa 一 60。 
使 用 生成 函数 找 出 关于 斐 波 那 契 数 的 显 式 公式 。 

a) 证 明 : 如 果 n 是正 整 数 ， 那 么 


b) 使 用 广义 二 项 式 定理 和 a) 证 明 对 于 一 切 非 负 整 数 w， 在 (1 一 4z) -的 展开 式 中 x" 的 系数 是 (。” ) 。 


(需要 微 积 分 ) 设 {C,) 是 卡特 朗 数 的 序列 ， 即 具有 初 值 Co 二 Ci 二 1 的 递 推 关系 C, 三 py CiC,_1 的 解 
( 见 8.1 节 例 5)。 
a) 证 明 : 如 果 G(z) 是 关于 卡特 朗 数 的 序列 的 生成 函数 ,那么 zG(z)* 一 G(z) 十 1 二 0。( 使 用 初始 条 


件 ) 推 断 G(Cz) 王 (1 一 V1 一 4Zz)/(2z) 。 
b) 使 用 练习 40 推断 





从 而 





当 nn 和 7 是 正 整 数 (r 二 n) 时 ， 使 用 生成 函数 证 明 帕 斯 卡 恒 等 式 : C(z， 门 一 CC 一 1，7 门 十 CC 一 1， 
一 1)。[ 提 示 : 使 用 恒等式 (1 十 xz)" 二 (1 十 xX)"”! 十 Zz(1 十 x)"!。] 


使 用 生成 函数 证 明 范 德 蒙 恒等式 : C(m 十 n,7) 一 SCewr 二 商 Ce 洛 ， 其 中 mw、n 和 > 是 非 负 整数 ， 


且 r 不 超过 m 或 n。[ 提 示 : 查看 在 (1 十 z)”+" 一 (1 十 z)”(1 十 z)"” 两 边 的 天 的 系数 。] 
这 个 练习 说 明了 怎样 使 用 生成 函数 推导 前 ”个 平方 数 之 和 的 公式 。 

a) 证 明 (z? 十 Zz)/(1 一 x)* 是 关于 序列 {a,} 的 生成 函数 ， 其 中 a 二 1 十 2? 十 … 十 ne 。 
b) 使 用 a) 找 出 关于 1 十 22 十 … 十 ze 的 显 式 公式 。 

关于 序列 {a, } 的 指数 生成 函数 是 级 数 


oo 
1 2 大 
"=0 1。 


例如 ， 关 于 序列 1，1，1，… 的 指数 生成 函数 是 》) z"/n! = er 。( 你 将 发 现 这 个 级 数 在 下 面 的 练习 中 很 
有 用 。) 注 意 ， e” 是 关于 序列 ls TS5 17/41， … 的 (普通 ) 生 成 函数 。 


45. 


求 一 个 关于 序列 {a,} 的 指数 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 


46. 


47. 


48. 


49. 


* 50. 
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a)a, 一 2 b)a; =(—1)" C) an = 3” 

d)a, 一 7 十 1 e)as 一 1/(z 十 1) 

求 一 个 关于 序列 {a,} 的 指数 生成 函数 的 封闭 形式 ， 其 中 

2 三 (一 2)* b)a, 王 一 1 C)a, =n 

d)a, =n(n—1) e@)a,=1/((n 二 1) (n+2)) 

求 以 下 述 函 数 为 指数 生成 函数 的 序列 。 

a) f(r)=e = b) f(z)=3zr’ 

c) f(x)=e—3e d) f(z)=(1—zx)+e ” 
e) f(r)=e 2 一 (1/(1 一 z)) f) f(z)=e 3 一 (1 十 z) 十 (1 一 2z)) 
g) f(z)=e” 

求 以 下 述 函 数 为 指数 生成 函数 的 序列 。 

a) f(x)=e” b) f(z)=2e +! 

c) f(z)=e +e 性 d) F(Cz) 一 (1 十 2z) 十 esz 
e) F(z) 王 时 一 (1/1 十 z)) f) f(z)= ze” 

g) f(z)=e” 


一 个 编码 系统 用 八进制 数字 串 对 信息 编码 。 一 个 码 字 是 有 效 的 ， 当 且 仅 当 它 包含 偶数 个 7。 

a) 求 一 个 关于 位 长 有 效 码 字 个 数 的 线性 非 齐 次 递 推 关 系 。 初 始 条 件 是 什么 ? 

b) 使 用 8. 2 节 的 定理 6 解 这 个 递 推 关系 。 

c) 用 生成 函数 解 这 个 递 推 关 系 。 

一 个 编码 系统 用 四 进 制 数字 串 ( 即 数字 来 自 集合 {0，1，2，3)) 对 信息 编码 。 一 个 码 字 是 有 效 的 当 且 

仅 当 它 包 含 偶数 个 0 和 偶数 个 1。 设 a, 等 于 长 为 的 有 效 码 字 个 数 。 此 外 令 &% 为 具有 偶数 个 0 和 奇 

数 个 1 的 位 四 进 制 数 字 串 个 数 ，c 为 具有 奇数 个 0 和 偶数 个 1 的 二 位 四 进 制 数字 串 个 数 ，d, 为 具 

有 奇数 个 0 和 奇数 个 1 的 位 四 进 制 数字 串 个 数 。 

a) 证 明 4d, 二 各 一 a, 一 一 c,.。 使 用 这 个 式 子 证 明 w+ 一 20. 十 到 十 Go， 思 一 刺 一 十 生生 H 一 护 一 所 十 4 各。 

ba ，2，cl 和 di 是 什么 ? 

c) 使 用 a) 和 b) 求 出 a3，b3，cs 和 da 。 

d) 使 用 a) 的 递 推 关 系 和 b) 的 初始 条 件 分 别 建立 与 序列 {a,)}、{65,} 和 {c,} 的 生成 函数 ACz)、B(Cz) 和 
cCz) 相 关 的 三 个 方程 。 

e) 求 解 d) 的 方程 得 到 关于 A(z)、B(z) 和 C(Cz) 的 显 式 公 式 ， 并 且 利 用 这 些 公 式 得 到 关于 a,、b,、c， 
和 dz, 的 显 式 公式 。 

在 研究 整数 n 分 折 的 不 同类 型 的 个 数 时 生成 函数 是 很 有 用 的 。 一 个 正 整 数 的 分 折 是 把 这 个 整数 写成 正 


整数 之 和 ， 和 中 的 整数 允许 重复 并 且 不 考虑 次 序 。 例 如 ，5 的 分 折 ( 不 加 限制 ) 是 1 十 1 十 1 十 1 十 1、1 十 1 十 
1 十 2、1 十 1 十 3、1 十 2 十 2、1 十 4、2 十 3 和 5。 练 习 51 一 56 说 明了 这 种 应 用 。 


S1. 
52. 


53. 


54. 


55. 


#% "50. 


证 明 : 在 1/((1 一 z) (1 一 x?) (1 一 xz )…) 的 形式 备 级 数 展开 式 中 zx" 的 系数 p(n) 等 于 nn 的 分 折 数 。 
证 明 : 在 1/((1 一 x) (1 一 zw)(1 一 xz)…) 的 形式 军 级 数 展开 式 中 x" 的 系数 p。(n) 等 于 将 n 分 折 成 奇 整 
数 ( 即 把 n 写 成正 奇数 之 和 ) 的 方式 数 ， 其 中 不 管 这 些 奇 数 的 次 序 并 且 人 允许 重 复 。 

证 明 : 在 (1 十 Zz) (1 十 zx?) (1 十 xz?)… 的 形式 宕 级 数 展开 式 中 z 的 系数 pa(n) 等 于 将 n 分 折 成 不 相等 的 
整数 ( 即 把 n 写成 正 整数 之 和 ) 的 方式 数 ， 其 中 不 管 这 些 整 数 的 次 序 但 不 允许 重复 。 

对 于 1 入 ”和 8， 通 过 对 每 个 整数 写 出 每 一 个 不 同类 型 的 分 折 求 p,(n) 和 pa(n)， 其 中 p。(n) 是 将 nn 分 折 
成 允许 重复 的 奇 整数 的 方式 数 ，ps(n) 是 将 n 分 折 成 不 相等 的 整数 的 方式 数 。 

证 明 : 如 果 nn 是 正 整数 ， 那 么 将 nn 分 折 成 不 相等 的 整数 的 方式 数 等 于 将 n 分 折 成 允许 重复 的 奇 整数 
的 方式 数 ， 即 p(n) 二 paln)。[ 提 示 : 证 明 关 于 p(n) 和 z 加 (的 生成 函数 相等 。] 
(需要 微 积分 ) 使 用 关于 p(n) 的 生成 函数 证 明 对 某 个 常数 C，p(n) 二 ew。[Hardy 和 Ramanujan 证 明 
了 p(n 一 er YY/(4V3n)， 这 意味 着 当 n 达到 无 限时 p(n) 与 右边 的 比 达到 1。] 

假定 是 样本 空间 S 上 的 随机 变量 ， 使 得 X(s) 对 于 所 有 的 sE S 是 非 负 整数 。 关 于 X 的 概率 生成 函数 是 


Gx(z) = DPXCS) = bz 


k=0 
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57. (需要 微 积 分 ) 证 明 如 果 Gx 是 随机 变量 X 的 概率 生成 函数 ， 使 得 X(s) 对 于 所 有 的 s€E S 是 非 负 整数 ， 那 么 
a)Gx (1)=1 bE(X)=G% (1) 
OV(X)=Gx (1)+Gx (1)—Gx(1)? 

58. 做 独立 的 伯 努 利 实验 ， 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p。 设 XX 是 随机 变量 ， 如 果 第 n 次 实验 出 现 首次 成 功 ， 
X 的 值 就 是 n。 
a) 求 关于 概率 生成 函数 Gx 的 闭 公式 。 
b) 使 用 练习 57 和 a) 中 得 到 的 关于 概率 生成 函数 的 闭 公式 求 X 的 期 望 值 和 方差 。 

59. 设 冯 是 正 整 数 ， 当 做 独立 的 伯 努 利 实验 时 每 次 实验 成 功 的 概率 为 p。 设 X 是 随机 变量 ， 如 果 第 
n 十 m 次 实验 出 现 第 m 次 成 功 ， 则 X 的 值 就 是 n。 
a) 使 用 第 6 章 的 补充 练习 28 证 明 概率 生成 函数 Gx_ 由 Gx (zx) 二 p"/(1 一 gz)”" 给 出 ,其 中 g=1 一 p。 
b) 使 用 练习 57 和 a) 中 得 到 的 关于 概率 生成 函数 的 闭 公式 求 X。 的 期 望 值 和 方差 。 

60. 证 明 : 如 果 铸 和 YY 是 样本 空间 S 上 的 独立 随机 变量 ,使 得 X(s) 和 Y(s) 对 于 所 有 s€ S 为 非 负 整数 ， 
那么 Gx+y (Xz) 二 Gx (ZX)Gy (zx)。 


8.5 容 斥 


8.5.1 引言 

一 个 离散 数学 班 包含 30 个 女生 和 50 个 二 年 级 学 生 。 在 这 个 班 里 有 多 少 个 女生 或 二 年 级 学 
生 ? 如 果 没 有 更 多 的 信息 ， 这 个 问题 是 没 法 求解 的 。 把 女生 数 和 二 年 级 学 生 数 加 起 来 不 一 定 能 
得 出 正确 的 结果 ， 因 为 二 年 级 的 女生 可 能 被 计数 了 两 次 。 这 个 事实 说 明 在 班 里 的 女生 或 二 年 级 
学 生 数 是 班 里 的 女生 数 与 二 年 级 学 生 数 之 和 减 去 二 年 级 的 女生 数 。 在 6.1 节 曾经 介绍 过 求解 这 
种 计数 问题 的 技术 。 这 里 我 们 将 把 在 那 一 节 引 入 的 思想 加 以 推广 ， 以 求解 更 为 广泛 的 计数 
问题 。 


8.5.2 容 斥 原理 

两 个 有 穷 集 的 并 集中 存在 多 少 个 元 素 ? 在 2. 2 节 中 证 明了 两 个 集合 A 和 B 的 并 集中 的 元 

素数 是 这 些 集合 的 元 素数 之 和 减 去 其 交集 中 的 元 素数 ， 即 

IAUB| 二 IA 十 |B8|==1ANB| 
正如 我 们 在 6. 1 节 证 明 的 ， 这 个 关于 两 个 集合 并 集中 元 素数 的 公式 在 计数 问题 中 是 很 有 用 的 。 
例 1 一 3 进一步 说 明了 这 个 公式 的 用 处 。 

例 1 一 个 离散 数学 班 包含 25 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 、13 个 数学 专业 的 学 生 和 8 个 同 
时 主 修 数学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 。 如 果 每 个 学 生 或 者 主 修 数学 专业 、 或 者 计算 机 科学 
专业 ， 或 者 同时 主 修 这 两 个 专业 ， 那 么 班 里 有 多 少 个 学 生 ? 

解 ” 设 A 是 这 个 班 里 计算 机 科学 专业 的 学 生 的 集合 ，B 是 这 个 班 里 数学 专业 的 学 生 的 集 
合 ， 那么 ANnB 是 班 里 同时 主 修 数 学 和 计算 机 科学 两 个 专业 的 学 生 的 集合 。 因 为 这 个 班 的 每 个 
学 生 或 者 主 修 计算 机 科学 ， 或 者 主 修 数学 (或 者 同时 主 修 两 个 专业 ) ， 所 以 得 到 这 个 班 里 的 学 生 
数 是 |AUB|。 于 是 

IAUBI=|A|+|B|-|ANB 
二 25 十 13 一 8 
一 30 
因此 ， 这 个 班 有 30 个 学 生 。 如 图 1 所 示 。 掉 

例 2 有 多 少 个 不 超过 1000 的 正 整 数 可 以 被 7 或 11 整除 ? 

解 设 A 是 不 超过 1000 上 且 可 被 7 整除 的 正 整数 的 集合 ，B 是 不 超过 1000 且 可 被 11 整除 
的 正 整数 的 集合 ， 那 么 AUB 是 不 超过 1000 且 可 被 7 或 11 整除 的 正 整 数 的 集合 ，A 门 B 是 不 
超过 1000 且 可 被 7 和 11 同时 整除 的 正 整 数 的 集合 。 由 4.1 节 的 例 2， 我 们 知道 在 不 超过 1000 
的 正 整数 中 有 L 1000/7 | 个 整数 可 被 7 整除 ， 并 且 有 |L 1000/11 个 整数 可 被 11 整除 。 由 于 7 和 11 
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是 互 素 的 ， 所 以 被 7 和 11 同时 整除 的 整数 就 是 被 7。11 整除 的 整数 。 因 此 ， 有 L1000/(11.7)] 
个 不 超过 1000 的 正 整 数 可 被 7 和 11 同时 整除 。 于 是 有 
I4AUBI=14|I+1B8I 一 AnB 

_|1000|, |1000| | 1000 

-| 学 半生 让 

一 142 十 90 一 12 

主 20 
个 正 整 数 不 超 过 1000 且 可 被 7 或 11 整除 。 如 图 2 所 示 。 4 

[4auB|=|A|l+|B|-|AnB|=25+13-8=30 |auB|=|4|+|B|-|A4NnB|=142+90-12=220 

















|4|=25 |4nB|l=8 |B8|=13 |4|=142 |4nB|=12 |B8|=90 
图 1 离散 数学 班 的 学 生 的 集合 图 2 不 超过 1000 的 可 被 7 或 11 整除 的 正 整数 的 集合 


例 3 说 明 怎 样 求 有 穷 全 集中 在 两 个 集合 的 并 集 之 外 的 元 素数 。 

例 3 假设 你 们 学 校 有 1807 个 新 生 。 其 中 453 人 选 了 一 门 计算 机 科学 课 ，567 人 选 了 一 门 
数学 课 ，299 人 同时 选 了 计算 机 科学 课 和 数学 课 。 有 多 少 学 生 既 没有 选 计算 机 科学 课 也 没有 选 
数学 课 ? 

解 ”为 找 出 既 没有 选 数学 课 也 没有 选 计算 机 科学 课 的 新 生 数 ， 就 要 从 新 生 总 数 中 减 去 选 了 
其 中 一 门 课 的 学 生 数 。 设 A 是 选 了 一 门 计算 机 课 的 所 有 新 生 的 集合 ，B 是 选 了 一 门 数学 课 的 所 
有 新 生 的 集合 。 于 是 |A|=453，|B|==567, 且 |ANMB|==299。 选 了 一 门 计算 机 科学 课 或 数学 
课 的 学 生 数 是 

I4AUBI=14|I+1BI 一 4AnBI 
一 453 十 567 一 299 一 721 
因此 ， 有 1807 一 721 王 1086 个 新 生 既 没 选 计算 机 科学 课 也 没 选 数学 课 。 可 

在 本 节 的 后 面 将 说 明 怎样 求 有 限 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 。 这 个 结果 叫做 容 斥 原理 。 设 
是 任意 正 整 数 ， 在 考虑 n 个 集合 的 并 集 之 前 ， 先 推导 与 3 个 集合 A、B 和 C 的 并 集中 的 元 素数 
有 关 的 公式 。 为 了 推导 这 个 公式 ， 首 先 注意 以 下 事实 : |A | 十 |B| 十 |1C| 对 3 个 集合 中 那些 恰 
好 在 其 中 1 个 集合 的 元 素 只 计数 了 1 次 ， 恰 好 在 其 中 2 个 集合 的 元 素 计数 了 2 次 ， 恰 好 在 其 中 
3 个 集合 的 元 素 计 数 了 3 次 。 这 个 结果 如 图 3a 所 示 。 

为 了 去 掉 在 多 个 集合 中 元 素 的 重复 计数 ， 减 去 这 3 个 集合 中 的 每 2 个 集合 的 交集 中 的 元 素 
数 ， 得 到 

[a&I+|B|+|c|I—IANB|I—lANC|I=|1BNcCI 
这 个 表达 式 对 恰好 出 现在 其 中 1 个 集合 的 元 素 仍旧 计数 1 次 。 对 恰好 出 现在 其 中 2 个 集合 的 元 
素 也 计数 1 次 ， 因 为 2 个 集合 的 交集 有 3 个 ， 而 这 种 元 素 只 出 现在 其 中 之 一 。 但 是 ， 那 些 出 现 
在 3 个 集合 的 元 素 将 被 这 个 表达 式 计数 0 次 ， 因 为 它们 将 会 出 现在 所 有 的 两 两 相交 的 3 个 交集 
中 。 这 个 结果 如 图 3b 所 示 。 , 

为 了 纠正 这 个 漏 计 ， 还 要 加 上 3 个 集合 交集 中 的 元 素数 。 最 后 的 表达 式 对 每 个 元 素 计数 了 
1 次 ,不管 它 是 在 1 个 、2 个 还 是 3 个 集合 中 。 于 是 

|IAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|I—|1ANCI—|1BNC|I+|ANBNCI 
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这 个 公式 显示 在 图 3c 中 。 





a) 由 |4|+|B|+|c| 计 数 的 元 素 b) 由 |Al+|s|+|c|-laNBal-lANcl- ot 申 |al+|al+lcl-laNnal-|anNncl- 
|8mcl 计 数 的 元 素 lsmcl+lanBmcl 计数 的 元 素 
图 3 求 关于 3 个 集合 的 并 集中 元 素数 的 公式 
例 4 说 明了 怎样 使 用 这 个 公式 。 


例 4 1232 个 学 生 选 了 西班牙 语 课 ，879 个 学 生 选 了 法 语 课 ，114 个 学 生 选 了 俄语 课 。103 
个 学 生 选 了 西班牙 语 和 法 语 课 ，23 个 学 生 选 了 西班牙 语 和 俄语 课 ，14 个 学 生 选 了 法 语 和 俄语 
课 。 如 果 2092 个 学 生 至 少 在 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课 中 选 1 门 ， 有 多 少 个 学 生 选 了 所 有 这 3 
门 语言 课 ? 

解 设 'S 是 选 西班牙 语 课 的 学 生 集合 ， 下 是 选 法 语 课 的 学 生 集合 ， 尺 是 选 俄语 课 的 学 生 集 
合 。 那 么 


1S|= 1232, | 五 | 三 :879， |R|= 114 
ei 和 | 二 
且 
| SUFUR|=2092 
把 这 些 等 式 代入 下 面 的 等 式 
| SUFUR|=|sS|+|F|+|R|I—|SNF|—|SNR|I—|FNR|+|SNFNRI| 
得 到 


2092 二 1232 十 879 十 114 一 103 一 23 一 14 十 | SNFNR | 
求解 上 式 得 到 | SN FNR|==7。 因 此 有 7 个 学 生 同 时 选 了 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课 。 这 个 结果 
如 图 4 所 示 。 本 
我 们 现在 将 叙述 和 证 明 容 斥 原理 ， 它 将 告诉 我 们 在 有 限 个 有 穷 集 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 。 
容 斥 原理 设 A!，A,，…，A, 是 有 穷 集 。 那 么 


[AUAU™UA|l= AI 一 >，14 而 | 
1<i<n 


lSi<j<n 
市 >3 [Ai A ANA | DEA MN As Nf Na, | 
1<i<j<h<n 
证 ”我们 将 通过 证 明 并 集中 的 每 个 元 素 在 等 式 右 边 恰好 被 计数 1 次 来 证 明 这 个 公式 。 假 设 
a 恰好 是 Al!，A,，…，A, 中 > 个 集合 的 成 员 ， 其 中 1<r<n。 这 个 元 素 被 之 |A; | 计数 了 Clr, 
1) 次 ， 被 也 |4A,mn Ai | 计数 了 Clr，2) 次 。 一 般 说 来 ， 它 涉及 m 个 A; 集合 的 求 和 被 计数 了 Cr， 
m) 次 。 于 是 ， 这 个 元 素 恰 好 被 等 式 右边 的 表达 式 计数 了 
Cs WC 2 BOC. 一 CC 
次 。 我 们 的 目标 是 求 出 这 个 值 。 由 6.4 节 的 推论 2， 我 们 有 
ED 一 C TC DiC =0 





于 是 
l=C(lr, 0)=C(r, 1)—Clr, 2) 二 (1)"C(r, 7) 
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IsSNFNRI=? IsNF|=103 





IR|=114 
|SUFUR|=2092 


4 选 了 西班牙 语 、 法 语 和 俄语 课程 的 学 生 集合 
因此 ， 并 集中 的 每 个 元 素 在 等 式 右边 的 表达 式 中 恰好 被 计数 1 次 。 这 就 证 明了 容 斥 原理 。 4 


对 于 每 个 正 整数 n， 容 斥 原 理 对 于 个 集合 并 集 的 元 素数 给 出 了 一 个 公式 。 对 于 ”个 集合 
的 集合 族 的 每 一 个 非 空子 集 的 交 ， 在 这 个 公式 中 都 存在 一 项 计数 了 它 的 元 素 。 因 此 在 这 个 公式 


中 有 2" 一 1 项 。 
例 5 对 于 4 个 集合 的 并 集中 的 元 素数 给 出 一 个 公式 。 
解 ” 容 斥 原理 显示 ar 


|A1U A, UA; U4A | 
三 |Ai| 十 |Az| 十 |As| 十 14,| 
= 二 站 4 一 |Ai 向 | 皇 赴 允 作 机 :全 |A， N 4,| 一 |4， NA) | Nal| 
+|A1N ANAI+IANANAI+TIANA NA I+ |AN A, NA,l 
二 | 及 1 站 A N As NA,| 


注意 ， 这 个 公式 包含 15 个 不 同 的 项 ， 对 于 (A, ，A,，A，，A,} 的 每 个 非 空 子 集 有 一 项 。 q 


练习 

1. 在 AlUA: 中 有 和 多少 个 元 素 ? 如果 A, 中 有 12 个 元 素 ，A, 中 有 18 个 元 素 ， 并 且 
a)Al: 门 A: 一 多 b) |AiNA; | =1 © |AiNA;,|=6 dAiSAh, 

2. 一 个 学 院 有 345 个 学 生 选 了 微 积分 课 ，212 个 学 生 选 了 离散 数学 课 ，188 个 学 生 同 时 选 了 微 积 分 和 离 
散 数学 课 。 有 多 少 学 生 选 了 微 积分 课 或 离散 数学 课 ? 

3. 一 项 调查 显示 在 美国 9%6%% 的 家 庭 至 少 有 1 台电 视 机 ，98% 的 家 庭 有 电话 ，95% 的 家 庭 有 电话 且 至 少 有 
1 台电 视 机 。 在 美国 有 百 分 之 几 的 家 庭 既 没有 电话 也 没有 电视 机 ? 

4. 一 份 关 于 个 人 计算 机 的 市 场 报告 说 ，650 000 个 拥有 计算 机 的 人 将 在 下 一 年 为 自己 的 机 器 购买 调制 解 
调 器 并 且 1 250 000 人 将 至 少 买 1 个 软件 包 。 如 果 这 份 报告 说 1 450 000 人 将 买 调 制 解 调 器 或 至 少 买 1 
个 软件 包 ， 那 么 有 多 少 人 将 买 调 制 解 调 器 并 且 至 少 买 1 个 软件 包 ? 

5. 求 A1U As Uas 中 的 元 素数 ， 如 果 每 个 集合 有 100 个 元 素 并 且 
a) 这 些 集合 是 两 两 不 交 的 。 

b) 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 并 且 没 有 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 。 
c) 每 对 集合 中 存在 50 个 公共 元 素 并 且 有 25 个 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 。 
d) 这 些 集合 是 相等 的 。 
6. 求 Ai U Az U A; 中 的 元 素数 ， 如 果 Ai 中 有 100 个 元 素 、As 中 有 1000 个 元 素 、A3 中 有 10 000 个 元 素 ， 
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并 且 
a)AiSA, 且 ASA4:。 b) 这 些 集合 是 两 两 不 交 的 。 
中 在 每 对 集合 中 存在 2 个 公共 元 素 并 且 没 有 元 素 在 所 有 这 3 个 集合 中 。 


. 一 个 学 校 有 2504 个 计算 机 科学 专业 的 学 生 ， 其 中 1876 人 选修 了 Pascal、999 人 选修 了 Fortran 、345 


人 选修 了 C、876 人 选修 了 Pascal 和 Fortran、231 人 选修 了 Fortran 和 C、290 人 选修 了 Pascal 和 C。 
如 果 189 个 学 生 选 了 Fortran、Pascal 和 C， 那 么 2504 个 学 生 中 有 多 少 学 生 没 选 这 3 门 程序 设计 语言 i 
的 任何 一 门 ? 


, 一 项 关于 270 个 大 学 生 的 调查 显示 : 64 人 喜欢 芽 甘 蓝 、94 人 喜欢 椰 菜 、58 人 喜欢 花椰菜 、26 人 喜欢 


芽 甘 蓝 和 椰 菜 、28 人 喜欢 芽 甘 蓝 和 花椰菜 、22 人 喜欢 椰 菜 和 花椰菜 、14 人 喜欢 这 3 种 蔬菜 。270 个 
学 生 中 有 和 多少 人 对 这 3 种 菜 都 不 喜欢 ? 


. 一 个 学 校 有 507、292、312 和 344 个 学 生 分 别 选 了 微 积分 、 离 散 数 学 、 数 据 结构 或 程序 设计 语言 课 ， 


且 有 14 人选 了 微 积 分 和 数据 结构 课 、213 人 选 了 微 积 分 和 程序 设计 语言 课 、211 人 选 了 离散 数学 和 数 
据 结构 课 、43 人 选 了 离散 数学 和 程序 设计 语言 课 、 没 有 学 生 同 时 选 微 积分 和 离散 数学 课 ， 也 没有 学 生 
同时 选 数据 结构 和 程序 设计 语言 课 。 问 有 多 少 学 生 选 择 微 积分 、 离 散 数学 、 数 据 结构 或 程序 设计 语 
言 课 ? 


10. 求 不 超过 100 且 不 被 5 或 7 整除 的 正 整数 的 个 数 。 
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. 求 不 超过 100 且 是 奇数 或 平方 数 的 正 整数 的 个 数 。 


12. 求 不 超过 1000 且 是 平方 数 或 立方 数 的 正 整数 的 个 数 。 
13. 有 多 少 8 位 二 进位 串 不 包含 6 个 连续 的 0? 
* 14. 26 个 英文 字母 的 排列 中 有 多 少 个 不 包含 串 fish、rat 或 bird? 


8. 
8. 


. 在 10 个 十 进 制 数字 的 排列 中 有 多 少 个 以 3 个 数字 987 开始 ， 在 第 5 和 第 6 位 包含 数字 45， 且 最 后 3 
位 是 123? 

. 有 4 个 集合 ， 每 个 集合 有 100 个 元 素 ， 每 一 对 集合 有 50 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集合 有 25 个 公共 元 素 ， 
并 且 有 5 个 元 素 在 所 有 的 4 个 集合 中 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 

. 有 4 个 集合 ， 如 果 这 些 集合 分 别 有 50、60、70 和 80 个 元 素 ， 每 一 对 集合 有 5 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集 
合 有 1 个 公共 元 素 ， 并 且 没 有 元 素 在 所 有 的 4 个 集合 里 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 

. 在 容 斥 原理 所 给 出 的 有 关 10 个 集合 并 集 元 素数 的 公式 中 有 多 少 项 ? 

, 根据 容 斥 原理 写 出 关于 5 个 集合 并 集 元 素数 的 显 式 公 式 。 

. 有 5 个 集合 ， 如 果 每 个 集合 包含 10 000 个 元 素 ， 每 对 集合 包含 1000 个 公共 元 素 ， 每 3 个 集合 包含 
100 个 公共 元 素 ， 每 4 个 集合 包含 10 个 公共 元 素 ， 且 这 5 个 集合 有 1 个 公共 元 素 。 问 在 这 5 个 集合 
的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 

. 有 6 个 集合 ， 如 果 知 道 其 中 任意 3 个 集合 都 是 不 相交 的 ， 根 据 容 斥 原理 写 出 关于 这 6 个 集合 并 集 元 素 
数 的 显 式 公式 。 

. 使 用 数学 归纳 法 证 明 容 斥 原理 。 

, 设 El 、Es 和 Es 是 样本 空间 S 的 3 个 事件 。 求 关于 El UE, UE 概率 的 公式 。 

当 一 个 硬币 掷 5 次 时 求 头像 向 下 恰好 3 次 、 第 一 次 和 最 后 一 次 头像 向 下 或 第 二 次 和 第 四 次 头像 向 上 

的 概率 。 


. 从 1 到 100( 含 1 和 100) 不 允许 重复 地 随机 取 4 个 数 ， 求 所 有 的 都 是 奇数 、 所 有 的 都 被 3 整除 或 所 有 


的 都 被 5 整除 的 概率 。 


. 一 个 样本 空间 有 4 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 3 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 4 个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
. 一 个 样本 空间 有 5 个 事件 ， 如 果 其 中 没有 4 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 5 个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
. 一 个 样本 空间 有 ?个 事件 ， 如 果 其 中 没有 2 个 事件 同时 出 现 ， 求 关于 这 ”个 事件 的 并 的 概率 公式 。 
. 求 一 个 样本 空间 中 ”个 事件 的 并 的 概率 公式 。 


6 容 斥 原理 的 应 用 


6.1 引言 
可 以 使 用 容 斥 原理 求解 许多 计数 问题 。 例 如 ， 我 们 可 以 使 用 这 个 原理 找 出 小 于 某 个 正 整数 
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的 素数 的 个 数 。 通 过 计数 从 一 个 有 穷 集 到 另 一 个 有 穷 集 的 映 上 函数 的 个 数 ， 能 够 求解 许多 问 
题 。 而 容 斥 原理 就 可 以 用 来 求 出 这 种 函数 的 个 数 。 也 可 以 使 用 容 斥 原理 求解 著名 的 帽子 认领 问 
题 。 帽 子 认领 问题 是 : 一 个 招待 随机 地 将 帽子 发 还 给 存放 帽子 的 人 ， 求 没有 人 取 回 自己 帽子 的 
概率 。 


8. 6.2 容 斥 原理 的 另 一 种 形式 
容 斥 原理 有 另 一 种 表述 形式 ， 它 在 计数 问题 中 很 有 用 。 特 别 是 ， 这 种 形式 可 以 用 于 求解 在 
一 个 集合 中 的 元 素数 ， 使 得 这 些 元 素 不 具有 7 个 性 质 P, ，P ，…，P, 中 的 任何 一 条 性 质 。 
设 A; 是 具有 性 质 已, 的 元 素 的 子 集 。 具 有 所 有 这 些 性 质 P; ，P; ，…，P; 的 元 素数 将 记 为 
N(P; P;…P; )。 用 集合 的 术语 写 这 些 等 式 ， 有 
|A; NA NN A |=N(CP, P,…P,) 
如 果 不 具有 个 性 质 Es ds ors Es 中 的 任何 一 个 的 元 素数 记 为 N(PiP;,**P,), 集合 中 
的 元 素数 记 为 N， 那 么 有 
NCPIP:…Po) 一 N 一 |]AU4U…UA,| 
由 容 斥 原理 ， 有 
NCPIPY%P') =N— SIN(P)+ 5 NOPPD) 一 DD NOPPP,) 


l<i<n l<i<j<n l<i<j<hen 
十 … 十 (一 1)"N (PP,…P,) 
例 1 说明 怎样 使 用 容 斥 原理 确定 具有 约束 条 件 的 方程 的 整数 解 的 个 数 。 
例 1 去 十 二 十 六 一 11 有 多 少 个 整数 解 ? 其 中 TX1、 Tz 和 zs 是 非 负 整数 ， 旦 .去 委 3， Za 和 4， 
怒 去 6 
解 ” 为 了 使 用 容 斥 原理 , 令 解 的 性 质 P, 为 zi 之 3， 人 性 质 P: 为 袜 定 4， 人 性质 P 为 zx; 二 6。 
满足 不 等 式 zi 三 3、zs 二 4 以 及 zx 三 6 的 解 的 个 数 是 
NCP'P'P') =N— N(P)— N(P,)— N(P;,) + N(P,P.,) 
十 NCP,P,) 十 NCP,P,) 一 NCP,P:,P,) 
使 用 与 6. 5 节 例 5 相同 的 技术 ， 得 到 
N= 二 解 的 总 数 二 C(3 十 11 一 1,11) = 78 
NCP,) = (具有 zz 宇 4 的 解数 ) = C(3 十 7 一 1,7) 二 C(9,7) 二 36 
N(P,) = (具有 x 宇 5 的 解数 ) = 二 C(3 十 6 一 1,6) = 二 C(8,6) 二 28 
NCP,) = (具有 zx 宇 7 的 解数 ) 二 C(3 十 4 一 1,4) 二 C(6,4) 一 15 
NCP,P,) = 二 (具有 Xx 宇 4 且 zz 之 5 的 解数 ) = 二 C(3 十 2 一 1,2) 二 CG4,2) 一 6 
N(P,P,) = (具有 工 宇 4 且 z 宇 7 的 解数 ) 二 C(3 十 0 一 1,0)= 二 1 
N(PsP,) 王 ( 具 有 zz 亏 5 且 xzs7 的 解数 ) 一 0 
NCP,P,P,) = (具有 zi 宇 4,z; 宇 5 且 zs 宇 7 的 解数 ) = 二 0 
把 这 些 等 式 代 人 关于 N(P! P!P') 的 公式 ,说 明 满 足 z1 二 3、zxs 二 4 以 及 xz; 二 6 的 解 的 个 数 等 于 
NCP'P'P') 一 78 一 36 一 28 一 15 十 6 十 1 十 0 一 0 一 6 4 


8. 6. 3 埃 拉 托 色 尼 得 

可 以 用 容 斥 原理 找 出 不 超过 一 个 给 定 正 整数 的 素数 的 个 数 。 一 个 合 数 可 以 被 一 个 不 超过 它 
的 平方 根 的 素数 整除 。 因 此 ， 为 找 出 不 超过 100 的 素数 的 个 数 ， 首 先 注意 不 超过 100 的 合 数 一 
定 有 一 个 不 超过 10 的 素 因 子 。 由 于 小 于 10 的 素数 只 有 2、3、5 和 7， 因此 不 超过 100 的 素数 
就 是 这 和 个 素数 以 及 那些 大 于 工 和 不 超过 100 且 不 被 2、3、5 或 7 整除 的 正 整 数 。 为 了 应 用 容 
斥 原理 ， 令 P, 是 一 个 整数 被 2 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 3 整除 的 性 质 ，P; 是 一 个 整数 被 
5 整除 的 性 质 ，P, 是 一 个 整数 被 7 整除 的 性 质 。 于 是 ， 不 超过 100 的 素数 的 个 数 是 

44 NCPiP, PS 了 0) 
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由 于 存在 99 个 比 1 大 且 不 超过 100 的 正 整数 ， 所 以 容 斥 原理 说 明 
N(PiPsPsPi) =99— N(P,)— N(P,) — N(P;) — NCP.,) 
十 NCP,P:,) 十 NCPP:) 十 NCPP,) 十 NCP:P:) 十 NCPP,) 十 NCP:P,) 
— NC(PiP;Pi)— NCPiP;P)— N(Pi P,P) — NCP: P,P,) 
4 NGP BP PY 
不 超过 100( 且 大 于 1) 并 被 {(2，3，5，7} 的 子 集中 的 所 有 率 数 整除 的 正 整数 个 数 是 | 100/N ]， 其 
中 NN 是 这 个 子 集中 的 素数 之 积 。( 这 是 因为 任意 两 个 素数 都 没有 公 因子 。) 因 此 ， 


pop me oNo0l aoa ho0l i100 | loco, T L060 1 100 
MR Bh 0 放 | 剖 | 轩 [tt 
100 100 100 100 Es 100 用 100 
+ + + 一 | 一 | 下 一 | 
100 100 
| | 二 
一 99 一 50 一 33 一 20 一 14 十 16 十 10 十 7 十 6 十 4 十 2 一 3 一 2 一 1 一 0 十 0 


一 21 
因此 ， 存 在 4 十 21 一 25 个 不 超过 100 的 素数 。 


8.6.4 映 上 函数 的 个 数 

也 可 以 应 用 容 斥 原理 确定 从 mm 元 素 集合 到 ”元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 。 首 先 考虑 例 2。 

例 2 从 6 元素 集合 到 3 元 素 集合 有 多 少 个 映 上 函数 ? 

解 ” 假 定 在 陪 域 中 的 元 素 是 b，b,，b;。 设 已 ，P ，P, 分 别 是 b,，b,，bs 不 在 函数 值 域 
中 的 性 质 。 注 意 一 个 函数 是 映 上 的 当 且 仅 当 它 没 有 性 质 P, 、P: 和 P,。 根 据 容 斥 原理 得 到 6 元 
素 集合 到 3 元 素 集 合 的 映 上 函数 的 个 数 是 

NCP' PP') =N—[N(P)+ N(P,)++ NC(P,)] 
十 LNCP,P,) 十 NCP,P,) 十 NCP:P,)] 一 NOPP:P;,) 

其 中 N 是 从 6 元 素 集合 到 3 元 素 集合 的 函数 总 数 。 我 们 将 对 等 式 右边 的 每 一 项 求 值 。 

由 6.1 节 的 例 6 得 出 N= 二 3。 注 意 N(P;) 是 值 域 中 不 含 5; 的 函数 的 个 数 。 所 以 ， 对 于 定义 
域 中 的 每 个 元 素 的 函数 值 有 2 种 选择 ， 从 而 得 到 N(P,;) 二 2*。 此 外 ， 这 种 项 有 C(3，1) 个 。 注 
意 N(P,P,) 是 值 域 中 不 含 6b; 和 6b; 的 函数 个 数 。 所 以 ， 对 于 定义 域 中 的 每 个 元 素 的 函数 值 只 有 1 
种 选择 。 从 而 得 到 NCP,P))=1 一 1。 此 外 ， 这 种 项 有 C(3，2) 个 。 还 有 ， 注 意 NCP,P:P:) 一 
0， 因 为 这 个 项 是 值 域 中 不 含 b、b; 和 6b 的 函数 的 个 数 。 显 然 ， 没 有 这 样 的 函数 。 于 是 ， 从 6 
元 素 集合 到 3 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 是 

35 一 C(3，1)25 十 C(3，2)1 一 729 一 192 十 3 一 540 | 

现在 说 明 从 m 元素 集合 到 nn 元 素 集 合 的 映 上 函数 的 个 数 的 一 般 性 结果 。 这 个 结果 的 证 明 留 
给 读者 作为 练习 。 

设 m 和 n 是 正 整 数 ， 满足 m 宇 n。 那 么 存在 

n"—CCn, 1)(n—1)"++CCn, 2)(n—2)"—*… 二 (一 1)"™ Cln, n—1)°* 1” 

个 从 mz 元 素 集 合 到 nt 元素 集合 的 映 上 辑 数 。 

从 mx 元 素 集 合 到 元 素 集合 的 映 上 函数 是 这 样 一 种 对 应 方式 : 它 把 定义 域 中 的 m 个 元 素 
分 配 到 ”个 不 可 辨别 的 盒子 中 ， 使 得 每 个 盒子 都 不 是 空 的， 然后 将 陪 域 中 的 并 个 元 素 中 的 每 一 
个 元 素 都 与 一 个 盒子 相对 应 。 这 意味 着 从 具有 m 个 元 素 的 集合 到 具有 个 元 素 的 集合 的 映 上 函 
数 的 个 数 ， 等 于 把 m 个 可 辨别 的 物体 分 配 到 xr 个 不 可 辨别 的 盒子 中 ， 使 得 每 个 盒子 都 不 空 时 的 
方法 数 乘 以 具有 7 个 元 素 的 集合 的 排列 数 。 因 此 ， 从 mx 个 元 素 的 集合 到 个 元 素 的 集合 的 映 上 
函数 的 个 数 为 n! SC(m，s)， 其 中 SC(m， 是 6.5 节 中 定义 的 第 二 类 斯 特 林 数 。 这 意味 着 我 们 
可 以 用 定理 1 来 推导 6.5 节 所 给 的 关于 SCm， 允 的 公式 。( 关 于 第 二 类 斯 特 林 数 更 详细 的 信息 ， 
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可 参见 LMiRo91] 中 的 第 6 章 。) 
下 面 给 出 定理 1 的 另 一 个 应 用 的 实例 。 
例 3 把 5 项 工作 分 给 4 个 不 同 的 雇员 ， 如 果 每 个 雇员 至 少 分 配 1 项 工作 ， 问 有 多 少 种 
方式 ? 
解 ” 把 工作 分 配 看 做 是 从 5 个 工作 集合 到 4 个 雇员 集合 的 函数 。 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工 
作 的 分 配对 应 于 从 工作 集合 到 雇员 集合 的 映 上 函数 。 因 此 ， 由 定理 1， 存 在 
一 C(4，1)35 十 C(4，2)25 一 C(4，3)15 一 1024 一 972 十 192 一 4 一 240 


种 方式 来 分 配 工作 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 。 本 
8.6.5 错位 排列 

下 面 将 用 容 斥 原理 计数 排列 nn 个 物体 并 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 。 考 
虑 下 面 的 例子 。 


例 4 帽子 认领 问题 在 一 个 餐厅 里 ,一 个 新 的 雇员 寄存 nn 个 人 的 帽子 时 忘记 把 寄存 号 放 
在 帽子 上 。 当 顾客 取 回 他 们 的 帽子 时 ， 这 个 雇员 从 剩 下 的 帽子 中 随机 选择 发 给 他 们 。 问 没有 一 
个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 本 


评注 答案 就 是 重新 排列 帽子 使 得 没有 帽子 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 数 除 以 nn 个 帽子 
的 排列 数 n!1。 在 我 们 找 出 排列 个 物体 并 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 方式 
数 以 后 再 考虑 这 个 例子 。 


错位 排列 是 使 得 没有 一 个 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 排列 。 为 求解 例 4 中 的 问题 我 们 需要 确 
定 n 个 物体 的 错位 排列 数 。 

例 5 排列 21453 是 12345 的 一 个 错位 排列 ， 因 为 没有 数 在 它 的 初始 位 置 上 。 但 是 ，21543 
不 是 12345 的 错位 排列 ， 因 为 4 留 在 它 的 初始 位 置 上 。 4 

设 D, 表示 nn 个 物体 的 错位 排列 数 。 例 如 ，D; 二 2， 因 为 123 的 错位 排列 是 231 和 312。 我 
们 将 使 用 容 斥 原理 对 所 有 的 正 整 数 n 求 D,。 

7 元 素 集 合 的 错位 排列 数 是 

六 = 对 | 1 二 二 站 = 及 个 二 | 


证 如果 排列 保持 元 素 i 不 变 ， 就 设 排列 有 性 质 P,。 错 位 排列 的 个 数 就 是 对 i 二 1，2，…， 
n， 没 有 性 质 已, 的 排列 数 ， 或 
D,=N(P!P,…P’) 
使 用 容 斥 原理 得 到 
D; 一 从 一 ONCP) + ONCPP, = SNPPP, ) 二 十 (= D"N(CPiP;"P,) 


其 中 N 是 个 元 素 的 排列 数 。 这 个 等 式 说 明 所 有 元 素 都 发 生变 化 的 排列 数 ， 等 于 排列 的 总 数 
减 去 至 少 保持 1 个 元 素 不 变 的 排列 数 ， 加 上 至 少 保持 2 元 素 不 变 的 排列 数 ， 减 去 至 少 保持 3 个 
元 素 不 变 的 排列 数 ， 等 等 。 现 在 找 出 在 等 式 右 边 出 现 的 所 有 的 量 。 

首先 注意 N=n!， 因 为 N 只 是 半 个 元 素 排 列 的 总 数 。 而 且 ，NCP,)=(z 一 1)!。 这 是 由 乘 
积 法 则 得 到 的 ， 因 为 N(P;) 是 保持 元 素 i 不 变 的 排列 数 ， 所 以 第 i 个 位 置 是 确定 的 , 但 是 其 余 
的 每 个 位 置 可 以 放任 意 元 素 。 类 似 地 ， 

N(P.P,)= (n—2)! 
因为 这 是 保持 元 素 i 和 j 不 变 的 排列 数 ， 但 是 其 余 (n 一 2) 个 元 素 的 位 置 可 以 任意 地 安排 。 一 般 
来 说 ， 有 
NCOP Pew P: ) =—=(n=7m)'! 

因为 这 是 保持 元 素 计 ，is。，…，i 不 变 的 排列 数 ,， 但 是 其 他 (n 一 m) 个 元 素 的 位 置 可 以 任意 安 
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排 。 由 于 存在 Cl(n，m) 种 方式 从 个 元 素 中 选择 m 个 ， 所 以 有 
2 NCP) = Cln,1)(n— 1)! 


lSign 


>) NCPP;) = Cn,2)(n— 2)! 


lSi<j<n 


一 般 地 ， 有 
D5) NOCP,P,…P,) = Cn,m) (n—m)! 


1<i<i<"<i Sn 


所 以 ， 把 这 些 等 式 代 人 关于 D， 的 公式 得 到 


万 ; = = Ol I FO RT 
el Ti 
MD" od 

简化 这 个 表达 式 得 

a la 
D, =n!|[1 六 十 训 一 和 十 (1 | 4 
表 1 错位 排列 的 概率 
n 2 3 4 S 6 7 


D, /nl! 0. 500 00 0. 333 33 0. 375 00 0. 366 67 0. 368 06 0. 367 86 


现在 对 于 给 定 的 正 整数 n 求 D, 就 简单 了 。 例 如 ， 使 用 定理 2 得 到 
D， = 他 | 1 一 站 上 六 一 坟 ]= 6 人 (一 1 十 去 一 言 )= 
正如 我 们 前 面 所 看 到 的 。 


现在 可 以 给 出 例 4 中 问题 的 解 。 
解 ”没有 一 个 人 收 到 自己 帽子 的 概率 是 D,/n!。 由 定理 2， 这 个 概率 是 


二 = 1 一 生 十 而 一 …… 十 二 了 "机 
对 于 2x 过 7， 这 个 概率 的 值 在 表 1 中 给 出 。 
使 用 微 积 分 的 方法 可 以 证 明 
A 1 一 二 十 亲 一 “十 (一 DD" 二 十 … 心 0.368 
因为 这 是 一 个 项 趋向 于 0 的 交错 级 数 ， 所 以 当 n 无 限 增长 时 ， 没 有 一 个 人 取 回 自己 帽子 的 概率 
趋 于 e 0. 368。 事 实 上 ， 可 以 证 明 这 个 概率 与 e ' 的 差 在 1/(n 十 1)! 之 内 。 本 


练习 

1. 假设 1 蒲式耳 100 个 苹果 中 20 个 有 虫 ，15 个 有 擦 伤 。 只 有 没 虫 也 没 擦 伤 的 苹果 才 可 以 卖 。 如 果 10 个 
探伤 的 苹果 有 虫 ， 那 么 100 个 苹果 中 有 多 少 个 可 以 卖 ? 

2. 1000 个 人 申请 喜马拉雅 登山 旅游 ，450 个 人 有 高 山 病 ，622 个 人 不 是 处 在 很 好 的 状态 、30 个 人 有 过 敏 
症 。 一 个 申请 人 是 合格 的 当 目 仅 当 他 没有 高 山 病 、 状 态 良好 ， 并 且 没 有 过 敏 症 。 如 果 111 个 申请 人 有 
高 山 病 且 不 是 在 良好 状态 ，14 人 有 高 山 病 和 过 敏 症 ，18 人 不 是 在 良好 的 状态 并 且 有 过 敏 症 ，9 个 人 有 
高 山 病 并 且 不 是 在 良好 状态 和 有 过 敏 症 ， 那 么 有 多 少 申请 人 合格 ? 

3. 方程 zi 十 zs 十 xs 二 13 有 多 少 个 解 ? 其 中 x! 、zz 、xzs 是 小 于 6 的 非 负 整数 。 

mm 

历史 注解 ”在 一 个 古老 的 法 国 纸牌 相遇 (匹配 ?游戏 中 ， 一 套 52 张 牌 摆 成 一 行 。 摆 放 第 二 套 牌 使 其 中 每 张 

牌 放 在 第 一 套 牌 的 某 一 张 的 顶部 。 通 过 统计 在 两 套 牌 中 匹配 的 牌 数 来 确定 得 分 。1708 年 ， 皮 埃 尔 。 雷 蒙 德 ， 蒙 

特 莫 特 (1678 一 1719) 提 出 了 “相遇 ”问题 : 在 相遇 游戏 中 没有 匹配 发 生 的 概率 是 多 少 ? 蒙特 莫 特 问题 的 解 是 随机 

选择 52 个 物体 的 排列 恰 为 错位 排列 的 概率 ， 即 Dis/52!， 正 如 我 们 将 看 到 的 ， 这 个 概率 近似 为 1/e。 
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求 方 程 zi 十 zz 十 zs 十 也 一 17 的 解 的 个 数 ， 其 中 zi (i 二 1，2，3，4) 是 非 负 整 数 ， 满足 条 件 zi 三 3、 
Xs 二 4、 mi md 

使 用 容 斥 原理 求 小 于 200 的 素数 的 个 数 。 

一 个 整数 叫做 无 平方 因子 ， 如 果 它 不 被 一 个 大 于 1 的 正 整数 的 平方 整除 。 求 小 于 100 的 无 平方 的 正 整 
数 个 数 。 

有 多 少 小 于 10 000 的 正 整 数 不 是 一 个 整数 的 2 次 或 更 高 次 害 ? 

从 ?7 元素 集合 到 5 元 素 集 合 有 多 少 个 映 上 函数 ? 

有 多 少 种 方式 把 6 个 不 同 的 玩具 分 给 3 个 不 同 的 孩子 并 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 玩具 ? 

8 个 不 同 的 球 放 入 3 个 不 同 的 久子 中 ， 如 果 每 个 钢 子 至 少 有 1 个 球 ， 那 么 有 多 少 种 放 法 ? 

有 多 少 种 方式 把 7 项 不 同 的 工作 分 给 4 个 不 同 的 雇员 ， 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 1 项 工作 ， 并 且 把 最 困 
难 的 工作 分 给 最 好 的 雇员 ? 

列 出 (1，2，3，4} 的 所 有 的 错位 排列 。 

一 个 7 元 素 集 合 有 多 少 个 错位 排列 ? 

如 果 寄 存 帽子 的 人 随机 发 回 帽 子 ，10 个 人 中 没有 一 个 人 得 到 他 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 

一 个 把 信 放 入 信和 袋 的 机 器 发 生 了 故障 并 且 随 机 把 信 放 入 信和 袋 中 。 在 一 组 100 封 信 中 发 生 下 面 事件 的 
概率 是 多 少 ? 


a) 没 有 信 放 对 了 信和 袋 。 b) 恰 好 1 封 信 放 对 了 信和 袋 。 
中 恰好 98 封 信 放 对 了 信和 袋 。 d) 恰 好 99 封 信 放 对 了 信 袋 。 
e) 所 有 的 信 都 放 对 了 信 袋 。 


一 组 有 个 学 生 。 在 同一 间 教 室内 给 他 们 分 派 座 位 。 一 共 上 两 次 课 。 如 果 没 有 学 生 在 这 两 次 课时 分 
派 在 同一 个 座位 上 ， 有 多 少 种 方式 ? 
有 多 少 种 方式 安排 数字 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 使 得 没有 偶数 在 它 的 初始 位 置 上 ? 
设 D, 表示 7 个 物体 的 错位 排列 数 ， 用 组 合 论证 证 明 序 列 {D,) 满 足 递 推 关系 

D,=(n—1)(D, i 二 D,_:) n>2 
[提示 : 对 于 错位 排列 中 的 第 1 个 元 素 & 有 nn 一 1 种 选择 。 单 独 考虑 以 开始 的 错位 排列 ， 它 的 第 位 
可 以 是 1 也 可 以 不 是 1。] 
使 用 练习 18 证 明 

D,=nD,_ i 二 (—1)"” 7 之 1 
使 用 练习 19 求 关 于 D, 的 显 式 公式 。 
对 哪些 正 整数 2z， 错 位 排列 数 D, 是 偶数 ? 
假设 p 和 4g 是 不 同 的 素数 。 使 用 容 斥 原理 求 $8(pg)， 即 不 超过 pg 且 与 pq 互 素 的 整数 的 个 数 。 
当 nn 的 素 因 子 分 解 式 是 
n= pii p22 “pr 
时 ， 使 用 容 斥 原理 推导 一 个 关于 $8(n) 的 公式 。 
证 明 : 如 果 nn 是正 整 数 ， 那 么 
nl =C(n, 0)D,+Cln, 1)D, i+Cln, n—1)D+C(n, n)D, 

其 中 D; 是 上 个 物体 的 错位 排列 数 。 
以 整数 1，2，3 开始 的 人 1，2，3，4，5，6} 的 错位 排列 数 有 多 少 个 ? 
以 整数 1，2，3 结束 的 {1，2，3，4，5，6}) 的 错位 排列 数 有 和 多少 个 ? 
证 明定 理 1。 


关键 术语 和 结论 


术语 
递 推 关 系 (recurrence relation) : 一 个 公式 ， 它 把 序列 中 除了 某 些 初始 项 以 外 的 项 表示 成 这 个 序 


列 前 面 的 一 个 或 若干 个 项 的 函数 。 


递 推 关 系 的 初始 条 件 (initial conditions for a recurrence relation) ; 满足 递 推 关 系 的 序列 在 该 关系 


起 作用 之 前 的 某 些 项 的 值 。 


474 第 8 间 





动态 规划 (dynamic programming) : 一 种 求解 优化 问题 的 算法 范式 ， 通 过 递归 将 问题 分 裂 为 重 
侄子 问 题 ， 并 通过 递 推 关 系 合并 子 问题 方案 。 

常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 (linear homogeneous recurrence relation with constant coefficient): 一 
个 递 推 关 系 ， 除 了 初始 项 之 外 ， 它 把 序列 的 项 表示 成 前 面 项 的 线性 组 合 。 

常 系数 线性 齐 次 递 推 关 系 的 特征 根 (characteristic roots of a linear homogeneous recurrence 
relation with constant coefficients) : 与 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 相关 的 多 项 式 的 根 。 

常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 (linear nonhomogeneous recurrence relation with constant 
coefficients) : 一 个 递 推 关系 ， 除 了 初始 项 之 外 ， 它 把 序列 的 项 表示 成 前 面 项 的 线性 组 合 加 
上 一 个 仅仅 依赖 于 序 标的 不 恒 为 0 的 函数 。 

分 治 算 法 (divide-and-conquer algorithm) : 求解 问题 的 一 种 算法 ,求解 中 递归 地 把 问题 划分 成 固 
定数 目的 较 小 的 同 种 类 型 的 问题 。 

序列 的 生成 函数 (generating function of a sequence): 用 序列 的 第 nn 项 作为 x" 的 系数 的 形式 徊 
级 数 。 

埃 拉 托 色 尼 得 (sieve of Eratosthenes): 找 出 小 于 一 个 给 定 正 整数 的 素数 的 过 程 。 

错位 排列 (derangement) : 使 得 没有 物体 在 它 的 初始 位 置 上 的 排列 。 

结论 

两 个 有 穷 集合 并 集 的 元 素 个 数 公 式 (the formula for the number of elements in the union of three 
finite sets) : 

, IAUB|=|A|+|B| 一 1ANB| 

三 个 有 穷 集 合并 集 的 元 素 个 数 公式 (the formula for the number of elements in the union of two 
finite sets) : 

[AUBUC|I=|A|I+|B|+t|c|—|1AaNBI—1ANC|I—|1BNcCI+1ANBNCI| 
容 斥 原理 (the principle of inclusion-exclusion): 
[MAUAU™UAl= 214A- 2 4n4| 


lS<i<n l<&i<j<n 


+ 5 |ANANA 


1<i<i<t<n 
人 
从 罗 元 素 集合 到 元 元 素 集合 的 映 上 函数 的 个 数 (the number of onto functions from a set with m 
elements to a set with n elements) : : 
n" 一 Clnsl)(n—1)" 二 Cln,2) (nn 一 2)" 一 十 (一 1)” Cln,n 一 1)。1” 
nn 个 物体 的 错位 排列 数 (the number of ee of n objects:): 


人 
72 . 


复习 题 
1. a) 什 么 是 递 推 关系 ? 
b) 如 果 在 一 个 获 利 9% 的 账户 上 储蓄 1 000 000 美元 , 求 与 4 年 后 账户 上 钱 数 有 关 的 递 推 关系 。 
2. 解释 怎样 用 斐 波 那 契 数 求解 关于 兔子 的 斐 波 那 契 问 题 。 
3. a) 找 出 与 求解 汉 诺 塔 难题 所 需 步 数 有 关 的 递 推 关系 。 
b) 显 示 怎 样 使 用 迭代 来 求解 这 个 递 推 关系 。 
4. a) 解 释 怎样 找 一 个 与 不 包含 两 个 连续 的 1 的 nn 位 二 进位 串 个 数 有 关 的 递 推 关 系 。 
b) 描 述 另 一 个 计数 问题 使 得 它 的 解 满足 同一 个 递 推 关 系 。 
5. a) 什 么 是 动态 规划 ， 动 态 规划 怎样 在 算法 中 使 用 递 推 关 系 ? 
b) 解 释 动态 规划 如 何 用 于 解决 讲座 规划 问题 ， 即 对 于 一 组 可 能 的 讲座 针对 一 个 讲座 大 厅 如 何 使 得 参加 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 
14. 


15. 
16. 
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总 人 数 最 大 化 。 


. 定义 一 个 & 阶 的 线性 齐 次 递 推 关 系 。 
. 8) 解释 怎样 求解 二 阶 线性 齐 次 递 推 关 系 。 


b) 如 果 ao 王 3，a 王 15， 对 于 ”之 2， 求 解 递 推 关 系 a, 二 13a,_1 一 22a。，。 
ec) 如果 ao = 二 3，al = 二 35， 对 于 nn 宇 2， 求解 递 推 关系 a, 王 14a。，; 一 49a，，。 


. a) 如果 f(n) 满 足 分 治 递 推 关系 f(n) 二 af(n/B) 十 gln)， 这 里 5 整除 正 整 数 x*， 解 释 怎 样 求 f(5*)， 其 中 


k 是 正 整 数 。 
b) 如 果 f(n)= 二 3f(n/4) 十 5n/4 且 FL) 一 7， 求 7256) 。 
a) 为 了 用 二 分 搜索 在 表 中 查找 一 个 数 所 用 的 比较 次 数 ， 推 导 一 个 分 治 的 递 推 关系 。 
b) 从 a) 给 出 的 分 治 递 推 关系 使 用 8. 3 节 中 的 定理 1， 为 二 分 搜索 所 用 的 比较 次 数 给 出 一 个 大 O 估计 。 
a) 给 出 一 个 关于 3 个 集合 并 集 元 素 个 数 的 公式 。 
b) 解 释 为 什么 这 个 公式 是 有 效 的。 
c) 解 释 怎 样 使 用 a) 的 公式 求 不 超过 1000 且 能 被 6、10 或 15 整除 的 正 整数 的 个 数 。 
d) 解 释 怎样 使 用 a) 的 公式 求 方程 zi 十 zz 十 zs 十 zs 二 22 的 非 负 整数 解 的 个 数 ， 其 中 zi 二 8，z; 一 
6，zs<5。 
a) 给 出 一 个 关于 4 个 集合 的 并 集 的 元 素 个 数 的 公式 。 解 释 为 什么 它 是 有 效 的 。 
b) 假 设 A 、4: 、A: 和 A, 每 个 集合 包含 25 个 元 素 ， 其 中 任意 2 个 集合 的 交 包 含 5 个 元 素 ， 任 意 3 个 集 
合 的 交 包 含 2 个 元 素 ， 所 有 4 个 集合 包含 1 个 公共 元 素 。 问 在 这 4 个 集合 的 并 集中 有 多 少 个 元 素 ? 
a) 叙 述 容 斥 原理 。 
b) 概 述 这 个 原理 的 证 明 。 
解释 怎样 使 用 容 斥 原理 计数 从 冯 元 素 集合 到 ?元素 集 合 的 映 上 函数 的 个 数 。 
a) 怎 样 计数 把 m 项 工作 分 给 nn 个 雇员 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 的 方案 数 ? 
b) 把 7 项 工作 分 给 3 个 雇员 并 使 得 每 个 雇员 至 少 得 到 一 项 工作 ， 有 多 少 种 方案 ? 
解释 怎样 使 用 容 斥 原理 计数 不 超过 正 整 数 ”的 素数 的 个 数 。 
a) 定 义 一 个 错位 排列 。 
b) 一 个 寄存 帽子 的 人 给 n 个 人 发 还 帽子 ， 使 得 没有 人 得 到 自己 帽子 的 方式 的 计数 为 什么 与 个 物体 
的 错位 排列 数 一 样 ? 
ce) 解释 怎样 计数 ”个 物体 的 错位 排列 数 。 


补充 练习 


1. 


一 个 10 人 小 组 开始 一 系列 的 通信 活动 ， 每 个 人 把 一 封 信 寄 给 另外 4 个人。 每 个 收 到 信和 的 人 再 把 这 封 
信和 寄 给 另外 的 4 个 人 。 : 

a) 如 果 没 有 人 收 到 的 信和 多 于 1 封 , 求 与 这 个 通信 活动 的 第 nn 步 寄 出 信 数 有 关 的 递 推 关系 。 

b) 在 2) 中 的 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 

c) 在 通信 活动 的 第 ” 步 寄 出 了 多 少 封 信 ? 


. 一 个 核反应 堆 产 生 18 克 放 射 性 同位 素 。 每 小 时 放射 性 同位 素 训 变 1%。 


a) 对 小 时 后 留 下 的 同位 素 的 量 建立 一 个 递 推 关系 。b) 对 于 a) 的 递 推 关系 ， 初 始 条 件 是 什么 ? 
c) 求 解 这 个 递 推 关系 。 


. 美国 政府 每 小 时 印 1 美元 纸币 超过 10 000 张 ，5 美元 纸币 超过 4000 张 ，10 美元 纸币 超过 3000 张 ，20 


美元 纸币 超过 2500 张 ，50 美元 纸币 超过 1000 张 ，100 美元 纸币 与 前 一 小 时 的 张 数 一 样 。 在 初始 时 刻 ， 


每 种 钱币 有 1000 张 。 
a) 建 立 一 个 关于 第 n 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 b)a) 中 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 
©) 求 解 第 nn 小 时 总 钱 数 的 递 推 关 系 。 中 ) 建 立 一 个 前 小 时 总 钱 数 的 递 推 关系 。 


e) 求 解 前 小 时 总 钱 数 的 递 推 关系 。 


. 每 个 前 一 小 时 已 经 存在 的 细菌 在 每 小 时 都 分 裂 出 2 个 新 的 细菌 ， 并 且 所 有 的 细菌 只 有 2 小 时 的 寿命 。 


假设 这 群 细菌 开始 时 有 100 个 新 细菌 。 
a) 建 立 关 于 小 时 后 存在 细菌 数目 的 递 推 关系 。 b) 这 个 递 推 关 系 的 解 是 什么 ? 
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9. 
* 10. 

11. 

12. 
* 13. 


* 14. 


bi, 
15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
21. 


c) 什 么 时 候 这 群 细菌 的 个 数 将 超过 100 万 个 ? 


. 使 用 两 个 不 同 的 信号 在 通信 信道 发 送信 息 。 传 送 一 个 信号 需要 2 微 秒 ， 传 送 另 一 个 信号 要 3 微 秒 。 一 


条 信息 的 每 个 信号 后 紧 跟 着 下 一 个 信号 。 
a) 求 与 在 微 秒 中 可 以 发 送 的 不 同 信号 数 有 关 的 递 推 关 系 。 


b) 对 于 a) 的 递 推 关系 ,初始 条 件 是 什么 ? c) 在 12 微 秒 内 可 以 发 送 多 少 个 不 同 的 信息 ? 
.一 个 小 邮局 只 有 4 分 、6 分 和 10 分 邮票 。 如 果 考 虑 邮票 使 用 的 次 序 ， 求 与 这 些 邮 票 构成 分 邮资 的 方 


式 数 有 关 的 递 推 关系 。 这 个 递 推 关系 的 初始 条 件 是 什么 ? 


. 使 用 补充 练习 6 描述 的 规则 ， 构 成 下 述 邮资 有 多 少 种 方式 ? 
a)12 分 b)14 分 
c)18 分 d)22 分 
. 求 联 立方 程 组 
es 
ee 


的 解 ， 其 中 ao 二 1 和 bo 二 2。 
如 果 ao 王 1、aw 一 2， 求 解 递 推 关系 a, 二 a?_1/a,-;。[ 提 示 : 两 边 取 对 数 得 到 关于 序列 log a, 的 递 推 关 
系 ，z 一 0，1，2，…。] 

如 果 ao 二 2 和 al 二 2， 求解 递 推 关 系 a, 二 a3-1a?_,。( 见 补充 练习 9 的 提示 。) 

如 果 ao 二 2、a1 二 4 和 az 二 8， 求 解 递 推 关 系 4a, 二 3a,-1 一 3a_s 十 a,-s 十 1。 

如 果 ao 二 2、a1 一 2 和 as 二 4， 求解 递 推 关 系 4, 二 3a,-1 一 3a,-s 十 a,_3。 

假设 在 8. 1 节 的 例 1 中 ,一 对 兔子 在 繁殖 2 次 以 后 就 离开 这 个 岛 。 求 与 第 nr 个 月 中 的 岛 上 兔子 对 数 有 
关 的 递 推 关 系 。 

我 们 设计 一 个 动态 规划 算法 用 于 解决 找到 从 一 个 及 个 对 象 的 集合 中 选择 一 个 的 子 集 S 的 问题 ， 每 一 个 对 
象 ; 都 有 一 个 正 整数 权重 ww ， 要 求 子 集 S 中 的 对 象 权重 之 和 为 最 大 但 不 会 超过 一 个 固定 的 权重 限度 w。 设 
M(j，ww) 表 示 不 会 超过 权重 限度 w 的 前 j 个 对 象 的 子 集合 的 最 大 权重 之 和 。 这 个 问题 称 为 背包 问题 。 

a) 证 明 : 如 果 邮 二 记 ， 则 MCGj,， ww) 二 MC(j 一 1，w)。 

b) 证 明 : 如 果 ww 三 w， 则 MC(j， w)= 二 maxCM(Oj 一 1,，w),， wi 十 M(j 一 1]，w 一 wj))。 

©) 使 用 a) 和 b) 设 计 一 个 动态 规划 算法 ， 该 算法 用 于 确定 不 超过 W 的 对 象 子 集 的 最 大 权重 之 和 。 在 算 

法 中 保存 计算 得 到 的 M(j，w) 值 。 

d) 解 释 如 何 使 用 c) 中 计算 的 M(j，w) 值 找到 不 超过 W 的 具有 最 大 权重 之 和 的 对 象 的 子 集合 。 

在 补充 练习 15 一 18 中 ， 我 们 设计 一 个 动态 规划 算法 ， 该 算法 用 于 找到 两 个 序列 al ，az ，…，aw 和 
b; ，…，b, 的 最 长 相同 子 序列 ， 这 是 不 同 生 物体 DNA 比较 中 非常 重要 的 一 个 问题 。 


设 c， C29 "> Cp 是 两 个 序列 ai ， Ud2, "*"» Qm 和 b1,， bs， …, b, 的 最 长 相同 子 序列 。 
a) 证 明 如 果 a 二 5,， 则 当 如 >>1 时，c* 一 am 一 名 并 且 ci1，cs，*…，cp-1 是 两 个 序列 aI， as，**…*，am-il 
和 bb，bs，…， ,1 的 最 长 相同 子 序列 。 


b) 设 wo 天 六 。 证 明 如 果 6 关 a ， 则 Cl» C29 ”9 Cp 是 两 个 序列 Qs a oy a 和 bh bb 的 最 长 相 
同 子 序列 ， 同 时 证 明 如 果 cc 天 &.， 则 ac ，c ，…，c 是 两 个 序列 m ，a ，…，an 和 妇 ， 抽 ，…，b-1 的 最 
长 相同 子 序列 。 

设 工 (人 7 表示 两 个 序列 QI，Q2， ”0i 和 bi1， Bs ses b; 的 最 长 相同 子 序列 ， 其 中 0<i<m,， 0 

jn。 使 用 补充 练习 15 中 a) 和 b) 证 明 上 (i, 门 满足 递 推 关 系 L(i, 站 二 L(i 一 1，j 一 1) 十 1， 如 果 i 和 

j 都 不 为 0 且 a;=6:; L(i, 门 ==max(L(i, j 一 1),，L(i 一 1，j/))， 如 果 i 和 j 都 不 为 0 且 a; 关 b:， 初 始 

条 件 如果 三 0 或者) 一 0， 则 工 (it，7) 一 0。 

使 用 补充 练习 16 中 设计 的 动态 规划 算法 计算 两 个 序列 am ，a ，…，aw 和 pi， 包 ，…，& 的 最 长 相同 

子 序列 ， 保 存 得 到 的 L(i, 门 值 。 

使 用 在 补充 练习 17 中 算法 的 L(i, 7) 的 值 ， 设 计 一 个 算法 寻找 两 个 序列 a1，as，…，amn 和 bi， 

5b,，…，b, 的 最 长 相同 子 序列 。 

求解 递 推 关系 f(n) 二 f(n/2) 十 n*， 其 中 n= 二 2 ,，k 是 正 整数 ，f(1) 二 1。 

当 n 可 被 5 整除 时 ， 求 解 递 推 关 系 f(n)= 二 3f(n/5) 十 2n*， 其 中 n= 二 5:,， 是 正 整数 ，f(1)==1。 

如 果 f 是 增 函 数 ， 给 出 补充 练习 20 中 f 的 大 O 估计 。 
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22. 


23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


* 28. 
29. 


30. 


31. 


32. 


33, 


34. 


35, 


36. 


37. 
38. 


找 出 与 下 述 算法 所 使 用 的 比较 次 数 有 关 的 递 推 关 系 : 通过 把 n 个 数 的 序列 递归 地 划分 成 两 个 子 序列 
来 找 出 最 大 和 第 二 大 的 元 素 ， 在 每 一 步 划 分 时 要 求 这 两 个 子 序列 的 项 数 相 等 或 一 个 子 序列 比 另 一 个 
子 序列 多 一 项 。 当 子 序列 达到 2 项 时 停止 划分 。 
估计 补充 练习 22 描述 的 算法 所 使 用 的 比较 次 数 。 
一 个 序列 au ，as，…，a, 是 单 峰 的 当 且 仅 当 且 有 一 个 指数 m(1 三 m 二 n)， 使 得 a; 二 ai+1 当 1 二 i<m 和 
ai 二 al 当 ma<i<z。 即 该 序列 在 第 m 项 前 是 严格 递增 的 ， 之 后 是 严格 递减 的 ，a。 是 序列 的 最 大 项 。 
在 本 补充 练习 中 ，aw 表示 单 峰 序列 c; ，a ，…，a 的 最 大 项 。 
a) 证 明 a 是 序列 中 唯一 的 大 于 此 项 前 面 的 元 素 和 此 项 后 面 的 元 素 的 元 素 项 。 
b) 证 明 如 果 a<as (1 委 ;i 一 2) ， 则 ii 填 1 委 入 nm。 
c) 证 明 如 果 a; 之 airi (1 二 i<n)， 则 1&m<&i。 
) 开 发 一 个 分 治 算法 确定 单 峰 序列 的 m 值 。 [提示 : 设 i<m<=j, 使 用 a)、b) 和 c) 确 定 或 者 [(i 十 让/ 
2 二 1m 二 n，1 志 mm 志 |[(i 十 站 /2 一 1 或 者 m=[ (i 十 j)/2 ]。] 
证 明 补充 练习 24 的 算法 的 比较 次 数 有 最 坏 情况 时 间 复 杂 度 O(log n)。 
设 {a,) 是 实数 序列 。 这 个 序列 的 前 向 差分 递归 地 定义 为 : 第 一 个 前 向 差分 是 Aa, 二 ast1 一 as; 第 Kk 十 1 
个 前 向 差分 A*''a, 是 通过 A 生 :oa 一 Atas 一 Ata, 由 A*a, 得 到 的 。 
求 Aka,， 其 中 
a)a, 一 3 b)a, 王 472 十 7 c)a, 一 12 十 7 十 1 
设 a,= 二 3 十 n 十 2， 求 Ata,;， 其 中 上 等 于 
a)2 b)3 c)4 
假设 w,=P(z)， 其 中 也 是 @4 次 多 项 式 。 证 明 : 对 于 所 有 的 非 负 整数 2，A4 oa, 一 0 
令 {a,} 和 {6b,) 是 实数 序列 。 证 明 

Alanbn) =anri (Ab,) tb, (Aa,) 
证 明 : 如 果 F(z) 和 G(x) 分 别 是 序列 {a4} 和 {6b 的 生成 函数 ， 且 c 和 a 是 实数 ， 那 么 (cF 十 dG)(z) 是 
{ca 十 dt) 的 生成 函数 。 
(需要 微 积 分 ) 这 个 练习 说 明了 怎样 使 用 生成 函数 求解 递 推 关 系 (z 十 1)a+i: 一 av 十 (1/za!l)，z? 之 0， 初 始 
条 件 ao 王 1。 
a) 设 G(z) 是 关于 {a,) 的 生成 函数 。 证明 G'(z) 二 G(z) 二 er 且 G(0)==1。 
b) 由 a) 证 明 (e-*GCz)) 一 1， 且 断定 GCz) 一 zer 十 er 。 
c) 使 用 b) 找 出 关于 ww 的 封闭 公式 。 
假设 在 离散 数学 班 的 第 一 次 考试 中 14 个 学 生得 A， 第 二 次 考试 中 18 个 得 A。 如 果 22 个 学 生 在 第 一 
或 第 二 次 考试 中 得 A， 有 多 少 学 生 两 次 考试 都 得 A? 
在 蒙 默 思 和 郡 ( 英 国威 尔 士 郡 原 郡 名 )323 个 农场 中 至 少 有 马 、 牛 或 羊 其 中 的 1 种。 如 果 224 个 农场 有 马 、 
85 个 有 牛 、57 个 有 羊 、18 个 农场 3 种 家 畜 全 有 ， 那 么 有 多 少 个 农场 恰好 有 这 3 种 家 畜 中 的 2 种 ? 
查询 某 学 院 关 于 学 生 记 录 的 数据 库 得 到 下 述 数据 : 学 院 有 2175 个 学 生 ， 其 中 1675 个 不 是 一 年 级 学 
生 、1074 个 学 生 选 了 微 积 分 、444 个 学 生 选 了 离散 数学 、607 个 不 是 一 年 级 学 生 且 选 了 微 积分 、350 
个 学 生 选 了 微 积 分 和 离散 数学 、201 个 不 是 一 年 级 学 生 且 选 了 离散 数学 、143 个 不 是 一 年 级 学 生 并 且 
选 了 微 积 分 和 离散 数学 。 所 有 这 些 对 查询 的 回答 都 是 正确 的 吗 ? 
某 大 学 数学 学 院 的 学 生 可 以 选择 下 述 一 个 或 多 个 方向 作为 主 修 方向 : 应 用 数学 (AM) 、 纯 粹 数学 
(PM)、 运 筹 学 (OR) 和 计算 机 科学 (CS)。 如 果 ( 包 括 同 时 主 修 ) 主 修 AM 的 有 23 个 学 生 ; 主 修 PM 的 
有 17 个 学 生 ; 主 修 OR 的 44 个 ; 主 修 CS 的 63 个 ; 主 修 AM 与 PM 的 5 个 ; 主 修 AM 和 CS 的 8 
个 ; 主 修 AM 和 OR 的 4 个 ; 主 修 PM 和 CS 的 6 个 ; 主 修 PM 和 OR 的 5 个 ; 主 修 OR 和 CS 的 14 
个 ; 主 修 PM、OR 和 CS 的 2 个 ; 主 修 AM、OR 和 CS 的 2 个 : 主 修 PM、AM 和 OR 的 1 个 ; 主 修 
PM、AM 和 CS 的 1 个 ; 还 有 1 个 主 修 所 有 4 个 方向 。 问 这 个 学 院 有 多 少 学 生 ? 
当 使 用 容 斥 原理 表示 7 个 集合 的 并 集中 的 元 素 个 数 时 ， 如 果 其 中 没有 6 个 或 更 多 的 集合 含有 公共 元 
素 ， 那 么 需要 多 少 项 ? 
方程 zi 十 zz 十 Xx3 二 20，2 二 zz 过 6，6 二 zs 二 10， 0 二 zs 二 5， 有 和 多少 个 正 整 数 解 ? 
有 和 多少 小 于 1 000 000 的 正 整 数 ， 


39. 


40. 


41. 
42. 
43. 
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a) 能 够 被 2、3 或 5 整除 ? b) 不 能 被 7、11 或 13 整除 ? 

c) 能 够 被 3 整除 但 不 能 被 7 整除 ? 

有 多 少 小 于 200 的 正 整 数 是 

a) 整 数 的 2 次 或 更 高 次 适 ? b) 整 数 的 2 次 或 更 高 次 寡 ， 或 者 素数 ? 
c) 不 能 被 一 个 大 于 1 的 整数 的 平方 整除 ? d) 不 能 被 一 个 大 于 1 的 整数 的 立方 整除 ? 
e) 不 能 被 3 个 或 更 多 的 素数 整除 ? 

把 6 个 不 同 的 工作 分 给 3 个 不 同 的 雇员 ， 如 果 最 难 的 工作 分 给 最 有 经 验 的 雇员 并 且 最 容易 的 工作 分 
给 最 缺乏 经 验 的 雇员 ， 那么 有 多 少 种 分 法 ? 

由 寄存 帽子 的 人 随机 发 还 给 n 个 人 帽子 ， 那么 恰好 一 个 人 拿 到 自己 帽子 的 概率 是 多 少 ? 
有 多 少 个 6 位 二 进位 串 不 包含 4 个 连续 的 1? 

一 个 6 位 二 进位 串 包 含 至 少 4 个 1 的 概率 是 多 少 ? 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


1. 
2. 


给 定 正 整 数 nx， 依照 游 戏 规则 列 出 汉 诺 塔 难题 从 一 根 柱子 到 另 一 根 柱子 移动 个 盘子 需要 的 所 有 移动 。 
给 定 正 整数 n 和 整数 &k，1<k<n， 依照 游戏 规则 列 出 富 雷 姆 斯 图 尔 特 算法 ( 见 8. 1 节 练 习 38 前 面 的 说 
明 )? 用 4 根 柱子 从 一 根 柱子 到 另 一 根 柱子 移动 个 盘子 需要 的 所 有 移动 。 

给 定 正 整数 2， 列 出 不 包含 连续 2 个 0 的 所 及 位 二 进 制 序列 。 


4. 给 定 正 整数 z(z 之 1)， 写 出 在 "十 1 个 变量 的 乘积 中 加 括号 的 所 有 方式 。 
5. 给 定 一 组 个 数 为 二 的 讲座 ， 包 括 讲座 的 起 始 和 结束 时 间 ， 以 及 每 个 讲座 的 参加 人 数 ， 使 用 动态 规划 针 


10. 


对 一 个 讲座 厅 规 划一 个 讲座 子 集 使 得 参加 讲座 的 总 人 数 最 大 。 


. 已 知 矩阵 4 ，4: … ，4,， 维 度 分 别 为 za Xm。，ms Xmsa，…m, Xm+1， 每 一 项 都 为 整数 。 使 用 动态 


规划 ， 如 8. 1 的 练习 57， 找 到 计算 414，…A4, 的 最 小 整数 乘法 次 数 。 


. 给 定 递 推 关 系 a, 二 cia,-1 十 cza,-:，c1 和 cz 都 是 实数 ， 初 始 条 件 ao 二 Co。、ai 二 C1、 上 为 正 整数 ， 使 用 


和 迭代 计算 ax 。 


. 给 定 递 推 关 系 a, 二 cia,-1 十 czas-s 和 初始 条 件 oo 一 Co、w 二 C1， 确 定 唯 一 的 解 。 
. 给 定形 如 f(n) = 二 af(n/ 忠 十 c 的 递 推 关系 ， 其 中 a 是 实数 、5 是 正 整数 、c 是 实数 、& 是 正 整数 ， 使 用 


迭代 求 f(b)。 
给 定 3 个 集合 的 交集 中 的 元 素 个 数 、 每 两 个 集合 的 交集 中 的 元 素 个 数 和 每 个 集合 中 的 元 素 个 数 ， 求 
其 并 集中 的 元 素 个 数 。 


. 给 定 正 整 数 n， 找 出 求 个 集合 的 并 集中 的 元 素 个 数 的 公式 。 
. 给 定 正 整 数 m 和 nn， 求 从 m 元素 集合 到 n 元 素 集 合 的 映 上 函数 的 个 数 。 
. 给 定 正 整数 n， 列 出 集合 {1，2，3，…，n} 的 所 有 错位 排列 。 


计算 和 探索 
使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


. 求 fioo 、 so 和 Poo 的 精确 值 ， 其 中 fn 是 斐 波 那 契 数 。 

. 求 比 1000 000 大 、 比 1000 000 000 大 和 比 1000 000 000 000 大 的 最 小 的 斐 波 那 契 数 。 

. 求 尽 可 能 多 的 同 为 素数 的 斐 波 那 契 数 ， 目 前 还 不 知道 是 否 存在 无 限 多 个 这 样 的 数 。 

. 写 出 求解 10 个 盘子 的 汉 诺 塔 难题 所 需要 的 所 有 移动 。 

. 按照 雷 夫 难题 的 规则 ， 用 4 根 柱子 从 一 根 柱 到 另 一 根 柱 移动 20 个 盘子 ， 写 出 使 用 弗 雷 姆 -斯 图 尔 特 算 


法 需要 的 所 有 移动 。 


. 通过 下 面 的 方法 验证 求解 上 个 盘子 的 雷 夫 难题 的 弗 雷 姆 猜想 : 对 于 尽 可 能 多 的 整数 x， 证 明 这 个 难题 


不 可 能 使 用 比 具 有 最 优选 择 & 的 弗 雷 姆 斯 图 尔 特 算 法 还 要 少 的 移动 来 求解 。 


. 计算 对 于 各 种 整数 >， 包括 16、64、256 和 1024， 使 用 8. 3 节 描 述 的 快速 乘法 和 整数 相 乘 的 标准 算法 


(4. 2 节 算 法 3) 做 两 个 ”位 整数 相 乘 所 需要 的 运算 次 数 。 


. 计算 对 于 各 种 整数 >”， 包 括 4、16、64 和 128， 使 用 8. 3 节 描述 的 快速 矩阵 乘法 和 和 矩阵 相 乘 的 标准 算法 
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9. 


10. 
11. 


(3. 3 节 算法 1) 做 两 个 nXn 和 矩阵 相 乘 所 需要 的 运算 次 数 。 

使 用 8. 6 节 描 述 的 求 不 超过 100 的 素数 个 数 的 方法 求 不 超过 10 000 的 素数 个 数 。 

列 出 (1，2，3，4，5，6，7，8} 的 所 有 错位 排列 。 

对 所 有 不 超过 20 的 正 整 数 计算 n 个 物体 的 一 个 排列 是 错位 排列 的 概率 ， 并 确定 这 些 概率 逼近 1/e 
的 速度 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写 成 论文 。 


1. 


找 出 斐 波 那 契 发 表 的 关于 兔子 数 模型 难题 的 原始 材料 。 讨 论 斐 波 那 契 提出 的 这 个 问题 和 其 他 问题 ， 并 
且 给 出 关于 斐 波 那 契 本 人 的 某 些 信息 。 


. 解释 斐 波 那 契 数 怎样 在 其 他 应 用 中 出 现 ， 如 时序、 植物 叶片 排列 的 研究 、 镜 子 反 射 的 研究 等 。 


3. 描述 汉 诺 塔 难题 的 多 种 不 同 的 变形 问题 ， 包 括 多 于 3 个 柱子 的 (包括 课本 和 练习 中 讨论 的 雷 夫 难 题 在 


内 )、 盘 子 移动 受 限制 的 以 及 允许 有 同样 大 小 盘子 的 。 关 于 求解 每 种 变形 问题 所 要 求 的 移动 次 数 有 什 
么 已 知 的 结论 ? 


. 尽 可 能 多 地 讨论 出 现 卡 塔 兰 数 的 不 同 问题 。 

. 讨论 理 查 德 * 贝尔 曼 首先 使 用 动态 规划 的 一 些 问题 。 

. 说明 动态 规划 算法 在 生物 信息 学 中 的 作用 ， 如 DNA 序列 比较 、 基 因 上 比较 和 RNA 结构 预测 。 

. 说 明 动 态 规划 在 经 济 学 中 的 应 用 ， 包 括 优化 消费 与 存款 的 研究 。 

. 解释 动态 规划 如 何 用 于 解决 鸡蛋 掉 落 问题 ， 即 确定 从 多 层 建筑 物 的 哪 一 层 鸡 蛋 能 安全 掉 下 而 不 摔 坏 。 
. 描述 派 尔 克 发 现 的 与 一 次 谎话 搜索 相关 的 乌拉 姆 问题 ( 见 8. 3 节 练 习 28) 的 解 。 

. 讨论 派 尔 克 发 现 的 与 多 次 谎话 搜索 相关 的 乌拉 姆 问题 的 变种 ( 见 8. 3 节 练 习 28)， 关 于 这 个 问题 你 还 


知道 什么 ? 


. 定义 平面 上 一 组 点 集 的 凸 包 并 描述 三 个 不 同 的 发 现 平面 上 一 组 点 集 的 凸 包 算 法 ， 包 括 分 治 算法 。 
- 描述 在 数论 中 使 用 的 第 法 。 使 用 这 种 方法 已 经 得 到 了 哪些 结果 ? 
. 查询 古代 法 国 纸牌 相遇 游戏 的 规则 。 描 述 这 些 规则 并 描述 皮 埃 尔 。 雷 蒙 德 ， 蒙特 莫 特 关于 “相遇 问 


题 " 的 论文 。 


. 描述 怎样 使 用 指数 生成 函数 求解 各 种 计数 问题 。 
- 描述 计数 的 Poly 理论 和 可 使 用 这 个 理论 求解 的 计数 问题 的 种 类 。 
. 管家 问题 是 求解 安排 对 夫妇 围 圆桌 就 座 的 方法 数 ， 使 得 就 座 时 男女 相间 并 且 没 有 丈夫 和 妻子 相 邻 。 


解释 怎样 用 卢 卡 斯 (E. Lucas) 方 法 求解 这 个 问题 。 


. 解释 怎样 使 用 棋盘 多 项 式 (rook polynomial) 求 解 计数 问题 。 


us 
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关 系 


在 许多 情况 下 集合 的 元 素 之 间 都 存在 某 种 关系 。 每 天 我 们 都 要 涉及 各 种 关系 ， 例 如 一 个 企 
业 和 它 的 电话 号 码 之 间 的 关系 、 雇 员 与 其 工资 之 间 的 关系 、 一 个 人 与 其 亲属 之 间 的 关系 等 。 在 
数学 中 我 们 研究 的 关系 ， 如 一 个 正 整 数 与 被 它 除 的 一 个 正 整 数 、 一 个 整数 与 和 它 模 5 同 余 的 一 
个 整数 、 一 个 实数 与 一 个 比 它 大 的 实数 ， 以 及 一 个 实数 二 和 它 的 函数 值 f(z) 等 。 在 计算 机 科学 
中 常常 出 现 如 下 关系 ， 如 一 个 程序 与 它 所 使 用 的 一 个 变量 、 一 种 计算 机 语言 与 这 个 语言 的 一 个 
有 效 语句 之 间 的 关系 等 。 

合 元 素 之 间 的 关系 可 以 表示 成 一 种 结构 ， 这 种 结构 叫做 关系 。 它 其 实 是 集合 间 的 笛 卡 儿 
积 的 一 个 子 集 。 可 以 用 关系 来 求解 问题 ， 例 如， 确定 在 一 个 网 络 中 的 哪 两 个 城市 之 间 开 通航 
线 ， 为 一 个 复杂 课题 的 不 同 阶段 的 工作 寻找 一 种 可 行 的 执行 次 序 ， 或 者 产生 一 种 有 用 的 方式 以 
便 在 计算 机 数据 库 中 存储 信息 。 * 

在 某 些 计算 机 语言 中 ， 一 个 变量 名 仅 它 的 前 31 个 字母 是 有 效 的 。 由 第 一 个 字符 串 和 第 二 个 
字符 串 的 前 31 个 字母 相同 的 字符 串 的 有 序 对 组 成 的 关系 ， 就 是 一 种 被 称 为 等 价 关 系 的 特殊 关系 。 
等 价 关系 在 数学 和 计算 机 科学 中 均 有 体现 。 本 章 将 要 学 习 等 价 关 系 和 其 他 几 种 特殊 关系 。 


9.1 关系 及 其 性 质 


9.1.1 引言 

可 以 用 两 个 相关 元 素 构成 的 有 序 对 来 表达 两 个 集合 元 素 之 间 的 关系 ， 这 是 一 种 最 直接 的 方 
式 。 为 此 ， 由 有 序 对 组 成 的 集合 就 叫做 二 元 关系 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 引入 描述 二 元 关系 的 基本 
术语 。 在 这 一 章 的 后 面 ， 我 们 将 使 用 关系 来 求解 涉及 通信 网 络 、 项 目 调度 以 及 识别 集合 中 具有 
共 间 性 质 的 元 素 等 问题 。 

设 A 和 B 是 集合 ,一 个 从 和 A 到 B 的 二 元 关系 是 AXB 的 子 集 。 

换 句 话说 ,一 个 从 A 到 B 的 二 元 关系 是 集合 R， 其 中 每 个 有 序 对 的 第 一 个 元 素 取 自 A 而 
第 二 个 元 素 取 自 B。 我 们 使 用 记号 aRb 表示 (a，6b) ER，aRb 表示 (ae，b) FR。 当 (a, 属于 R 
时 ,， 称 a 与 5 有 关系 R。 

二 元 关系 表示 两 个 集合 元 素 之 间 的 关系 。 在 本 章 的 后 面 我 们 将 引入 nn 元 关系 ， 它 表示 在 三 
个 以 上 集合 中 元 素 之 间 的 关系 。 当 不 发 生 混淆 时 我 们 将 省 去 二 元 这 个 词 。 

例 1 一 3 说 明了 关系 的 概念 。 

例 1 设 A 是 学 校 学 生 的 集合 ，B 是 课程 的 集合 。 令 RR 是 由 (a,，5) 对 构成 的 关系 ， 其 中 a 
是 选修 课程 5 的 学 生 。 例 如 ， 如 果 Jason Goodfriend 和 Deborah Sherman 选修 CS518， 有 序 对 
(Jason Goodfriend，CS518) 和 (Deborah Sherman，CS518) 属 于 R。 如 果 Jason Goodfriend 也 选修 
CS510， 那 么 有 序 对 (Jason Goodfriend，CS510) 也 属于 R。 但 是 ， 如 果 Deborah Sherman 没有 选 
修 CS510， 那 么 有 序 对 (Deborah Sherman，CS510) 不 在 R 中 。 

注意 如 果 一 个 学 生 目 前 没有 选修 任何 课程 ， 那 么 在 尺 中 没有 以 这 个 学 生 为 第 一 个 元 素 的 有 
序 对 。 类 似 地 ， 如 果 一 门 课程 目前 没有 开设 ,那么 在 R 中 也 没有 以 这 门 课程 作为 第 二 个 元 素 的 
有 序 对 。 q 

例 2 设 A 是 所 有 城市 的 集合 ，B 是 美国 50 个 州 的 集合 。 按 如 下 方式 定义 关系 R: 如 果 城 
市 a 在 州 5 中 ， 则 (a,， 属于 RR。 例 如，(Boulder， 科 罗拉 多 州 )、(Bangor， 缅 因 州 )、(Ann 
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Arbor， 密 歇 根 州 )、(Middletown， 新 泽 西 州 )、(Middletown， 纽 约 州 )、(Cupertino， 加 利 福 

尼 亚 州 ) 和 (Red Bank， 新 泽 西 州 ) 是 在 R 中 。 本 
例 3 设 A={0, 1,，2}， B={a, 5}， 那么 {(0, a),，(0, 6，(1, a),，(2, 5)} 是 从 A 到 

B 的 关系 。 这 意味 着 ， 有 0Ra, 但 R55。 关系 可 0e 

以 用 图 来 表示 ， 如 图 1 所 示 ， 用 箭头 表示 有 序 NA 


R a b 
对 。 另 一 种 表示 关系 的 方式 就 是 用 表 ， 这 也 在 Sa 0 时 
图 1 中 给 出 。 在 9. 3 节 我 们 将 更 详细 地 讨论 关系 
= 1@ 1 x 
的 表示 。 
2 x 
9. 1.2 函数 作为 关系 _ 


一 个 从 集合 A 到 集合 B 的 函数 了 (如 2.3 节 ”一 
的 定义 ) 对 A 中 的 每 个 元 素 都 指定 B 中 的 一 个 唯 “ 
一 的 元 素 。f 的 图 示 是 满足 5 二 f(a) 的 所 有 有 序 图 1 例 3 中 关系 尺 的 有 序 对 
对 (a， 妃 的 集合 。 由 于 f 的 图 示 是 AXB 的 子 集 ， 所 以 它 就 是 一 个 从 A 到 B 的 关系 。 此 外 ， 函 
数 的 图 示 有 下 述 性 质 ，A 的 每 个 元 素 恰好 是 图 中 一 个 有 序 对 的 第 一 元 素 。 

相反 ， 如 果 尺 是 从 A 到 B 的 关系 使 得 A 中 的 每 个 元 素 恰 好 是 R 中 一 个 有 序 对 的 第 一 元 素 ， 
那么 尺 就 可 以 定义 一 个 函数 的 图 示 。 只 要 对 A 的 每 个 元 素 指定 唯一 的 元 素 5E B 使 得 (a,b) € 
R 即 可 (注意 , 例 2 中 的 关系 不 是 函数 的 图 示 ， 因 为 Middletown 作为 有 序 对 的 第 一 个 元 素 出 现 
了 多 次 ) 。 

可 以 用 关系 表达 在 集合 A 和 集合 B 的 元 素 之 间 的 一 对 多 的 关系 (如 例 2)， 其 中 A 的 一 个 元 
素 可 以 与 B 中 的 多 个 元 素 相关 。 函 数 表示 了 这 样 一 种 关系 ， 对 于 A 中 的 每 个 元 素 恰好 只 有 一 
个 B 中 的 元 素 与 之 相关 。 

关系 是 函数 的 一 般 表 示 ， 可 以 用 关系 表示 集合 之 间 更 为 广泛 的 联系 (从 A 到 B 的 函数 了 的 
图 示 是 有 序 对 (a，f(a))，aE€ A 的 集合 )。 


9. 1.3 集合 的 关系 
集合 A 到 它 自身 的 关系 更 令 人 感 兴趣 。 
EN 集合 A 上 的 关系 是 从 A 到 A 的 关系 。 
换 句 话说 ， 集 合 A 上 的 关系 是 AXA 的 子 集 。 
例 4 设 A 是 集合 (1，2，3，4}，A 上 的 关系 RR 二 {(a，5) |a 整除 6} 中 有 哪些 有 序 对 ? 
解 ” 因 为 (a,，5) 在 R 中 当 且 仅 当 a 和 6 是 不 1e 一 一 一 一 。l 
超过 4 的 正 整 数 且 a 整除 5， 所 以 可 以 得 到 及 一 Ws 
LO Lm Ca, Cn SN CL Cg 
(2，4)，(3，3)，(4，4)}。 图 2 中 给 出 了 这 个 关 
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系 中 有 序 对 的 图 和 表 的 表示 。 4 ;。 各 
下 面 , 在 例 5 中 给 出 了 某 些 整数 集合 上 的 关 

系 的 实例 。 区 
例 5 考虑 下 面 这 些 整数 集合 上 的 关系 : 站 


及 ={(a,b) |e 委 分 
R, ={(a,b) |a > 2} 
R; ={(asD) |a 二 5b 或 a 一 一 分 
R={(w 人 Dla= 雪 } 
R; ={(a;b) |a = 6++1} 
Rs ={(a,b) |a+6b< 3} 
其 中 ， 哪 些 关 系 包 含 了 有 序 对 (1，1) 、(1，2) 、(2，1) 、(1， 一 1) 以 及 (2，22? 
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评注 与 例 1 一 4 的 关系 不 同 ， 这 些 是 无 穷 集合 上 的 关系 。 


解 有 序 对 (，1) 在 RI、R;、R, 和 R。 中 ; 有 序 对 (1，2) 在 Ri 和 R 中 ; 有 序 对 (2，1) 在 
Ry x Rs 和 R。 中 ; CEs 一 1) 在 R,、 R, 和 R。 中 ; 最 后 ， 有 序 对 (2， 2) 在 Ri、 Rs 和 RR, 中 。 本 

不 难 确定 有 穷 集 上 的 关系 个 数 ， 因 为 集合 A 上 的 关系 仅仅 是 AXA 的 子 集 。 

例 6 nn 元 素 集合 上 有 和 多少 个 不 同 的 关系 ? 

解 集合 A 上 的 关系 是 AXA 的 子 集 。 因 为 当 A 是 元 素 集合 时 AXA 有 n? 个 元 素 , 并 
且 m 个 元 素 的 集合 有 2” 个 子 集 ， 所 以 AXA 的 子 集 有 2” 个。 于 是 n 元 素 集合 有 2” 个 关系 。 
例如 ， 在 集合 {a，5，c} 上 存在 2? 一 2 一 512 个 关系 。 可 


9.1.4 关系 的 性 质 

有 若干 个 把 集合 上 的 关系 分 类 的 性 质 。 这 里 我 们 只 介绍 其 中 最 重要 的 性 质 。 

在 某 些 关 系 中 ， 某 元 素 总 是 与 自身 相关 。 例 如 ， 设 R 是 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ,车工 和 yy 
有 相同 的 母亲 和 相同 的 父亲 ， 那 么 (x，y) 属 于 RR。 于 是 ， 对 于 每 个 人 zx， 有 zRz。 

车 对 每 个 元 素 aE€A 有 (a，a)ER， 那 么 定义 在 集合 A 上 的 关系 尺 称 为 自 反 的 。 


评注 ”可 以 使 用 量词 进行 定义 ， 车 Yal((a，a)ER)， 则 尺 是 集合 A 上 的 自 反 关 系 ， 
这 里 的 论 域 是 A 中 所 有 元 素 的 集合 。 


由 此 可 知 ， 若 集合 A 中 的 每 个 元 素 都 与 自身 有 关系 ， 则 A 上 的 关系 就 是 自 反 的 。 例 7 一 9 
说 明了 自 反 关系 的 概念 。 

例 7 考虑 下 面 定义 在 {1，2，3，4) 上 的 关系 : 

RK tl oo CA tld dy 
R; SLL 2 Dl 
Rl 0 a Ds tka) 
Rr = T1003 Dd 1X C4 2 .3} 
R; ={Cl 1) ,2 153) ,1,4), 22) 02,3) ,02,4) .C033) .03 
R: 三 人 547 

其 中 哪些 是 自 反 的 ? 

解 关系 R 和 R; 是 自 反 的 ， 因 为 它们 都 包含 了 所 有 形 如 (a，a) 的 有 序 对 ， 即 (1，1)、 
(2，2)、(3，3) 和 (4，4) 。 其 他 的 关系 不 是 自 反 的 ， 因 为 它们 不 包含 所 有 这 些 有 序 对 。 具 体 地 
说 ，Ri 、R,、R, 和 Rs 不 是 自 反 的 ， 因 为 (3，3) 都 不 在 这 些 关 系 里 。 4 

例 8 例 5 中 哪些 关系 是 自 反 的 ? 

解 ” 这 个 例子 中 的 自 反 关 系 是 R,( 因 为 对 每 个 整数 a 有 a 二 a)、R; 和 R, 。 对 于 这 个 例子 中 的 
其 他 关系 ， 都 容易 找到 一 个 形 如 (a，a) 的 不 在 这 个 关系 中 的 有 序 对 。( 留 给 读者 作为 练习 。) 本 

例 9 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”关系 是 自 反 的 吗 ? 

解 ” 因 为 只 要 a 是 正 整 数 ， 就 有 a|a， 所 以 “整除 ”关系 是 自 反 的 。( 注 意 ， 如 果 我 们 将 正 
整数 集 蔡 换 为 所 有 整数 集 ， 则 “整除 ”关系 不 是 自 反 的 ， 因 为 0 不 能 整除 0。) 4 

在 某 些 关系 中 ， 第 一 个 元 素 与 第 二 个 元 素 有 关系 当 且 仅 当 第 二 个 元 素 也 与 第 一 个 元 素 有 关 
系 。 比 如 一 个 关系 由 形 如 (zx，y) 的 有 序 对 构成 ， 其 中 zz 和 y 是 你 们 学 校 的 学 生 并 且 他 们 至 少 学 
一 门 公共 课程 。 这 个 关系 就 有 这 种 性 质 。 而 某 些 关系 有 另 一 种 性 质 ， 即 如 果 第 一 个 元 素 与 第 二 
个 元 素 有 关系 ， 那 么 第 二 个 元 素 就 不 与 第 一 个 元 素 有 关系 。 比 如 一 个 关系 由 形 如 (Cz，2y) 的 有 序 
对 构成 ， 其 中 xz 和 yy 是 你 们 学 校 的 学 生 ， 且 xz 比 y 的 平均 成 绩 高 。 这 个 关系 就 有 后 一 种 性 质 。 

对 于 任意 4a,，bEA， 车 只 要 (a, 5b)ER 就 有 (5b,. a) ER， 则 称 定义 在 集合 A 上 的 
关系 尺 为 对 称 的 。 对 于 任意 a，bEA， 若 (a, 6)ER 且 (5,，a)ER， 一 定 有 a 一 56， 则 称 定义 在 
集合 A 上 的 关系 民 为 反对 称 的 。 
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评注 使 用 量词 进行 定义 ， 可 得 若 YayYb(l(a, 6b)ER>(b5，a)ER)， 则 定义 在 A 上 
的 关系 尺 是 对 称 的 。 类 似 地 ， 若 VayVb(l((a, 56)ERA(b，a) ER) 一 (a 一 6))， 则 定义 
在 A 上 的 关系 尺 是 反对 称 的 。 


这 意味 着 ,关系 尺 是 对 称 的 当 且 仅 当 车 a 与 5 有 关系 则 5 与 a 也 有 关系 。 关 系 尺 是 反对 称 的 当 
且 仅 当 不 存在 由 不 同 元 素 a 和 5 构成 的 有 序 对 ， 使 得 a 与 5 有 关系 并 且 5 与 a 也 有 关系 。 也 就 是 说 ， 
唯一 一 种 使 4 与 5 有 关系 并 且 5 与 a 也 有 关系 的 情况 是 a 和 6 是 相同 的 元 素 。 对 称 与 反对 称 的 概念 
不 是 对 立 的 ， 因 为 一 个 关系 可 以 同时 有 这 两 种 性 质 或 者 两 种 性 质 都 没有 ( 见 练习 10)。 一 个 关系 如 果 
包含 了 某 些 形 如 (a， 四 的 有 序 对 ， 其 中 a 了 5»， 则 这 个 关系 就 不 可 能 同时 是 对 称 的 和 反对 称 的 。 


评注 ”尽管 从 统计 数据 可 以 得 出 ， 定 义 在 nn 个 元 素 的 集合 上 的 2” 个 关系 中 ， 对 称 的 或 
反对 称 的 关系 相对 较 少 ， 但 许多 重要 的 关系 都 具有 这 两 种 性 质 之 一 ( 见 练习 47) 。 


例 10 例 7 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ? 哪些 是 反对 称 的 ? 

解 关系 R, 和 FR 是 对 称 的 ， 因 为 在 这 些 关 系 中 ， 只 要 (ae， 刀 属于 这 个 关系 就 有 (8，a) 也 
属于 这 个 关系 。 如 R, ， 唯 一 需要 检查 的 就 是 (1，2) 和 (2，1) 都 属于 这 个 关系 。 对 于 R;， 需 要 
检查 (1，2) 和 (2，1) 属 于 这 个 关系 ， 还 有 (1，4) 和 (4，1) 也 属于 这 个 关系 。 读 者 可 以 验证 其 他 
的 关系 中 没有 一 个 是 对 称 的 。 这 只 需 找到 一 个 有 序 对 (a，6)， 使 得 它 在 关系 中 但 (56，a) 不 在 关 
系 中 即 可 。 

R, 、R; 和 R。 都 是 反对 称 的 。 其 中 ， 每 一 个 关系 都 不 存在 这 样 的 有 序 对 ， 即 它 由 元 素 c 和 
8 构成 ， 且 a 关 6， 但 (a，6) 和 (5，a) 痢 属于 这 个 关系 。 读 者 可 以 验证 其 他 关系 中 没有 一 个 是 反 
对 称 的 。 这 只 需 找 到 有 序 对 (a， 站 满足 a 关 b， 但 (a，) 和 (5，a) 都 属于 这 个 关系 即 可 。 | 

例 11 例 5 中 的 哪些 关系 是 对 称 的 ? 哪些 是 反对 称 的 ? 

解 关系 R,、R, 和 R。 是 对 称 的 。R: 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 a 二 6 或 4 二 一 b，， 就 有 5 二 a 或 
b 二 一 a。R, 是 对 称 的 ， 因 为 车 a 二 6b 则 5 二 a。R。 是 对 称 的 ， 因 为 若 十 2 委 3 则 2 十 ac 委 3。 读 者 
可 以 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 对 称 的 。 

关系 RI 、R; 、R, 和 R; 是 反对 称 的 。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 车 有 不 等 式 a<b 和 6 二 a， 则 有 
a 二 5。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 c 之 2 和 6 之 a 不 可 能 同时 存在 。R, 是 反对 称 的 ， 因 为 若 两 个 元 素 
具有 R, 关系 当 且 仅 当 它们 是 相等 的 。R; 是 反对 称 的 ， 因 为 a 二 5 十 1 和 6 二 a 十 1 不 可 能 同时 存 
在 。 读 者 可 以 验证 其 他 关系 没有 一 个 是 反对 称 的 。 4 

例 12 正 整 数 集合 上 的 整除 关系 是 对 称 的 吗 ? 是 反对 称 的 吗 ? 

解 ” 这 个 关系 不 是 对 称 的 ， 因 为 1|2, 但 24 1。 它 是 反对 称 的 ， 因 为 如 果 a 和 6。 是 正 整 
数 ，alb 且 65|a， 那 么 4a 二 5。( 这 个 验证 留 给 读者 作为 练习 。) 

设 尺 是 有 序 对 (zx，y) 构 成 的 关系 ， 其 中 工 与 y 是 你 们 学 校 的 学 生 ， 且 zz 比 y 修 的 学 分 多 。 假 设 
XK 与 y 有 尺 关系 并 且 y 与 < 有 尺 关 系 。 这 意味 着 工 比 y 修 的 学 分 多 并 且 y 比 = 修 的 学 分 多 。 我 们 可 
以 断言 zx 比 z 修 的 学 分 多 ， 因 此 z 与 z 有 尺 关系 。 我 们 证 明了 尺 有 传递 性 ， 这 个 性 质 定义 如 下 。 

下 若 对 于 任意 4a, b,cEA，(a, 5b)ER 并 且 (b5，c)ER 则 (a，c)ER， 那 么 定义 在 
集合 A 上 的 关系 民 称 为 传递 的 。 





评注 使 用 量词 进行 定义 可 得 : 若 VaYbYVcl((a, 6，)ERA(b, c)ER)>(a, c)E 
R)， 则 定义 在 集合 A 上 的 关系 称 为 传递 的 。 


例 13 例 7 中 的 关系 哪些 是 传递 的 ? 

解 ” R,、R; 和 Rs 是 传递 的 。 对 于 这 些 关 系 ， 我 们 可 以 通过 验证 若 (a,， 5b) 和 (5，0) 属 于 这 
个 关系 ， 则 (a，c) 也 属于 这 个 关系 来 证 明 每 个 关系 都 是 传递 的 。 例 如 ，R, 是 传递 的 ， 因 为 只 
有 (3，2) 和 (2，1) 、(4，2) 和 (2，1)、(4，3) 和 (3，1)， 以 及 (4，3) 和 (3，2) 是 这 种 有 序 对 ， 
而 (3，1) 、(4，1) 和 (4，2) 都 属于 R, 。 读 者 可 以 验证 R; 和 R。 也 是 传递 的 。 
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R, 不 是 传递 的 ， 因 为 (3，4) 和 (4，1) 属 于 R,， 但 (3，1) 不 属于 R!。R; 不 是 传递 的 ， 因 为 
(2，1) 和 (1，2) 属 于 R,, 但 (2，2) 不 属于 R,。R; 不 是 传递 的 ， 因 为 (4，1) 和 (1，2) 属 于 R;， 
但 (4，2) 不 属于 R;。 4 

例 14 例 5 中 的 哪些 关系 是 传递 的 ? 

解 关系 R、R,、R 和 R, 是 传递 的 。R, 是 传递 的 ， 因 为 若 a 二 5 且 b 过 cc 则 a 三 c。R, 是 
传递 的 ， 因 为 若 ae> 上 且 0>c 则 a>>c。R, 是 传递 的 ， 因 为 若 a== 士 6b 且 5== 士 < 则 4a== 土 c<。 显 然 
R, 也 是 传递 的 ， 读 者 可 以 自行 验证 。Rs 不 是 传递 的 ， 因 为 (2，1) 和 (1,，0) 属 于 Rs, 但 (2,，0) 
不 属于 R; 。R, 不 是 传递 的 ， 因 为 (2，1) 和 (1，2) 属 于 R。, 但 (2，2) 不 属于 R。。 4 

例 15 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”关系 是 传递 的 吗 ? 

解 ” 假设 a 整除 5b 昌 5 整除 <， 那么 存在 正 整数 有 和 /使 得 b==ak 和 c= 二 bl， 因 此 c=a(k/)， 
即 “整除 <。 从 而 证 明了 这 个 关系 是 传递 的 。 | 

可 以 使 用 计数 技术 确定 具有 特殊 性 质 的 关系 的 个 数 。 由 此 可 以 得 知 : 这 个 性 质 在 定义 在 > 
元 素 集合 上 的 所 有 关系 的 集合 中 有 多 普遍 。 

例 16 并 元 素 集合 上 有 多 少 个 自 反 的 关系 ? 

解 A 上 的 关系 R 是 AXA 的 子 集 。 因 此 ， 要 通过 指定 AXA 中 nn? 个 有 序 对 中 的 每 一 个 是 
否 在 R 中 来 确定 关系 。 然 而 ， 如 果 尺 是 自 反 的 ， 对 于 任意 aE A， nn 个 有 序 对 (a，a) 中 的 每 一 
个 都 必须 在 R 中。 其 他 n(n 一 1) 个 形 如 (a，5) 的 有 序 对 ，a 关 5。， 可 能 在 也 可 能 不 在 R 中 。 因 
此 ， 由 计数 的 乘积 法 则 可 知 ， 存 在 2” "个 自 反 的 关系 。[ 这 就 是 选择 具有 天 2 的 每 个 元 素 (a， 
2 是否 属于 尺 的 方式 数 。] 

nn 元 素 集 合 上 的 对 称 关系 和 反对 称 关 系数 可 以 用 与 例 16 类 似 的 推理 得 出 ( 见 练习 47)。 但 
是 ， 还 没有 通用 的 公式 用 于 计算 n 元素 集合 上 的 传递 关系 数 。 目 前 ， 仅 知道 当 n17 时 ,nn 元 
素 集合 上 的 传递 关系 数 T(z) 。 如 T(4) 王 3994、T(5) 王 154 303， 以 及 T(6) 王 9 415 189。 


9.1.5 关系 的 组 合 

因为 从 A 到 B 的 关系 是 AXB 的 子 集 ， 所 以 可 以 按照 两 个 集合 组 合 的 任何 方式 来 组 合 两 个 
从 A 到 B 的 关系 。 参 见 例 17 一 19。 

例 17 设 A=(1，2，3} 和 B 王 (1L，2，3，4}。 组 合 关系 尺 ={(1，1)，(2，2)，(3，3)) 
和 R=={(1,，1)，(1，2)，(1，3)，(1，4)} 可 以 得 到 : 

RUR=01; 1 CLs Bs Cs, 3 Cs 4 C2 2 C3 B27} 

RMR,={(1, 1)} 

Ri—R;={(2, 2), (3, 3)} | 

R—R={((, 2), (1, 3)» (ly 4)} 

例 18 设 A 和 B 分 别 是 学 校 的 所 有 学 生 和 所 有 课程 的 集合 。 假 设 R, 由 所 有 有 序 对 (a，6。) 
组 成 ， 其 中 a 是 选修 课程 5 的 学 生 。R, 由 所 有 的 有 序 对 (a，5) 构 成 ， 其 中 课程 5 是 a 的 必修 
课 。 那么 Ri UR 下 站 下 R, © R,、 Ri 一下， 和 R;, 一 Ri 表示 什么 关系 ? 

解 关系 Ri UR, 由 所 有 的 有 序 对 (a,， 5b) 组 成 ， 其 中 a 是 一 个 学 生 ， 课 程 5 是 他 的 选修 课 
或 者 是 他 的 必修 课 。Ri 门 R, 是 有 序 对 (a，5) 的 集合 ， 其 中 a 是 一 个 学 生 ， 他 选修 了 课程 上 并且 
课程 六 也 是 他 的 必修 课 。 尽 ,四 R 由 所 有 的 有 序 对 (a,，5) 组 成 ， 其 中 学 生 a 已 经 选修 了 课程 6 但 
课程 6 不 是 a 的 必修 课 , 或 者 课程 5 是 a 的 必修 课 , 但 是 a 没有 选修 它 。R, 一 R, 是 所 有 有 序 对 
(a，) 的 集合 ， 其 中 a 已 经 选修 了 课程 6, 但 5 不 是 a 的 必修 课 ， 即 5 是 a 的 选修 课 。R; 一 RR， 
是 所 有 有 序 对 (a，5) 的 集合 ， 其 中 65 是 a 的 必修 课 , 但 a 没有 选修 它 。 本 

例 19 设 R 是 实数 集合 上 的 “小 于 ”关系 ，R, 是 实数 集合 上 的 “大 于 ”关系 ， 即 尺 一 {(Cz，2y) 
|z 二 y} 和 R={(z, J) |z>y)}. R, U R,、 RA BRR, BB—Ri, R, DR, 表示 什么 关系 ? 

解 ” 由 于 (zx，y)ER,UR, 当 且 仅 当 (zx，y) ER 或 (zt，y)ER,， 所 以 (zx，y)ERIUR, 当 
上 且 仅 当 zx<y 或 z>>y。 又 由 于 条 件 x<y 或 >y 与 条 件 z 关 y 一样 ， 所 以 RiUR,=={(zx，y)| 
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Z 天 y}。 换 名 话说 ,“ 小 于 ”关系 与 “大 于 ”关系 的 并 集 是 “不 相等 "关系 。 

另外 ， 一 个 有 序 对 (z，y) 不 可 能 同时 属于 R, 和 R。， 因 为 zy 且 zx 之 > 是 不 可 能 的 。 从 而 得 到 

尽 门 尽 王 太 。 同 时 可 得 ， 尺 一 尺 一 尺 、 尺 一 尺 一 尺 、 尺 中 R 王 RUR. 一 尺 站 尺 王 {(z，y) |z#y}。 
本 
关系 还 有 另 一 种 组 合 方式 ， 这 种 方式 与 函数 的 合成 运算 相似 。 

设 尺 是 从 集合 A 到 集合 忆 的 关系 ，S 是 从 集合 B 到 集合 C 的 关系 。 尺 与 S 的 合 
成 是 由 有 了 序 对 (a，c) 的 集合 构成 的 关系 ， 其 中 aEA，cEC， 并 且 存 在 一 个 bE B 的 元 素 ， 使 得 
(a,， 5b)ER 且 (6b,，c)ES。 我 们 用 SoR 表 示 R 与 S 的 合成 。 

计算 两 个 关系 的 合成 ， 需 要 找 出 这 些 元 素 ， 它 们 既是 第 一 个 关系 中 的 有 序 对 的 第 二 个 元 
素 ， 也 是 第 二 个 关系 中 的 有 序 对 的 第 一 个 元 素 。 如 例 20 和 例 21 所 示 。 

例 20 FR 是 从 {1，2，3} 到 {1，2，3，4}) 的 关系 且 R={(1, 1), (1, 4), (2,，3),，(3，, 
1)5 (35 4)}3 SS 是 从 {1 2 3 4 到 (07 1 引 的 关系 自 SG 的 ， (2 0 (3, IY 《3， 
2)，(4，1)}，R 与 S 的 合成 是 什么 ? 

解 SoR 是 由 所 有 的 R 中 有 序 对 的 第 二 元 素 与 S 中 有 序 对 的 第 一 元 素 相同 的 有 序 对 构成 
的 。 例 如 ，R 中 的 有 序 对 (2，3) 和 S 中 的 有 序 对 (3，1) 产 生 了 S oR 中 的 有 序 对 (2，1)。 计 算 
所 有 在 SoR 中 的 有 序 对 ， 我 们 得 到 

SeR = (lo (ly (ol) (22) (031) q 

例 21 双亲 关系 与 自身 的 合成 ” 设 R 是 所 有 人 集合 上 的 双亲 关系 ， 即 车 a 是 5 的 父母 ， 则 
(a,， 5b)ER。(a，c)ER oR， 当 上 且 仅 当 存在 一 个 人 5， 使 得 a 是 6 的 父母 且 8 是 c 的 父母 。 换 句 
话说 ，(a，c) ER oR 当 且 仅 当 a 是 < 的 祖父 母 或 外 祖父 母 。 

由 两 个 关系 合成 的 定义 可 以 递归 地 定义 关系 R 的 短 。 

设 尺 是 集合 A 上 的 关系 。 尺 的 n 次 办 RR"(n 二 1]，2，3,，…) 递 归 地 定义 为 

二 R 和 R"'!==R" oR 

由 定义 7 可 得 ，R: 一 R oR、R 一 R: oR 二 (R oR)oR， 等 等 。 

例 22 设 R={C1, 1 (25 1)s 3227 4 3 求 R"， N=2; 35 4y 

解 ”因为 及 三 ReRs 可 得 到 三 人 1 3 (2 1 (35 1);， 《4 2)}。 义 因 为 RR 三 RE' oR 
所 以 尾 ={((1，1)，(2，1)，(3，1)，(4，1)}。 其 他 的 计算 可 显示 ， 玉 和 R 相同 ， 所 以 R' = 
{(1，1)，(2，1)，(3，1)，(4，1)} 。 由 此 可 得 R"= 二 Re ，n 二 5，6，7，…。 读 者 可 以 自行 验证 。 

S| 

下 面 的 定理 证 明 一 个 传递 关系 的 寡 是 该 关系 的 子 集 。9.4 节 将 要 用 到 这 一 结果 。 

集合 A 上 的 关系 尺 是 传递 的 ， 当 且 仅 当 对 一 1，2，3，… 有 RSR。 

证 首先 证 明定 理 的 充分 条 件 。 假 设 对 n= 二 1，2，3，… 有 R"CR。 特 别 地 ， 有 R*CR。 这 
隐 含 了 RR 是 传递 的 。 注意， 若 (a,，6)ER 且 (56，c) ER, 根据 合成 的 定义 就 有 (a，c) ER*。 因 
为 RCR， 这 就 意味 着 (a，c) ER。 因 此 R 是 传递 的 。 

我 们 将 使 用 数学 归纳 法 证 明定 理 的 必要 条 件 。 当 n==1 时 ， 定 理 的 这 个 结果 显然 成 立 。 

假设 R"CR， 其 中 是 一 个 正 整 数 。 为 完成 归纳 步骤 ， 必 须 证 明 R” 也 是 R 的 子 集 。 为 证 
明 这 一 点 ,假设 (a，5b) ER"'!， 那么 因为 R""' = 二 R”" oR， 所 以 存在 元 素 zxE A 使 得 (a,，zx) ER 
且 (zx， 65)ER"。 由 归纳 假设 可 知 ，R" 己 R， 所 以 (t+，6b) ER。 又 因为 R 是 传递 的 ，(a，xz)ER 


且 (zx，6)ER， 所 以 (a，6b) ER。 这 就 证 明了 RESR， 从 而 完成 了 证 明 。 4 
练习 
1. 列 出 从 A={0，1，2，3，4} 到 B= 二 {0，1，2，3} 的 关系 R 中 的 有 序 对 ， 其 中 (a，65) ER 当 且 仅 当 
a)a=b b)a+t+6=4 
ca>6 Dalb 


e)gcd(a, 6b)=1 Dlem(a, 5)=2 


= 


8. 
9. 


. a) 列 出 集合 (1，2，3，4，5，6} 上 的 关系 R=({(a，0) |a 整除 5} 中 所 有 的 有 序 对 。 


b) 仿 照例 4 用 图 表示 这 个 关系 。 
c) 仿 照例 4 用 表 表示 这 个 关系 。 


. 对 集合 {1，2，3，4} 上 的 每 一 个 关系 ， 确 定 它 是 否 是 自 反 的 、 是 否 是 对 称 的 、 是 否 是 反对 称 的 、 是 否 


是 传递 的 。 

a){(2，2)，(2，3)，(2，4)，(3，2)， (3, 3), (3, 4)} 
b){C15 1), (Cl, 2), (2, 1), (2, 2), C3, 3), (4, 4)} 
(2, 4), (4, 2)} 

D1, 2), (2, 3), (3, 4)} 

et(l, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} 

DDC, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 4)} 


. 确定 定义 在 所 有 人 的 集合 上 的 关系 RR 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 其 中 (a, 5b) ER 当 且 


仅 当 

a)a 比 5 高 。 

b)a 和 6。 生 在 同一 天 。 
ca 和 6 同名 。 

da 和 2 有 共同 的 祖父 母 。 


. 确定 定义 在 所 有 Web 页 上 的 关系 尺 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 其 中 (a，5) ER 当 生 


仅 当 

a) 每 个 访问 Web 页 a 的 人 也 访问 了 Web 页 9。 

b) 在 Web 页 a 和 65 上 没有 公共 链接 。 

c) 在 Web 页 a 和 2 上 至 少 有 一 条 公共 链接 。 

d) 存 在 一 个 Web 页 ， 其 中 包含 了 到 Web 页 a 和 4。 的 链接 。 


. 确定 所 有 实数 集合 上 的 关系 RR 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 其 中 (z+，y) ER 当 且 仅 当 


a)Zz 十 y= 二 0 b)z= 土 y 
c)z 一 y 是 有 理 数 d)Zz 一 2y 
e)Zy 二 0 和 zy 一 0 
g)z=1 h)x=1 或 y 一 1 
.确定 所 有 整数 集合 上 的 关系 尺 是 否 是 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 其 中 Cz，y)ER 当 且 仅 当 
a) 工 关 y b)zy 之 1 
c)z 一 y 十 1 或 z 一 y 一 1 dd)z 三 y(mod 7) 
e)z 是 y 的 倍数 fz 与 y 都 是 负数 或 都 是 非 负 数 
8) 工 一 六 h)z 之 六 


证 明定 义 在 非 空 集 合 S$ 上 的 关系 尺 三 避 是 对 称 的 和 传递 的 ， 但 不 是 自 反 的 。 
证 明定 义 在 空 集 5 二 名 上 的 关系 R== 久 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 


10. 给 出 一 个 集合 上 的 关系 的 例子 ， 要 求 它 是 


a) 对 称 的 和 反对 称 的 。 
b) 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 。 
如 果 对 于 每 个 aEA， 有 (a，a) FR， 那 么 集合 A 上 的 关系 R 是 反 自 反 的 ， 即 如 果 A 中 没有 元 素 与 自 


身 有 关系 ， 则 关系 R 就 是 反 自 反 的 。 


11. 
12. 
. 练习 5 中 ， 哪 些 关 系 是 反 自 反 的 ? 

. 练习 6 中 ， 哪 些 关系 是 反 自 反 的 ? 

. 集合 上 的 关系 可 能 既 不 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 吗 ? 
, 使 用 量词 表示 一 个 关系 是 反 自 反 的 。 

, 给 出 在 所 有 人 的 集合 上 的 一 个 反 自 反 关 系 的 例子 。 


练习 3 中 ， 哪 些 关 系 是 反 自 反 的 ? 
练习 4 中， 哪些 关系 是 反 自 反 的 ? 
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一 个 关系 尽 称 为 非 对 称 的 ， 若 (ae，D)ER 则 (2，a) ER。 练 习 18 一 24 考察 非 对 称 关系 的 概念 。 其 中 ， 
练习 22 侧重 非 对 称 关 系 和 反对 称 关 系 的 区 别 。 
18. 练习 3 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
19. 练习 4 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
20. 练习 5 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
21. 练习 6 中 的 哪些 关系 是 非 对 称 的 ? 
22. 非 对 称 的 关系 一 定 是 反对 称 的 吗 ? 反对 称 的 关系 一 定 是 非 对 称 的 吗 ? 对 你 的 答案 说 明理 由 。 
23. 使 用 量词 表示 一 个 关系 是 非 对 称 的 。 
24. 给 出 在 所 有 人 的 集合 上 一 个 非 对 称 关系 的 例子 。 
25. 从 m 元 素 集合 到 n 元 素 集合 上 有 和 多少 个 不 同 的 关系 ? 
[3 设 R 是 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 。 从 集合 B 到 集合 A 的 逆 关 系 ， 记 作 RR !， 是 有 序 对 {(5，a) | 
(a，5) ER} 的 集合 ， 补 关系 尺 是 有 序 对 {(a，65) | (a，5) KFR} 的 集合 。 
26. 设 尺 是 整数 集合 上 的 关系 ，R=={(a,， 65) | a<5b}, 求 


a)R-! b)R 
27. 设 尺 是 正 整 数 集合 上 的 关系 ，R=({(Ca，5) | a 整除 5)， 求 
3a)R b)R 
28. 设 RR 是 美国 所 有 州 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (a，5b) 构 成 ,其 中 a 州 与 5 州 相 邻 接 ， 求 
a)R' b)R 
29. 设 从 A 到 B 的 函数 是 一 一 对 应 的 。 令 R 是 和 ff 的 图 相等 的 关系 ， 即 R={(a， f(a)) |a€E A}。 首 关 
系 R 是 什么 ? 


a0 写生 三 
(3，2)，(3，3)，(3，4)} 是 从 {1，2，3} 到 {1，2，3，4} 的 关系 ， 求 
a) Ri UR， b) Ri NR; 
c¢)Ri—R;, d) 下 : 一 下， 

31. 设 A 是 你 们 学 校 学 生 的 集合 ，B 是 学 校 图 书馆 中 书 的 集合 。 设 Rl 和 Rs 都 是 有 序 对 Ca， 已 构成 的 关 
系 ， 在 RI 中 ， 学 生 a 修一 门 课程 需要 读书 6， 在 R, 中 ， 学 生 a 已 经 读 过 书 6。 描 述 在 下 面 每 个 关系 


中 的 有 序 对 。 
a) Ri UR;, b)Ri NR;, 
c)RR， d)Ri—R; 
e€) R,— Ri 
32. 设 尺 是 关系 {(1，2)，(1，3)，(2，3)，(2，4)，(3，1))，S 是 关系 {(2，1)，(3，1)，(3，27，(4， 
2))， 求 SoR。 


33. 设 关 系 尺 是 由 人 的 集合 上 的 有 序 对 (ae， 妃 组 成 的 集合 ， 其 中 & 是 5 的 父母 。 设 关系 S 是 由 人 的 集合 
上 的 有 序 对 Ce， 刀 组 成 的 集合 ， 其 中 a 是 5 的 兄弟 姐妹 。S oR 和 R oS 是 什么 关系 ? 
练习 34 一 37 涉及 的 都 是 实数 集合 上 的 关系 : 

尽 一 {(a，b)ER2: |a>6},“ 大 于 ”关系 

Rs 二 {(a，b) ER? |a 之 6},，“ 大 于 或 等 于 ”关系 

R= 二 {(a，6b) ER? |a<b),“ 小 于 ”关系 

R, 二 {(a，6b) ER? |a<b),“ 小 于 或 等 于 ”关系 

Rs 二 {(a，b) ER? |a=b),“ 等 于 ”关系 

Rs 一 {(a，6b) ER? |a 关 5b),，“ 不 等 ”关系 


34. 求 
a)R U Rs: b)R， UR; c)R, (NR 
d)R; 门 Rs e) RC—R; f) R;—R 


g) R1 ODOR; h) R; OR, 


35, 


36. 


37s 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 
43. 
44. 


45. 


46. 


* 47. 


+ 48. 


49. 
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求 

a) R, UR, b)R; UR; OR; 门 Rs 
dD)R, NR e) Rs 一 及 f) Re — Rs 
2) R, DR h) R3 中 Rs 

求 

a)Ri oR b) RI oR, RI oR; 
d)R oR, e)RI oR;: f) RI oRs 
g)R, oR; h) R; o R; 

求 

a) R, oR b)R, oR, cc)R, oR; 
d)R, oR e€) R: oR;, DR; .oR 
g)R, oRs h) Re oR 


设 R 是 所 有 人 的 集合 上 的 双亲 关系 ( 见 例 21) 。 什 么 情况 下 ， 一 个 有 序 对 在 关系 Rs 中 ? 

设 R 是 定义 在 具有 博士 学 位 的 人 的 集合 上 的 关系 ，(a，5) ER 当 且 仅 当 a 是 8 的 论文 导师 。 什 么 情况 
下 一 个 有 序 对 (ae， 忆 在 R* 中 ? 什么 情况 下 一 个 有 序 对 (a， 路 在 R" 中 ?这 里 是正 整数 。( 注 意 每 个 
具有 博士 学 位 的 人 都 有 一 个 论文 导师 。) 

设 R 和 Rs 分 别 是 所 有 正 整 数 集合 上 的 “整除 ”和 “倍数 ?关系 ， 即 Ri ={(a，D) |a 整除 5} 和 Rs 二 {(a， 
5b) | a 是 5 的 倍数 }。 求 


a) Ri UR; b)Ri NR; 
© RI 一 及 : d)R, —R 
e)R 中 R， 


设 R 和 Rs 分 别 是 整数 集合 上 的 “ 模 3 同 余 ” 和 “ 模 4 同 余 ”关系 ， 即 Ri 一 {(a，0) | 4 三 b(mod 3)) 和 
R; 二 ((a，b) | ao 三 mod 4)}。 求 

a) Ri UR;, b) Ri NR; . c)R 一 下: 

d)R,—R e) RIODR;, 

列 出 集合 {0，1} 上 的 16 个 不 同 的 关系 。 

集合 {0，1} 上 的 16 个 不 同 的 关系 中 有 多 少 个 包含 了 有 序 对 (0，1)? 

在 练习 42 列 出 的 {0，1} 集 合 上 的 16 个 关系 中 ， 哪 些 是 

a) 自 反 的 ? b) 反 自 反 的 ? c) 对 称 的 ? 

d) 反 对 称 的 ? e) 非 对 称 的 ? 全 传递 的 ? 

a) 在 集合 {a,，b，c，d} 上 有 多 少 个 不 同 的 关系 ? 

b) 在 集合 {a,， 5b，c，d} 上 有 和 多少 个 关系 包含 有 序 对 (a，a)? 

设 S 是 含有 nn 个 元 素 的 集合 , a 和 4b 是 S 中 的 不 同 元 素 。S 上 有 和 多少 个 关系 R， 满 足下 列 条 件 
a)(a, b)ER? b)(a, 6) FER? 

©) 在 关系 RR 中 ， 没 有 有 序 对 以 a 作为 它们 的 第 一 元 素 ? 

由 在 关系 RR 中 ， 至 少 有 一 个 有 序 对 以 a 作为 第 一 元 素 ? 

e) 在 关系 R 中， 没有 有 序 对 以 a 作为 它们 的 第 一 元 素 ， 或 也 没有 有 序 对 以 2 作为 它们 的 第 二 元 素 ? 
人 在 关系 R 中 ， 至 少 有 一 个 有 序 对 以 a 作为 它 的 第 一 元 素 或 者 以 5 作为 它 的 第 二 元 素 ? 


-> 


对 .元素 集合 上 有 多 少 个 关系 是 

a) 对 称 的 ? b) 反 对 称 的 ? 

c) 非 对 称 的 ? d) 反 自 反 的 ? 

e) 自 反 的 和 对 称 的 ? 

f) 既 不 是 自 反 的 也 不 是 反 自 反 的 ? 

nn 元素 集 合 上 有 和 多少 个 传递 的 关系 ? 如 果 

a)n=1 b)n=2 c)7 一 3 
找 出 在 下 面 定理 证 明 中 的 错误 。 


“定理 ”: 设 尺 是 集合 A 上 的 对 称 的 和 传递 的 关系 ， 则 尺 是 自 反 的 。 
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“证 明 ”: 设 a€ A。 取 元 素 bE A 使 得 (a,，6)ER。 由 于 尺 是 对 称 的 ， 所 以 有 (5，a) ER。 现 在 使 用 传 
递 性， 由 (a，6)ER 和 (5，a) ER 可 以 得 出 (a，a) ER。 

50. 假设 R 和 S 是 集合 A 上 的 自 反 关系 。 证 明 或 反驳 下 面 的 每 个 论断 。 
a)RUS 是 自 反 的 
b)RNS 是 自 反 的 
c)R@S 是 反 自 反 的 
d)R 一 S 是 反 自 反 的 
e)SoR 是 自 反 的 

51. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 尺 是 对 称 的 当 且 仅 当 R= 二 R“'， 其 中 R”! 是 R 的 逆 关 系 。 

52. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 R 是 反对 称 的 当 且 仅 当 RN 站 R 是 恒 等 关系 A 二 {(a,，a) |aEA} 的 子 集 。 

53. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 R 是 自 反 的 当 且 仅 当 其 逆 关 系 R-! 是 自 反 的 。 

54. 证 明 : 集合 A 上 的 关系 RR 是 自 反 的 当 且 仅 当 其 补 关 系 R 是 反 自 反 的 。 

55. 设 R 是 自 反 的 和 传递 的 关系 。 证 明 对 所 有 的 正 整数 n，R" 二 R。 

56. 设 尺 是 集合 {1，2，3，4，5} 上 的 关系 ，R 中 包含 有 序 对 (1, 1), (1, 2), (1, 3),，(2，3)， 
Ci ds 3; Ds C95 4 C9 DW Wr WH i 0 1 0 DO Ws 
a)R’ b)R’ Rt d)R5 

57. 设 尺 是 集合 A 上 的 自 反 关系 ， 证 明 对 所 有 的 正 整 数 n，R" 也 是 自 反 的 。 

* 58. 设 尺 是 对 称 关系 ,证明 对 所 有 的 正 整数 z，R" 也 是 对 称 的 。 
59. 假设 关系 尺 是 反 自 反 的 ，R? 一 定 是 反 自 反 的 吗 ? 对 你 的 答案 给 出 理由 。 


9.2 元 关系 及 其 应 用 


9.2.1 引言 

在 两 个 以 上 集合 的 元 素 中 常常 会 产生 某 种 关系 。 例 如 ， 学 生 的 姓名 、 学 生 的 专业 以 及 学 生 
的 平均 学 分 绩 点 之 间 的 关系 。 类 似 地 ， 一 个 航班 的 航空 公司 、 航 班 号 、 出 发 地 、 目 的 地 、 起 飞 
时 间 和 到 达 时 间 等 也 有 一 种 关系 。 在 数学 中 也 有 这 种 关系 。 例 如 ， 有 3 个 整数 ， 其 中 第 一 个 整 
数 比 第 二 个 整数 大 ， 而 第 二 个 整数 比 第 三 个 整数 大 。 另 一 个 例子 是 直线 上 的 点 之 间 的 关系 ， 即 
当 第 二 个 点 在 第 一 和 第 三 个 点 之 间 时 ， 这 三 个 点 有 关系 。 

本 节 我 们 将 研究 两 个 以 上 集合 的 元 素 之 间 的 关系 。 这 种 关系 叫做 n 元 关系 。 可 以 用 这 种 关 
系 表示 计算 机 数据 库 。 这 种 表示 有 助 于 回答 对 数据 库 中 所 存 信息 的 查询 ， 例 如 ， 哪 个 航班 在 午 
夜 3 点 到 4 点 之 间 降 落 在 O'Hare 机场? 你 们 学 校 的 二 年 级 学 生 哪 些 是 主 修 数 学 或 计算 机 科学 
的 ， 并 且 平 均 学 分 绩 点 大 于 3.0? 公司 的 哪些 雇员 为 这 个 公司 工作 不 到 5 年 但 所 赚 的 钱 已 经 超 
过 50 000 美元 ? 


9.2.2 元 关系 

我 们 从 建立 关系 数据 库 理论 所 依据 的 基本 定义 开始 。 

设 A1，As，…，A, 是 集合 。 定 义 在 这 些 集合 上 的 n 元 关系 是 Al XAsX…XA， 
的 子 集 。 这 些 集合 A1，As，…，A, 称 为 关系 的 域 ,nn 称 为 关系 的 阶 。 


例 1 R 是 NXNXN 上 的 三 元 组 (a，6b5，0c) 构 成 的 关系 ， 其 中 a， 56, c 是 满足 a<b<c 
的 整数 。 那 么 (1，2，3)ER, 但 (2，4，3) FR。 这 个 关系 的 阶 是 3。 它 所 有 的 域 都 等 于 自 
然 数 集 。 S| 
例 2 设 R 是 ZXZXZ 上 的 三 元 组 (4a，6b5，c) 构 成 的 关系 ， 其 中 的 a，5b，c 构成 等 差 数 列 ， 
即 (a,，5，c) ER 当 且 仅 当 存在 一 个 整数 k， 使 得 5 二 a 十 k，c 二 a 十 2k， 或 者 0 一 a 一 R，c 一 0 一 &。 
注意 (1，3，5) ER， 因 为 3==1 十 2 和 5 二 1 十 2，2, 但 是 (2，5，9) FR， 因 为 5 一 2 二 3, 而 9 一 
5 一 4。 这 个 关系 的 阶 为 3， 且 它 的 所 有 域 均 等 于 整数 集 。 如 
例 3 设 R 是 ZXZXZ* 上 的 三 元 组 (a，65，m) 构 成 的 关系 ， 其 中 的 a，b，m 都 是 整数 ， 
且 满 足 m 宇 1 和 a 硅 bC(mod m)。 则 (8，2，3)、( 一 1]，9，5) 和 (14，0，7) 都 属于 RR, 但 (7，2， 


ums 
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(mod 7)， 而 7 关 2(mod 3)、 一 2 关 一 8(mod 5) 和 11 关 0(mod 6) 。 这 个 关系 的 阶 为 3， 且 它 的 前 
两 个 域 是 全 体 整 数 的 集合 而 第 三 个 域 为 正 整数 集 。 本 


例 4 设 R 是 由 5 元 组 (A，N，S，D,， 了) 构成 的 表示 飞机 航班 的 关系 ， 其 中 A 是 航空 公 
司 的 集合 、N 是 航班 号 的 集合 、S 是 出 发 地 的 集合 、 是 目的 地 的 集合 、 工 是 起 飞 时 间 的 集 
合 。 例 如 ， 如 果 Nadir 航空 公司 的 963 航班 15 : 00 从 Newark 到 Bangor， 那 么 (Nadir，963， 
Newark，Bangor，15 : 00) 属 于 R。 这 个 关系 的 阶 为 5， 并 且 它 的 域 是 所 有 航空 公司 的 集合 、 
航班 号 的 集合 、 城 市 的 集合 、 城 市 的 集合 以 及 时 间 的 集合 。 4 


9.2.3 ”数据库 和 关系 

操作 数据 库 中 信息 所 需要 的 时 间 依 赖 于 这 些 信息 是 怎样 存储 的 。 在 大 型 数据 库 中 ， 每 天 要 
执行 几 百 万 次 插入 和 删除 记录 、 更 新 记录 、 检 索 记 录 以 及 从 一 个 重生 的 数据 库 中 组 合 记录 的 操 
作 。 由 于 这 些 操作 的 重要 性 ， 所 以 已 经 开发 了 多 种 数据 库 的 表示 方法 。 我 们 将 讨论 其 中 的 一 种 
基于 关系 概念 的 方法 ， 称 为 关系 数据 模型 。 

数据 库 由 记录 组 成 ， 这 些 记 录 是 由 域 构成 的 nn 元 组 .。 这些 域 是 nn 元 组 的 数据 项 。 例如， 学 
生 记录 的 数据 库 可 以 由 包含 学 生 的 姓名 、 学 号 、 专 业 、 平 均 学 分 绩 点 (GPA) 的 域 构成 。 关 系数 
据 模 型 把 记录 构成 的 数据 库 表 示 成 一 个 n 元 关系 。 于 是 ,学 生 记 录 可 以 表示 成 形 如 (学 生 姓 名 ， 
学 号 ， 专业 ，GPA) 的 4 元 组 。 包含 6 条 记录 的 一 个 数据 库 样 本 是 : 

(Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3. 88) 

(Adams，888323， 物 理学 ，3. 45) 

(Chou，102147， 计 算 机 科学 ，3. 49) 

(Goodfriend，453876， 数 学 ，3. 45) 

(Rao，678543， 数 学 ，3. 90) 

(Stevens，786576， 心 理学 ，2. 99) 

用 于 表示 数据 库 的 关系 也 称 为 表 ， 因 为 这 些 关系 常常 用 表 来 表示 。 表 中 的 每 个 列 对 应 于 数 
据 库 的 一 个 属性 。 例 如 ， 表 1 显示 了 同样 的 学 生 数 据 库 。 这 个 数据 库 的 属性 是 学 生 姓 名 、 学 
号 、 专 业 和 平均 学 分 绩 点 (GPA)。 























表 1 学 生 
Ackermann 231 455 计算 机 科学 1 3. 88 
Adams 888 323 物理 学 3. 45 
Chou 102 147 计算 机 科学 3. 49 
Goodfriend 453 876 数学 3. 45 
Rao 678 543 数学 3. 90 
Stevens 786 576 








当 nn 元 组 的 某 个 域 的 值 能 够 确定 这 个 元 组 时 ， x 元 关系 的 这 个 域 就 叫做 主键 。 这 就 是 说 ， 
当 关 系 中 没有 两 个 元 组 在 这 个 域 有 相同 的 值 时 ， 这 个 域 就 是 主键 。 

常常 要 从 数据 库 中 增加 或 删除 记录 。 由 于 这 一 点 ， 一 个 域 是 主键 的 性 质 是 随时 间 而 改变 
的 。 所以， 应 该 选择 那 种 无 论 数 据 库 怎样 改变 都 能 继续 存在 的 域 作为 主键 。 一 个 关系 当前 含有 
的 所 有 nn 元 组 称 为 该 关系 的 外 延 。 数 据 库 更 持久 的 内 容 ， 包 括 它 的 名 字 和 属性 ， 则 称 为 数据 库 
的 内 涵 。 选 择 主键 的 时 候 ， 应 当选 择 那 种 能 够 为 本 数据 库 所 有 可 能 的 外 延 充当 主键 的 域 。 要 做 
到 这 一 点 ， 就 必须 认真 考察 数据 库 的 内 涵 ， 以 便 理解 可 能 在 外 延 中 出 现 的 ?元 组 集 。 

例 5 假设 将 来 不 再 增加 对 元 组 ， 对 于 表 1 所 示 的 对 元 关系 ， 哪 些 域 可 作为 主键 ? 








解 ” 因 为 在 这 个 表 中 ， 对 应 每 个 学 生 的 姓名 只 有 一 个 4 元 组 ， 学生 姓名 的 域 可 作为 主键 。 
类 似 地 ， 在 这 个 表 中 ， 学 号 是 唯一 的 ， 学 号 的 域 也 可 作为 主键 。 但 是 ， 所 学 专业 的 域 不 是 主 
键 ， 因 为 有 多 个 包含 同样 专业 的 4 元 组 。 平均 学 分 绩 点 的 域 也 不 是 主键 ， SS 
含 了 同样 的 GPA。 

在 一 个 nn 元 关系 中 ， 域 的 组 合 也 可 以 唯一 地 标识 n 元 组 。 当 一 组 域 的 值 确定 一 pe, 
n 元 组 时 ， 这些 域 的 笛 卡 儿 积 就 叫做 复合 主键 。 

例 6 对 于 表 1 中 的 nn 元 关系 ,假设 不 再 增加 nn 元 组 ， 专业 域 与 平均 学 分 绩 点 域 的 笛 卡 儿 

是 复合 主键 吗 ? 

解 ” 这 个 表 中 没有 两 个 4 元 组 有 同样 的 专业 和 同样 的 GPA， 因 此 这 个 笛 卡 儿 积 是 * 
合 主键 。 

因为 主键 和 复合 主键 用 于 唯一 地 标识 数据 库 中 的 记录 ， 当 新 的 记录 加 入 这 个 数据 库 时 ， 
持 主键 的 有 效 性 是 非常 重要 的 。 因 此 ， 应 该 对 每 个 新 记录 做 检查 ， 以 保证 在 这 个 或 这 些 相 应 的 
域 中 每 个 新 记录 与 表 中 所 有 其 他 的 记录 不 同 。 例 如 ， 若 没有 两 个 学 生 有 同样 的 学 号 ， 使 用 学 号 
作为 学 生 记 录 的 主键 是 有 意义 的 。 一 个 大 学 不 应 该 使 用 姓名 域 作为 主键 ， 因 为 有 可 能 两 个 学 生 
有 同样 的 姓名 (如 John Smith) 。 


9.2.4 n 元 关系 的 运算 

存在 多 种 作用 于 nn 元 关系 上 的 运算 ， 以 构成 新 的 nn 元 关系 。 综 合 应 用 这 些 运 算 ， 能 够 回答 
对 数据 库 中 满足 特定 条 件 的 所 有 nn 元 组 的 查询 。 

n 元 关系 上 一 个 最 基本 的 运算 是 在 这 个 n 元 关系 中 确定 满足 特定 条 件 的 所 有 元 组 .例如 ， 
我 们 想 在 学 生 记 录 的 数据 库 中 找 出 计算 机 科学 专业 的 所 有 学 生 的 记录 ; 找 出 所 有 平均 学 分 绩 点 
在 3.5 以 上 的 学 生 ; 找 出 所 有 计算 机 科学 专业 的 平均 学 分 绩 点 在 3. 5 以 上 的 学 生 。 为 完成 这 些 
任务 ,我 们 使 用 选择 运算 符 。 

设 尺 是 一 个 妈 元 关系 ，C 是 RR 中 元 素 可 能 满足 的 一 个 条 件 。 那 么 选择 运算 符 sc 
将 对 元 关系 民 映射 到 RR 中 满足 条 件 C 的 所 有 寻 元 组 构成 的 于 元 关系 。 

例 7 为 了 找 出 表 1 所 示 的 nn 元 关系 R 中 计算 机 科学 专业 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 
sc ， 其 中 Ci 是 条 件 专业 = “计算 机 科学 ?”。 结 果 是 两 个 4 元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科 
学 ，3. 88) 和 (Chou，102147， 计 算 机 科学 ，3. 49) 。 类 似 地 ， 为 了 在 这 个 数据 库 中 找 出 平均 学 
分 绩 点 在 3. 5 以 上 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 xc ， 其 中 C 是 条 件 GPA>3.5。 结 果 是 两 个 4 
元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3. 88) 和 (Rao，678543 ， 数 学 ，3. 90) 。 最 后 ， 为 找 出 
计算 机 科学 专业 的 GPA 在 3.5 以 上 的 学 生 记 录 ， 我 们 使 用 运算 符 so ， 其 中 C 是 条 件 ( 专 业 ==“ 计 
算 机 科学 ”A 人 GPA 放 3. 5) 。 结 果 由 一 个 4 元 组 (Ackermann，231455， 计 算 机 科学 ，3. 88) 构 成 。 者 

使 用 投影 ， 可 以 删 去 关系 中 每 条 记录 的 相同 的 域 ， 从 而 得 到 一 个 新 的 对 元 关系 。 


投影 Paes 其 中 i 将 nn 元 组 (ai， Qs» "9 a,) 映 射 到 m 元 组 
《aa 9 a ,gb Qi )， 其 中 mn。 
换 句 话说 ， 投影 P ..…i 删除 了 nn 元 组 的 n 一 m 个 分 量 ， 保留 了 第 讶 A 个 分 其 。 


例 8 当 对 4 元 组 (2，3，0，4)、(Jane Doe，234111001， 地 理学 ，3.14) 以 及 (al，a;， 
as，a4) 使 用 投影 Pi,; 时 ， 结 果 是 什么 ? 

解 ”Pi; 把 这 些 4 元 组 分 别 映 射 到 (2，0)、(Jane Doe， 地 理学 ) 和 (a,，a;)。 梧 

例 9 说 明了 怎样 使 用 投影 来 产生 新 的 关系 。 

例 9 当 对 表 1 中 的 关系 使 用 投影 P,,, 时 ， 结 果 是 什么 ? 

解 ” 当 使 用 投影 Pi,, 时 ， 表 的 第 二 列 和 第 三 列 被 删除 ， 得 到 了 表示 学 生 姓名 和 平均 学 分 绩 
点 的 有 序 对 。 表 2 给 出 了 这 个 投影 的 结果 。 4 

当 对 一 个 关系 的 表 使 用 投影 时 ， 有 可 能 使 行 变 少 。 当 关系 中 的 某 些 n 元 组 在 投影 的 m 个 列 
中 每 个 分 量 的 值 都 相同 ， 只 在 被 删除 的 列 有 不 同 的 值 时 ， 才 会 出 现 这 种 情况 。 如 例 10 所 示 。 
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例 10 当 对 表 3 中 的 关系 使 用 投影 P,,: 时 ， 可 得 到 什么 表 ? 
解 表 4 给 出 了 当 对 表 3 使 用 投影 P,,, 时 得 到 的 关系 。 注 意 在 使 用 了 这 个 投影 后 ， 行 数 
减少 。 4 


表 2 GPAs 表 3 注册 


















Glauser 生物 学 BI 290 

Ack 
ns Glauser 生物 学 MS 475 
Adams 3. 45 Glauser 生物 学 PY 410 
Chou 3. 49 Marcus 数学 MS 511 
Goodfriend 3. 45 Marcus 数学 MS 603 
Marcus 数学 CS 322 
Ras S90 Miller 计算 机 科学 MS 575 
Stevens Miller 计算 机 科学 CS 455 

当 两 个 表 中 具有 某 些 相同 的 域 时 ， 连 接 运 算 可 将 这 表 4 专业 







两 个 表 合 成 一 个 表 。 例 如 ， 一 个 表 中 的 域 包含 航空 公 
司 、 航 班 号 和 登 机 口 ， 另 一 个 表 中 的 域 包含 航班 号 、 登 
机 口 和 起 飞 时 间 。. 可 以 将 这 两 个 表 合成 一 个 包含 航空 公 
司 、 航 班 号 、 登 机 口 和 起 飞 时 间 域 的 表 。 

乓 人 设 尺 是 m 元 关系 ，S 是 几 n 元 关系 。 连 接 运算 J,(R，S) 是 m 十 n 一 元 关系 ,其 中 
Pp 三 m 和 pn， 它 包含 了 所 有 的 (m 十 n 一 轧 ) 元 组 (Ql3 dass ,amps Cs Cas “Cos bi, b,, 
Bp 其 中 现 元 组 (ayy Uy Wps 而 Cay "9 Cy) 祷 于 尺 且 1 元 组 (Cj Cas “9 Cp， 
0 ,Dy “0 于 S。 

换 句 话说 ， 连 接 运 算 符 J 将 m 元 组 的 后 bp 个 分 量 与 元 组 的 前 p 个 分 量 相 同 的 第 一 个 关 
系 中 的 所 有 m 元 组 和 第 二 个 关系 的 所 有 nn 元 组 组 合 起 来 产生 了 一 个 新 的 关系 。 

例 11 当 用 连接 运算 符 J 组合 表 5 和 表 6 中 的 关系 时 ， 所 得 到 的 关系 是 什么 ? 

解 ”连接 运算 符 J 产生 的 关系 如 表 7 所 示 。 本 

表 5 教学 课程 表 6 教室 安排 






Glauser 
Marcus 
Miller 
















时 间 
2 : 00P. M. 











Cruz 


Cruz 3 : 00P. M. 
Farber 4 : 00P. M. 
Farber 43 00P. M. 
Grammer 3 : 00P. M. 
Grammer 11 : 00A. M. 
Rosen 9 : 00A. M. 





8 : 00A. M. 





Rosen 

















Cruz 9 : 00A. M. 
Cruz 8 : 00A. M. 
Farber 3 : 00P. M. 
Farber 11 : 00A. M. 
Grammer 4 : 00P. M. 
Rosen 2 : 00P. M. 





3 : 00P. M. 





Rosen 


从 已 知 关系 产生 新 关系 的 运算 除了 投影 和 连接 运算 以 外 还 有 其 他 运算 。 对 这 些 运算 的 描述 
可 以 在 讨论 数据 库 理论 的 书 中 找到 。 





9.2:5 -SQL 

数据 库 查询 语言 SQL(Structured Query Language， 结 构 化 查询 语言 ) ， 可 以 用 来 实现 本 节 加 
所 描述 的 运算 。 例 12 说 明了 SQL 命令 与 nn 元 关系 上 的 运算 的 关系 。 

例 12 通过 使 用 SQL 对 表 8 做 一 次 关于 航班 的 查询 来 说 明 怎 样 用 SQL 来 表达 查询 。SQL 
语句 如 下 : 


SELECT Departure time 
FROM Flights 
WHERE Destination=’Detroit!’ 


是 用 于 在 航班 数据 库 中 找 出 满足 条 件 : Destination 王 “Detroit 的 5 元 组 ， 并 求 投 影 P; (在 起 飞 
时 间 属 性 上 )。 输 出 是 一 个 以 底特律 为 目的 地 ， 包 含 航班 时 间 的 列表 ， 即 08 : 10 区 8 : 47 和 
09 : 44。SQL 语句 使 用 FROM 子 句 标识 查询 语句 作用 到 的 n 元 关系 ，WHERE 子 句 说 明 选 择 
运算 的 条 件 ， 而 SELECT 子 句 说 明 将 被 使 用 的 投影 运算 。( 注 意 ， SQL 使 用 SELECT 表示 一 个 
投影 ， 而 不 是 一 个 选择 运算 。 这 是 一 个 令 人 遗憾 的 术语 不 一 致 的 例子 。) 4 


表 8 航班 





例 13 说 明 SQL 怎样 做 涉及 多 个 表 的 查询 。 
例 13 SQL 语句 
SELECT Professor, Time 


FROM Teaching assignments, Class_schedule 
WHERE Department=’Mathematics’ 


用 于 找 出 在 数据 库 ( 如 表 7 所 示 ) 中 满足 Department 二 “Mathematics” 条 件 的 5 元 组 的 投影 
P, ;,， 这 个 数据 库 是 由 表 5 中 的 教学 课程 和 表 6 中 的 教室 安排 进行 连接 运算 J, 得 到 的 。 输 
出 仅 包 含 一 个 2 元 组 (Rosen，3 : 00P. M. ) 。 这 里 的 SQL FROM 子 句 用 于 求 出 两 个 不 同 数 


据 库 的 连接 。 4 
本 节 我 们 仅仅 接触 到 关系 数据 库 的 基本 概念 。 更 多 的 信息 可 以 在 LAhUl95] 中 找到 。 


练习 
1. 列 出 关系 {(a,， 6b，c) |a,， 5 和 c 是 整数 上 且 0 和 za<p<c<<5} 中 的 三 元 组 。 
2. 在 关系 {(a,，b，c，d) |a,，6b，c，d 是 正 整 数 且 apcd 王 6} 中 有 哪些 4 元 组 ? 
3. 列 出 表 8 所 示 关 系 中 的 5 元 组 。 
4. 假设 不 增加 新 的 对 元 组 ， 为 下 面 表 中 的 关系 找 出 所 有 的 主键 。 
a) 表 3 b) 表 5 c) 表 6 d) 表 有 8 
5. 假设 不 增加 新 的 nn 元 组 ， 对 于 表 8 中 的 数据 库 找 出 一 个 由 两 个 域 构 成 的 复合 主键 ， 其 中 一 个 域 是 航空 
公司 。 
6. 假设 不 增加 新 的 元 组 ， 对 于 表 7 中 的 数据 库 找 出 一 个 由 两 个 域 构成 的 复合 主键 ， 其 中 一 个 域 是 教授 。 
7. 3 元 关系 中 的 3 元 组 表示 了 一 个 学 生 数 据 库 中 的 下 述 属性 : 学 号 、 姓 名 、 电 话 号 码 。 
a) 学 号 可 能 是 主键 吗 ? 
b) 姓 名 可 能 是 主键 吗 ? 
c) 电 话 号 码 可 能 是 主键 吗 ? 
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20. 
21. 
22. 
23. 
24. 
25. 
26. 


27, 


28. 


29. 


. 4 元 关系 中 的 4 元 组 表示 了 出 版 图 书 的 下 述 属性 : 书 名 、 书 号 、 出 版 日 期 、 页 数 。 


a) 什 么 可 能 是 这 个 关系 的 主键 ? 
b) 在 什么 条 件 下 ( 书 名 、 出 版 日 期 ) 是 复合 主键 ? 
中 在 什么 条 件 下 ( 书 名 、 页 数 ) 是 复合 主键 ? 


.5 元 关系 中 的 5 元 组 表示 了 美国 所 有 人 的 下 述 属性 : 姓名 、 社 会 保险 号 、 住 址 、 城 市 、 州 。 


a) 对 这 个 关系 确定 一 个 主键 。 
b) 在 什么 条 件 下 (姓名 、 住 址 ) 是 复合 主键 ? 
中 在 什么 条 件 下 (姓名 、 住 址 、 城 市 ) 是 复合 主键 ? 


. 设 C 是 条 件 : 教室 二 A100。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 7 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 

. 设 C 是 条 件 : 目的 地 王 底特律 。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 8 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 

. 设 C 是 条 件 : (项 目 =2) 人 (数量 这 50) 。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 10 的 数据 库 时 ， 可 以 得 到 什么 ? 

. 设 C 是 条 件 : (航空 公司 =Nadir) V (目的 地 三 丹佛 )。 当 使 用 选择 运算 符 sc 到 表 8 的 数据 库 时 ， 可 以 


得 到 什么 ? 


， 当 使 用 投影 P:,:,s 到 5 元 组 (a,，6b5，c，d，e) 时 ， 能 得 到 什么 ? 

. 哪个 投影 映射 用 于 删除 一 个 6 元 组 的 第 一 、 第 二 和 第 四 个 分 量 ? 

.给 赃 使 用 投影 Pi,2,, 到 表 8 以 后 得 到 的 表 。 

， 给 出 使 用 投影 Pi,, 到 表 8 以 后 得 到 的 表 。 

. 把 连接 运算 符 Js 应 用 到 5 元 组 的 表 和 8 元 组 的 表 后 所 得 到 的 表 中 的 元 组 里 有 和 多少 个 分 量 ? 
. 构造 把 连接 运算 符 jz 应 用 到 表 9 和 表 10 的 关系 中 所 得 到 的 表 。 


表 9 零件 需求 表 10 零件 库存 














请 局 记 局 上 区 请 
[EL 


证 明 : 如 果 C 和 Cs 是 元 关系 R 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sci Ac, (R)=sc, (sc, (及 ) ) 。 
证 明 : 如果 Cl 和 Cs 是 元 关系 RR 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc, Gsc, CR)) 一 sc (sc, (R))。 
证 明 : 如 果 C 是 nn 元 关系 尺 和 S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc (RU S)=sc(R) Usc(S)。 
证 明 : 如 果 C 是 n 元 关系 R 和 S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 xcCRPS) 一 scCR) 站 sc(CS) 。 


证 明 : 如 果 C 是 ”元 关系 尺 和 S 的 元 素 可 能 满足 的 条 件 ， 那 么 sc(CR 一 S) 一 scCR) 一 sc(CS) 。 

证 明 : 如 果 尺 和 S 是 nn 元 关系 ,那么 Pa (RUS)=Pi is, (R)UPs i (S)。 

给 出 一 个 例子 证 明 : 如 果 R 和 S 是 两 个 元 关系 ,那么 P; ,;,.….,(R 门 S) 可 能 与 Pa CR) 
Pi i.…ria《S) 不 同 。 

给 出 一 个 例子 证 明 : 如 果 RR 和 S 是 两 个 n 元 关系 ， 那么 P; ,,,…,;,(R 一 S) 可 能 与 Pi .i CR) 一 
Ps 《S) 不 同 。 


a) 与 下 述 用 SQL 语句 表示 的 查询 相对 应 的 运算 是 什么 ? 


SELECT Supplier 

FROM Part_needs 

WHERE 1000 < Part_number < 5000 

b) 假 设 以 表 9 的 数据 库 作 为 输入 ， 这 个 查询 的 输出 是 什么 ? 
a) 与 下 述 用 SQL 语句 表示 的 查询 相对 应 的 运算 是 什么 ? 
SELECT Supplier, Project 

FROM Part_ needs, Parts_inventory 

WHERE Quantity < 10 


b) 假 设 以 表 9 和 表 10 的 数据 库 作为 输入 ， 这 个 查询 的 输出 是 什么 ? 
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30. 试 确定 例 2 中 的 关系 是 否 有 一 个 主键 。 
31. 试 确定 例 3 中 的 关系 是 否 有 一 个 主键 。 
32. 证 明 具 有 一 个 主键 的 关系 可 以 看 做 是 某 一 函数 的 图 ， 该 函数 将 各 个 主键 的 值 映射 为 由 其 他 域 构 成 的 


n 一 1 元 组 。 
9.3 关系 的 表示 
9.3.1 引言 


在 本 节 及 本 章 的 剩余 部 分 ,研究 的 所 有 关系 均 为 二 元 关系 。 因 此 ， 在 这 些 内 容 中 出 现 的 
“关系 ”一 词 都 表示 二 元 关系 。 有 多 种 方式 表示 有 穷 集 之 间 的 关系 。 如 在 9. 1 节 中 看 到 的 ， 一 种 
方式 是 列 出 它 的 有 序 对 ; 男 一 种 方式 是 使 用 表 ， 如 9. 1 节 中 例 3 所 示 。 本 节 将 讨论 另外 两 种 表 
示 关 系 的 方式 : 一 种 方式 是 使 用 0-1 矩阵 ; 男 一 种 方式 是 使 用 称 为 有 向 图 的 图 形 表达 方式 ， 这 
种 方法 将 在 本 节 后 面 进行 讨论 。 

一 般 说 来 ， 和 矩阵 适用 于 计算 机 程序 中 关系 的 表示 。 男 一 方面 ， 人 们 常常 发 现 使 用 有 向 图 来 
表示 关系 对 理解 这 些 关 系 的 性 质 很 有 用 。 


9. 3.2 用 和 矩阵 表示 关系 

可 以 用 0-1 和 矩阵 表示 一 个 有 穷 集 之 间 的 关系 。 假 设 R 是 从 A={a， a，…，an} 到 B= 二 {6，b， 
…，b,) 的 关系 。( 这 里 集合 A 和 集合 B 的 元 素 已 经 按照 某 一 特定 的 次 序列 出 ， 该 次 序 是 任意 的 。 此 
外 ， 当 A= 如 时 我 们 对 A 和 吕 使 用 同样 的 次 序 .) 关 系 玉 可 以 用 矩阵 MR 王 [zw 来 表示 ， 其 中 
1 (ao) ER 
0 (co) FR 
换 句 话说 ， 当 Ci 和 bb; 有 关系 时 表示 R 的 0-1 和 矩阵 的 (;， 7J) 项 是 1 Qi 和 6，; 没关系 时 ， 该 项 是 
0( 这 种 表示 依赖 于 A 和 B 中 元 素 的 次 序 ) 。 

下 面 通过 例 1 一 6， 说 明 如 何 用 矩阵 来 表示 关系 。 

例 1 假设 A={1, 2，3},， B={1，2}。 令 R 是 从 A 到 B 的 关系 ,如果 a€A, 5EB 且 
a 之 65， 则 尺 包含 (a,， 0b)。 若 a 二 1，as 二 2，as 二 3， 一 1，b, 王 2， 表示 RR 的 矩阵 是 什么 ? 

解 ” 因 为 玉 ={((2，1)，(3，-1) ，(3，27)， 所 以 表示 尺 的 矩阵 是 


0 0 
Mx: = [ | 
| 


M 中 的 1 说 明了 有 序 对 (2，1)、(3，1) 和 (3，2) 属 于 R,， 0 说 明了 没有 其 他 的 有 序 对 属于 RR。 4 
例 2 设 A= {ai， ds， as}, B={b, b,， bs， b,, By 哪些 有 序 对 在 下 面 的 矩阵 所 表示 的 


Wig 一 


关系 尺 中 ? 
0 
mh, | 1 
i I 
解 ”因为 尺 是 由 zs 三 1 的 有 序 对 (a;，6;) 构 成 的 ， 所 以 


-了 三 人 本 

表示 定义 在 一 个 集合 上 的 关系 的 矩阵 是 一 个 方 阵 ， 可 以 用 这 个 矩阵 确定 关系 是 否 有 某 种 性 质 。 

若 对 于 每 个 acEA 有 (a，a) ER， 则 定义 在 集合 A 上 的 关系 尺 是 自 反 的 。 所 以 ,，R 是 自 反 的 当 且 仪 

当 对 i 二 1]，2，…，n，(a;，Q;) ER。 因 此 ，R 是 自 反 的 当 且 仅 当 对 i 二 1，2,，…*，n，7; 一 1。 换 句 

话说 ， 如 果 MM 的 主 对 角 线 上 的 所 有 元 素 都 等 于 1， 那 么 尽 是 自 反 的 ， 如 图 1 所 示 。 注 意 主 对 角 线 
外 的 元 素 或 者 为 1 或 者 为 0。 

若 (as b) ER 则 (。， a) ER, 那么 关系 R 是 对 称 的 。 因此 集合 A= {ai， dds， ”9 a,} 上 的 关 

系 尺 是 对 称 的 ， 当 且 仅 当 只 要 (a;，aj)ER 就 有 (a;，a;) ER。 用 和 矩阵 Mx 来 说 ，R 是 对 称 的 当 

且 仅 当 只 要 mj =1 就 有 mi 二 1。 这 也 意味 着 只 要 ms 二 0 就 有 mi 一 0。 因此 R 是 对 称 的 ， 当 且 
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仅 当 对 所 有 的 整数 对 7 其 中 主 1，2，…，7， 7 一 1，2，…，7) 都 有 zi 一 pi。 回顾 2.6 节 
中 和 矩阵 转 置 的 定义 ,可 以 得 到 R 是 对 称 的 当 且 仅 当 

Ma = CMR) 
即 Mx 是 对 称 和 矩阵 。 对 称 关系 的 矩阵 形式 如 图 2a 所 示 。 


1 
1 0 
1 
: 1 
六 


I a) 对 称 的 b) 反对 称 的 
图 1 自 反 关系 的 0-1 矩阵 ( 非 主 对 角 线 图 2 对 称 和 反对 称 关系 的 0-1 矩阵 
的 其 他 元 素 ， 可 为 0 或 1) 
关系 尺 是 反对 称 的 ， 当 且 仅 当 若 (za，b) ER 上 且 (5，a)E 尽 则 < 一 525。 因此 ， 反 对 称 关 系 的 矩 
阵 有 下 述 性 质 : 如 果 mj 二 1，i 隆 jj， 则 mj 二 0。 或 者 ， 换 句 话 说 ， 当 i 关 j 时， 一 0 或 zi 一 0。 
反对 称 关系 的 矩阵 形式 如 图 2b 所 示 。 
例 3 假设 集合 上 的 关系 R 由 和 矩阵 


于 
mh I :| 
0 和 


表示 ，R 是 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 吗 ? 

解 ” 因 为 这 个 和 矩阵 中 所 有 的 对 角 线 元 素 都 等 于 1， 所 以 尺 是 自 反 的 。 又 由 于 Mx 是 对 称 的 ， 
所 以 R 是 对称 的 。 也 容易 看 出 尺 不 是 反对 称 的 。 4 

布尔 运算 并 和 交 可 以 用 来 (在 2. 6 节 讨论 的 ) 求 两 个 关系 的 并 和 交 的 矩阵 表示 。 假 设 集合 A 
上 的 关系 R 和 R;, 分 别 由 矩阵 Me 和 Ma, 来 表示 。Me 或 Max, 在 某 个 位 置 为 1， 则 表示 关系 的 并 
的 矩阵 的 相应 位 置 为 1。Me, 和 Ma, 在 某 个 位 置 同 时 为 1， 则 表示 关系 的 交 的 矩阵 的 相应 位 置 为 
1。 于 是 ， 关系 的 并 和 交 的 和 矩阵 表示 是 

Me UR, 3 NMR， V Me, 9 Me Na, 3 Me 人 Me, 
例 4 假设 集合 A 上 的 关系 R 和 R, 由 下 述 矩 阵 表 示 ，R, U R。 和 R 站 R, 的 矩阵 表示 


是 什么 ? 
T 0 训 让 
Me = l 0 | Ma .一 。 1 1 
区 了 光 1 0 0 


解 ”这 两 个 关系 的 矩阵 是 





1 
Me Ux, = MeV Me = E 


0 

中 

1 

7 入 二 

Mek na, 和 MEA Me, = 。 0 | 本 

9Tg 
现在 我 们 来 考虑 怎样 确定 关系 合成 的 矩阵 。 这 个 矩阵 可 以 通过 关系 矩阵 的 布尔 积 ( 见 2.6 
节 ) 得 到 。 特 别 地 ， 假 设 R 是 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 且 S 是 从 集合 B 到 集合 C 的 关系 。 又 假 
设 A、B 和 C 分 别 有 m、n 和 方 个 元 素 。 令 SoR、R 和 3S 的 0-1 和 矩阵 分 别 为 Msor 二 [tj]、 
MMR 一 [六 ]、Ms 王 [ss ]( 这 些 矩 阵 的 大 小 分 别 为 思 义 妨 、 加 X 和 对 X 加 ) 。 有 序 对 (ao%，c) 属 于 S 
R 当 生 仅 当 存在 元 素 b; 使 得 (a;，65,) 属 于 尺 并 且 (6b;，c;) 属 于 S。 由 此 得 出 专 二 1， 当 和 且 仅 当 存 
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在 某 个 上 满足 r; 二 5% 二 1。 根 据 布尔 积 的 定义 ， 可 得 
Msor = Mr OM 
例 5 找 出 关系 SoR 的 矩阵， 其 中 表示 R 和 S 的 矩阵 分 别 是 


解 ” 表 示 S oR 的 和 矩阵 是 : 


| ON 
wm 1 本 
0 8 0 
表示 两 个 关系 合成 的 矩阵 可 以 用 来 求 Me 的 矩阵 ， 特 别 地 ， 由 布尔 宕 的 定义 有 
Me = Mi 
本 节 练 习 35 要 求证 明 这 个 公式 。 
例 6 求 关 系 尽 ' 的 矩阵 表示 ， 其 中 尺 的 矩阵 表示 是 


0 | 
Me = 。 1 1 
1 © i 


下 
me mr :| 4 
0 1 0 
9.3.3 用 图 表示 关系 


前 面 已 经 提 到 ， 关系 可 以 通过 列 出 它 所 有 的 有 序 对 或 使 用 0-1 和 矩阵 来 表示 。 还 有 一 种 重要 
的 表示 关系 的 方法 就 是 图 。 把 集合 中 的 每 个 元 素 表示 成 一 个 点 ， 每 个 有 序 对 表示 成 一 条 带 有 箭 
头 的 弧 ， 弧 上 的 箭头 标明 了 弧 的 方向 。 当 我 们 把 一 个 有 穷 集 上 的 关系 看 做 一 个 有 向 图 时 ， 就 可 
以 使 用 这 种 图 形 表示 。 

一 个 有 向 图 由 顶点 (或 结 点 ) 集 V 和 边 (或 弧 ) 集 已 组 成 ， 其 中 边 集 是 V 中 元 素 的 
有 序 对 的 集合 。 顶 点 4a 叫做 边 (a，b) 的 始点 ， 而 顶点 叫做 这 条 边 的 终点 。 

形 如 (a，a) 的 边 用 一 条 从 顶点 a 到 自身 的 弧 表 示 。 这 种 边 叫 做 环 。 
例 7 具有 顶点 <c、p、c 和 da,， 边 (ae，0)、(a，d)、(5，p6)、(5，dg)、(c，a)、(c，p6) 和 
(d，5) 的 有 向 图 如 图 3 所 示 。 4 
集合 A 上 的 关系 尺 表示 成 一 个 有 向 图 ， 这 个 图 以 A 的 元 素 作 为 项 。 b 
点 ， 以 有 序 对 (a，5) 作 为 边 ， 其 中 (a，5) E R。 这 就 在 集合 A 上 的 关系 
和 以 A 作为 顶点 集 的 有 向 图 之 间 构 成 了 一 一 对 应 。 于 是 ， 每 一 个 关于 关 
系 的 论述 对 应 着 一 个 关于 有 向 图 的 论述 ， 反 之 亦 然 。 有 向 图 将 关系 中 包 
含 的 信息 进行 了 图 形 化 表示 。 因 此 ， 也 常常 用 图 研究 关系 及 其 性 质 。 
(注意 ， 从 集合 A 到 集合 B 的 关系 可 以 用 一 个 有 向 图 表示 ， 其 中 集合 A 
中 的 每 个 元 素 和 和 集合 B 中 的 每 个 元 素 都 用 顶点 表示 ， 如 9.1 节 所 示 。 然 4 < 
而 ， 当 A==B 时 ， 这 种 表示 方法 对 关系 中 包含 的 信息 的 表示 比 本 节 描 述 ”图 3 一 个 有 向 图 
的 有 向 图 表示 法 要 少 得 多 。) 例 8 一 10 说 明了 怎样 用 有 向 图 来 表示 定义 在 
一 个 集合 上 的 关系 。 

例 8 定义 在 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 

R= Dt 3) 0, 15 C023) (2d C0 1 (32) CD 

的 有 向 图 表示 如 图 4 所 示 。 4 


解 R* 的 矩阵 表示 是 


8 


例 9 图 5 中 的 有 向 图 所 表示 的 关系 R 中 的 有 序 对 是 什么 ? 
1 2 





4 3 
图 4 关系 尺 的 有 向 图 图 5 关系 RR 的 有 向 图 
解 关系 中 的 有 序 对 (z+，y) 是 
R= {(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,3),(4,1),(4,3)} 
每 个 有 序 对 都 对 应 了 有 向 图 的 一 条 边 ， 其 中 (2，2) 和 (3，3) 对 应 了 环 。 4 
表示 关系 的 有 向 图 可 以 用 来 确定 关系 是 否 具有 各 种 性 质 。 例 如 ， 一 个 关系 是 自 反 的 ， 当 和 且 
仅 当 有 向 图 的 每 个 顶点 都 有 环 。 因 此 ， 每 个 形 如 (Cz，z) 的 有 序 对 都 出 现在 关系 中 。 一 个 关系 是 
对 称 的 ， 当 且 仅 当 对 有 向 图 不 同 顶 点 之 间 的 每 一 条 边 都 存在 一 条 方向 相反 的 边 ， 因 此 ， 只 要 
(Cz，J 切 在 关系 中 就 有 (>，z) 在 关系 中 。 类 似 地 ， 一 个 关系 是 反对 称 的 ， 当 且 仅 当 在 两 个 不 同 
的 顶点 之 间 不 存在 两 条 方向 相反 的 边 。 最 后 ， 一 个 关系 是 传递 的 ， 当 且 仅 当 只 要 存在 一 条 从 项 
点 工 到 顶点 y 的 边 和 一 条 从 顶点 y 到 顶点 z 的 边 ， 就 有 一 条 从 顶点 工 到 顶点 z 的 边 (完成 一 个 
三 角形 ， 其 中 每 条 边 都 是 具有 正确 方向 的 有 向 边 )。 


评注 ”对称 关系 可 以 用 无 向 图 表示 ， 这 个 图 中 的 边 没有 方向 。 我 们 将 在 第 10 章 研究 
无 向 图 。 


例 10 判断 图 6 中 的 有 向 图 表示 的 关系 ， 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 


a b 


b c 人 d 
a) R 的 有 向 图 b) S 的 有 向 图 
图 6 关系 R 和 S 的 有 向 图 


解 ” 因 为 关系 尺 的 有 向 图 的 每 个 顶点 都 有 环 ， 所 以 它 是 自 反 的 。R 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反 
对 称 的 ， 因 为 存在 一 条 从 a 到 6 的 边 , 但 没有 从 5 到 a 的 边 ， 并 且 65 和 c 两 个 方向 都 有 边 。 最 
后 ，R 不 是 传递 的 ， 因 为 从 a 到 5 有 边 ， 从 5 到 c 有 边 , 但 是 从 a 到 < 没有 边 。 

因为 在 有 向 图 S 中， 不 是 所 有 的 顶点 都 有 环 ， 所 以 关系 S 不 是 自 反 的 。 关系 S 是 对 称 的 ， 
不 是 反对 称 的 ， 因 为 在 不 同 顶 点 之 间 的 每 条 边 都 伴随 着 一 条 方向 相反 的 边 。 从 有 向 图 中 不 难看 
出 ，S 不 是 传递 的 ， 因 为 (cC，a) 和 (ae， 刀 属于 S， 但 (c，0) 不 属于 S。 ;| 


练习 

1. 用 矩阵 表示 下 面 每 个 定义 在 {1，2，3} 上 的 关系 ( 按 增 序 列 出 集合 中 的 元 素 ) 。 
a){(1，1)，(1，2)，(1，3) ) 
bl{(1，2)，(2，1)，(2，2) ，(3，3) ) 
c)((1，1)，(1，2)，(1，3)，(2，2)，(2，3)，(3，3)) 


© J uh 


10. 


11. 
12. 
13. 


14. 


15. 





. 用 和 矩阵 表示 下 面 每 个 定义 在 {1，2，3，4} 上 的 关系 ( 按 增 序列 出 集合 中 的 元 素 )。 


a){(l, 2), (1, 3), (1l, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)} 

bD){(1, 1), (1, 4), (2, 2), (3, 3), (4, 1)} 

Cs 2 Cl 3) Cl 4), (2, 1)s (C25 3), (2 4)5 C35 1)3 (35 2), (3s 4)» (C4, 1)> (4s 
2), (4, 3)} 

d){(2, 4), (3, 1), (3, 2), (3, 4)} 


. 列 出 和 下 面 矩 阵 对 应 的 定义 在 {1，2，3} 上 的 关系 中 的 有 序 对 (其 中 行 和 列 对 应 于 按 增 序列 出 的 


整数 ) 。 





和 个 又 由 了 克 和 “于 "而 
a) | 1 | b) 。 1 | c) Q' 省 
二 府 王 0 1 从 再 烛 ， 这 
. 列 出 和 下 面 矩 阵 对 应 的 定义 在 {1，2，3，4} 上 的 关系 中 的 有 序 对 (其 中 行 和 列 对 应 于 按 增 序列 出 的 整 
数 )。 
一 从 i 下 全 
记 人 粉 0 1l1 0 0 : 一 业 “ 刘 
a) b) c) 
“| 0 王 8 | 
0 1 4 ;1 wy | i 让 


. 怎样 用 表示 集合 A 上 的 关系 R 的 有 向 图 确定 这 个 关系 是 否 是 反 自 反 的 ? 

. 怎样 用 表示 集合 A 上 的 关系 R 的 有 向 图 确定 这 个 关系 是 否 是 非 对 称 的 ? 

. 确定 练习 3 中 的 矩阵 所 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 

. 确定 练习 4 中 的 矩阵 所 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 

. 及 是 包含 了 前 100 个 正 整 数 的 集合 A 二 {1，2，…，100} 上 的 关系 ， 如 果 尺 满足 下 述 条 件 ， 那 么 表示 R 


的 矩阵 中 有 多 少 个 非 0 的 元 素 ? 
a){(a, b) |a>b} b){(a, 6b) |ab} {la, b) | a 一 0 十 1)} 
d){(a, b) | ac 一 1) e){(a, b) | ab 一 1》 


R 是 包含 了 前 1000 个 正 整 数 的 集合 A 二 {1，2，…，1000} 上 的 关系 ， 如 果 R 满足 下 述 条 件 ， 那 么 表 
示 R 的 矩阵 中 有 多 少 个 非 0 的 元 素 ? 

a){(a, b) |a<o} b){(a, 6) | a 一 0 士 1) ©) {Ca, b) | a 十 5 一 1000) 

d) {Ca, 5) |at+b<1001} e){(a, b) | < 天 0)} 

当 尺 是 有 穷 集 A 上 的 关系 时 ， 怎 样 从 表示 R 的 关系 矩阵 得 到 表示 这 个 关系 的 补 尺 的 矩阵 ? 

当 尺 是 有 穷 集 A 上 的 关系 时 ， 怎 样 从 表示 R 尺 的 关系 矩阵 得 到 表示 这 个 关系 的 道 尺 的 矩阵 ? 
设 尺 是 矩阵 

0 1 
Mg 一 |1 1 0 
i 交 








所 表示 的 关系 ， 求 表示 下 述 关系 的 矩阵 。 
a)R-: b)R OR’ 
设 R 和 R, 是 集合 A 上 的 关系 ， 由 以 下 矩阵 表示 。 


1 0 DO "OO 
Mk, = a 1 | Me, = 0 p 1 
4 0 0 TT 1 


求 表示 下 述 关系 的 矩阵 。 
a)R UR;, b)R， NR; c¢)R, oR 
d) Ri oR e) RI ODOR; 


设 R 是 矩阵 
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表示 的 关系 ， 求 表示 下 述 关系 的 矩阵 
a) 尺 2 by) Rs CR’ 
16. 设 尺 是 n 元 素 集合 A 上 的 关系 。 如 果 在 表示 R 的 矩阵 Me 中 存在 & 个 非 0 的 元 素 ， 那 么 在 表示 R 的 
逆 尺 “的 矩阵 Ma-! 中 存在 多 少 个 非 0 元素 ? 
17, 设 R 是 nn 元 素 集 合 A 上 的 关系 。 如 果 在 表示 R 的 矩阵 Mn 中 存在 & 个 非 0 的 元 素 ， 那 么 在 表示 R 的 
补 RR 的 和 矩阵 Mx 中 存在 多 少 个 非 0 元 素 ? 
18. 画 出 表示 练习 1 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 
19. 画 出 表示 练习 2 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 
20. 画 出 表示 练习 3 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 
21. 画 出 表示 练习 4 中 每 个 关系 的 有 向 图 。 
22. 画 出 表示 关系 {(a，a)，(a, 5)，(6b，c)，(c，65)，(c，d)，(d,，a)，(d，5)} 的 有 向 图 。 
在 练习 23 一 28 中 ， 列 出 由 下 述 有 向 图 所 表示 的 关系 中 的 有 序 对 。 








吕 
| 
LI 

[un 
Pe OO bp 


23. 25: & b 


c d 


a b 27: a b 28. CE) 
7 | Oa Qe sO 


26. 


c d 


C d 
29. 怎样 用 定义 在 有 穷 集 A 上 的 关系 尺 的 有 向 图 确定 一 个 关系 是 否 是 非 对 称 的 ? 
30. 怎样 用 定义 在 有 穷 集 A 上 的 关系 尺 的 有 向 图 确定 一 个 关系 是 否 是 反 自 反 的 ? 
31. 确定 练习 23 一 25 所 示 的 有 向 图 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 
32. 确定 练习 26 一 28 所 示 的 有 向 图 表示 的 关系 是 否 为 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的、 反对 称 的 和 传递 的 。 
33. 设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ， 解 释 如 何 用 表示 尺 的 有 向 图 得 到 表示 关系 的 道 尺 的 有 向 图 ? 
34. 设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ， 解 释 如 何 用 表示 R 的 有 向 图 得 到 表示 关系 的 补 尺 的 有 向 图 ? 
35. 证 明 : 如 果 Mx 是 表示 关系 R 的 矩阵 ， 那 么 MK] 是 表示 关系 R" 的 和 矩阵。 
36. 给 定 表示 两 个 关系 的 有 向 图 ， 如 何 得 到 表示 这 些 关系 的 并 、 交 、 对 称 差 、 差 以 及 合成 的 有 向 图 ? 


9.4 关系 的 闭 包 


9.4.1 引言 

一 个 计算 机 网 络 在 波士顿 、 芝 加 哥 、 和 丹佛、 底特律、 纽约 和 圣迭戈 设 有 数据 中 心 。 从 波 十 
顿 到 芝加哥 、 波 士 顿 到 底特律 、 芝 加 哥 到 底特律 、 底 特 律 到 丹佛 和 纽约 到 圣迭戈 都 有 单 向 的 电 
话 线 。 如 果 存 在 一 条 从 数据 中 心 到 2 的 电话 线 ，(a，5) 就 属于 关系 尺 。 我 们 如 何 确定 从 一 个 
中 心 到 另 一 个 中 心 是 否 存在 一 条 或 多 条 电话 线路 (可 能 不 直接 ) 相 连 ? 由 于 所 有 的 链接 不 一 定 是 
直接 的 ， 例 如 从 波士顿 可 通过 底特律 到 丹佛 ， 所 以 不 能 直接 使 用 关系 尺 来 回答 这 个 问题 。 用 关 
系 的 语言 说 ， 尺 不 是 传递 的 ， 因 此 它 不 包含 所 有 能 被 链接 的 有 序 对 。 在 本 节 ， 我 们 可 以 通过 构 
造 包 含 关系 RR 的 传递 关系 S， 且 S 是 所 有 包含 关系 尺 的 传递 关系 的 子 集 ， 来 找 出 所 有 有 线路 相 
连 的 数据 中 心 对 。 这 里 ，S 是 包含 关系 尺 的 最 小 的 传递 关系 。 这 个 关系 称 为 R 的 传递 闭 包 。 

一 般 说 来 ， 设 尺 是 集合 A 上 的 关系 。R 可 能 具有 或 者 不 具有 菜 些 性 质 P， 例 如 自 反 性 、 对 
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称 性 或 传递 性 。 如 果 存 在 包含 R 的 具有 性 质 P 的 关系 S,， 并且 S 是 所 有 包含 R 且 具 有 性 质 了 的 
关系 的 子 集 ， 那 么 S 叫做 R 的 关于 性 质 卫 的 闭 包 。( 注 意 一 个 关系 的 具有 某 种 性 质 的 闭 包 不 一 
定 存在 ， 见 本 节 练 习 15 和 35。) 我 们 将 说 明 怎样 寻找 关系 的 自 反 闭 包 、 对 称 闭 包 和 传递 闭 包 。 


9.4.2 闭 包 

集合 A= 二 {1,， 2，3} 上 的 关系 R=={(1，1)，(1，2)，(2,1);， (3，2))} 不 是 自 反 的 。 我 们 怎 
样 才能 得 到 一 个 包含 关系 RR 的 尽 可 能 小 的 自 反 关系 呢 ? 这 可 以 通过 把 (2，2) 和 (3，3) 加 到 R 
中 来 做 到 ， 因 为 只 有 它们 是 不 在 R 中 的 形 如 (a，a) 的 有 序 对 。 很 明显 ， 这 个 新 关系 包含 了 关系 
R。 此 外 ， 任 何 包含 关系 尺 的 自 反 关 系 一 定 包 含 (2，2) 和 (3，3)。 因 为 这 个 关系 包含 了 R， 所 
以 是 自 反 的 ， 并 且 包 含 于 每 一 个 包含 关系 RR 的 自 反 关系 中 ， 因 此 它 就 是 关系 R 的 自 反 闭 包 、。 

正如 这 个 例子 所 示 ， 给 定 集合 A 上 的 关系 R 对 于 a€ R， 可 以 通过 把 不 在 R 中 的 所 有 形 如 
(a，Q) 的 有 序 对 ， 加 到 关系 R 中， 得 到 关系 尺 的 自 反 闭 包 。 加 入 这 些 有 序 对 后 ， 产 生 了 一 个 新 的 自 
反 的 、 包 含 关 系 RR 的 关系 ， 并 且 该 关系 包含 于 任何 一 个 包含 关系 RR 的 自 反 关系 中 。 由 此 可 得 ， 关 系 
RR 的 自 反 闭 包 等 于 RUA， 其 中 A=={(a, a)|a€EA} 是 A 上 的 对 角 关 系 。( 读 者 应 能 验证 这 个 结果 .) 

例 1 整数 集 上 的 关系 及 =((e，0) |a 二 5b} 的 自 反 闭 包 是 什么 ? 

解 R 的 自 反 闭 包 是 

RUA= {(a,b)|la<b)} UU {aa) |a€E 27} = {(a,b)|a<o) 本 

{15 Sw 0 目的 美 双 {Ty 1 25 2 20y (2 8) 《3 的 区 j 环 省 对 称 的 : 
如 何 产生 一 个 包含 关系 尺 的 尽 可 能 小 的 对 称 关 系 呢 ? 只 需 增 加 (2，1) 和 (1，3)， 因 为 只 有 它们 
是 具有 (a,，5)ER 而 (5，a) 不 在 R 中 的 (56，a) 对 。 这 个 新 关系 是 对 称 的 ， 且 包含 了 关系 R。 此 
外 ,任何 包含 了 关系 RR 的 对 称 关 系 一 定 包 含 这 个 新 关系 ， 因 为 任何 一 个 包含 关系 R 的 对 称 关 
系 一 定 包含 (2，1) 和 (1，3)。 因 此 ， 这 个 新 关系 叫做 关系 R 的 对 称 闭 包 。 

正如 这 个 例子 所 示 ， 关 系 R 的 对 称 闭 包 可 以 通过 增加 所 有 形 如 (5，a) 的 有 序 对 构成 ， 其 中 
(a，) 在 关系 R 中 而 (6，a) 不 在 关系 R 中 。 增 加 这 些 有 序 对 后 产生 了 一 个 新 的 关系 ， 它 是 对 称 
的 ， 包 含 了 R， 并且 它 包含 于 任何 一 个 包含 关系 R 的 对 称 关 系 中 。 关 系 R 的 对 称 闭 包 可 以 通过 
求 关 系 与 它 的 逆 ( 在 9. 1 节 练 习 26 中 定义 ) 的 并 来 构造 ， 即 RUR” 是 关系 R 的 对 称 闭 包 ， 其 中 
R -一 {(8，a) | (a，65) ER}。 这 个 结果 由 读者 自行 验证 。 

例 2 正 整 数 集合 上 的 关系 RR 二 {(a,，5) | a 之 5} 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 

解 R 的 对 称 闭 包 是 关系 


RUR':={(ab)|a>0 U{(b,a)|a> 6} = {(a,b) |a 6} 
最 后 一 个 等 式 成 立 ， 因 为 RR 包含 了 所 有 正 整 数 构成 的 有 序 对 ， 其 中 第 一 元 素 大 于 第 二 元 素 ， 
R-! 包 含 了 所 有 正 整 数 构成 的 有 序 对 ， 其 中 第 一 元 素 小 于 第 二 元 素 。 q 


假设 关系 尺 不 是 传递 的 ， 我们 如 何 得 到 一 个 包含 关系 R 的 传递 关系 并 使 得 这 个 新 的 关系 包 
含 于 任何 一 个 包含 关系 RR 的 传递 关系 中 ?关系 R 的 传递 闭 包 能 否 通过 已 经 在 关系 尺 中 的 (a，5b) 
和 (8，c) ， 增 加 所 有 形 如 (Ce，c) 的 有 序 对 构成 ? 考虑 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 R= {(1，3)， 
(1，4)，(2，1) ，(3，2)}) 。 这 个 关系 不 是 传递 的 ， 因 为 对 于 在 尺 中 的 (a， 包 和 (2，c) ， 它 不 包含 
所 有 形 如 Ca，c) 的 有 序 对 。 这 种 不 在 尺 中 的 有 序 对 是 (1，2) 、(2，3)、(2，4) 和 (3，1)。 把 这 些 
有 序 对 加 到 R 中 并 不 能 产生 一 个 传递 关系 ， 因 为 所 得 的 结果 关系 包含 (3，1) 和 (1，4)，, 但 不 包含 
(3，4) 。 这 说 明 构 造 关 系 的 传递 闭 包 比 构造 它们 的 自 反 闭 包 或 对 称 闭 包 更 复杂 。 下 面 将 介绍 一 个 
构造 关系 的 传递 闭 包 的 算法 。 正 如 本 节 后 面部 分 将 要 提 的 ， 关 系 的 传递 闭 包 可 以 通过 增加 那些 
一 定 会 出 现 的 有 序 对 来 得 到 ， 不 断 重 复 这 个 过 程 ， 直 到 没有 新 增加 的 有 序 对 为 止 。 


9.4.3 有 向 图 中 的 路 径 
我 们 将 看 到 用 有 向 图 表示 关系 有 助 于 构造 关系 的 传递 闭 包 。 为 此 ， 先 引入 某 些 将 要 用 到 的 术语 。 
通过 沿 着 有 向 图 中 的 边 (按照 边 的 箭头 指示 的 相同 方向 移动， 就 可 以 得 到 一 条 有 向 图 中 的 路 径 。 


Er 
ec 他 
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ER 在 有 向 图 G 中， 从 “到 0 的 一 条 路 径 是 图 G 中 一 条 或 多 条 边 的 序列 Cm，zi)， 
人 ZX2)， (zz， 3 人 CT Bi 其 中 n 是 一 个 非 负 整 数 ， 一 0 T= 6 即 一 个 边 的 
序列 ， 其 中 一 条 边 的 终点 和 路 径 中 下 一 条 边 的 始点 相同 。 这 条 路 径 记 为 xo， Xl， Xi 
Zn， 长 度 为 n。 我 们 把 一 个 为 空 的 边 的 集合 看 做 是 从 a 到 a 的 长 度 为 0 的 路 径 。 在 同一 顶点 开 
始 和 结束 的 长 度 n 宇 1 的 路 径 ， 称 为 回路 或 圈 。 

有 向 图 的 一 条 路 径 可 以 多 次 通过 一 个 顶点 。 此 外 ， 有 向 图 的 一 条 边 也 可 以 多 次 出 现在 一 条 
路 径 中 。 

例 3 下 面 哪些 是 图 1 中 的 有 向 图 中 的 路 径 : a, 6b, e, d; a, e, c,d, b; b, a, c, b, 
a,， a, b; d,， Cc; c，b,， a; e，b， a, 6b6, a，b，e? 这 些 路 径 的 长 度 是 多 少 ?” 这 个 列表 中 的 哪些 
路 径 是 回路 ? 

解 ” 因 为 (a,， 5)、(5，e) 和 (e，4d) 都 是 边 ， 所 以 a，b，e， 
ad 是 长 为 3 的 路 径 。 因 为 (c，4d) 不 是 边 ， 所 以 a, e, c,d, 。5 
不 是 路 径 。 因 为 (6, a)、(a,; c)、(c; 6)、(6，a)、(a，a) 和 
(a, 外 都 是 边 ， 所 以 6，a，c，6b,，a，a, 5b 是 长 为 6 的 路 径 。 
同 理 ， 因 为 (&，c) 是 边 ， 所 以 &，c 是 长 为 1 的 路 径 。(c， 纪 和 
(5，a) 是 边 ， 所 以 c，5， 4a 是 长 为 2 的 路 径 。(e,， 5)、(b，a)、 
(Ce 岂 、(8，a) 、(a，8) 、(5，e) 都 是 边 ， 因 此 e，b，a, 5。， 
C，D， e 是 长 为 6 的 路 径 。 

两 条 路 径 5，a，c，p，a，a，D 和 e，D5，a，D，a，p，e 是 
回路 ， 因 为 它们 开始 和 结束 于 同一 顶点 。 路 径 a, 5，e，d; c，b，a 和 qd，c 不 是 回路 。 4 

术语 路 径 也 用 于 关系 。 把 有 向 图 中 的 定义 推广 到 关系 可 知 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 的 序列 a， 
i yy rl 且 (a， PER (Zi， Zed EE Rs 5s (Cas b) ER, 那么 在 R 中 存在 一 
条 从 a 到 2 的 路 径 。 从 关系 中 的 路 径 定义 可 以 得 到 定理 1。 

设 尺 是 集合 A 上 的 关系 。 从 a 到 已 存在 一 条 长 为 2(7 为 正 整 数 ) 的 路 径 ， 当 且 仅 
(008.6) ER 

证 使 用 数学 归纳 法 。 根 据 定 义 ， 从 a 到 5。 存在 一 条 长 为 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 (a，65) ER。 
因此 当 n= 二 1 时 ， 定 理 为 真 。 

归纳 假设 ， 假 定 对 于 正 整数 2， 定理 为 真 。 从 a 到 5。 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 
存在 元 素 cEA 使 得 从 a 到 <c 存在 一 条 长 为 1 的 路 径 ， 即 (a，c) ER， 以 及 一 条 从 c 到 6b 的 长 为 n 
的 路 径 ， 即 (c，5) E R"。 因 此 ， 由 归纳 假设 ， 从 a 到 6b 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 存 
在 一 个 元 素 c， 使 得 (c，c)ER 且 (c， €E R"。 但 是 车 存在 这 样 一 个 元 素 ， 当 且 仅 当 (a, 06) € 
R”!。 因 此 ， 从 a 到 565 存在 一 条 长 为 n 十 1 的 路 径 ， 当 且 仅 当 (ae，DER” 。 定 理 得 证 。 4 


9.4.4 传递 闭 包 

下 面 证 明 寻 找 一 个 关系 的 传递 闭 包 等 价 于 在 相关 的 有 向 图 确定 哪些 顶点 对 之 间 存 在 路 径 。 
由 此 ， 要 定义 一 个 新 的 关系 。 

下 设 尺 是 集合 A 上 的 关系 。 连 通 性 关系 尽 " 由 形 如 (a，b) 的 有 了 序 对 构成 ， 使 得 在 关 
系 尺 中 ， 从 a 到 5 之 间 存 在 一 条 长 度 至 少 为 1 的 路 径 。 

因为 R* 由 有 序 对 (a，5) 构 成 ， 使 得 存在 一 条 从 a 到 2 的 长 为 n 的 路 径 ， 所 以 R' 是 所 有 R” 
的 并 集 。 换 句 话 说 ， 





图 1 一 个 有 向 图 


Roa | FR 
许多 模型 中 都 用 到 连通 性 关系 。 
例 4 设 R 是 定义 在 世界 上 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 认识 5， 那么 尺 包 含 (a，5)。 
R" 是 什么 ? 其 中 nn 是 大 于 1 的 正 整 数 。R" 是 什么 ? 
解 如 果 存 在 c 使 得 (a， cE RBCe, 6b) ER, 即 存在 c 使 得 a 认识 c， c 认 识 0， 那么 关系 
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R? 包含 Ca，pb) 。 类 似 地 ， 如 存在 Xi» X22», ”9 Xs-1 使 得 a 认识 工 !， Zi 认识 zz，…，Zz,-1 认 识 
b， 那 么 R" 包含 所 有 这 样 的 有 序 对 (a，5)。 

如 果 存 在 从 a 开始 至 5 终止 的 序列 ， 使 得 序列 中 的 每 个 人 都 认识 序列 中 的 下 一 个 人 ， 那 么 
R" 包含 (a， 有 序 对 。( 关 于 R" 存在 许多 有 趣 的 猜想 。 你 认为 这 个 连通 关系 包含 以 你 作为 第 一 
元 素 ， 蒙 古 的 总 统 作为 第 二 元 素 的 一 对 元 素 吗 ? 在 第 10 章 中 我 们 将 用 图 建立 这 个 应 用 模型 。 < 

例 5 设 R 是 定义 在 纽约 市 所 有 地 铁 站 集合 上 的 关系 。 如 果 可 以 从 a 站 不 换 车 就 能 到 达 6 
站 ， 那 么 RR 包含 有 序 对 (a，6b)。 当 是 正 整 数 时 ，R" 是 什么 ? R* 是 什么 ? 

解 ” 如 果 换 n 一 1 次 车 就 可 以 从 a 站 到 达 65 站 ， 关 系 R" 就 包含 这 样 的 有 序 对 (a，6b)。 如 果 
需要 可 以 换 车 任意 多 次 ， 能 够 从 a 站 到 5b 站， 关系 R* 就 由 这 种 有 序 对 (a，5) 组 成 。( 读 者 可 以 自行 
验证 这 些 论 断 .) 4 

例 6 设 尺 是 定义 在 美国 所 有 州 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 州 和 2 州 有 公共 的 边界 ， 那么 下 
包含 (a，6b)。R" 是 什么 ? 其 中 是 正 整 数 。R" 又 是 什么 ? 

解 关系 R" 由 可 以 从 a 州 恰 好 跨越 n 次 州 界 到 达 5 州 的 有 序 对 (a，5) 构 成 。R" 由 可 以 从 a 
州 跨越 任意 多 次 边界 到 达 5 州 的 有 序 对 (a，5) 构 成 (读者 可 自行 验证 这 些 论断 .) 只 有 那些 包含 
与 美国 大 陆 不 相连 的 州 ( 即 ， 含 有 阿拉 斯 加 或 夏威夷 ) 的 有 序 对 是 不 在 R* 中 的 。 4 

定理 2 将 证 明 一 个 关系 的 传递 闭 包 和 相关 的 连通 性 关系 是 等 同 的 。 

关系 尺 的 传递 闭 包 等 于 连通 性 关系 RR。 

证 注意 由 定义 可 知 ，R’ 包含 RR。 为 证 明 R* 是 R 的 传递 闭 包 ， 我们 必须 证 明 R* 是 传递 
的 且 对 一 切 包含 RR 的 传递 关系 S,， 有 R'* 导 5。 

首先 ， 我 们 证 明 R* 是 传递 的 。 如 果 (a,，5) ER* 且 (5，c) ER"， 那 么 在 RR 中 存在 从 a 到 6 
和 从 2 到 < 的 路 径 。 我 们 从 a 到 6 的 路 径 开 始 ， 并 且 沿 着 从 5 到 c 的 路 径 就 得 到 一 条 从 a 到 c 的 

路 径 。 因 此 ，(a，c) ER" 。 这 就 得 出 R* 是 传递 的 。 
, 现在 假设 S 是 包含 R 的 传递 关系 。 因 为 S 是 传递 的 ， 所 以 S" 也 是 传递 的 (读者 可 自行 验证 
这 一 点 )， 并 且 SGS( 由 9.1 节 定理 1) 。 此 外 ， 因 为 


SS 

和 SCS， 所 以 S$ 和 S。 注 意 ， 如 果 RES,， 那么 尽 ' 生 SS” ， 因 为 任何 在 R 中 的 路 径 也 是 S 中 的 路 径 。 
因此 ,RES 和 ES。 于 是 ， 任 何 包含 尺 的 传递 关系 也 一 定 包 含 R” 。 因 此 ，R" 是 RR 的 传递 闭 包 。 4 

既然 我 们 知道 传递 闭 包 等 于 连通 性 关系 ， 我 们 考虑 这 个 关系 的 计算 问题 。 在 一 个 有 限 的 有 
向 图 中 ， 确 定 两 个 顶点 之 间 是 否 存 在 一 条 路 径 ， 不 需要 检测 任意 长 的 路 径 。 正 如 下 面 的 引 理 1 
所 示 ， 检 测 不 超过 条 边 的 路 径 就 足够 了 ， 这 里 n 是 集合 中 的 元 素 个 数 。 

目 E 副 设 A 是 含有 nn 个 元 素 的 集合 ， 尺 是 集合 A 上 的 关系 。 如 果 民 中 存在 一 条 从 a 到 4b 的 
长 度 至 少 为 1 的 路 径 ， 那 么 这 两 点 间 存 在 一 条 长 度 不 超过 nn 的 路 径 。 此 外 ， 当 ao 天 0 时， 如果 在 
尺 中 存在 一 条 从 a 到 5 的 长 度 至 少 为 1 的 路 径 ， 那 么 这 两 点 间 存 在 一 条 长 度 不 超过 7 一 1 的 路 径 。 

证 假设 在 R 中 存在 从 a 到 2 的 路 径 。 令 m 是 其 中 最 短路 径 的 长 度 。 假设 xz，，zxl，zs， 
…，ZXmn-1，ZXn 是 一 条 这 样 的 路 径 ， 其 中 zo 二 a，zn 二 5b。 

假设 a 二 5 且 关 盖 2， 可 得 m 志 ?2 十 1。 由 铝 梨 原理 ， 因 为 A 中 有 个 顶点 ， 所 以 在 zo， zx， 
2 Xm-1 这 m 个 顶点 中 ， 至 少 有 两 个 是 相同 的 ( 见 图 27。 


Kit2 





a=X0 Xl X2 7 如 三 如 Xirl xn=b 


图 2 产生 一 条 长 度 不 超过 的 路 径 


so 
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假设 x; 二 zx;， 其 中 0<i<j<m 一 1。 那 么 这 条 路 径 包 含 一 条 从 xz; 到 自身 的 回路 。 可 以 


把 这 条 回路 从 由 a 到 46。 的 路 径 中 删除 ， 剩 下 的 路 径 为 To TI， ”9 Tiy Ti+ly Znm-1y Zn， 
是 从 a 到。 的 一 条 更 短 的 路 径 。 因 此 ， 具 有 最 短 长 度 的 路 径 的 长 度 一 定 小 于 等 于 n。 
2 天 8 的 情况 留 给 读者 作为 练习 。 4 
由 引 理 1， 可 以 得 到 R 的 传递 闲 包 是 尺 ，R*，R’ ，…，R" 的 并 集 。 这 是 由 于 在 R* 中 的 两 


个 顶点 之 间 存在 一 条 路 径 ， 当 且 仅 当 对 某 个 正 整 数 i(i 过 n)， 在 R' 中 的 这 些 顶 点 之 间 也 存在 一 
条 路 径 。 因 为 
R”=RURURU…UR’ 

并 且 表示 关系 的 并 集 的 0-1 矩阵 是 表示 这 些 关系 的 0-1 矩阵 的 并 ， 所 以 表示 传递 闭 包 的 0-1 甜 
阵 是 R 的 前 ”次 守 的 0-1 矩阵 的 并 。 

E 国 ” 设 M。 是 定义 在 n 个 元 素 集合 上 的 关系 尺 的 01 答 阵 。 那 么 传递 闭 包 尺 * 的 0-1 矩阵 是 

Ma 一 MeV MR VM VVM 
例 7 求 关系 尺 的 传递 闭 包 的 0-1 矩阵 ， 其 中 


解 由 定理 3,， 尺 "的 0-1 矩阵 是 
Mr: = Mr V Me V Me 


因为 
: 1 了 1 
Mr = 一 |01 0| 和 Mx: =|0 0 
和 1 1 
所 以 
0 1 TI 下 这 i 
we lo ov lor ov iro -he S| 
i 和 i | 
定理 3 可 以 作为 计算 关系 R' 的 矩阵 的 算法 基础 。 为 求 出 这 个 矩阵 ， 要 连续 计算 Me 的 布 


尔 寡 ， 直 到 第 次 需 为 止 。 当 计算 每 次 震 时 ， 就 求 出 这 个 震 与 所 有 较 小 的 宕 的 并 。 当 进行 到 第 
! 次 宕 时 ， 就 得 到 关于 R" 的 矩阵 。 这 个 过 程 见 算法 1 。 





算法 1 计算 传递 闭 包 的 过 程 
procedure transitive closure(Mx : nXn 的 0-1 矩阵) 
A:=Mek 
B:=A 
fori :=2 ton 
4: 一 4 〇 NMR 
B:=BVA 


我 们 可 以 容易 地 求 出 用 算法 1 求 关 系 的 传递 闭 包 所 使 用 的 位 运算 的 次 数 。 计 算 布尔 医 Me， 
MRI ，…，MR 需要 求 出 ?一 1 个 2X7 的 0-1 抢 阵 的 布尔 积 。 计 算 每 个 布尔 积 使 用 关 (2* 一 1) 次 
位 运算 。 因 此 ， 计 算 这 些 乘积 使 用 妈 (2* 一 1)(C2 一 1) 次 位 运算 。 

为 从 nn 个 Mx 的 布尔 寡 求 Me* ， 需 要 求 n 一 1 个 0-1 矩阵 的 并 。 计 算 每 一 个 并 运算 使 用 x 次 
位 运算 。 因 此 ， 在 这 部 分 计算 中 使 用 (n 一 Dw 次 位 运算 。 所 以 ， 当 使 用 算法 1 计算 定义 在 nn 个 元 
素 的 集合 上 的 关系 的 传递 闭 包 的 矩阵 时 ， 需 要 用 更 (2n 一 1)《n 一 1) 十 (n 一 1 二 2Ww (2 一 1) 次 位 运 
算 ， 即 该 算法 复杂 度 为 Ol(n')。 本 节 后 面部 分 将 要 描述 一 个 更 有 效 的 求 传递 闭 包 的 算法 。 
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9.4.5 沃 舍 尔 算法 

沃 舍 尔 算法 得 名 于 史蒂芬 ， 沃 舍 尔 ， 他 在 1960 年 给 出 该 算法 。 这 个 算法 能 够 高 效 地 计算 内 器 
关系 的 传递 闭 包 。 算 法 1 求 出 定义 在 nn 元素 集 合 上 的 关系 的 传递 闭 包 需 要 使 用 22 (n 一 1) 次 位 
运算 。 而 沃 舍 尔 算法 只 需要 使 用 2 次 位 运算 就 可 以 求 出 这 个 传递 闭 包 。 


评注 沃 含 尔 算法 有 时 也 叫做 罗 伊 沃 含 尔 算法 ， 因 为 伯 纳 德 。 罗 伊 (B。Roy) 在 1959 

年 描述 了 这 个 算法 。 

假设 RR 是 定义 在 x 个 元 素 集合 上 的 关系 。 设 ,ww，…，w, 是 这 x 个 元 素 的 任意 排列 。 活 
舍 尔 算法 中 用 到 一 条 路 径 的 内 部 顶点 的 概念 。 如 果 a，zxzt，z;，…，Zz,_1，5 是 一 条 路 径 ， 它 的 
内 部 顶点 是 zi，zs;，…，z,_1， 即 除了 第 一 和 最 后 一 个 顶点 之 外 出 现在 路 径 中 的 所 有 顶点 。 例 
如 ， 有 向 图 中 的 一 条 路 径 a,c，d，f，g，h，6b，j 的 内 部 顶点 是 c,d, f,，g, h, 6。 a, c， 
4d，a，f，5 的 内 部 顶点 是 <，d，a，f。( 注 意 这 条 路 径 的 起 点 不 是 内 部 顶点 ， 除 非 这 条 路 径 再 
次 访问 它 ， 且 不 是 作为 终点 来 访问 的 。 类 似 地 ， 这 条 路 径 的 终点 也 不 是 内 部 顶点 ， 除 非 它 在 这 
之 前 曾 被 这 条 路 径 访问 过 ， 且 不 是 作为 起 点 来 访问 的 。) 

沃 合 尔 算法 的 基础 是 构造 一 系列 的 0-1 矩阵 。 这 些 矩 阵 是 W,，W,，…，W,， 其 中 W, = 
Ma 是 这 个 关系 的 0-1 矩阵 ， 且 W 二 [wy ]。 如 果 存 在 一 条 从 v; 到 ww 的 路 径 使 得 这 条 路 径 的 所 
有 内 部 顶点 都 在 集合 {v， i be ht vi}( 表 中 的 前 个 顶点 ) 中 ， 那么 wy =1; 否则 为 0( 这 条 路 
径 的 起 点 和 终点 可 能 在 表 中 的 前 上 个 顶点 的 集合 之 外 ) 。 注 意 W, 二 Mr ， 因 为 Ma' 的 第 (i,， 让) 
项 是 1， 当 且 仅 当 存在 一 条 从 v; 到 六 的 路 径 ， 且 全 部 内 部 顶点 都 在 集 。 4a » 

合 { 和 ,也 ，…， 节 } 中 (但 这 些 就 是 有 向 图 中 的 所 有 顶点 ) 。 例 8 说 明了 
矩阵 W, 表示 的 是 什么 。 

例 8 设 尽 是 一 个 关系 ， 它 的 有 向 图 如 图 3 所 示 。 设 a, b, c,d 
是 集合 元 素 的 排列 。 求 矩阵 W，W, ，Ws，W, 和 W，。 失 阵 W, 是 关系 上 一 一 人 人 


R 的 传递 闭 包 。 d c 
解 令 功 三 aQ， 也 一 0， 二 Cs 且 %=d。 W, 是 这 个 关系 的 矩阵 ， 于 是 图 3 关系 尺 的 有 向 图 
oO VW 
0 业 省 
Ww = 
0 
你 日 下 站 


如 果 存 在 一 条 从 vw; 到 vw 的 且 只 有 wi 二 a 作为 其 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Wi 的 4z，7 项 为 1。 
注意 因为 所 有 长 为 1 的 路 径 没 有 内 部 顶点 ， 所 以 仍旧 可 以 使 用 这 些 路 径 。 此 外 存在 一 条 从 5 到 
d 的 路 径 ， 即 b， a, ds 因此 


0 
1 
0 


上 己 
x 一 
一 


W, = 


0 i 芷 站 
如 果 存在 一 条 从 vw; 到 vw 的 且 只 有 vi 二 a 或 v, 一 5 作为 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 Wi 的 (i， 门 项 
为 1。 因 为 没有 边 以 5 作为 终点 ， 所 以 当 我 们 允许 5 作为 内 部 顶点 时 不 会 得 到 新 的 路 径 。 因 此 ， 
W, 二 W,; 。 若 存在 一 条 从 v; 到 vw 的 只 有 了 二 a、 也 二 2 和 一 c 作为 内 部 顶点 的 路 径 ， 则 W 的 
G，7) 项 为 1。 现在 有 从 & 到 a 的 路 径 ， 即 4，c，a 和 从 4d 到 4 的 路 径 ， 即 4，c，d。 因 此 
0 
1 


不 地 二 
W;: = 
i sO 
| 
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最 后 ， 如 果 存 在 一 条 从 v; 到 wv 的 路 径 ， 并且 以 w= 二 a、w 二 56、wv 二 cc 及 v= 二 d 作为 内 部 顶 
点 ， 那 么 W, 的 (i， 站 项 为 1。 因 为 这 些 是 图 的 全 部 顶点 ， 所 以 此 项 为 1， 当 和 且 仅 当 存 在 一 条 从 
v; 到 ww 的 路 径 。 因 此 


,= = 
上 产 瑚 二 
于 


1 
1 
1 
| 


W, = 
这 个 最 后 的 矩阵 W, 就 是 传递 闭 包 的 矩阵 。 4 
沃 会 尔 算法 通过 有 效 地 计算 Wo 二 Mg， Wi，Wi，…，W, 二 Mk: 来 计算 Mer: 。 不 难看 出 ， 
可 以 直接 从 Wi_ 1 计算 Wi: 存在 一 条 从 人 到 vj 的 只 以 vi » We "ss WW 中 的 顶点 作为 内 部 顶点 的 


路 径 ， 当 上 且 仅 当 要 么 存在 一 条 从 v; 到 vw, 的 且 内 部 顶点 是 列表 中 前 8 一 1 个 顶点 的 路 径 ， 要么 存 
在 从 v; 到 vi 的 路 径 和 从 vi 到 wv; 的 路 径 ， 而 这 些 路 径 的 内 部 顶点 仅 在 列表 中 的 前 & 一 1 个 顶点 
中 。 这 就 是 说 ， 要 么 在 v 被 允许 作为 内 点 之 前 从 wv; 到 vw 已 经 存在 一 条 路 径 ， 要 么 允许 vi 作为 
内 部 顶点 产生 一 条 从 v; 到 vi 然后 从 v 到 vw 的 路 径 。 这 两 种 情况 如 图 4 所 示 。 

情况 1 


So 


四 
[Re + 








{Vi 功 ， V1 } 
中 的 全 部 内 点 


vi 


VU {Vi ws Va} 四 
中 的 全 部 内 点 
图 4 把 加 到 允许 使 用 的 内 部 顶点 集中 


史蒂芬 * 沃 舍 尔 (Stephen Warshall，1935 一 2006) ” 沃 舍 尔 生 于 纽约 ， 在 布鲁克 莱 
恩 的 公立 学 校 接受 教育 。 之 后 ， 他 进入 哈佛 大 学 学 习 ， 并 于 1956 年 获得 数学 学 位 。 
但 他 并 没有 选择 继续 深造 ， 因 为 在 那个 年 代 他 所 感 兴趣 的 领域 并 没有 合适 的 培养 计 
划 。 尽 管 如 此 ， 他 在 几 个 不 同 的 大 学 研修 了 研究 生 课程 ， 并 且 对 计算 机 科学 和 软件 工 
程 的 发 展 做 出 了 贡献 。 

从 哈佛 大 学 毕业 以 后 ， 沃 舍 尔 在 ORO( 运 筹 学 办 公 室 ) 工 作 ， 该 办 公 室 是 由 约翰 ， 截 普 
金 斯 建立 为 美国 陆军 做 研究 和 开发 工作 。1958 年 ， 他 离开 了 ORO， 来 到 了 一 个 叫做 技术 操 
作 (Technical Operations) 的 公司 工作 ， 并 帮助 建立 了 一 个 从 事 军事 软件 课题 研究 和 开发 的 实验 室 。1961 年 ， 他 
离开 了 这 家 公司 ,创建 了 马萨诸塞 计算 机 联合 公司 。 后 来 ， 这 家 公司 被 应 用 数据 研究 公司 (ADR) 并 购 。 沃 合 尔 
进入 了 ADR 的 董事 会 ， 负 责 许多 项 目 和 组 织 的 管理 工作 。1982 年 ， 沃 舍 尔 从 ADR 退休 。 

在 任职 期 间 ， 沃 舍 尔 在 操作 系统 、 编 译 器 设计 、 语 言 设 计 和 运筹 学 领域 从 事 研究 和 开发 工作 。 在 
1971 一 1972 年 学 术 年 会 上 ， 他 应 邀 在 法 国 的 多 所 大 学 做 了 关于 软件 工程 方面 的 报告 。 关 于 这 个 传递 闭 包 
算法 ， 即 目前 所 称 的 沃 含 尔 算法 的 正确 性 证 明 还 有 一 则 逸闻 趣事 。 一 天 ， 他 和 一 个 技术 操作 公司 的 同事 
打赌 ， 谁 首先 确定 这 个 算法 是 否 永远 有 效 谁 就 将 赢得 一 瓶 甜 酒 。 仅 花 了 一 个 晚上 的 时 间 ， 沃 舍 尔 就 给 出 
了 证 明 ， 赢 得 了 甜 酒 ， 并 和 这 个 同事 分 享 了 这 瓶 甜 酒 。 因 为 沃 含 尔 并 不 喜欢 坐 在 写字 桌 旁 实 思 苦 想 ， 所 
以 他 的 许多 颇具 创造 性 的 工作 都 是 在 诸如 印度 洋 的 帆船 或 希腊 的 柠檬 园 这 种 不 同 寻常 的 地 方 完成 的 。 








[一 匡 


第 一 种 类 型 的 路 径 存在 当 且 仅 当 邮 
we "一 1。 于是，ws 等 于 1 当 且 仅 当 或 者 ww "一 1 或 者 we 
理 2。 


[4—1] 


[各 





径 ， 其 内 部 顶点 取 自 集会 {v， Wy yy DO}s 那么 


[4] [#—1] [4—1] [4—1] 
wi: 一 Ws V (ws 人 TU ) 


那么 其 中 i,j 和 & 是 不 超过 寻 的 正 整数 。 


二 1， 第 二 种 类 型 的 路 径 存在 当 且 仅 当 zw 
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[一 1 


二 1] 和 


三 1 和 ws 二 1。 由 此 得 到 引 


引 理 2 提供 了 高 效 计算 矩阵 Wi (二 1，2，…，nn) 的 方法 。 我 们 使 用 引 理 2 把 沃 舍 尔 算法 


的 伪 码 在 算法 2 中 给 出 。 


算法 2 沃 舍 尔 算法 
procedure Warshall(Mk : nXn 的 0-1 矩阵 ) 
W :=Mk 
fork :=1 ton 
fori:=]1 ton 
for 7 :一 1 ton 
wi :=wj V (wa Nw ) 


return 全 (于 一 [ru ] 是 Mk* } 








一 





沃 舍 尔 算法 的 计算 复杂 度 可 以 很 容易 的 以 位 运算 的 次 数 进 行 计算 。 使 用 引 理 2， 从 项 
wh 、w 旷 和 wi 求 出 项 w 加 需要 2 次 位 运算 。 从 Wi-1 求 出 Wi 的 所 有 产 个 项 需要 2m 次 


位 运算 。 因 为 沃 舍 尔 算法 从 Wo 二 Me 开始 ， 所 以 计算 n 个 0-1 矩阵 的 序列 Wi，W，， 


Mx" ， 使 用 的 位 运算 总 次 数 是 n* 2n 一 27 。 
练习 


“es 全 :一 


1. 设 R 是 定义 在 集合 {0，1，2，3)} 上 的 关系 ，R 中 包含 有 序 对 (0, 1), (1, 1), (1, 2), (2, 0)， 


(2，2) 和 (3，0)， 求 

a)R 的 自 反 闭 包 b)R 的 对 称 闭 包 
2. 设 R 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 {(a，6) | a 隆 56}， RR 的 自 反 闭 包 是 什么 ? 
3. 设 RR 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 {(a，6) |a 整除 5}，R 的 对 称 闭 包 是 什么 ? 
4 . 如 何 从 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 有 向 图 构造 表示 它 的 自 反 闭 包 的 有 向 图 ? 


在 练习 5 一 7 中 ， 画 出 给 定 有 向 图 所 表示 的 关系 的 自 反 闭 包 的 有 向 图 。 
Sa b 6. b Te b 


好 d : 2 EC d 
8. 从 有 穷 集 上 关系 的 有 向 图 怎样 构造 表示 它 的 对 称 闭 包 的 有 向 图 ? 
9. 对 于 练习 5 一 7 的 有 向 图 表示 的 关系 ， 找 出 关系 的 对 称 闭 包 的 有 向 图 。 
10. 找 出 包含 了 例 2 中 关系 的 最 小 的 自 反 和 对 称 的 关系 。 
11. 对 于 练习 5 一 7 的 每 个 有 向 图 表示 的 关系 ， 求 包含 它 的 最 小 的 自 反 对 称 关系 的 有 向 图 。 
12. 假设 有 穷 集 A 上 的 关系 尺 由 矩阵 Ma 表示 *， 证 明 表 示 R 的 自 反 闭 包 的 矩阵 是 Mer VT,。 


13. 假设 有 穷 集 A 上 的 关系 尺 由 矩阵 Ma 表示 ， 证 明 表示 R 的 对 称 闭 包 的 矩阵 是 Me V M8 。 
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14. 
15. 


16. 


下 95 
18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23. 
24. 
25. 


26. 


27. 
28. 
29. 


30. 
2 


32. 


33; 


34. 
35. 


证 明 关 系 尺 关于 性 质 P 的 闭 包 ， 如 果 存 在 ， 就 是 所 有 包含 尺 的 具有 性 质 P 的 关系 的 交 。 
什么 时 候 可 能 定义 一 个 关系 RR 的 反 自 反 闭 包 ， 即 一 个 包含 RR 的 关系 是 反 自 反 的 且 包含 在 每 一 个 包含 
R 的 反 自 反 关系 中 ? 


确定 下 面 的 顶点 序列 是 否 为 右面 的 有 向 图 中 的 路 径 。 
a)a, b,c, e bb, es EBD € 
a, a, b, e, d, € dd)b, c, e, d, a, a, b 


@b, cs cy by es d,s esd 位 aa by br cs cs bs ed 
求 出 练习 16 的 有 向 图 中 所 有 长 为 3 的 路 径 。 

确定 练习 16 的 有 向 图 中 是 否 存在 一 条 以 下 面 给 定 的 第 一 顶点 
作为 起 点 、 以 第 二 顶点 作为 终点 的 路 径 。 





a)a, b b)b, a cb, b 
da, e e)b, d Des a 
gd, d h)e, a De, c 
设 尺 是 集合 {1，2，3，4，5} 上 的 关系 ，R 包含 有 序 对 (1,，3),，(2, 4),， (3, 1), (3, 5), (4，3)， 


(53 1)5 .C55 2 和 和 (5; 4 求 


a)R’ b) Rs OR’ 

d) Rs e)R’ DR* 

设 RR 是 关系 ， 如 果 存 在 一 条 从 “ 城 到 4 城 的 直达 航班 ， 则 R 包含 有 序 对 (a，5)。 什 么 时 候 (a，5) 在 
下 面 的 关系 中 ? 

a)R’ b) Rs eR 

设 RR 是 所 有 学 生 的 集合 上 的 关系 ， 如 果 a 关 5 且 a 和 2 至 少 有 一 门 是 公共 课程 ， 则 R 包含 了 有 序 对 


(a,，5b)。 什 么 时 候 (a，5) 在 下 面 的 关系 中 ? 

a)R? DR OR" 

假设 关系 RR 是 自 反 的 ， 证明 R* 是 自 反 的 。 

假设 关系 R 是 对 称 的 ， 证明 R* 是 对 称 的 。 

假设 关系 R 是 反 自 反 的 ， 关系 R? 一 定 是 反 自 反 的 吗 ? 

使 用 算法 1 找 出 下 面 {1，2，3，4} 上 的 关系 的 传递 闭 包 。 

(tls BY (Bo Ty 2, Bs CB 4) 4s 1 

BEC Ts Co Bs5 C3 Ty X35 4)5 Cas 1)s (dy 3 

{Is Zs Cl Br Cs 4) 2 Bs (2 4 Cs 4 

DL Ds Cs ds (2 Ds Cs Ws By Ts 03, By (35 Or 4s WY 

使 用 算法 1 找 出 下 面 {a,，5，c，d，e} 上 的 关系 的 传递 闭 包 。 

{las ce), (bs A), Ce, a), ds, DD (Ce, Aa)) 

CD ey hy ey Ce ely ila my, Ce by Ces EY 

(ta; Ds tar sy as 2) CHa)s Cbs Ts Ker a Coy Ds Gls a Ges Ad} 

人 br ey By ns toy- A es -d)s (ds a)s (ds tyr Ces Qs (les b's (es Ys es €)) 

使 用 沃 舍 尔 算法 找 出 练习 25 中 关系 的 传递 闭 包 。 

使 用 沃 舍 尔 算法 找 出 练习 26 中 关系 的 传递 闭 包 。 

求 出 包含 关系 {(1，2)，(1，4) ，(3，3)，(4，1) } 的 最 小 的 关系 ， 使 得 它 是 

a) 自 反 的 和 传递 的 。 b) 对 称 的 和 传递 的 。 c) 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

完成 引 理 1 当 a 关 b 的 情况 下 的 证 明 。 

已 经 设计 出 算法 用 Oln*) 次 位 运算 来 计算 两 个 nXn 的 0-1 矩阵 的 布尔 积 。 假 设 可 以 使 用 这 些 算法 ， 
给 出 用 算法 1 和 沃 舍 尔 算法 求 n 元 素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 所 用 位 运算 次 数 的 大 O 估计 。 

如 果 有 向 图 的 两 个 顶点 间 的 最 短路 径 存 在 ,设计 一 个 算法 ,利用 路 径 中 内 点 的 概念 求 这 种 最 短路 径 
的 长 度 。 

修改 算法 1 找 出 元 素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 团 包 。 

修改 沃 舍 尔 算法 找 出 n 元 素 集合 上 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。 

证 明 : 集合 {0，1，2} 上 的 关系 R= 二 {(0，0)，(0，1)，(1，1)，(2，2)} 关 于 下 述 性 质 P 的 闭 包 不 存 


在 ， 如 果 了 的 性 质 是 
a) “不 是 自 反 的 ”。 b) “有 奇数 个 元 素 ”。 


9.5 等 价 关 系 


9.5.1 :引言 

在 一 些 程序 设计 语言 中 ， 变 量 的 命名 可 以 包含 无 数字 符 。 然 而 ， 当 编译 器 要 检查 两 个 变量 
是 否 相 同时 ， 对 字符 的 数量 就 有 限制 。 例 如 ， 在 传统 的 C 中 ， 编 译 器 只 检查 变量 名 的 前 8 个 字 
符 ( 这 些 字符 是 大 写 或 小 写字 母 、 数 字 或 下 划 线 ) 。 所 以 ， 对 于 长 度 大 于 8 的 字符 串 ， 若 它们 的 
前 8 个 字符 一 样 ， 编 译 器 就 认为 它们 是 相同 的 串 。 设 尺 是 定义 在 字符 串 集合 上 的 关系 ， 和 z 
是 两 个 字符 串 ， 如 果 和 + 至少 有 8 个 字符 长 且 s 和 zt 的 前 8 个 字符 相同 ， 或 者 ;二 t， 则 sRt。 
容易 得 出 尺 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 这 样 ， 尺 把 所 有 字符 串 的 集合 分 成 多 个 类 ， 传 统 C 的 
编译 器 认为 在 特定 类 中 的 所 有 字符 串 是 相同 的 。 

如 果 4 整除 a 一 6p， 整数 a 和 2 有 模 4 同 余 的 关系 。 后 面 我 们 将 证 明 这 个 关系 是 自 反 的 、 对 
称 的 和 传递 的 。 不 难看 出 a 和 2 相关 ， 当 且 仅 当 被 4 整除 时 a 和 2 有 相同 的 余数 。 这 个 关系 将 
整数 集 划分 成 4 个 不 同 的 类 。 当 我 们 仅 关心 一 个 整数 被 4 整除 的 余数 时 ， 我 们 只 需要 知道 它 在 
哪个 类 而 不 必 知 道 它 的 特定 值 。 

这 两 个 关系 ，R 和 模 4 同 余 关 系 是 等 价 关系 ， 即 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 关系 。 本 节 将 
证 明 这 种 关系 把 集合 划分 成 由 等 价 元 素 构成 的 不 相交 的 类 。 当 我 们 仅 关 心 集合 的 一 个 元 素 是 否 
在 元 素 的 某 个 类 中 ， 而 不 介意 它 的 具体 值 时 ， 就 出 现 了 等 价 关 系 。 


9.5.2 等 价 关 系 

在 这 一 节 ， 我 们 将 研究 具有 一 组 特殊 性 质 的 关系 ， 可 以 用 这 组 性 质 为 在 某 一 方面 类 似 的 相 
关 个 体 之 间 建 立 联系 。 

定义 在 集合 A 上 的 关系 叫做 等 价 关 系 ， 如 果 它 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

等 价 关 系 在 数学 和 计算 机 科学 中 都 很 重要 。 原 因 之 一 是 ， 在 等 价 关 系 中 ， 若 两 个 元 素 有 关 
联 ， 就 可 以 说 它们 是 等 价 的 。 

如 果 两 个 元 素 a 和 b 由 于 等 价 关 系 而 相关 联 ， 则 称 它们 是 等 价 的 。 记 法 a 一 5 通常 
用 来 表示 对 于 某 个 特定 的 等 价 关 系 来 说 ，& 和 6b 是 等 价 的 元 素 。 

为 了 使 等 价 元 素 的 概念 有 意义 ， 每 个 元 素 都 应 该 等 价 于 它 自 身 ， 因 为 对 于 等 价 关 系 来 说 ， 
自 反 性 是 一 定 成 立 的 。 在 等 价 关系 中 ,说 a 和 2 是 相互 关联 也 是 正确 的 (而 不 仅 是 a 关联 于 2)， 
因为 如 果 a 关联 于 5， 由 对 称 性 ，5 也 关联 于 a。 此 外 ， 因 为 等 价 关 系 是 传递 的 ， 所 以 如 果 a 和 
b 等 价 且 5 和 c 等 价 ， 则 可 得 出 a 和 c 也 是 等 价 的 。 

例 1 一 5 说 明了 等 价 关 系 的 概念 。 

例 1 设 R 是 定义 在 整数 集 上 的 关系 ,满足 aRb 当 且 仅 当 4a 二 6 或 4 二 一 b。 在 9.1 节 中 ， 
我 们 证 明了 R 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 因 此 R 是 等 价 关系 。 q 
例 2 设 尺 是 定义 在 实数 集 上 的 关系 ， 满 足 aRb 当量 仅 当 a 一 6 是 整数 。R 是 等 价 关 系 吗 ? 

解 ” 因 为 对 所 有 的 实数 a，a 一 a 二 0 是 整数 ， 即 对 所 有 的 实数 a， 有 aRa， 因 此 RR 是 自 反 
的 。 假设 aR56， 那 么 a 一 b 是 整数 ， 所 以 5 一 a 也 是 整数 。 因 此 有 5bRa。 由 此 ，R 是 对 称 的 。 如 
果 aRb 且 6bRc， 那 么 a 一 b 和 6b 一 c 是 整数 ， 所 以 a 一 c= 二 (a 一 b) 十 (5 一 中 也 是 整数 。 因 此 aRc。 所 
以 , 尺 是 传递 的 。 综 上 所 述 ，R 是 等 价 关 系 。 4 

最 广泛 使 用 的 等 价 关系 之 一 是 模 m 同 余 关 系 ， 其 中 m 是 大 于 1 的 整数 。 

例 3 模 m 同 余 设 mr 是 大 于 1 的 整数 。 证 明 以 下 关系 是 定义 在 整数 集 上 的 等 价 关系 。 

R= {(a,b) |a = b(mod m)} 

解 ” 回 顾 4.1 节 ,a 圭 b(mod m)， 当 且 仅 当 m 整除 4a 一 6p。 注意 4 一 a 二 0 能 被 m 整除 ， 因 为 

0 二 0。m。 因 此 a 圭 a(mod m)， 从 而 模 mx 同 余 关系 是 自 反 的 。 假 设 a 二 bmod mr)， 那 么 a 一 b 能 被 mn 


Es BS 
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整除 ， 即 a 一 6 二 km， 其 中 是 整数 。 从 而 5 一 a 二 (一 jm， 即 6==a(mod m)， 因 此 模 m 同 余 关 系 是 对 
称 的 。 下 面 假设 4a 圭 b6(mod mr?) 和 6 二 c(mod m)， 那 么 mn 整除 a 一 5 和 2 一 c。 因 此 ， 存 在 整数 & 和 /ZL， 使 
得 a 一 6 二 km 和 6 一 c 二 im。 把 这 两 个 等 式 加 起 来 得 4 一 c 二 (a 一 挫 十 (6 一 0) 二 km 十 lm 二 (k 十 1D)m。 于 
是 ，a 三 c(mod m)， 从 而 模 m 同 余 关系 是 传递 的 。 综 上 所 述 ， 模 m 同 余 关 系 是 等 价 关 系 。 S| 

例 4 设 尺 是 定义 在 英文 字母 组 成 的 字符 串 的 集合 上 的 关系 ， 满 足 aRb 当 且 仅 当 !(a) 三 
1(5)， 其 中 !Cz) 是 字符 串 z 的 长 度 。R 是 等 价 关 系 吗 ? 

解 ” 因 为 L(4a)= 二 1(a)， 所 以 只 要 a 是 一 个 字符 串 ， 就 有 aRa, 故 尺 是 自 反 的 。 其 次 ， 假 设 
aRb， 即 /Ca) = 上 (2) 。 那 么 有 Ra， 因 为 CO) 一/Ca)， 所 以 尽 是 对 称 的 。 最 后 ， 假 设 aRb 且 
pRc， 那 么 有 l(a) 二 6) 和 246) 二 1(c)。 因 此 lla) 二 Lc)， 即 acRec， 从 而 及 是 传递 的 。 由 于 尺 是 
自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 所 以 R 是 等 价 关 系 。 4 

例 5 设 n 是 正 整 数 ，S 是 字符 串 集合 。 假 定 R, 是 S 上 的 关系 ，sR,t 当 且 仅 当 = 上 或 者 
和 上 都 至 少 含 有 2 个 字符 ， 且 s 和 的 前 2 个 字符 相同 。 就 是 说 ， 少 于 7 个 字符 的 字符 串 只 与 它 
自身 以 关系 R, 相关 ; 一 个 至 少 含 有 ?个 字符 的 字符 串 * 与 字符 串 上 相关 当 且 仅 当 上 也 含有 至 少 
n 个 字符 且 上 以 * 最 前 面 的 n 个 字符 开始 。 例 如 ， 设 * 王 3，S 是 所 有 位 串 的 集合 ，sRst 当 * 王 越 
者 s 和 + 均 为 长 度 至 少 为 3 的 位 串 ， 且 前 3 位 相同 。 例 如 ，01 R， 01、00111 R，00101， 
但 01 RR,， 010、01011R, 01110。 

证 明 :; 对 所 有 的 字符 串 集 S 和 所 有 的 正 整 数 n，R, 是 定义 在 S 上 的 等 价 关系 。 

解 设 * 是 S 中 的 一 个 字符 串 ， 由 于 s 二 s， 可 得 sR,s， 所 以 关系 R, 是 自 反 的 。 如 果 sR,t， 
那么 或 者 ;=t 或 者 s 和 + 都 至 少 含 有 7 个 字符 ， 且 以 相同 的 个 字符 开始 。 这 意味 着 tR,s 成 
立 。 所 以 R, 是 对 称 的 。 

现在 假设 sRt 且 tR,u。 则 有 * 王 上 或 者 * 和 上 都 至 少 含有 nn 个 字符 且 以 相同 的 n 个 字符 开 
始 ， 还 有 t= 或 者 t 和 w 都 至 少 含有 n 个 字符 且 以 相同 的 ”个 字符 开始 。 由 此 可 以 推出 :一 x 或 
者 s 和 w 都 至 少 含有 nn 个 字符 且 以 相同 的 n 个 字符 开始 (因为 在 这 种 情形 下 ， 我 们 知道 s、t 和 
都 至 少 有 ?7 个 字符 ， 且 和 zx 都 与 t 一样 以 相同 的 n 个 字符 开始 )。 所 以 R, 是 传递 的 。 综 上 所 
述 ，R, 是 一 个 等 价 关 系 。 4 

在 例 6 和 例 7 中， 将 看 到 两 个 非 等 价 的 关系 。 

例 6 证 明 : 定义 在 正 整数 集合 上 的 “整除 ”关系 不 是 等 价 关 系 。 

解 ” 由 9.1 节 中 的 例 9 和 例 15 可 知 ,“ 整 除 ” 关 系 是 自 反 和 传递 的 。 但 是 ， 由 9.1 节 中 的 
例 12 可 知 ， 此 关系 不 是 对 称 的 (例如 ，214 但 4 未 2)。 所 以 得 出 ， 正 整数 上 的 “整除 ?关系 不 是 





等 价 关 系 。 4 
例 7 设 R 是 定义 在 实数 集 上 的 关系 ，zRy 当 且 仅 当 z 和 yy 是 差 小 于 1 的 实数 ， 即 |z 一 y| 过 1。 
证 明 民 不是 等 价 关 系 。 


解 尺 是 自 反 的 ， 因 为 只 要 zER， 就 有 |z 一 z| 王 0 二 1。 尺 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 zRy，z 
和 y 是 实数 ， 那 么 有 |zx 一 y| 二 1， 由 此 |y 一 z| 二 |zx 一 y| 过 1， 因此 yRzx。 然 而 ,RR 不 是 等 价 关 
系 ， 因 为 它 不 是 传递 的 。 取 z==2. 8、y==1.9 和 z=1.1, 这 样 |x 一 y|= 二 12.8 一 1.9|=0.9<1、 
|y 一 z| = |1.9 一 1.1|==0. 8 过 1, 但 是 |x 一 z|== |2.8 一 1.1| 二 1.7 之 1。 这 就 是 说 ，2. 8R1. 9、 
1. 9R1.1, 但 2. 81. 1。 


9.5.3 等 价 类 

设 A 是 你 们 学 校 所 有 的 高 中 毕业 生 的 集合 。 考 虑 定义 在 集合 A 上 的 关系 RR，R 由 所 有 的 对 
Cz， 切 构成， 其 中 工 和 y 从 同一 高 中 毕业 。 给 定 学 生 +， 我 们 可 以 形成 与 x 具有 R 等 价 关 系 的 
所 有 学 生 的 集合 。 这 个 集合 由 与 z 在 同一 高 中 毕业 的 所 有 学 生 构 成 。A 的 这 个 子 集 叫做 这 个 关 
系 的 一 个 等 价 类 。 

设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 。 与 A 中 的 一 个 元 素 a 有 关系 的 所 有 元 素 的 
集合 叫做 a 的 等 价 类 。 人 和信 的 关于 尺 的 等 价 类 记 作 [ajg。 当 只 考虑 一 个 关系 时 ， 我 们 将 省 去 下 标 








RR 并 把 这 个 等 价 类 写作 [aj。 
换 旬 话说， 如 果 R 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 ， 则 元 素 a 的 等 价 类 是 
[als = {s|(a,s) € R} 
如 果 5E [ajs，5 叫做 这 个 等 价 类 的 代表 元 。 一 个 等 价 类 的 任何 元 素 都 可 以 作为 这 个 类 的 代表 
元 。 也 就 是 说 ,选择 特定 元 素 作 为 一 个 类 的 代表 元 没有 特殊 要 求 。 
例 8 对 于 例 1 中 的 等 价 关 系 ， 一 个 整数 的 等 价 类 是 什么 ? 
解 ” 在 这 个 等 价 关 系 中 ,一 个 整数 等 价 于 它 自身 和 它 的 相反 数 。 从 而 [a] 二 {一 a。，a}。 这 
个 集合 包含 两 个 不 同 的 整数 ， 除 非 a 二 0。 例 如 , [7]={ 一 7, 7}、 [一 5]=={ 一 5,，5}、[0j]= 
{0) 。 4 
例 9 对 于 模 4 同 余 关系 ,0 和 1 的 等 价 类 是 什么 ? 
解 0 的 等 价 类 包含 使 得 a 圭 0(mod 4) 的 所 有 整数 a。 这 个 类 中 的 整数 是 能 被 4 整除 的 那些 
整数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，0 的 等 价 类 是 
[0]={*…, —8, —4, 0, 4, 8, .…} 
1 的 等 价 类 包含 使 得 a 三 1(mod 4) 的 所 有 整数 4a。 这 个 类 中 的 整数 是 当 被 4 除 时 余数 为 1 的 
那些 整数 。 因 此 ， 对 于 这 个 关系 ，1 的 等 价 类 是 
[=n 7 3 ls By: sey | 
在 例 9 中 找到 了 0 和 1 关于 模 4 同 余 的 等 价 类 。 用 任何 正 整 数 m 代替 4， 很 容易 把 例 9 加 
以 推广 。 模 m 同 余 关系 的 等 价 类 叫做 模 m 同 余 类 。 整 数 a 模 m 的 同 余 类 记 作 [aj],， 满 足 
[aj 二 {ya 一 2m，a 一 m，a，a 十 m，a 十 2m，…}。 例 如 ， 从 例 9 得 出 [0],=={…， 一 8， 一 4， 
| …)} 和 [1], 一 (…， 一 了 一 3 1, 8, 9 “ls 
例 10 对 于 例 5 中 所 有 位 串 集合 上 的 等 价 关 系 R, 而 言 ， 串 0111 的 等 价 类 是 什么 ? (回顾 
sR;t 当 且 仅 当 *、t 是 满足 如 下 条 件 的 位 串 : s==t 或 者 s 和 上 都 至 少 含 有 3 位 ， 且 和 t 的 前 3 位 
相同 。) 
解 等 价 于 0111 的 是 以 011 开始 ， 至 少 含有 3 位 的 位 串 。 它 们 是 011，0110，0111， 
01100，01101，01110，01111 等 。 所 以 
[ol11] 一 {011， Ok10s Ollls 01100, O1101s 01110s O01111g., wy 本 
例 11 C 程 序 设 计 语 言 中 的 标识 符 ” 在 C 语 言 中 ， 标 识 符 是 变量 、 函 数 或 者 其 他 类 型 的 实 
体 的 名 字 。 每 个 标识 符 是 一 个 非 空 字符 串 ， 串 中 的 每 个 字符 可 以 是 大 写 或 小 写 的 英文 字母 、 数 
字 或 下 划 线 ， 而 且 第 一 个 字符 必须 为 大 写 或 小 写 的 英文 字母 。 标 识 符 的 长 度 是 任意 的 ， 这 就 使 
得 开发 者 可 以 按照 自己 的 意愿 使 用 一 定数 量 的 字符 来 命名 一 个 实体 ， 比 如 变量 。 然 而 ， 对 于 某 
些 版 本 的 C 编译 器 来 说 ， 当 比较 两 个 名 字 看 它们 是 否 表示 同一 事物 的 时 候 ， 实 际 检查 的 字符 个 
数 是 有 限制 的 。 例 如 ， 当 两 个 标识 符 的 前 31 个 字符 相同 时 ， 标 准 C 编译 器 就 认为 它们 是 相同 
的 。 所 以 ， 开 发 者 就 必须 小 心 ， 不 要 使 用 前 31 个 字符 相同 的 标识 符 来 表示 不 同 的 事物 。 我 们 
可 以 看 出 ， 如 果 两 个 标识 符 由 例 5 中 的 关系 Rs 联系 起 来 ， 那 么 它们 将 被 视 做 相同 。 由 例 5 知 
道 ， 在 标准 C 的 标识 符 集 上 ， 关 系 R, 是 一 个 等 价 关 系 。 
下 列 标识 符 Number_of_tropical_storms、Number_of_named_tropical_ storms、Number_of_ 
named_tropical_storms_in_the_Atlantic_in_ 2005， 它 们 的 等 价 类 各 是 什么 ? 
解 ”注意 当 一 个 标识 符 的 长 度 小 于 31 的 时 候 ， 根 据 Rs 的 定义 ， 它 的 等 价 类 只 包含 它 自 
身 。 因 为 标识 符 Number_of tropical_storms 只 含有 25 个 字符 ， 所 以 它 的 等 价 类 只 含有 一 个 元 
素 ， 即 它 自 己 。 标 识 符 Number_of_named_tropical_storms 的 长 度 刚 好 为 31。 以 这 31 个 字符 开 
始 的 标识 符 就 与 它 等 价 。 所 以 ， 每 个 长 度 至 少 为 31， 且 以 Number_of _ named_tropical _storms 
开始 的 标识 符 都 与 这 个 标识 符 等 价 。 所 以 得 出 ，Number_of_named_tropical_storms 的 等 价 类 是 
所 有 以 Number_of_named_tropical_storms 这 31 个 字符 开始 的 标识 符 的 集合 。 
一 个 标识 符 与 Number_of_named_tropical_storms_in the_Atlantic_in 2005 等 价 ， 当 有 上 且 仅 当 . 
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它 以 Number_of named_tropical_storms_in_the_Atlantic_in_2005 的 前 31 个 字符 开始 。 因 为 这 
31 个 字符 是 Number_of _named_tropical _storms， 所 以 我 们 看 到 一 个 标识 符 与 Number_ of 
named_tropical_ storms_in_the_ Atlantic_in_2005 等 价 ， 当 且 仅 当 它 与 Number_of_named_ 
tropical_storms 等 价 。 就 是 说 ， 最 后 这 两 个 标识 符 的 等 价 类 是 相同 的 。 | 


9.5.4 等 价 类 与 划分 

设 A 是 你 们 学 校 恰好 主 修一 个 专业 的 学 生 的 集合 ，R 是 定义 在 A 上 的 关系 ， 如 果 工 和 > 
是 主 修 同一 专业 的 学 生 ， 则 (zx，y) 属 于 RR。 那么 正如 读者 可 以 验证 的 ，R 是 等 价 关系 。 我 们 可 
以 看 出 RR 将 A 中 的 所 有 学 生 分 成 不 相交 的 子 集 ， 其 中 每 个 子 集 包 含 某 个 特定 专业 的 学 生 。 例 
如 ， 一 个 子 集 包含 所 有 (只 主 修 ) 计 算 机 专业 的 学 生 ， 第 二 个 子 集 包 含 所 有 主 修 历史 专业 的 学 
生 。 而 且 这 些 子 集 是 R 的 等 价 类 。 这 个 例子 说 明 一 个 等 价 关 系 的 等 价 类 怎样 把 一 个 集合 划分 成 
不 相交 的 非 空 子 集 。 我 们 将 在 下 面 的 讨论 中 把 这 些 概念 进一步 精确 化 。 i 

设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 。 下 面 的 定理 1 将 证 明 A 中 两 个 元 素 所 在 的 等 价 类 或 
者 是 相等 的 或 者 是 不 相交 的 。 

设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 ， 下 面 的 关于 集合 A 中 a、5 两 个 元 素 的 命题 
是 等 价 的 。 

(DaRb (i [aj]=[6] GiD[LalN [08 

证 ”首先 证 明 (D 推 出 (iD 。 假 设 aR56， 我 们 将 通过 [aj] 忆 [6j] 和 [bj 二 [aj 来 证 明 [aj] 二 [6j。 
假设 cELa]， 那么 aRc。 因 为 aRb 且 R 是 对 称 的 ， 所 以 5Ra。 又 由 于 R 是 传递 的 以 及 5bRa 和 
aRc ， 就 得 到 bRc， 所 以 cE [Lb]。 这 就 证 明了 [a]SS[b]。 类 似 地 ， 可 证 明 [L65] 竺 [La], 证明 留 给 读 
者 作为 练习 。 

其 次 我 们 将 证 明 (C 让 推出 Gii)。 假 设 [aj= 二 [5]。 这 就 证 明了 [aj 门 [6j 关 名 ， 因 为 [aj 是非 空 
的 (由 R 的 自 反 性 a €[a])。 

下 面 证 明 (i 让 推出 (i)。 假 设 Laj 门 [5j 关 多， 那么 存在 元 素 c 满足 cELaj 且 cE [6b]。 换 句 话 
说 ，aRc 有 目 5bRc 。 由 对 称 性 ， 有 cR6。 再 根据 传递 性 ， 由 aRc 和 cRb， 就 有 aRb。 

因为 (GD 推出 CiD 、(iD 推 出 (ii 、(Gii) 推 出 (人 D ， 所 以 三 个 命题 CD 、(Ci 和 (ii) 是 等 价 的 。 十 

我 们 现在 将 说 明 一 个 等 价 关系 怎样 划分 一 个 集合 。 设 R 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关系 ，R 
的 所 有 等 价 类 的 并 集 就 是 集合 A， 因为 A 的 每 个 元 素 a 都 在 它 自己 的 等 价 类 ， 即 Lajr 中 。 换 
句 话 说 ， 

U [Lajx 一 人 A 


aEA 


此 外 ， 由 定理 1， 这 些 等 价 类 或 者 是 相等 的 或 者 是 不 相交 的 ， 因 此 当 Lajx 了 Lbjr 时 ， 
[cj 门 Lojx = 
这 两 个 结论 证 明了 等 价 类 构成 A 的 划分 ， 因 为 它们 将 A 分 成 不 相交 的 子 集 。 更 确切 地 说 ， 


集合 S 的 划分 是 S 的 不 相交 的 非 空子 集 构成 的 集合 ， 
且 它 们 的 并 集 就 是 S。 换 名 话说， 一 族 子 集 Ai，iE 1， 和 
(其 中 1 是 下 标的 集合 ) 构 成 S 的 划分 ， 当 且 仅 当 


Az¥8 iT 


A:NA=2 i SR 
和 
Us a 


(这 里 符号 UierA,; 表示 对 于 所 有 的 iE TI， 集合 A; 的 并 各 
集 。) 图 1 说 明了 集合 划分 的 概念 。 图 1 集合 的 划分 
例 12 假设 S 一 {1，2，3，4，5，6}， 一 族 集合 A, 一 (1.，2，3)}、A: 一 人 4，5} 和 A, 一 16) 





构成 S 的 一 个 划分 ， 因 为 这 些 集合 是 不 相交 的 ， 且 它们 的 并 集 是 S。 可 

我 们 已 经 看 到 集合 上 等 价 关 系 的 等 价 类 构成 这 个 集合 的 划分 。 这 个 划分 中 的 子 集 就 是 这 些 
等 价 类 。 反 过 来 ， 可 以 用 集合 的 每 个 划分 来 构成 等 价 关 系 。 两 个 元 素 关 于 这 个 关系 是 等 价 的 ， 
当 且 仅 当 它们 在 这 个 划分 的 同一 个 子 集中 。 

为 得 到 这 一 点 ,假设 {A;|1i€ET} 是 S 的 划分 。 设 RR 是 S 上 的 由 有 序 对 (zx，y) 组 成 的 等 价 关 
系 ， 其 中 z 和 >》 属于 这 个 划分 的 同一 子 集 A;。 为 证 明 R 是 等 价 关 系 ， 我 们 必须 证 明 尺 是 自 反 
的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

对 于 每 个 a€ S 有 (a，a) ER， 因 为 a 和 它 自 己 在 同一 子 集中 ， 所 以 R 是 自 反 的 。 如 果 
(a，5b)ER， 那 么 6 和 a 在 这 个 划分 的 同一 子 集中 ， 因 此 有 (5，a) ER。 从 而 尺 是 对 称 的 。 如 果 
(a,， 5b)ER 和 (5b，c)ER， 那 么 a 和 已 在 这 个 划分 的 同一 子 集 X 中 , b 和 c 也 在 这 个 划分 的 同一 
子 集 Y 中 。 因 为 划分 的 子 集 是 不 相交 的 ， 并且 5 属于 XX 和 Y， 所 以 必 有 X= 二 Y。 因 此 a 和 c 属 
于 这 个 划分 的 同一 子 集 ， 即 (a，c) ER。 于 是 R 是 传递 的 。 

这 就 证 明了 R 是 一 个 等 价 关 系 。R 的 等 价 类 由 S 的 子 集 构成 ， 这 些 子 集 包含 了 S 中 有 关系 
的 元 素 ， 且 根据 R 的 定义 ， 它 们 就 是 划分 的 子 集 。 定 理 2 总 结 了 我 们 建立 的 等 价 关 系 和 划分 之 
间 的 这 种 联系 。 

瑟 到 四 设 R 是 定义 在 集合 S 上 的 等 价 关 系 。 那 么 尺 的 等 价 类 构成 S 的 划分 。 反 过 来 ， 
给 定 集合 S 的 划分 {A;|iET)， 则 存在 一 个 等 价 关 系 尽 ， 它 以 集合 A;(iE 了 作为 它 的 等 价 类 。 

例 13 说 明了 怎样 从 一 个 划分 构造 一 个 等 价 关系 。 

例 13 Al={1,，2，3},，A, 二 {4，5}，A, 二 {16} 是 例 12 给 出 的 集合 S={1,，2，3，4，5， 
6} 的 划分 ， 列 出 这 个 划分 所 产生 的 等 价 关系 R 中 的 有 序 对 。 

解 ” 划 分 中 的 子 集 是 R 的 等 价 类 。 有 序 对 (a，65) ER， 当 且 仅 当 a 和 5 在 划分 的 同一 个 子 
集中 。 由 于 Al= 二 {1，2，3} 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2,， 
2)，(2，3)，(3，1)，(3，2)，(3，3) 属 于 R; 由 于 A; 二 {4，5} 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 
(4，4)，(4，5)，(5，4) ，(5，5) 也 属于 R;， 最 后 ， 由 于 {6} 是 一 个 等 价 类 ， 所 以 有 序 对 (6， 
6) 属 于 RR。 此 外 没有 其 他 的 有 序 对 属于 R。 S| 

模 m 同 余 类 对 定理 2 提供 了 一 个 有 用 的 说 明 。 当 一 个 整数 除 以 mr 时 ， 可 能 得 到 m 个 不 同 
的 余数 ， 因 此 存在 mm 个 不 同 的 模 m 同 余 类 。 这 m 个 同 余 类 记 作 [0j];，[1j,，…， Lm 一 1j],。 
它们 构成 了 整数 集合 的 划分 。 

例 14 模 4 同 余 产生 的 整数 划分 中 的 集合 是 什么 ? 

解 ”存在 4 个 同 余 类 ， 对 应 于 [0],、[1],、[2], 和 [3],， 它 们 是 集合 


有 隔 莫 二 {. ,8,—4,0,4,8,.…} 

请 岗 抵 一 (一 7, 一 3,1,5,9，) 

[2 (5 = 6,—232,6,10,"°} 

[3 {0 5, O18,11,.)} 
这 些 同 余 类 是 不 相交 的 ， 并 且 每 个 整数 恰好 在 它们 中 的 一 个 。 换 句 话说 ， 正 如 定理 2 所 说 ， 这 
些 同 余 类 构成 了 一 个 划分 。 4 


现在 举 一 个 例子 : 所 有 字符 串 集合 上 的 等 价 关系 产生 的 一 个 划分 。 

例 15 设 R, 为 例 5 中 的 关系 。 在 所 有 位 串 的 集合 上 ， 由 Rs 产生 的 该 集合 的 划分 中 的 集合 
是 什么 ?(s、t 是 位 串 ，sR;t， 如 果 s==t 或 者 s 和 上 都 至 少 含有 3 位 ， 且 它们 的 前 3 位 相同 。) 

解 : 注意 每 个 长 度 小 于 3 的 位 串 只 和 它 自身 等 价 。 因 此 [4jr 一 (A} ，[0] 王 (0)，[1Jx 一 
{1}，[00js 二 {00}，[01ja, 二 {01}，[10js 二 {10}，[11ja, 二 {11} 。 注 意 每 个 长 度 大 于 或 等 于 3 
的 位 串 必 和 000，001，010，011，100，101，110，111 这 8 个 位 串 之 一 等 价 ， 我 们 有 

[000] 王 {000，0000，0001，00000，00001，00010，00011，…} 

[oolj]s ={001, 0010, 0011, 00100, 00101, 00110, 00111, ……} 


- 
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[O10Jx, ={010, 0100, 0101, 01000, 01001, 01010, 01011, *……} 
[olll]x, ={011, 0110, 0111, 01100, 01101, 01110, 01111, *)} 
[100Jx, 王 (100，1000，1001，10000，10001，10010，10011，…} 
, [101]s, 一 {101，1010，1011，10100，10101，10110，10111，…}) 
[llo]a 一 (110，1100，1101，11000，11001，11010，11011，…} 
[111]x,={111, 1110, 1111, 11100, 11101, 11110, 11111, »…)} 
这 15 个 等 价 类 是 不 相交 的 ， 并且 每 个 位 串 都 恰好 属于 它们 之 一 。 正 如 定理 2 告诉 我 们 的 ， 


这 些 等 价 类 是 所 有 位 串 构 成 的 集合 的 一 个 划分 。 4 
练习 


1 


2 A ou 


下 面 是 定义 在 {0，1，2，3)} 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关系 ? 给 出 其 他 关系 中 所 缺少 的 等 价 关 系 应 具 
有 的 性 质 。 

a){(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3)} 

b){C0, 0), (0, 2), (2, 0), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)} 

{C0, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3)} 

d){C0, 0), (1, 1), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)} 

e){(0, 0), C0, 1), C0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 2), (3, 3)} 


. 下 面 是 定义 在 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关 系 ? 给 出 其 他 关系 所 缺少 的 等 价 关系 应 具有 


的 性 质 。 

a){(a,， 5) | a 与 5 有 相同 的 年 龄 } 

b){(a， 65) |a 与 5 有 相同 的 父母 } 

{la, 5b) |a 与 5 有 一 个 相同 的 父亲 或 者 一 个 相同 的 母亲 } 
d) {la，5) | a 与 5 相识} 

e){(a， 5b) | a 与 5 说 同一 种 语言 } 


. 下 面 是 定义 在 从 Z 到 Z 的 所 有 函数 集合 上 的 关系 ， 其 中 哪些 是 等 价 关系 ? 给 出 其 他 关系 所 缺少 的 等 价 


关系 应 具有 的 性 质 。 

a{(f, g)|f()=g(1))} 

b){(f, g) |f(0)==g(0) 或 f(1)=g(1))} 

QO){(f，g) | 对 所 有 的 XEZ,， f(z) 一 g(x)=1) 

d){(f，g) | 对 某 个 CEZ， 对 所 有 的 EZ， f(x) 一 g(x)==C} 
el{(f, g)|f(0)=g (DH f01)=g(0)} 


. 定义 3 个 在 你 们 离散 数学 班 中 学 生 集合 上 的 等 价 关 系 ， 要 求 与 书 中 讨论 的 关系 不 同 ， 确 定 关于 这 些 等 


价 关 系 的 等 价 类 。 


. 在 大 学 校园 里 的 建筑 物 集合 上 定义 3 个 等 价 关系 ， 确 定 关 于 这 些 等 价 关 系 的 等 价 类 。 

. 在 你 们 学 校 拥 有 的 班级 集合 上 定义 3 个 等 价 关系 ， 确 定 关 于 这 些 等 价 关 系 的 等 价 类 。 

. 证 明 : 定义 在 所 有 复合 命题 集合 上 的 逻辑 等 价 的 关系 是 等 价 关 系 。 这 里 了 和 下 的 等 价 类 是 什么 ? 

. 设 尺 是 所 有 的 实数 集合 构成 的 集合 上 的 关系 ，SR TT 当 生 仅 当 S 和 荆 有 相同 的 基数 。 证 明 R 是 等 价 关 


系 。 集合 {0，1，2} 和 的 等 价 类 是 什么 ? 


. 假设 A 是 非 空 集合 ，f 是 以 A 作为 定义 域 的 函数 ， 设 R 是 定义 在 A 上 的 关系 ， 若 f(z) 二 f(y)， 则 


(rz，y) 属 于 R。 
a) 证 明 尺 是 A 上 的 等 价 关 系 。 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 


10. 假设 A 是 非 空 集合 ，R 是 A 上 的 等 价 关 系 ， 证 明 存 在 以 A 作为 定义 域 的 函数 f， 使 得 (t+，y) ER 当 


且 仅 当 f(zx)= f(y)。 


11. 设 尺 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 位 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (tz，y) 构 成 ,其 中 工 和 y 是 长 度 至 少 


为 3 的 位 串 ， 且 它们 的 前 3 位 相同 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19, 


20. 


设 R 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 位 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (zx，y) 构 成 ， 其 中 x 和 是 长 度 至 少 
为 3 的 位 串 ， 且 除了 在 它们 的 前 3 位 有 可 能 不 同 之 外 其 他 位 都 相同 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

设 R 是 长 度 至 少 为 3 的 所 有 位 串 的 集合 上 的 关系 ，R 由 有 序 对 (zx，y) 构 成 ， 其 距 和 yy 在 它们 的 第 1 
位 和 第 3 位 相同 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

设 尺 是 由 有 序 对 (z+，y) 构 成 的 关系 ，z 和 yy 是 大 小 写 的 英文 字母 ， 而 且 对 每 一 个 正 整 数 n，zr 和 yy 的 
第 nn 个 字符 是 相同 的 大 写 或 小 写字 母 。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 

设 R 是 定义 在 正 整 数 的 有 序 对 构成 的 集合 上 的 关系 ，((a,， 5)，(c，d)) ER 当 且 仅 当 a 十 4=6b 十 c。 
证 明 尺 是 等 价 关系 。 

设 尺 是 定义 在 正 整 数 的 有 序 对 构成 的 集合 上 的 关系 ，((a,， 5)，(c，d)) ER 当 且 仅 当 ad= 二 be。 证明 
R 是 等 价 关 系 。 

(需要 微 积 分 知识 ) 

a) 设 RR 是 定义 在 从 R 到 R 的 所 有 可 微分 函数 的 集合 上 的 关系 ，R 由 所 有 的 有 序 对 (f，g) 构 成 ， 其 中 
对 所 有 实数 zz，f'(zx) 二 g'(z)。 证 明 尺 是 等 价 关 系 。 

b) 什 么 函数 与 函数 f(zx)= 二 zx? 在 同一 个 等 价 类 中 ? 

(需要 微 积 分 知识 ) 

a) 设 nn 是 正 整数 ，R 是 定义 在 实 系 数 多 项 式 集合 上 的 关系 ，R 由 所 有 的 有 序 对 (f，g) 构 成 ,其 中 
f(z) 二 g(xz)[ 这 里 的 f(z) 是 f(z) 的 n 阶 导数 ]， 证明 R 是 等 价 关 系 。 

b) 什 么 函数 与 函数 f(x) 二 x' 在 同一 个 等 价 类 中 ， 其 中 n= 二 3? 

设 尺 是 定义 在 所 有 URL( 或 Web 地址) 集合 上 的 关系 ，x R y 当 且 仅 当 在 的 Web 页 与 在 y 的 Web 
页 相同 ， 证明 R 是 等 价 关 系 。 

设 R 是 定义 在 已 经 访问 过 某 个 特定 Web 页 的 所 有 人 的 集合 上 的 关系 ，x R y 当 且 仅 当 网 页 浏览 者 工 
和 网 页 浏览 者 y 从 这 个 网 页 开始 按照 同样 的 一 组 链接 进行 访问 (从 一 个 Web 页 跳 转 到 另 一 个 Web 页 
直到 他 们 停止 使 用 Web)。 证 明 R 是 等 价 关 系 。 


在 练习 21 一 23 中 ， 判 断 有 向 图 中 所 示 的 关系 是 否 为 等 价 关 系 。 





24. 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 


31. 
32. 
33. 


34. 





判断 由 下 面 的 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 等 价 关系 。 
1 0 0 


en 
0 1 1 
a) E 1 | by) 站 c) 1 
二 i 
Ss 


0 
0 
0 
1 


OP 


1 
1 
1 
0 


0 
设 尺 是 定义 在 所 有 位 串 集 合 上 的 关系 ， 
练习 1 中 的 等 价 关系 的 等 价 类 是 什么 ? 
练习 2 中 的 等 价 关系 的 等 价 类 是 什么 ? 
练习 3 中 的 等 价 关系 的 等 价 类 是 什么 ? 
对 于 练习 25 中 的 等 价 关 系 ， 位 捉 011 的 等 价 类 是 什么 ? 
对 于 练习 11 中 的 等 价 关系 ， 下 述 位 串 的 等 价 类 是 什么 ? 
a)010 b)1011 c)11111 d)01010101 
对 于 练习 12 中 的 等 价 关系 ,练习 30 中 的 位 串 的 等 价 类 是 什么 。 
对 于 练习 13 中 的 等 价 关系 ， 练 习 30 中 的 位 串 的 等 价 类 是 什么 ? 
对 于 例 5 中 所 有 位 串 集合 上 的 等 价 关系 R, ， 练 习 30 中 的 位 串 的 等 价 类 是 什么 ?〈 位 串 s、t 在 关系 R， 
下 等 价 ， 当 且 仅 当 s=t 或 者 s 和 + 都 至 少 含有 4 位 ， 且 它们 的 前 4 位 相同 。) 
对 于 例 5 中 所 有 位 串 集 合 上 的 等 价 关 系 Rs ， 练 习 30 中 的 位 串 的 等 价 类 是 什么 ?〈 位 串 *、t 在 关系 Rs 


1 
(oi 
1 0 
0 1 
Rt 当 且 仅 当 s 和 + 上 包含 相同 个 数 的 1， 证 明 尺 是 等 价 关 系 。 


35. 


36. 


7 
38. 


39. 


40. 


4 


42. 


43. 


44. 


45. 
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下 等 价 ， 当 且 仅 当 s==t 或 者 s 和 + 都 至 少 含有 5 位 ， 且 它们 的 前 5 位 相同 。) 


当 为 下 列 各 数 时 ， 同 余 类 [nj];( 即 n 关 于 模 5 同 余 的 等 价 类 ) 是 什么 ? 
a)2 b)3 c)6 中 

当 m 是 下 面 的 整数 时 ，[4j, 的 同 余 类 是 什么 ? 

a)2 b)3 c)6 d)8 

给 出 每 一 个 模 6 同 余 类 的 描述 。 

对 于 练习 14 中 的 等 价 关 系 ， 下 列 字 符 串 的 等 价 类 是 什么 ? 


a)No b) Yes c) Help 

a) 对 于 练习 15 中 的 等 价 关 系 ，(1，2) 的 等 价 类 是 什么 ? 

b) 对 于 练习 15 中 的 等 价 关 系 尺 ， 解 释 等 价 类 的 含义 。[ 提 示 : 差 a 一 b 对 应 (a，5)。] 
a) 对 于 练习 16 中 的 等 价 关 系 ，(1，2) 的 等 价 类 是 什么 ? 

b) 对 于 练习 16 中 的 等 价 关 系 R， 解释 等 价 类 的 含义 。[ 提 示 : 比 a/5 对 应 (a，65)。] 


. 下 面 哪些 子 集 族 是 {1，2，3，4，5，6}) 的 划分 ? 


a){l, 2}, {2, 3, 4}, {4, 5, 6} 
b){1}, {2, 3, 6}, {4}, {5} 
©){2, 4, 6}, {1, 3, 5} 

d){1l, 4, 5}, 42, 6} 


下 面 哪些 子 集 族 是 {一 3， 一 2， 一 1，0，1，2，3}) 的 划分 ? 
a ly LBys: (— rg 

b){—3, —2, —1, 0}, {0, 1, 2, 3} 
本 

d){—3, —2, 2, 3}, {—1, 1} 

下 面 哪些 子 集 族 是 长 度 为 8 的 位 串 集合 上 的 划分 ? 


a) 以 1 开始 的 位 串 集 合 ， 以 00 开始 的 位 串 集合 ， 以 01 开始 的 位 串 集合 。 

b) 包 含 串 00 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 01 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 10 的 比特 串 的 集合 ， 包 含 串 11 的 
比特 串 的 集合 。 

ce) 以 00 结尾 的 位 串 集合 ， 以 01 结尾 的 位 串 集 合 ， 以 10 结尾 的 位 串 集合 ， 以 11 结尾 的 位 串 集 合 。 

d) 以 111 结尾 的 位 串 集 合 ， 以 011 结尾 的 位 串 集合 ， 以 00 结尾 的 位 串 集 合 。 

e) 含 3& 个 1 的 位 串 的 集合 ， 其 中 居 为 非 负 整 数 ; 含 3 十 1 个 1 的 位 串 的 集合 ， 其 中 人 为 非 负 整数 ; 
含 3k 十 2 个 1 的 位 串 的 集合 ， 其 中 是 正 整 数 。 

下 面 哪些 子 集 族 是 整数 集合 的 划分 ? 

a) 偶 数 集合 与 奇数 集合 。 

b) 正 整数 集合 与 负 整 数 集合 。 

c) 被 3 整除 的 整数 集合 ， 当 被 3 除 时 余数 为 1 的 整数 集合 ; 当 被 3 除 时 余数 为 2 的 整数 集合 。 

dd) 小 于 一 100 的 整数 集合 ; 绝对 值 不 超过 100 的 整数 集合 ;大 于 100 的 整数 集合 。 

e) 不 能 被 3 整除 的 整数 集合 ; 偶数 集合 ; 当 被 6 除 时 余数 为 3 的 整数 集合 。 

下 面 哪些 是 整数 的 有 序 对 的 集合 ZXZ 上 的 划分 ? 

a)z 或 y 是 奇数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; z 是 偶数 的 有 序 对 (z，2y) 的 集合 ; y 是 偶数 的 有 序 对 (z，2) 
的 集合 。 

bz 和 y 都 是 奇数 的 有 序 对 (rz，y) 的 集合 ; x 和 yy 只 有 一 个 是 奇数 的 有 序 对 (z，y) 的 集合 ; 工 和 > 都 
是 偶数 的 有 序 对 (z，y) 的 集合 。 

c)z 是 正 数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; y 是 正 数 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; zx 和 y 都 是 负数 的 有 序 对 (z， 
>) 的 集合 。 

dz 和 >y 都 被 3 整除 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; z 被 3 整除 且 y 不 被 3 整除 的 有 序 对 (z+，y) 的 集合 ; 工 
不 被 3 整除 且 y 被 3 整除 的 有 序 对 (z，y) 的 集合 ; z 和 y 都 不 被 3 整除 的 有 序 对 (z，y) 的 集合 。 

e)zx>>0 且 y 之 0 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; z>0 且 y<0 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 ; z 委 0 且 y>0 的 有 序 
对 (zx，y) 的 集合 zx 三 0 且 y 委 0 的 有 序 对 (zx，y) 的 集合 。 

f)zx 关 0 且 y 关 0 的 有 序 对 (x，y) 的 集合 ; x 二 0 且 y 关 0 的 有 序 对 (rz，y) 的 集合 ; z 天 0 且 > 一 0 的 有 序 
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对 (rz，y) 的 集合 。 
46. 下 面 哪些 是 实数 集合 的 划分 ? 
a) 负 实数 集合 、{0}、 正 实数 集合 
b) 无 理 数 集合 、 有 理 数 集合 


c) 区 间 [R， K 十 1]， R 一 …， = hy 0， ly 2 2 
d) 区 间 (k， Ek 二 +1), k= ， = = ly Os vs 4 et 
e) 区 间 (k， & 十 1]， R 一 …， = 本 0， 1， 25 Qt 


人 集合 {z 十 2 |2EZ}， 对 所 有 xzE[0，1) 

47. 列 出 由 (0，1，2，3，4，5)} 的 划分 产生 的 等 价 关 系 中 的 有 序 对 。 

a){0}, {ls 2}» (3 4, 5} 
b){0, 1}, {2, 3}, {4, 5} 

Os La Zs (3 ds 5 

d){0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5} 

48. 列 出 由 {a，b，c，d，e，f，g) 的 划分 产生 的 等 价 关系 中 的 有 序 对 。 
a tas Dhy tes dad}s tes Fr 8} 
by{ays {bs few ays {BE fs CE} 

{ams Bs cr dd} es fr B} 
dt{a, ce, es, g}s {6, d}, {f} 
如 果 在 划分 Pi 中 的 每 个 集合 都 是 划分 Ps 中 每 个 集合 的 子 集 ， 则 Pi 叫做 P; 的 加 细 。 

49. 证 明 : 由 模 6 同 余 类 构成 的 划分 是 模 3 同 余 类 构成 的 划分 的 加 细 。 

50. 证 明 : 对 于 住 在 美国 的 人 的 集合 ， 由 住 在 同一 和 郡 或 教区 的 人 的 子 集 构成 的 划分 是 住 在 同一 州 的 人 的 
子 集 所 构成 划分 的 加 细 。 

51. 证 明 : 对 于 16 位 的 位 串 集 合 ， 最 后 8 位 相同 的 位 串 的 等 价 类 所 构成 的 划分 是 由 最 后 4 位 相同 的 位 串 
的 等 价 类 所 构成 的 划分 的 加 细 。 

在 练习 52 和 练习 53 中 ，R, 表示 例 5 中 定义 的 等 价 关 系 族 。 字 符 串 ;s、t 满足 ; Rt:， 如 果 一 上 或 者 
和 +t 都 至 少 含有 n 个 字符 ， 且 它们 的 前 个 字符 相同 。 
52. 证 明 : 由 等 价 关系 R, 对 应 的 位 串 等 价 类 构成 的 所 有 位 串 的 划分 是 由 等 价 关 系 Rs 对 应 的 位 串 等 价 类 
构成 的 划分 的 加 细 。 
53. 证 明 : 由 等 价 关 系 Ra 对 应 的 标识 符 等 价 类 构成 的 C 语言 中 所 有 标识 符 的 划分 是 由 等 价 关 系 Rs 对 应 
的 标识 符 等 价 类 构成 的 划分 的 加 细 。( 旧 的 C 语言 编译 器 只 要 多 个 标识 符 的 前 8 个 字符 相同 就 将 它们 
视 为 相同 ， 而 标准 C 的 编译 器 需要 多 个 标识 符 的 前 31 个 字符 相同 才 将 它们 视 为 相同 。) 
54. 假设 R 和 Rs 是 定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 ，P 和 P; 分 别 是 对 应 于 R! 和民 : 的 划分 。 证明 尽 三 
R: ， 当 且 仅 当 P, 是 P; 的 加 细 。 
55. 求 出 在 集合 {a，b5，c，d，e} 上 包含 关系 {(a，6)，(a，c)，(d，e)}) 的 最 小 的 等 价 关 系 。 
56. 假设 R 和 R。 是 集合 S 上 的 等 价 关系 。 判 断 下 面 Ri 与 R; 的 每 个 组 合 是 否 一 定 为 等 价 关 系 。 
a) Ri UR;, b) Ri NN R; c)R @R;, 

. 考虑 例 2 中 的 等 价 关 系 ， 即 R={(zx，y) | zx 一 y 是 整数 )。 
a) 关 于 这 个 等 价 关 系 的 1 的 等 价 类 是 什么 ? 
b) 关 于 这 个 等 价 关 系 的 1/2 的 等 价 类 是 什么 ? 

* 58 . 如 图 所 示 ， 在 具有 3 颗 珠子 的 手镯 上 ， 每 颗 珠子 可 以 是 红 的 、 白 的 或 珠子 1 

蓝 的 。 如 下 定义 手镯 之 间 的 等 价 关 系 尽 : 设 B! 和 B, 是 手 勉 ，(B,，B;) 红 
属于 R 当 且 仅 当 B; 可 以 由 旋转 Bi 得 到 或 先 旋转 Bi 然后 再 翻转 Bi 
得 到 。 

a) 证 明 R 是 等 价 关 系 。 珠子 3 珠子 2 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 蓝 白 

* 59. 设 RR 是 定义 在 2X2 棋盘 的 所 有 涂 色 集合 上 的 关系 ， 其 中 4 个 方 格 中 的 
每 一 个 可 以 被 涂 成 红色 或 蓝 色 。 设 C 和 Cs 是 被 这 样 涂 色 的 2X2 棋盘 ，(C;，C;) 属 于 R 当 且 仅 当 


un 
- 
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C; 可 以 由 旋转 Ci 或 旋转 C, 然后 再 翻转 C 得 到 。 
a) 证 明 R 是 等 价 关 系 。 
b)R 的 等 价 类 是 什么 ? 
60. a) 设 R 是 定义 在 从 Z1* 到 Zi 的 函数 集合 上 的 关系 ，(f，g) ER 当 上 且 仅 当 f 是 @(g) (参见 3. 2 节 )。 证 
明 R 是 等 价 关 系 。 
b) 对 于 a) 中 的 等 价 关 系 ， 描 述 包 含 f(n) 二 n? 的 等 价 类 。 
61. 通过 列举 说 明定 义 在 3 个 元 素 的 集合 上 的 不 同 的 等 价 关系 的 个 数 。 
62. 通过 列举 说 明定 义 在 4 个 元 素 的 集合 上 的 不 同 的 等 价 关 系 的 个 数 。 
* 63. 当 我们 构造 一 个 关系 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 时 ， 一 定 能 得 到 一 个 等 价 关系 吗 ? 
* 64， 当 我 们 构造 一 个 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 时 ， 一 定 能 得 到 一 个 等 价 关 系 吗 ? 
65. 假设 我 们 使 用 定理 2 从 一 个 等 价 关系 R 构造 一 个 划分 已 。 如 果 再 次 使 用 定理 2 从 PP 构造 一 个 等 价 关 
系 ， 那 么 得 到 的 等 价 关 系 R' 是 什么 ? 
66. 假设 我 们 使 用 定理 2 从 一 个 划分 P 构造 一 个 等 价 关 系 尺 。 如 果 再 次 使 用 定理 2 从 R 构造 一 个 划分 ， 
那么 得 到 的 划分 P' 是 什么 ? 
67. 设计 一 个 算法 ， 找 出 包含 一 个 给 定 关系 的 最 小 的 等 价 关 系 。 
x 68. 设 p(n) 表 示 定 义 在 nn 元 素 集合 上 的 不 同等 价 关 系 的 个 数 ( 由 定理 2， 也 是 nn 元素 集 容 上 的 划分 的 个 


数 )。 证 明 : p(n) 满 足 递 推 关系 p(n) 二 信 ) Cn 一 1， 让 p(n 一 j 一 1 和 初始 条 件 pC0) 一 1。 [注意 ， 数 


p(n) 叫 做 贝尔 数 ， 用 美国 数学 家 E. T. 贝尔 的 名 字 命 名 。j] 
69. 用 练习 68 求 4 元 素 集 合 上 的 不 同等 价 关系 的 个 数 ， 其 中 是 不 超过 10 的 正 整 数 。 


9.6 偏 序 


9.6.1 引言 

我 们 常常 用 关系 对 集合 的 某 些 元 素 或 全 体 元 素 排 序 。 例 如 ， 使 用 包含 字 对 (x，y) 的 关系 对 
字 排 序 ， 其 中 z 按照 字典 顺序 排 在 y 的 前 面 。 使 用 包含 有 序 对 (z，y) 的 关系 安排 课题 ， 其 中 工 
和 yy 是 课题 中 的 任务 并 且 z 必须 在 > 开始 之 前 完成 。 使 用 包含 有 序 对 (x，y) 的 关系 对 整数 集合 

ww 排序 ， 其 中 工 小 于 y>。 当 我 们 把 所 有 形 如 Cz，z) 的 有 序 对 加 到 这 些 关 系 中 时 ， 就 得 到 了 一 个 自 
反 、 反 对 称 和 传递 的 关系 。 这 些 都 是 刻画 对 集合 中 的 元 素 进行 排序 的 关系 的 性 质 。 

FE 定义 在 集合 S 上 的 关系 尺 ， 如 果 它 是 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 ， 就 称 为 偏 序 。 
集合 S 与 定义 在 其 上 的 偏 序 及 一 起 称 为 偏 序 集 ， 记 作 (S，R)。 集 合 S 中 的 成 员 称 为 偏 序 集 的 
元 素 。 

我 们 在 例 1 一 3 中 给 出 偏 序 集 的 例子 。 

例 1 证 明 :“ 大 于 或 等 于 ”关系 (三) 是 整数 集合 上 的 偏 序 。 

Pe 的。 解 ” 因 为 对 所 有 整数 a 有 a 宇 a， 所 以 宇 是 自 反 的 。 如 果 a 宇 6 且 b 宇 a， 那 么 < 一 0， 因此 
是 反对 称 的 。 最 后 ， 因 为 a 宇 b 且 6b 宇 c 蕴涵 4 宇 c， 所 以 宇 是 传递 的 。 从 而 三 是 整数 集合 上 的 偏 
序 且 (Z， 三) 是 偏 序 集 。 4 

例 2 整除 关系 “| ”是正 整数 集合 上 的 偏 序 ， 因 为 如 9.1 节 所 述 ， 它 是 自 反 的 、 反 对 称 的 
和 传递 的 。 我 们 得 到 (Z+ ，| ) 是 偏 序 集 (Z”* 表示 正 整 数 集合 ) 。 本 

例 3 证 明 : 包含 关系 握 是 定义 在 集合 S 的 寡 集 上 的 偏 序 。 

解 ” 因为 只 要 A 是 S 的 子 集 ， 就 有 ACSSA， 所 以 己 是 自 反 的 。 因 为 ASCSB 和 BCA 蕴涵 
A 王 B， 所 以 它 是 反对 称 的 。 最 后 ， 因 为 ASB 和 BCC 蕴涵 ACSC， 所 以 己 是 传递 的 。 因 此 ， 
是 PC(S) 上 的 偏 序 ， 且 (P(S)， 己 ) 是 偏 序 集 。 S| 

例 4 给 出 了 一 个 不 是 偏 序 的 关系 。 

例 4 设 尺 是 定义 在 由 人 构成 的 集合 上 的 关系 ，zRy 当 且 仅 当 z 和 y 是 人 ， 且 工 年 纪 大 于 
y。 证 明 : R 不 是 偏 序 。 








解 注意 尺 是 反对 称 的 ， 因 为 如 果 有 一 个 人 工 比 另 一 个 人 y 年 长 ,那么 y 就 不 会 比 工 年 me 喇 
长 。 也 就 是 说 ， 如 果 zRy， 那 么 y 只 x。 关系 R 是 传递 的 ， 因 为 如 果 工 比 y 年 长 , 而 y 又 比 z 
年 长 ， 那 么 x 肯定 比 z 年 长 。 就 是 说 ， 如 果 zrRy，y R z， 那么 xRz。 但 是 ，R 不 是 自 反 的 ， 因 
为 没有 谁 会 比 自己 年 长 。 即 对 于 所 有 的 人 z，z 愉 工 。 这 就 意味 着 R 不 是 偏 序 。 本 

在 不 同 的 偏 序 集中 ,会 使 用 不 同 的 符号 表示 偏 序 ， 如 三 、 己 和 |。 然 而 ， 我们 需要 一 个 符 
号 用 来 表示 任意 一 个 偏 序 集中 的 序 关 系 。 通 常 ， 在 一 个 偏 序 集中 ， 记 号 和 2 表示 (ae，p) ER。 
使 用 这 个 记号 是 由 于 “小 于 或 等 于 ”关系 是 偏 序 关系 的 范例 ， 而 且 符 号 二 和 三 很 相似 。( 注 意 符 
号 入 用 来 表示 任意 偏 序 集 中 的 关系 ， 并 不 仅仅 是 “小 于 或 等 于 ”关系 。) 记 号 < 表示 a 入 2， 但 
4a 天 0。 如 果 a5， 我 们 说 “a 小 于 5” 或 “6b 大 于 a”。 

当 a 与 6b 是 偏 序 集 (S$，< ) 的 元 素 时 ,不 一 定 有 a<<6b 或 5a。 例如 ,在 (P(Z)， 己 ) 中 ， 
{1，2) 与 {1，3} 没 有 关系 ， 反 之 亦 然 ， 因 为 没有 一 个 集合 被 男 一 个 集合 包含 。 类 似 地 ， 在 
(Z*+ ，|) 中 ,2 与 3 没有 关系 ，3 与 2 也 没有 关系 ,因为 213 且 312。 由 此 得 到 定义 2。 

二 和 偏 序 集 (S， 坏 ) 中 的 元 素 4 和 bb 称 为 可 比 的 ， 如 果 a<b 或 bp<a。 当 a 和 6b 是 S 中 
的 元 素 并 且 既 没有 a 二 5b5， 也 没有 6b<a， 则 称 a 与 5 是 不 可 比 的 。 

例 5 在 偏 序 集 (Z* ，|) 中 ， 整数 3 和 9 是 可 比 的 吗 ? 5 和 7 是 可 比 的 吗 ? 

解 ”整数 3 和 9 是 可 比 的 ， 因 为 319。 整 数 5 和 7 是 不 可 比 的 , 因为 5 人 7 且 75。 4 

用 形容 词 “ 部 分 的 ( 偏 的 )” 描 述 偏 序 ， 因 为 有 些 元 素 对 可 能 是 不 可 比 的 。 当 集合 中 的 每 对 元 
素 都 可 比 时 ， 这 个 关系 称 为 全 序 。 

图 如果 (S， 入 ) 是 偏 序 集 ， 且 S 中 的 每 对 元 素 都 是 可 比 的 ， 则 S 称 为 全 序 集 或 线 序 
集 ， 且 扩 称 为 全 序 或 线 序 。 一 个 全 序 集 也 称 为 链 。 

例 6 偏 序 集 (Z， 委 ) 是 全 序 集 ， 因 为 只 要 a 和 6 是 整数 ， 就 有 o 委 2 或 2 委 a。 本 

例 7 偏 序 集 (Z* ，| ) 不 是 全 序 集 ， 因 为 它 包 含 着 不 可 比 的 元 素 ， 例如 5 和 7。 

在 第 6 章 我 们 注意 到 (Z ， 委 ) 是 良 序 的 ， 其 中 委 是 通常 的 “小 于 或 等 于 关系。 我 们 现在 
定义 良 序 集 。 

ES 对 于 偏 序 集 (S， 和 ) ， 如 果 扩 是 全 序 ， 并 且 S 的 每 个 非 空 子 集 都 有 一 个 最 小 元 素 ， 
就 称 它 为 良 序 集 。 

例 8 正 整 数 的 有 序 对 的 集合 ，Z* XZ ，, 与 过 构成 良 序 集 ， 其 中 如 果 和 志和， 或 如 果 
a 二 b1 且 as 志 bs (字典 顺 序 )， 则 (a,，as) 才 (6b,，b,)。 有 关 的 验证 留 作 节 后 的 练习 53。 集 合 Z 
与 通常 的 三 不 是 良 序 的 ， 因 为 负 整 数 集合 是 Z 的 子 集 ,但 没有 最 小 元 素 。 ,| 

在 5.3 节 的 最 后 ， 我 们 说 明了 怎样 使 用 良 序 归纳 原理 ( 称 为 广义 归纳 法 ?证明 关于 一 个 良 序 
集 的 结论 。 现 在 我 们 叙述 并 证 明 这 个 证 明 技 术 是 有 效 的 。 

良 序 归纳 原理 设 S 是 一 个 良 序 集 。 如 果 ( 归 纳 步 又 ) 对 所 有 yES， 如 果 PCz) 对 
所 有 ZIES 且 x 过 y 为 真 ， 则 P(y) 为 真 ， 那么 PCz) 对 所 有 的 XES 为 真 。 

证 假设 PCz) 不 对 所 有 的 zxE S 为 真 。 那 么 存在 一 个 元 素 yE S 使 得 P(y) 为 假 。 于 是 集合 
A={zES|P(Cz) 为 假 } 是 非 空 的 。 因 为 S 是 良 序 的 ， 所 以 集合 A 有 最 小 元 素 a。 根 据 a 是 选 自 
A 的 最 小 元 素 ， 我 们 知道 对 所 有 的 zxES 且 z<a 都 有 P(Cz) 为 真 。 由 归纳 步骤 可 以 推出 P(a) 为 
真 。 这 个 矛盾 就 证 明了 P(z) 必 须 对 所 有 zE S 为 真 。 4 








评注 使 用 良 序 归纳 法 进行 证 明 时 ， 不 需要 基础 步骤 。 因 为 若 Xo 是 良 序 集 的 最 小 元 
素 ， 由 归纳 步骤 可 知 P(xzo) 为 真 。 因 为 不 存在 TES 且 x 过 xX。， 所 以 (使 用 空 证 明 ) 
P(z) 对 所 有 zzES 且 工 <zo 为 真 。 

良 序 归纳 原理 对 证 明 关 于 和 良 序 集 的 结论 是 一 种 通用 的 技术 。 即 使 可 以 使 用 关于 正 整 数 集合 


的 数学 归纳 法 证 明 一 个 定理 时 ， 使 用 良 序 归纳 原理 甚至 可 能 更 简单 。 如 在 5.2 节 例 5 和 例 6 中 
所 看 到 的 ， 那 里 我 们 证 明了 一 个 关于 良 序 集 (NX NN， 过) 的 结论 ， 其 中 过 是 NXN 上 的 字典 
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顺序 。 


9. 6.2 字典 顺序 

字典 中 的 单词 是 按照 字母 顺序 或 字典 顺序 排列 的 ， 字 典 顺序 是 以 字母 表 中 的 字母 顺序 为 基 
础 的 。 这 是 从 一 个 集合 上 的 偏 序 构造 一 个 集合 上 的 字符 串 的 排序 的 特例 。 我 们 将 说 明 在 任意 一 
个 偏 序 集 上 如 何 进行 这 种 构造 。 
在 Al XA, 上 的 字典 顺序 二 定义 如 下 : 如 果 第 一 个 有 序 对 的 第 一 个 元 素 ( 在 A, 中 ) 小 于 第 二 个 
有 序 对 的 第 一 个 元 素 ， 或 者 第 一 个 元 素 相 等 ， 但 是 第 一 个 有 序 对 的 第 二 个 元 素 ( 在 A, 中 ) 小 于 
第 二 个 有 序 对 的 第 二 个 元 素 ， 那 么 第 一 个 有 序 对 小 于 第 二 个 有 序 对 。 换 句 话说，(a ，a ) 小 于 
(bi1，6bs)， 即 

Cs Kbis b,) 

或 者 a <1ibi, 或 者 aa 一 六 且 ac 天 :2 。 

把 相等 增加 到 A, X A, 的 序 < 上 ， 就 得 到 一 个 偏 序 入 。 这 个 验证 留 作 练习 。 

例 9 确定 在 偏 序 集 (ZXZ， 光 ) 中 是 否 有 (3，5)<(4，8)、(3，8)<(4，5) 和 (4，9) 去 
(4，11)? 这 里 过 是 由 通常 定义 在 Z 上 的 三 关系 构造 的 字典 顺序 。 

解 ”因为 3<4， 所 以 (3，5) 玫 (4，8) 且 (3，8) 玫 (4，5) 。 因 为 (4，9) 与 (4，11) 的 第 一 元 
素 相 同 ， 但 是 9<<11， 所 以 有 (4，9)<(4，11)。 4 

在 图 1 中 高 亮 地 显示 了 Z XZ’ 中 比 (3， pt 
可 以 在 ?个 偏 序 集 (Ai ， KI)y (A,, WO) < 
(A,, 入,) 的 笛 卡 儿 积 上 定义 字典 顺序 。 如 下 定 ge 
义 A XA,X…XA, 上 的 偏 序 : < (17) (27) (3,7) (4,7) (5,7) (6,7) (7,7) 

《ci， sy 9 <(bs b,， i by) 
如 果 a 过 561， 或 者 如 果 存 在 整数 i 二 0， 使 得 CL Ch G0) (4.0) (5.0) (6.6) 0.9 
a Pa Pe Qi 一 b 且 ar <iti bitle 换 句 话 g 四 本 宙 ed 
说 ， 如 果 在 两 个 元 组 首次 出 现 不 同 元 素 的 (1s) (2s) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) (7,5) 
位 置 上 第 一 个 n 元 组 的 元 素 小 于 第 二 个 nn 元 组 ee 
的 元 素 ， 那 么 第 一 个 nn 元 组 小 于 第 二 个 a EA G4) (4.4) (G54) (64) 0 
元 组 。 

例 10 注意 (1l,， 2, 3, 5) 人 (1, 2, 4， ey C2 C33 G3) (3) (3) 3) 
3) ， 因 为 这 些 4 元 组 的 前 两 位 相同 ,但 是 第 
一 个 4 元 组 的 第 三 位 3 小 于 第 二 个 4 元 组 的 (1 C22) (32) Sen G52) (2) 2) | 
第 三 位 4( 这 里 的 4 元 组 上 的 字典 顺序 是 通常 a 
在 整数 集合 上 的 “小 于 或 等 于 ”关系 导出 的 字 cL ey @ @ GD GL a 
典 顺序 )。 4 i, , 

我 们 现 礁 可 以 定义 字符 申 上 的 字 身 大 序 。 臣民 字典 关 序 ， 比 (3，4) 小 的 有 序 对 
考虑 偏 序 集 S 上 的 字符 串 a1a,…a 和 616,…b,， 假 定 这 些 字符 串 不 相等 。 设 1 是 m、nn 中 较 小 
的 数 。 定义 字典 顺序 如 下 : aiaz …an 小 于 b16b,…*b,， 当 甘 和 权 当 

(a 7Q2 05) = (bi ,02 0 或 者 
(al ,as Ch) Dn (Cb: » Db; »""* ,Db,) 并 且 m=n 

其 中 ， 这 个 不 等 式 中 的 过 表示 S' 中 的 字典 顺序 。 换 句 话 说 ， 为 确定 两 个 不 同 字 符 串 的 顺序 ， 
较 长 的 字符 串 被 截取 为 较 短 的 字符 串 的 长 度 t， 即 本 min(m，7z) 。 然 后 使 用 S 上 的 字典 顺序 比 
较 每 个 字符 串 的 前 t+ 位 组 成 的 t 元 组 。 如 果 对 应 于 第 一 个 串 的 上 元 组 小 于 第 二 个 串 的 上 元 组 ， 或 
者 这 两 个 上 元 组 相等 ， 但 是 第 二 个 串 更 长 ， 那 么 第 一 个 串 小 于 第 二 个 串 。 这 是 一 个 偏 序 的 验 
证 ， 作 为 练习 38 留 给 读者 。 





例 11 考虑 由 小 写 英 语 组 成 的 字符 串 的 集合 。 使 用 字母 在 字母 表 中 的 顺序 ， 可 以 构造 在 
字符 串 的 集合 上 的 字典 顺序 。 如 果 两 个 字符 串 在 首 个 位 置 出 现 不 同 字 母 时 ， 第 一 个 字符 串 中 的 
字母 排 在 第 二 个 字符 串 中 字母 的 前 面 ， 或 者 如 果 第 一 个 字符 串 和 第 二 个 字符 串 在 所 有 的 位 都 相 
同 ， 但 是 第 二 个 字符 串 有 更 多 的 字母 ， 那 么 第 一 个 字符 串 小 于 第 二 个 字符 串 。 这 种 排序 和 字典 
中 使 用 的 排序 相同 。 例 如 ， 

discreet< discrete 
因为 这 两 个 字符 串 在 第 7 位 首次 出 现 不 同 字母 ， 并 且 e<i。 同样 ， 
discreet<discreetness 
因为 这 两 个 字符 串 前 8 个 字母 相同 ,但 是 第 二 个 字符 串 更 长 。 此 外 ， 
discrete< discretion 
因为 
discrete<discreti 六 


9.6.3 哈 塞 图 

在 有 穷 偏 序 集 的 有 向 图 中 ， 有 许多 边 可 以 不 必 显 示 出 来 ， 因 为 它们 是 必须 存在 的 。 例 如 ， 
考虑 在 集合 {1，2，3，4} 上 的 偏 序 {(a，5) | a 三 5b} 的 有 向 图 ， 见 图 2a。 因 为 这 个 关系 是 偏 序 的 ， 
所 以 它 是 自 反 的 并 且 有 向 图 在 所 有 的 顶点 都 有 环 。 因此， 我 们 不 必 显 示 这 些 环 ， 因 为 它们 是 必 
须 出 现 的。 在 图 2b 中 没有 显示 这 些 环 。 由 于 偏 训 人 
序 是 传递 的 ， 所 以 我 们 不 必 显 示 那 些 由 于 传递 
性 而 必须 出 现 的 边 。 例 如 ， 在 图 2c 中 没有 显示 
边 (1，3) 、(1，4) 和 (2，4)， 因 为 它们 是 必须 3 
出 现 的 。 如 果 假 设 所 有 边 的 方向 是 向 上 的 (如 
图 2 所 示 )， 我 们 不 必 显 示 边 的 方向 ， 图 2c 没有 
显示 边 方向 。 

一 般 说 来 ， 我 们 可 以 使 用 下 面 的 过 程 表 示 

一 个 有 穷 的 偏 序 集 。 从 这 个 关系 的 有 向 图 开始 。 T 1 1 
由 于 偏 序 是 自 反 的 ， 所 以 在 每 个 顶点 a 都 有 一 吉 b) 三 
个 环 (a，a) 。 移 走 这 些 环 。 再 移 走 所 有 图 2 构造 关于 ({1，2，3，4)， 过) 的 哈 塞 图 
由 于 传递 性 必须 出 现 的 边 。 也 就 是 说 ， 对 于 元 
素 xzES 如果 z<z 且 zy， 则 移 走 所 有 这 样 的 边 (zx+，y)。 最 后 ， 排 列 每 条 边 使 得 它 的 起 点 在 
终点 的 下 面 (正如 在 纸 上 所 画 的 ) 。 移 走 有 向 边 上 所 有 的 的 箭头 ， 因 为 所 有 的 边 * 向 上 ?指向 它们 
的 终点 。 
这 些 步骤 是 有 明确 定义 的 ， 并 且 对 于 一 个 有 穷 偏 序 集 只 有 有 限 步 需要 执行 。 当 所 有 的 步 又 
执行 以 后 ， 就 得 到 一 个 包含 足够 的 表示 偏 序 信息 的 图 ， 我 们 将 在 后 面 进行 解释 。 这 个 图 称 为 
(S， 过 ) 的 哈 塞 图 ， 它 是 用 20 世纪 德国 数学 家 赫 尔 姆 。 哈 塞 的 名 字 命 名 的 ， 哈 塞 广 泛 使 用 了 这 
些 图 。 

设 (S，) 是 一 个 偏 序 集 。 若 zx<y 且 不 存在 元 素 zE S 使 得 zx<z<y， 则 称 元 素 yE S 覆盖 
元 素 z€E S。y 覆盖 zx 的 有 序 对 (z+，y) 的 集合 称 为 (S， ) 的 覆盖 关系 。 从 对 偏 序 集 的 哈 塞 图 的 
描述 中 ， 我 们 可 以 看 出 ,在 (S，<< ) 的 哈 塞 图 中 的 边 是 指向 上 面 的 边 并 且 与 (S$，< ) 的 覆盖 关 
系 中 的 有 序 对 相对 应 。 而 且 ， 我 们 可 以 从 偏 序 集 的 覆盖 关系 中 得 到 这 个 偏 序 集 ， 因 为 它 是 它 的 
覆盖 关系 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。( 练 习 31 要 求 给 出 这 个 事实 的 证 明 。) 这 就 告诉 我 们 ， 可 以 从 
它 的 哈 塞 图 中 构造 一 个 偏 序 。 

例 12 画 出 表示 {1，2，3，4，6，8，12) 上 的 偏 序 {(a，b) |a 整除 5) 的 哈 塞 图 。 

解 ” 从 这 个 偏 序 的 有 向 图 开始 ， 如 图 3a 所 示 。 移 走 所 有 的 环 ， 如 图 3b 所 示 。 然 后 删除 所 
有 由 传递 性 可 以 得 到 的 边 。 这 些 边 是 (1，4)、(1, 6)、(1，8)、(1，12)、(2，8)、(2，12) 和 
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(3，12)。 排 列 所 有 的 边 使 得 方向 向 上 ， 并 且 删 除 所 有 的 箭头 得 到 哈 塞 图 。 结 果 如 图 3c 所 示 。 


a) b) c) 
图 3 构造 ({1，2，3，4，6，8，12}，| ) 上 的 哈 塞 图 


例 13 夯 出 宪 集 P(S) 上 的 偏 序 {(A，B) |ACB}) 的 哈 塞 图 ， 其 中 S={a, b,c})。 

解 ”关于 这 个 偏 序 的 哈 塞 图 是 由 相关 的 有 向 图 得 到 的 ， 先 删除 所 有 的 环 和 所 有 由 传递 性 产 
生 的 边 ， 即 (B, {a, 58})、(B, {a, ce})、(B，, {b,c})、(G, {a, b, c})、 ({a}, {a, b, 
c))、({5)，{a，b，c)) 和 ({c)，{a,， 6b，c)})。 最 后 ， 使 所 有 的 边 方向 向 上 并 删除 箭头 。 得 到 的 
哈 塞 图 如 图 4 所 示 。 a 


9. 6.4 极 大 元 与 极 小 元 

具有 极 值 性 质 的 偏 序 集中 的 元 素 有 许多 重要 应 用 。 偏 序 集 中 的 一 个 元 素 称 为 极 大 元 ， 当 它 
不 小 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 即 当 不 存在 5E S 使 得 a 坟 b，4a 在 偏 序 集 (S，< ) 中 是 极 大 
元 。 类 似 地 ， 偏 序 集 的 一 个 元 素 称 为 极 小 元 ， 如 果 它 不 大 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 即 如 
果 不 存在 5€ S 使 得 05<a， 则 a 在 偏 序 集 (S， 尖 ) 中 是 极 小 元 。 使 用 哈 塞 图 很 容易 识别 极 大 元 与 
极 小 元 。 它 们 是 图 中 的 “ 顶 ” 元 素 与 “ 底 ” 元 素 。 

例 14 偏 序 集 ({2，4，5，10，12，20，25}，|) 中 的 哪些 元 素 是 极 大 元 ， 哪 些 是 极 小 元 ? 

解 ”在 这 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 ， 图 5 中 ， 显 示 了 极 大 元 是 12，20 和 25， 极 小 元 是 2 和 5。 通 
过 这 个 例子 可 以 看 出 ， 一 个 偏 序 集 可 以 有 多 个 极 大 元 和 多 个 极 小 元 。 本 





赫 尔 姆 ' 哈 塞 (Helmut Hasse，1898 一 1979) ” 哈 塞 出 生 于 德国 的 卡 斯 尔 ， 高 中 毕业 
以 后 在 德国 海军 服役 。1918 年 ， 他 进入 哥 廷 根 大 学 学 习 ， 两 年 以 后 转 和 人 马尔 堡 大 学 ， 
师 从 数论 专家 科 特 。 享 泽 尔 。 在 这 段 时 间 里 ， 哈 塞 对 代数 数论 做 出 了 基础 性 的 贡献 。 他 
继承 了 享 泽 尔 在 马尔 堡 大 学 的 工作 ， 并 于 1934 年 荣 升 为 著名 的 哥 廷 根 数学 研究 所 所 长 。 
1950 年 ， 哈 塞 年 受聘 于 汉堡 大 学 。 哈 塞 为 著名 的 德国 数学 期 刊 (Crelle 学 报 》(Crelle’'s 
Journal) 担 任 了 50 年 的 编辑 工作 。1936 年 ， 当 纳粹 强迫 享 泽 尔 辞职 时 ， 哈 塞 承 担 了 主编 
的 工作 。 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 哈 塞 效 命 于 德国 海军 ， 从 事 应 用 数学 的 研究 工作 。 他 
的 讲演 表述 清晰 ， 风 格 独特 。 他 把 一 生 的 精力 都 倾注 于 数论 的 研究 和 他 的 学 生 身 上 。 (了 哈 塞 由 于 与 纳粹 党 的 
联系 而 受到 非议 。 调 查证 明 他 是 一 名 坚定 的 日 耳 曼 民族 主义 者 ， 并 非 狂热 的 纳粹 分 子 。) 
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{a, b, c} 
12 20 


图 4 (P({a， 5，c))， 己 ) 的 哈 塞 图 图 5 偏 序 集 的 哈 塞 图 


有 时 在 偏 序 集中 存在 一 个 元 素 大 于 每 个 其 他 的 元 素 。 这 样 的 元 素 称 为 最 大 元 。 即 a 是 偏 序 集 
(S，<) 的 最 大 元 ， 如 果 对 所 有 的 5E S 有 5b<a。 当 最 大 元 存在 时 ， 它 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 
40a]。 类 似 地 ， 一 个 元 素 称 为 最 小 元 ， 当 它 小 于 偏 序 集 的 所 有 其 他 元 素 。 即 a 是 偏 序 集 (S，<) 
的 最 小 元 ， 如 果 对 所 有 的 bE S 有 as 和 2%。 当 最 小 元 存在 时 ， 它 也 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 40bj。 

例 15 确定 图 6 中 的 每 个 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 否 有 最 大 元 和 最 小 元 。 


b ee d d e d d 
YY XxX 人 > 
a a b a b a 


a) b) c) d) 
图 6 四 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 


解 ” 哈 塞 图 6a 表示 的 偏 序 集 的 最 小 元 是 a。 这 个 偏 序 集 没 有 最 大 元 。 哈 塞 图 6b 表示 的 偏 
序 集 既 没有 最 小 元 也 没有 最 大 元 。 哈 塞 图 6c 表示 的 的 偏 序 集 没 有 最 小 元 ， 它 的 最 大 元 是 4。 哈 
塞 图 6d 表示 的 偏 序 集 有 最 小 元 a 和 最 大 元 a。 4 

例 16 设 S 是 集合 。 确定 偏 序 集 (P(S)， 己 ) 中 是 否 存在 最 大 元 与 最 小 元 。 

解 ” 最 小 元 是 空 集 ， 因 为 对 于 S 的 任何 子 集 T， 有 名 忆 T。 集 合 S 是 这 个 偏 序 集 的 最 大 元 ， 
因为 只 要 全 是 S 的 子 集 , 就 有 TS S。 | 

例 17 在 偏 序 集 (Z* ，| ) 中 是 否 存在 最 大 元 和 最 小 元 ? 

解 1 是 最 小 元 ， 因 为 只 要 ) 交 是正 整数 ， 就 有 1|n。 因 为 没有 被 所 有 正 整 数 整 除 的 整数 ， 
所 以 不 存在 最 大 元 。 4 

有 时 候 可 以 找到 一 个 元 素 大 于 或 等 于 偏 序 集 (S，< ) 的 子 集 A 中 的 所 有 元 素 。 如 果 w 是 S 
中 的 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 aE A， 有 有 au， 那么 称 为 A 的 一 个 上 界 。 类 似 地 ， 也 可 能 存 
在 一 个 元 素 小 于 或 等 于 A 中 的 所 有 元 素 。 如 果 1 是 S 中 的 一 个 元 素 ， 使 得 对 所 有 的 元 素 a€ A 
有 Li<a， 那 么 1 称 为 A 的 一 个 下 界 。 

例 18 找 出 图 7 中 的 哈 塞 图 所 示 的 偏 序 集 的 子 集 {a，6，c}、{j， h} 和 {a,，c，d，f} 的 下 


界 和 上 界 。 
解 {a, 5，c} 的 上 界 是 e、f、;j 和 hh ， 它 的 唯一 的 下 界 是 a。{j，h} 没 有 上 界 ， 它 的 下 界 
是 a、 b、 Cs d, e 和 了 。 {a, Cy ds 刘 的 上 界 是 f、 hh 和 j， 它 的 下 界 是 a。 本 


元 素 x 叫做 子 集 A 的 最 小 上 界 ， 如 果 z 是 一 个 上 界 并 且 它 小 于 A 的 任何 其 他 的 上 界 。 因 
为 如 果 存 在 ， 则 只 存在 一 个 这 样 的 元 素 ， 从 这 个 意义 上 ， 称 这 个 元 素 为 最 小 上 界 [ 见 本 节 练 习 
42a)]。 即 若 任意 acEA 有 ae 和 z， 并 且 对 于 A 的 任意 上 界 z， 有 xz<zx， 则 就 是 A 的 最 小 上 界 。 


canctes ey 
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类 似 地 ， 如 果 y 是 A 的 下 界 ， 并 且 对 于 A 的 任意 下 界 z2， 有 zx 和 >， 则 y 就 是 A 的 最 大 下 界 。 
如 果 存 在 ，A 的 最 大 下 界 是 唯一 的 [ 见 本 节 练 习 42b]。 一 个 子 集 A 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 分 别 


记 作 glb(A) 和 1lub(A) 。 本 
例 19 在 图 7 所 示 的 偏 序 集中 ， 如 果 存 在 , 求 出 {6，d，g} 的 h 
最 大 下 界 和 最 小 上 界 。 Y 
解 {5，d，g} 的 上 界 是 g 和 hh。 因 为 g<h， 所 以 g 是 最 小 上 8 / 
界 。{5，d，g} 的 下 界 是 a 和 65。 因为 a<b， 所 以 5 是 最 大 下 界 。《 
例 20 在 偏 序 集 (Z+ ，| ) 中 ， 如 果 存 在 ， 求 出 集合 {3, 9, 12} J 


和 {1，2，4，5，10}) 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 。 

解 ” 如 果 3、9、12 被 一 个 整数 整除 ， 那 么 这 个 整数 就 是 {3，9， 
12} 的 下 界 。 这 样 的 整数 只 有 1 和 3。 因为 1|3， 所 以 3 是 {3，9， 
12} 的 最 大 下 界 。 集合 {1，2，4，5，10} 关 系 到 | 的 下 界 只 有 1， 因 . 

此 1 是 (1，2，4，5，10) 的 最 大 下 界 。 

一 个 整数 是 {3，9，12} 的 上 界 ， 当 和 且 仅 当 它 被 3、9 和 12 整除 。 ne 
具有 这 种 性 质 的 整数 就 是 那些 被 3、9 和 12 的 最 小 公 倍 数 36 整除 的 整数 。 因 此 ，36 是 {3，9， 
12} 的 最 小 上 界 。 一 个 正 整 数 是 集合 {1，2，4，5，10} 的 上 界 ， 当 且 仅 当 它 被 1、2、4、5 和 10 
整除 。 具 有 这 种 性 质 的 整数 就 是 被 这 些 整 数 的 最 小 公 售 数 20 整除 的 整数 。 因 此 ，20 是 {1，2， 
4，5，10} 的 最 小 上 界 。 


9.6.5 格 
如 果 一 个 偏 序 集 的 每 对 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 就 称 这 个 偏 序 集 为 格 。 格 有 许多 特 
殊 的 性 质 。 此 外 ， 格 有 许多 不 同 的 应 用 ， 如 用 在 信息 流 的 模型 中 ， 格 在 布尔 代数 中 也 有 重要 的 


确定 图 8 中 的 每 个 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 否 是 格 。 
六 f h 
e d 着 8 
c d 
b b c 4b d 


a) b) c) 
图 8 三 个 偏 序 集 的 哈 塞 图 


解 在 图 8a 和 图 8c 中 的 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 是 格 ， 因 为 在 每 个 偏 序 集中 每 对 元 素 都 有 最 
小 上 界 和 最 大 下 界 ， 读 者 可 自行 验证 。 另 一 方面 ， 图 8b 所 示 的 哈 斯 图 表示 的 偏 序 集 不 是 格 ， 
因为 元 素 b 和 c 没有 最 小 上 界 。 注 意 ， 虽 然 4a、e 和 了 都 是 上 界 ， 但 这 3 个 元 素 中 的 任何 一 个 在 
这 个 偏 序 集中 的 顺序 都 不 出 现在 其 他 2 个 之 前 。 本 

例 22 偏 序 集 (Z* ，| ) 是 格 吗 ? 

解 设 < 和 2 是 两 个 正 整 数 。 这 两 个 整数 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 它们 的 最 小 公 倍 数 
和 最 大 公约 数 ， 读 者 应 自行 验证 。 因 此 这 个 偏 序 集 是 格 。 本 

例 23 确定 偏 序 集 ((1，2，3，4，5}，|) 和 ({1，2，4，8，16}，|) 是 否 为 格 。 

解 ”因为 2 和 3 在 ((L，2，3，4，5}，|) 中 没有 上 界 ， 所 以 它们 当然 没有 最 小 上 界 。 因 此 
第 一 个 偏 序 集 不 是 格 。 


第 二 个 偏 序 集中 的 每 两 个 元 素 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 在 这 个 偏 序 集中 两 个 元 素 的 最 小 
上 界 是 它们 中 间 较 大 的 元 素 ， 而 两 个 元 素 的 最 大 下 界 是 它们 中 间 较 小 的 元 素 。 读 者 应 自行 验 
证 。 因 此 第 二 个 偏 序 集 是 格 。 4 

例 24 确定 (P(S)， 己 ) 是 否 是 格 ， 其 中 S 是 集合 。 

解 设 A 和 B 是 S 的 两 个 子 集 。A 和 B 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 AUB 和 AN 门 B， 读 
者 可 自行 证 明 。 因 此 (PC(S)， 己 ) 是 格 。 4 

例 25 信息 流 的 格 模型 ”在 许多 设置 中 ， 从 一 个 人 或 计算 机 程序 到 另 一 个 人 或 计算 机 程 
序 的 信息 流 要 受到 限制 ， 这 可 以 通过 安全 权限 来 实现 。 我 们 可 以 使 用 格 的 模型 来 表示 不 同 的 信 
息 流 策略 。 例 如 ， 一 个 通用 的 信息 流 策略 是 用 于 政府 或 军事 系统 中 的 多 级 安全 策略 。 为 每 组 信 ee 划 
息 分 配 一 个 安全 级 别 ， 并 且 每 个 安全 级 别 用 一 个 序 对 (4A，C) 表 示 ， 其 中 A 是 权限 级 别 ，C 是 
种 类 。 然 后 允许 人 和 计算 机 程序 从 一 个 被 特别 限制 的 安全 类 的 集合 中 访问 信息 。 

在 美国 政府 中 ， 使 用 的 典型 的 权限 级 别 是 不 保密 (0)、 秘 密 (1)、 机 密 (2) 和 绝密 (3)。( 若 
信息 是 秘密 、 机 密 或 绝密 的 ， 就 称 信息 被 分 类 了 .) 在 安全 级 别 中 使 用 的 种 类 是 一 个 集合 的 子 
集 ， 这 个 集合 含有 与 一 个 特定 行业 领域 相关 的 所 有 的 分 部 ， 每 个 分 部 表示 一 个 指定 的 对 象 域 。 
例如 ， 如 果 分 部 的 集合 是 {密探 ， 间 谍 ， 双 重 间谍 }， 那 么 存在 8 个 不 同 的 种 类 ， 每 个 种 类 分 别 
对 应 于 分 部 集合 中 的 8 个 子 集 ， 例 如 {密探 ， 间 谍 }。 

我 们 可 以 对 安全 种 类 排序 ， 规定 (A ，Ci)<<(A,，C:) 当 上 且 仪 当 Ai 二 A 和 C, 导 C;。 信 息 允 
许 从 安全 类 (A,，Ci) 流 向 安全 类 (A,，C) 当 上 且 仅 当 (A,，Ci)< (A,，C;)。 例 如 ,信息 允 许 从 
安全 类 (机 密 ，({ 密 探 ， 间 谍 }) 流 向 安全 类 (绝密 ，{ 密 探 ， 间 谍 ， 双 重 间 谍 })， 相 反 ， 信 息 不 允 
许 从 安全 类 (绝密 ，{ 密 探 ， 间 谍 }) 流 向 安全 类 (机 密 ，{ 密 探 ， 间 谍 ， 双 重 间 谍 )) 或 (绝密 ，{ 密 
探 })。 

我 们 将 它 留 给 读者 ( 见 本 节 练 习 48) 证 明 ， 所 有 安全 类 的 集合 与 在 这 个 例子 中 所 定义 的 序 
构成 一 个 格 。 a 


9.6.6 拓扑 排序 

假设 一 个 项 目 由 20 个 任务 构成 。 某 些 任务 只 能 在 其 他 任务 结束 之 后 完成 。 如 何 找 到 关于 
这 些 任 务 的 顺序 ? 为 了 对 这 个 问题 建 模 ， 我 们 在 任务 的 集合 上 构造 一 个 偏 序 ， 使 得 <2 当 且 
仅 当 a 和 6。 是 任务 且 直 到 a 结束 后 6 才能 开始 。 为 安排 好 这 个 项 目 ， 需 要 得 出 与 这 个 偏 序 相 容 
的 所 有 20 个 任务 的 顺序 。 我 们 将 说 明 怎 样 做 到 这 一 点 。 

我 们 从 定义 开始 。 如 果 只 要 aRb 就 有 a 二 5， 则 称 一 个 全 序 < 与 偏 序 R 是 相 容 的 。 从 一 个 
偏 序 构造 一 个 相 容 的 全 序 称 为 拓扑 排序 。 我 们 需要 使 用 引 理 1 。 

每 个 有 穷 非 空 偏 序 集 (S， 当 ) 至 少 有 一 个 极 小 元 。 

证 ”选择 S 的 一 个 元 素 a。。 如 果 a 不 是 极 小 元 ， 那么 存在 元 素 a; ， 满 足 al <a。。 如 果 w 
不 是 极 小 元 ， 那 么 存在 元 素 a;， 满 足 a < 。 继 续 这 一 过 程 ， 使 得 如 果 a, 不 是 极 小 元 ， 那 么 
存在 元 素 a,;1 满 足 a,+1 玉 a,。 因 为 在 这 个 偏 序 集 只 有 有 穷 个 元 素 ， 所 以 这 个 过 程 一 定 会 结束 并 
且 具 有 极 小 元 a,。 4 

我 们 将 要 描述 的 拓扑 排序 算法 对 任何 有 穷 非 空 偏 序 集 都 有 效 。 为 了 在 偏 序 集 (A，< ) 上 害 
义 一 个 全 序 ， 首 先 选择 一 个 极 小 元 素 wm 。 由 引 理 1 可知， 这样 的 元 素 存 在 。 接 着 ,正如 读者 应 
自行 验证 的 ，(A 一 {a1}， 才 ) 也 是 一 个 偏 序 集 。 如 果 它 是 非 空 的 ， 选 择 这 个 偏 序 集 的 一 个 极 小 
元 a:。 然 后 再 移出 w ， 如 果 还 有 其 他 的 元 素 留 下 来 ， 在 A 一 {a: ，a;} 中 选择 一 个 极 小 元 a;。 继 
续 这 个 过 程 ， 只 要 还 有 元 素 留 下 来 ， 就 在 A 一 {a: ，a ，…，akt} 中 选择 极 小 元 a4+1。 


加 “拓扑 排序 ”是 计算 机 科学 中 用 到 的 术语 ; 在 数学 中 用 到 的 术语 是 “ 偏 序 的 线性 化 ”。 在 数学 中 ， 拓 扑 是 几何 的 
一 个 分 支 ， 用 于 研究 几何 图 形 在 连续 改变 形状 时 还 能 保持 不 变 的 一 些 特性 。 在 计算 机 科学 中 ， 拓 扑 是 把 对 象 
进行 安排 ， 使 它们 能 够 通过 边 相连 。 
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因为 A 是 有 穷 集 ， 所 以 这 个 过 程 一 定 会 终止 。 最 终 产 生 一 个 元 素 序列 wm ，a,，…，a,。 所 
需要 的 全 序 <, 定义 为 
Ws My Ks we 
这 个 全 序 与 初始 偏 序 相 容 。 为 看 出 这 一 点 ， 注 意 如 果 在 初始 偏 序 中 bp<c，c< 在 算法 的 某 个 阶段 
6b 已 经 被 移出 时 ， 被 选择 为 极 小 元 ， 否 则 < 就 不 是 极 小 元 。 算 法 1 给 出 了 关于 这 个 拓扑 排序 算 
法 的 伪 码 。 








算法 1 拓扑 排序 
procedure topological sort((S， 入 ) :， 有 穷 偏 序 集 ) 
k :=1 
while SZ 
a : 王 S 的 极 小 元 {由 引 理 1 可知， 这 样 的 元 素 一 定 存在 } 
S :=S—{a:} 
k :=k 十 1 








return a1，azs，*…，an{a1，a;，*"…，a, 是 与 S 相 容 的 全 序 } 








例 26 找 出 与 偏 序 集 ({L，2，4，5，12，20}，|) 相 容 的 一 个 全 序 。 

解 ”第 一 步 是 选择 一 个 极 小 元 。 这 个 元 素 一 定 是 1， 因为 它 是 唯一 的 极 小 元 。 下 一 步 选 择 
({2，4，5，12，20}，| ) 的 一 个 极 小 元 。 在 这 个 偏 序 集中 有 两 个 极 小 元 ， 即 2 和 5。 我 们 选择 
5。 剩 下 的 元 素 是 (2，4，12，20}。 在 这 一 步 ， 唯 一 的 极 小 元 是 2。 下 一 步 选择 4， 因为 它 是 
({4，12，20}，|) 的 唯一 极 小 元 。 因 为 12 和 20 都 是 ({12，20}，| ) 的 极 小 元 ， 下 一 步 选 哪 一 
个 都 可 以 。 我 们 选 20， 只 剩 下 12 作为 最 后 的 元 素 。 这 产生 了 全 序 

1<5<2<4<20<12 
这 个 排序 算法 所 使 用 的 步 又 在 图 9 中 给 出 。 本 





[大 国王 卫 后 ED 


图 9 ({(1，2，4，5，12，20}，| ) 的 拓扑 排序 


在 项 目的 安排 中 会 用 到 拓扑 排序 。 

例 27 一 个 计算 机 公司 的 开发 项 目 需 要 完成 7 个 任务 。 G 
其 中 某 些 任务 只 能 在 其 他 任务 结束 后 才能 开始 。 考 虑 如 下 建 六 
立 任务 上 的 偏 序 ， 如 果 任 务 了 在 X 结束 后 才能 开始 ， 则 任务 
X<< 任 务 了 Y。 这 7 个 任务 对 应 于 这 个 偏 序 的 哈 塞 图 如 图 10 所 
示 。 求 一 个 任务 的 执行 顺序 ， 使 得 能 够 完成 这 个 项 目 。 B 

解 ”可 以 通过 执行 一 个 拓扑 排序 得 到 7 个 任务 的 排序 。 
排序 的 步骤 显示 在 图 11 中 。 这 个 排序 的 结果 , A<C<B<E A € E 
F<D<G， 给 出 了 一 种 任务 的 可 行 次 序 。 对 ”图 10 关于 7 个 任务 的 哈 塞 图 
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图 11 任务 的 拓扑 排序 


练习 


1. 


以 下 这 些 定义 在 集合 {0，1，2，3} 上 的 关系 ， 哪 些 是 偏 序 的 ? 如 果 不 是 偏 序 的 ， 请 给 出 它 缺 少 偏 序 的 
哪些 性 质 。 

a){(0，0)，(1，1)，(2，2)，(3，3)) 

Bb {C0, 0), (1, 1), C2, 0), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3)) 

{C0, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 2), (3, 3)} 

{C0, 0), C1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)} 

ey{C0, 0), 0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 2), (3, 3)) 


. 以 下 这 些 定义 在 集合 {0，1，2，3} 上 的 关系 ， 哪 些 是 偏 序 的 ?如果 不是 偏 序 的 ， 请 给 出 它 缺 少 偏 序 的 


哪些 性 质 。 

a){(0, 0), (2, 2), (3, 3)} 

b){C0, 0), (C1, 1), G25 07s (C2, 2)5 C2, 3)» (3, 3)} 

eI {C0s 0), Cls 1), Cs 2)3 (2; 2)3 C35 1), (35 3))} 

D(C0, 07, 1, 1), Cl, 2), (ls 3), (2, 0), (2; 2), (2 3), C3», Os (3, 3)} 

oto, 0), 0: Ds Os 2 0 3 Cs OF Cs Ds Cs Ds Cy 3 (2 O93 (25 2 《35 3 


. 设 a 和 65 是 人 ，S 是 全 世界 所 有 人 构成 的 集合 ，(a， 5) ER。 请 问 (S，R) 是 否 为 偏 序 集 ， 如 果 


a)a 比 b5 的 个 子 高 

b)a 不 比 2 高 

c)a 一 5 或 a 是 2 的 祖先 

d)a 和 2 有 共同 的 朋友 

设 a 和 5 是 人 ，S 是 全 世界 所 有 人 构成 的 集合 ，(a，5) ER。 请问 (S，R) 是 否 为 偏 序 集 ， 如 果 
a)a 不比 b 个 子 矮 

b)a 的 体重 比 2 重 

c)a 王 0 或 < 是 2 的 后 代 

d)a 和 8 没有 共同 的 朋友 


. 下 面 哪些 是 偏 序 集 ? 


a)(Z, =) b)(Z， 关 ) c)(Z, 宇 ) DD, ~ 


. 下 面 哪些 是 偏 序 集 ? 


a)(R, =) b)(R, =) OO(R, <) d)(R， 关 ) 


. 确定 以 下 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 


1 

; 是 地 8 

| 4 0 b)|0 1 0 ©) 0 
9 六 1 :0 


i eh 
OO ~ ~ 
OD 


. 确定 由 下 面 的 0-1 矩阵 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 。 


17， 


18. 


19。 
20. 
21. 
22. 


23. 


24. 





528 第 9 章 





tL 光志 
4 路 1 0 
Qa 是 下 租 
8 类 | 汪 了 丽 b)l0 1 0 c) 
0 0 1 1 
0 人 0 和 1 1 0 LL 
LE 仙境 


在 练习 9 一 11 中 确定 有 向 图 所 表示 的 关系 是 否 为 偏 序 


10. me 7 ~ ) ( ) C) 
a b a 


. 设 (S，R) 是 偏 序 集 。 证 明 : (S，R"') 也 是 偏 序 集 ， 其 中 R 7! 是 R 的 逆 。 偏 序 集 (S，R  ) 称 为 (S， 
R) 的 对 偶 。 
. 求 下 面 偏 序 集 的 对 偶 。 
to hs Se b)(Z, 宇 ) 
©) (PT), SS) d)(Z* , |) 
. 在 偏 序 集 (Z*+ ，| ) 中 ， 下 面 哪些 元 素 对 是 可 比 的 ? 
a)5，15 b)6，9 c)8，16 d)7, 7 
. 在 下 面 的 偏 序 集中 ， 找 出 两 个 不 可 比 的 元 素 。 
aP(tDs Ly 2 EY) Dtis 2 dy Bs Bs | 
. 设 S={1，2，3，4)。 考 虑 基于 通常 “小 于 ”关系 的 字典 顺序 。 


a) 找 出 所 有 在 SXS 中 小 于 (2，3) 的 序 对 。 

b) 找 出 所 有 在 SXS 中 大 于 (3，1) 的 序 对 。 

©) 画 出 偏 序 集 (SXS，< ) 的 哈 塞 图 。 

找 出 下 面 的 n 元 组 的 字典 顺序 。 

a) (ls 1; 227 (ls 23 1) 

b)(0, 1, 2, 3), (0, 1, 3, 2) 

ej Cla Or L0G Ts Os Ts ds Ts 0) 

找 出 下 面 小 写 英语 字母 构成 的 字符 串 的 字典 顺序 。 

a)quack, quick, quicksilver, quicksand, quacking 

b)open, opener, opera, operand, opened 

€)z00, zero, zoom, zoology, zoological 

找 出 位 串 0，01，11，001，010，011，0001 和 0101 的 基于 0 和 <1 的 字典 顺序 。 
画 出 定义 在 {0，1，2，3，4，5} 上 的 “大 于 或 等 于 ”关系 的 哈 塞 图 。 

画 出 定义 在 {0，2，5，10，11，15) 上 的 “小 于 或 等 于 ”关系 的 哈 寒 图 。 
画 出 定义 在 下 述 集 合 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 

人 有 
ef25 35 5 10, 1 L655 28》 Dly Br 9 275 Ls 249 
画 出 定义 在 下 述 集合 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 
人 

3 

ce){1l, 2, 3, 6, 12, 24, 36, 48} 

tl 2 4, By 16 ‘32, 604} 

画 出 定义 在 集合 P(S) 上 的 包含 关系 的 哈 塞 图 ， 其 中 S={a, b,c，d}。 
在 练习 25 一 27 中 ， 列 出 哈 塞 图 所 示 的 偏 序 中 的 所 有 有 序 对 。 


25. 


28. 
29. 
30. 
31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
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a b a C 


a 
定义 在 {1，2，3，4，6，12} 上 的 偏 序 {(a，6) |a 整除 5} 的 覆盖 关系 是 什么 ? 
定义 在 S 的 寡 集 上 的 偏 序 {(A，B) | ASCB} 的 覆盖 关系 是 什么 ? 其 中 S={a, b,c}。 
在 例 25 中 定义 的 关于 安全 种 类 偏 序 集中 的 偏 序 的 覆盖 关系 是 什么 ? 
证 明 ; 一 个 有 穷 偏 序 集 可 以 从 它 的 覆盖 关系 重新 构造 出 来 。 [提示 : 证 明 偏 序 集 是 它 的 覆盖 关系 的 传 


递 闭 包 的 自 反 闭 包 。] 
对 于 下 面 的 哈 塞 图 表示 的 偏 序 ， 回 答 下 面 的 问题 。 
a) 求 极 大 元 。 nm 
b) 求 极 小 元 。 
c) 存 在 最 大 元 吗 ? J 
d) 存 在 最 小 元 吗 ? 
e@) 求 {a,， 5b，c} 的 所 有 上 界 。 l ha 
人 如 果 存 在 ， 求 {a，b，c) 的 最 小 上 界 。 2 
外 求 {f，g，h} 的 所 有 下 界 。 
h) 如 果 存 在 ， 求 {f，g，h} 的 最 大 下 界 。 ， 
a 多 


对 偏 序 集 ({3，5，9，15，24，45}，| )， 回 答 下 述 问题 。 
a) 求 极 大 元 。 

b) 求 极 小 元 。 

ec) 存 在 最 大 元 吗 ? 

d) 存 在 最 小 元 吗 ? 

e) 找 出 {3，5} 的 所 有 上 界 。 

f) 如 果 存 在 ， 求 {(3，5}) 的 最 小 上 界 。 

g) 求 {15，45}) 的 所 有 下 界 。 

h) 如 果 存 在 ， 求 {15，45} 的 最 大 下 界 。 

对 偏 序 集 ((2，4，6，9，12，18，27，36，48，60，72}，|)， 回 答 下 述 问题 。 
a) 找 出 极 大 元 。 

b) 找 出 极 小 元 。 

c) 存 在 最 大 元 吗 ? 

d) 存 在 最 小 元 吗 ? 

e) 找 出 {2，9} 的 所 有 上 界 。 

人 如 果 存 在 ， 找 出 {2，9} 的 最 小 上 界 。 

g) 找 出 {60，72} 的 所 有 下 界 。 

h) 如 果 存 在 ， 找 出 {60，72}) 的 最 大 下 界 。 

对 偏 序 集 ({{1},，{2}，{4}, {1, 2}, {1, 4}, {2, 4}, {3, 4}, {1, 3, 4}，{2，3, 4}},， 性 ), 回 
答 下 述 问 题 。 

a) 求 极 大 元 。 

b) 求 极 小 元 。 

c) 存 在 最 大 元 吗 ? 

d) 存 在 最 小 元 吗 ? 

e) 求 {{2}，{4)} 的 所 有 上 界 。 

f) 如 果 存 在 ， 求 {{2);，{4}) 的 最 小 上 界 。 

g) 求 {{1，3，4}，{2，3，4)} 的 所 有 下 界 。 

h) 如 果 存 在 ， 求 {{1，3，4}，{2，3，4)} 的 最 大 下 界 。 


36. 


37. 


38. 


39, 


40. 


41. 


42. 


43， 


44. 


45. 
46. 
47. 


48. 


49. 


50. 
51, 
52. 
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给 出 满足 下 述 条 件 的 偏 序 集 。 

a) 有 一 个 极 小 元 但 没有 极 大 元 。 

b) 有 一 个 极 大 元 但 没有 极 小 元 。 

c) 既 没有 极 大 元 也 没有 极 小 元 。 

证 明 : 字典 顺序 是 两 个 偏 序 集 的 笛 卡 儿 积 上 的 偏 序 。 

证 明 : 字典 顺序 是 一 个 定义 在 偏 序 集 的 字符 串 的 集合 上 的 偏 序 。 
假设 (S，<1) 和 (T，<;) 是 偏 序 集 。 证明 (SX TT， ) 也 是 偏 序 集 ， 其 中 (s，1) 坟 (u， wv) 当 且 仅 当 
sS<17 且 上 入 :uv。 

a) 证 明 : 如 果 偏 序 集 存在 最 大 元 ， 恰 好 存在 一 个 最 大 元 。 

b) 证 明 : 如 果 偏 序 集 存在 最 小 元 ， 恰 好 存在 一 个 最 小 元 。 

a) 证 明 : 在 一 个 具有 最 大 元 的 偏 序 集中 恰好 存在 一 个 极 大 元 。 
b) 证 明 : 在 一 个 具有 最 小 元 的 偏 序 集中 恰好 存在 一 个 极 小 元 。 
a) 证 明 : 如 果 偏 序 集 的 子 集 存在 最 小 上 界 ， 则 是 唯一 的 。 

b) 证 明 :; 如 果 偏 序 集 的 子 集 存在 最 大 下 界 ， 则 是 唯一 的 。 
确定 具有 下 面 哈 塞 图 的 偏 序 集 是 否 为 格 。 


a) 8 b)h c) i 
f f h 
ad . 7 3 3 
d e 
b 这 b c 
b c 
a 
a 
a 
确定 下 面 的 偏 序 集 是 否 为 格 。 
uC ls Bh Br Yr oy | 
bolls Ss | 
OF: 2 


d)(P(S)， 二 )， 其 中 PC(S) 是 集合 S 的 宕 集 

证 明 : 一 个 格 的 每 个 有 限 非 空子 集 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 

证 明 : 如 果 偏 序 集 (S，R) 是 格 ， 那 么 对 偶 偏 序 集 (S，R :) 也 是 格 。 

在 一 个 公司 里 ， 使 用 信息 流 的 格 模型 控制 敏感 信息 ， 这 些 信 息 具 有 由 有 序 对 (4A，C) 表 示 的 安全 类 别 。 
这 里 和 是 权限 级 别 ， 这 种 权限 级 别 可 以 是 非 私 有 的 (0)、 私 有 的 (1)、 受 限制 的 (2) 或 注册 的 (3)。 种 
类 C 是 所 有 项 目 集合 (猎豹 ， 黑 斑 羚 ， 美 洲 狮 } 的 子 集 (在 公司 里 常常 使 用 动物 的 名 字 作为 项 目的 代码 
名 字 ) 。 

a) 是 否 允 许 信息 从 (私有 的 ，{ 猎 豹 ， 美 洲 狮 )) 流 向 ( 受 限 制 的 ，{ 美 洲 狮 )2? 

b) 是 否 允 许 信息 从 ( 受 限 制 的 ，{ 猎 豹 )》) 流 向 (注册 的 ，{ 猜 豹 ， 黑 斑 羚 ))? 

中 允许 信息 从 (私有 的 ，{ 猫 鹏 ,美洲 狮 )) 流 向 哪个 类 ? 

dg) 人 允许 信息 从 哪个 类 流向 安全 类 ( 受 限 制 的 ，{ 黑 斑 羚 ， 美 洲 狮 })? 

证 明 ; 安全 类 别 (A，C) 的 集合 S 是 一 个 格 ， 其 中 A 是 表示 权限 级 别 的 正 整 数 ，C 是 有 穷 的 种 类 集 的 
子 集 ， 并 且 (4A, ，CiD) 入 (4 ，C2 ) 当 上 且 仅 当 A 委 4A: 且 CISC:。[ 提 示 : 首先 证 明 (S，< ) 是 一 个 偏 序 
集 ， 然 后 证 明 (A,，C1) 和 (As， Cz ) 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 是 (max(A1，A:s),， Ci UC:) 和 (min 
CA Mid Cif NC 

证 明 : 一 个 集合 S$ 上 的 所 有 划分 的 集合 与 关系 < 构成 一 个 格 ， 其 中 如 果 划 分 已 是 划分 Ps 的 加 细 ， 
则 P; 入 P:( 见 9. 5 节 练 习 49 前 面 的 说 明 )。 

证 明 : 每 个 全 序 集 都 是 一 个 格 。 

证 明 ; 每 个 有 限 格 都 有 一 个 最 小 元 和 一 个 最 大 元 。 

给 出 一 个 无 限 格 的 例子 ， 使 得 

a) 既 没有 最 小 元 也 没有 最 大 元 。 

b) 有 一 个 最 小 元 但 没有 最 大 元 。 
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c) 有 一 个 最 大 元 但 没有 最 小 元 。 
d) 有 一 个 最 小 元 也 有 一 个 最 大 元 。 
53. 验证 (Z*7 XZ- ，< ) 是 一 个 良 序 集 ， 其 中 过 是 例 8 中 所 声明 的 字典 顺序 。 
54. 确定 下 述 每 个 偏 序 集 是 否 为 良 序 的 。 
a)(S, 和 声 )， 其 中 S={10, 11, 12, “2)} 
b)(CQPmrLo，1],， 委 )(0 和 1 之 间 的 有 理 数 集合 ， 包 含 0 和 1) 
ec)(S， 委 )，S 是 分 母 不 超过 3 的 正 有 理 数 集合 
d)(Z ”， 宇 )， 其 中 Z 是 负 整 数 的 集合 
如 果 偏 序 集 中 不 存在 元 素 的 无 限 递减 序列 ， 即 元 素 mm ，z ，…，Zx,… 使 得 … 运 xz, 过 … 过 zs 过 x1， 则 
这 个 偏 序 集 是 良 基 的 。 设 偏 序 集 (R， 二 )， 如 果 对 所 有 的 XER 和 yER，zx~<y 都 存在 元 素 xER 使 得 zx 到 
<<>， 则 称 这 个 偏 序 集 是 稠密 的 。 
55. 证明: 偏 序 集 (Z， 和 )( 其 中 zx<y 当 且 仅 当 |z | 二 |y|) 是 良 基 的 ， 但 不 是 全 序 集 。 
56. 证 明 : 至 少 有 两 个 可 比 元 素 的 稠密 偏 序 集 不 是 良 基 的 。 
57. 证 明 : 有 理 数 和 通常 的 “小 于 或 等 于 ”关系 构成 的 偏 序 集 (Q， 三 ) 是 稠密 偏 序 集 。 
58. 证 明 : 小 写 英 文字 母 的 字符 串 的 集合 以 及 定义 在 其 上 的 字典 顺序 既 不 是 良 基 的 ， 也 不 是 稠密 的 。 
59. 证 明 : 偏 序 集 是 良 序 的 ， 当 且 仅 当 它 是 全 序 的 并 且 是 良 基 的 。 
60. 证 明 : 一 个 有 穷 非 空 偏 序 集 有 一 个 极 大 元 。 
61. 求 一 个 全 序 ， 使 得 它 与 练习 32 中 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集 相 容 。 
62. 求 一 个 与 集合 {L，2，3，6，8，12，24，36} 上 的 整除 关系 相 容 的 全 序 。 
63. 求 出 所 有 与 例 26 中 的 偏 序 集 ({(L，2，4，5，12，20}，| } 相 容 的 全 序 。 
64. 求 出 所 有 与 练习 27 中 的 哈 塞 图 表示 的 偏 序 集 相 容 的 全 序 。 
65. 求 出 完成 例 27 中 的 开发 项 目的 任务 的 所 有 可 能 的 顺序 。 
66. 如 果 表 示 建 筑 一 座 房子 所 需 任务 的 哈 塞 图 如 下 图 所 示 ， 通 过 指定 这 些 任 务 的 顺序 来 安排 它们 。 


完成 





铺 地毯 
铺 地 板 
装 管道 


设置 测试 点 





532 第 9 章 


关键 术语 和 结论 
术语 


从 A 到 B 的 二 元 关系 (binary relation from A to B:): AXB 的 子 集 。 

定义 在 A 上 的 关系 (relation on A:): 从 A 到 自身 的 二 元 关系 ( 即 AXA 的 子 集 )，。 

SoR:R 与 S 的 合成 。 

R ，: R 的 道 关 系 。 

R": RR 的 n 次 短 。 

自 反 的 (reflexive) : 定义 在 A 上 的 一 个 关系 尺 是 自 反 的 ， 如 果 对 所 有 的 cEA 有 (ae，ca)ER。 

对 称 的 (symmetric) : 定义 在 A 上 的 一 个 关系 是 对 称 的 ， 如 果 只 要 (a,， 5) ER 就 有 (5，a) ER。 

反对 称 的 (antisymmetric): 定义 在 A 上 的 关系 是 反对 称 的 ， 如 果 只 要 (a, 5)ER 和 (6b, a)ER 
就 有 a 一 5。 

传递 的 (transitive) : 定义 在 A 上 的 关系 尺 是 传递 的 ,如 果 有 (a，2) ER 和 (2，c) ER 就 
有 (a,， cER。 

定义 在 Al，A,，…，A, 上 的 nn 元 关系 (1rary relation on Al，As，…, A,); A XA,X…XA, 的 一 个 
子 集 。 

关系 数据 模型 (relational data model) : 一 个 使 用 nn 元 关系 表示 数据 库 的 模型 。 

主键 (primary key) : nn 元 关系 的 一 个 域 ,使 得 一 个 n 元 组 被 它 在 这 个 域 的 值 唯一 确定 。 

复合 主键 (composite key) : 一 个 元 关系 域 的 笛 卡 儿 积 ,使 得 一 个 nn 元 组 被 在 这 些 域 的 值 唯 一 
确定 。 

选择 运算 符 (selection operator) : 一 个 函数 ， 它 在 nn 元 关系 中 选 出 满足 特定 条 件 的 n 元 组 。 

投影 (projection) ; 一 个 函数 ， 它 从 一 个 nn 元 关系 通过 删除 域 产生 一 个 阶 较 小 的 关系 。 

连接 (join) : 一 个 函数 ， 它 把 具有 某 些 相同 的 域 的 对 元 关系 组 合 起 来 。 

有 向 图 (directed graph or digraph) : 称 为 顶点 的 元 素 和 这 些 元 素 构成 的 有 序 对 (也 叫做 边 ) 的 集合 。 

环 (loop): 形 如 (Cc，a) 的 边 。 

关系 尺 关 于 性 质 P 的 闭 包 (closure of a relation R with respect to a property P) : 包含 R 的 关系 S 
(如 果 存 在 ) 具 有 性 质 P， 并 且 被 任何 包含 尺 且 具有 性 质 P 的 关系 所 包含 。 

有 向 图 中 的 路 径 (path in a digraph) : 边 的 序列 (a， ZX)， (zi, Zz), (Xz Tri1), (Xnis 
5b) 使 得 序列 中 每 条 边 的 终点 是 后 面 一 条 边 的 起 点 。 

有 向 图 中 的 回路 (或 圈 )(circuit (or cycle) in a digraph) : 以 同一 顶点 作为 起 点 和 终点 的 路 径 。 

R* (连通 性 关系 ，connectivity relation) : 由 有 序 对 (a，5) 构 成 的 关系 ， 条 件 是 存在 一 条 从 a 到 6。 
的 路 径 。 

等 价 关系 (equivalence relation) : 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 关系 。 

等 价 (equivalent) ; 如 果 尺 是 等 价 关 系 ， 若 aRb6， 那 么 a 等 价 于 0。 

[ao]s(Ca 关于 尺 的 等 价 类 ，equivalence class of a with respect to R): A 中 所 有 等 价 于 a 的 元 素 的 
集合 。 

[aj],( 模 m 的 同 余 类 ，congruence class modulo mm) : 与 a 模 m 同 余 的 整数 的 集合 。 

集合 S 的 划分 (partition of a set S) : 一 族 两 两 不 相交 的 非 空 子 集 ， 且 这 些 子 集 的 并 集 就 是 S。 

偏 序 (partial ordering) : 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 关系 。 

偏 序 集 (S，R) (poset(S，R)) : 集合 S 与 这 个 集合 上 的 偏 序 R。 

可 比 的 (comparable) : 偏 序 集 (A，< ) 中 的 元 素 a 和 6 是 可 比 的 ， 如果 a<6b 或 5<a。 

不 可 比 的 (incomparable) : 偏 序 集中 的 元 素 不 是 可 比 。 

全 序 ( 或 线 序 ) (total (or linear) ordering) : 一 个 偏 序 ， 并 且 它 的 每 对 元 素 都 是 可 比 的 。 

全 序 ( 或 线 序 ) 集 (totally (or linearly) ordered set): 具有 一 个 全 序 ( 或 线 序 ) 的 偏 序 集 。 
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良 序 集 (well-ordered set) : 偏 序 集 (S，<)， 其 中 二 是 全 序 ， 和 是 S 的 每 个 非 空子 集 有 一 个 最 小 元 。 

字典 顺序 (lexicographic order) : 笛 卡 儿 积 或 字符 串 的 一 个 偏 序 。 

哈 塞 图 (Hasse diagram) : 偏 序 集 的 图 表示 ， 其 中 所 有 的 环 和 由 传递 性 可 得 的 边 不 出 现 ， 并 且 顶 
点 的 位 置 隐 含 了 边 的 方向 。 

极 大 元 (maximal element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 不 小 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 

极 小 元 (minimal element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 不 大 于 这 个 偏 序 集 的 任何 其 他 元 素 。 

最 大 元 (greatest element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 大 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 

最 小 元 (least element) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 小 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 

集合 的 上 界 (upper bound of a set) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 大 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 

集合 的 下 界 (lower bound of a set) : 偏 序 集 的 一 个 元 素 ， 它 小 于 这 个 集合 的 所 有 其 他 元 素 。 

集合 的 最 小 上 界 (least upper bound of a set) : 集合 的 一 个 上 界 ， 它 小 于 所 有 其 他 的 上 界 。 

集合 的 最 大 下 界 (greatest lower bound of a set) : 集合 的 一 个 下 界 ， 它 大 于 所 有 其 他 的 下 界 。 

格 (lattice) : 一 个 偏 序 集 ， 其 中 每 对 元 素 都 有 一 个 最 大 下 界 和 一 个 最 小 上 界 。 

与 一 个 偏 序 相 容 的 全 序 (compatible total ordering for a partial ordering) : 包含 了 给 定 偏 序 的 一 
个 全 序 。 

拓扑 排序 (topological sort) : 构造 一 个 与 给 定 的 偏 序 相 容 的 全 序 。 


结论 

定义 在 集合 A 上 的 关系 R 的 自 反 闭 包 等 于 RUA, 其 中 A={(a, a) |a€ 有 A)。 

定义 在 集合 A 上 的 关系 RR 的 对 称 闭 包 等 于 RUR"', 其 中 R=={(b, a)|(a, 6)ER)。 

一 个 关系 的 传递 闭 包 等 于 由 这 个 关系 构成 的 连通 性 关系 。 

沃 舍 尔 算法 用 于 求 一 个 关系 的 传递 闭 包 。 

设 尺 是 等 价 关 系 ， 那 么 下 面 三 条 语句 是 等 价 的 : 
(1)aRb; (2)[ajsMNLoJs#2G; (3)[Lalr=[bjr。 

定义 在 集合 A 上 的 等 价 关 系 的 等 价 类 构成 A 的 划分 。 相 反 ， 从 一 个 划分 可 以 构造 一 个 等 价 关 
系 ， 使 得 等 价 类 就 是 划分 中 的 子 集 。 

良 序 归纳 原理 。 

拓扑 排序 算法 。 


复习 题 
1. a) 什 么 是 集合 上 的 关系 ? 
b) 一 个 n 元 素 集 合 上 有 和 多少 个 关系 ? 
2. a) 什 么 是 自 反 关系 ? 
b) 什 么 是 对 称 关 系 ? 
co) 什么 是 反对 称 关 系 ? 
qd) 什么 是 传递 关系 ? 
3. 给 出 定义 在 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 的 例子 ， 使 得 它 是 
a) 自 反 的 、 对 称 的 但 不 是 传递 的 。 
b) 不 是 自 反 的 ， 是 对 称 的 和 传递 的 。 
©) 自 反 的 、 反 对 称 的， 但 不 是 传递 的 。 
d) 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 
e) 自 反 的 、 反 对 称 的 和 传递 的 。 
4. a) 在 一 个 n 元素 集 合 上 有 和 多少 个 自 反 的 关系 ? 
b) 在 一 个 nn 元 素 集合 上 有 多 少 个 对 称 的 关系 ? 
©) 在 一 个 n 元素 集 合 上 有 和 多少 个 反对 称 的 关系 ? 
5. a) 解 释 怎样 用 一 个 nn 元 关系 表示 在 一 个 大 学 里 的 学 生 的 信息 。 
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10. 


11. 


12. 


b) 怎 样 用 一 个 包含 学 生 姓名 、 地 址 、 电 话 号 码 、 专 业 和 平均 学 分 绩 点 的 5 元 关系 构造 一 个 包含 学 生 姓 
名、 专业 和 平均 学 分 绩 点 的 3 元 关系 。 

怎样 将 包含 学 生 姓名 、 地 址 、 电 话 号 码 和 专业 的 4 元 关系 和 包含 学 生 姓 名 、 学 号 、 专 业 和 学 分 数 的 

4 元 关系 组 合成 一 个 单一 的 nn 元 关系 ? 


. a) 解 释 怎 样 使 用 一 个 0-1 矩阵 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 。 


b) 解 释 怎 样 使 用 表示 关系 的 0-1 矩阵 来 确定 这 个 关系 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 。 


. 2) 解释 怎样 使 用 一 个 有 向 图 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 。 


b) 解 释 怎样 使 用 表示 关系 的 有 向 图 来 确定 这 个 关系 是 否 为 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 。 


. a) 定 义 一 个 关系 的 自 反 闭 包 和 对 称 闭 包 。 


b) 如 何 构 造 一 个 关系 的 自 反 闭 包 ? 
©) 如 何 构 造 一 个 关系 的 对 称 闭 包 ? 
d) 求 定义 在 集合 {1，2，3，4} 上 的 关系 {(1，2)，(2，3)，(2，4)，(3，1)) 的 自 反 闭 包 和 对 称 闭 包 。 


. a) 定 义 一 个 关系 的 传递 闭 包 。 


b) 在 一 个 关系 中 ， 若 (a，5) 和 (5，c) 属 于 该 关系 ， 则 能 否 通过 在 该 关系 中 加 入 所 有 的 (a，c) 对 得 到 该 
关系 的 传递 闭 包 吗 ? 

©) 描 述 求 关系 的 传递 闭 包 的 两 个 算法 。 

QD) 求 关系 {C1 (1, 3); (2 I C2 D7 CO A 3 5 C35 人 D5 如 7 DD 的 传递 辣 他 。 
a) 定 义 一 个 等 价 关系 。 

b) 定 义 在 集合 {a，5，c，d} 上 的 哪些 关系 包含 了 l(a,，65) 和 (5，d) 的 等 价 关 系 ? 

a3) 证明: 模 m 同 余 关 系 是 等 价 关 系 ， 其 中 m 是 正 整数 。 

b) 证 明 : 关系 {(a，5b) |4a 三 土 b(mod 7)} 是 整数 集 上 的 等 价 关系 。 

a) 什 么 是 一 个 等 价 关 系 的 等 价 类 ? 

b) 什 么 是 模 5 同 余 关系 的 等 价 类 ? 

c) 什 么 是 问题 11b) 中 等 价 关 系 的 等 价 类 ? 


. 解释 定义 在 集合 上 的 等 价 关系 与 集合 划分 之 间 的 联系 。 
. a) 定 义 偏 序 。 


b) 证 明 : 正 整 数 集合 上 的 整除 关系 是 偏 序 。 


. 解释 怎样 用 定义 在 集合 A! 和 A: 上 的 偏 序 定义 在 集合 A, XA 上 的 偏 序 。 
. a) 解 释 怎样 构造 定义 在 有 穷 集 上 的 偏 序 的 哈 塞 图 。 


b) 画 出 定义 在 集合 {2， Sn 5， 9， 12， 15， 18} 上 的 整除 关系 的 哈 塞 图 。 


. a) 定 义 一 个 偏 序 集 的 极 大 元 和 最 大 元 。 


b) 给 出 一 个 有 3 个 极 大 元 的 偏 序 集 的 例子 。 
c) 给 出 一 个 有 1 个 最 大 元 的 偏 序 集 的 例子 。 


.a) 定 义 格 。 


b) 给 出 一 个 含有 5 个 元 素 的 偏 序 集 是 格 的 例子 和 一 个 含有 5 个 元 素 的 偏 序 集 不 是 格 的 例子 。 


. a) 证 明 : 一 个 格 的 每 个 有 穷 子 集 都 有 一 个 最 大 下 界 和 一 个 最 小 上 界 。 


b) 证 明 ， 每 个 具有 有 限 元 素 的 格 都 有 一 个 最 小 元 和 一 个 最 大 元 。 


， a) 定 义 一 个 良 序 集 。 


b) 描 述 一 个 产生 与 给 定 的 偏 序 集 相 容 的 良 序 集 的 算法 。 
c) 如 果 一 个 任务 仅 当 菜 个 或 某 些 其 他 任务 完成 以 后 才 可 以 开始 ， 解 释 怎样 用 b) 中 的 算法 排序 这 个 项 
目 中 的 任务 。 


补充 练习 
1. 设 S 是 所 有 英语 字母 构成 的 字符 串 的 集合 。 确 定 下 面 的 关系 是 否 是 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 


称 的 和 传递 的 。 
a)Ri 二 {(a，5b) |a 和 4b 没有 公共 字母 } 


b)R, 二 {(a，5b) |a 和 65 长度 不 相等 } 
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oR;={(a, 5)|a 比 5 长 } 

2. 构造 集合 {a，65，c，d} 上 的 关系 ， 使 得 它 是 

a) 自 反 的 、 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 

b) 反 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 

c) 反 自 反 的 、 反 对 称 的 ， 但 不 是 传递 的 。 

d) 自 反 的 ， 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 ， 是 传递 的 。 

e) 既 不 是 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 和 反对 称 的 ， 也 不 是 传递 的 。 

ZXZ 上 的 关系 尺 定义 如 下 : (a，6)R(c，d) 当 和 且 仅 当 a 十 4 二 5 十 c。 证 明 : R 是 等 价 关 系 。 

证 明 : 一 个 反对 称 关系 的 子 集 也 是 一 个 反对 称 关系 。 

设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 自 反 关系 ， 证明: RCER?. 

假设 R 和 Rs 是 定义 在 集合 A 上 的 自 反 关系 ， 证明: Ri 四 Rs 是 反 自 反 的 。 

假设 R 和 Rs 是 定义 在 集合 A 上 的 自 反 关系 ，Ri 门 R, 也 是 自 反 的 吗 ? Ri UR 也 是 自 反 的 吗 ? 

. 假设 尺 是 定义 在 集合 A 上 的 对 称 关 系 ， 尺 也 是 对 称 的 吗 ? 

. 设 RI 和 R, 是 定义 在 集合 A 上 的 对 称 关 系 ，Ri 门 R, 也 是 对 称 的 吗 ? Ri UR 也 是 对 称 的 吗 ? 

10. 一 个 关系 R 称 为 循环 的 ， 如 果 aRb 和 bRc 草 涵 cRa。 证 明 : R 是 自 反 的 和 循环 的 ， 当 上 且 仅 当 它 是 等 价 关 系 。 

11. 证 明 : 一 个 ?元 关系 的 主键 也 是 这 个 关系 的 任何 投影 的 主键 ， 其 中 这 个 投影 包含 这 个 关键 字 作为 它 
的 一 个 域 。 

12. 一 个 nn 元 关系 的 主键 也 是 由 这 个 关系 与 第 二 个 关系 的 连接 而 得 到 的 较 大 的 关系 的 主键 吗 ? 

13. 证 明 : 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 自 反 闭 包 和 它 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 是 相同 的 。 

14. 设 尺 是 定义 在 所 有 数学 家 的 集合 上 的 关系 ，R 包含 有 序 对 (a，5) 当 上 且 仅 当 a 与 6 合 写 了 一 篇 论文 。 
2) 描述 关系 R?。 
b) 描 述 关系 R* 。 
c) 如 果 一 个 数学 家 与 多 产 的 匈牙利 数学 家 保罗 ， 埃 德 斯 合 写 了 一 篇 论文 ， 那 么 这 个 数学 家 的 埃 德 斯 
齐 数 是 1。 如 果 这 个 数学 家 没有 与 埃 德 斯 合 写 一 篇 论文 ， 但 是 与 某 个 与 埃 德 斯 合 写 过 论文 的 人 合 写 了 

一 篇 论文 ， 那 么 这 个 数学 家 的 埃 德 斯 数 是 2， 以 此 类 推 ( 埃 德 斯 本 人 的 埃 德 斯 数 是 0)。 用 R 中 路 径 
的 概念 给 出 埃 德 斯 数 的 定义 。 

15. a) 给 出 一 个 例子 ， 证 明 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 传递 团 包 不 一 定 与 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 对 称 闭 包 相等 。 
b) 证 明 : 一 个 关系 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 一 定 包 含 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 对 称 闭 包 。 

16. a) 设 S 是 一 个 计算 机 问题 的 子 程序 的 集合 。 定 义 关 系 R， 如 果 在 执行 中 子 程序 PP 调用 子 程序 Q， 那 
么 PRQ。 描 述 R 的 传递 闭 包 。 
b) 对 于 哪些 子 程序 P，(P，P) 属 于 R 的 传递 闭 包 ? 
c) 描 述 R 的 传递 闭 包 的 自 反 闭 包 。 

17. 假设 R 和 S 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ，RSS， 且 RR 和 5S 的 关于 性 质 P 的 闭 包 都 存在 。 证 明 尺 关于 P 
的 闭 包 是 S 关 于 了 的 闭 包 的 子 集 。 

18. 证 明 : 两 个 关系 的 并 集 的 对 称 闭 包 是 它们 的 对 称 闭 包 的 并 集 。 

19. 设计 一 个 基于 内 部 顶点 概念 的 算法 ， 求 有 向 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 长 路 径 的 长 度 ， 或 确定 在 这 些 顶 
点 之 间 存 在 任意 长 度 的 路 径 。 

20. 下 面 的 哪些 关系 是 定义 在 所 有 人 的 集合 上 的 等 价 关系 ? 
a){(z，y) | 工 与 y》 有 同样 的 星座 } 
b){(z，y) | 工 与 y 出 生 在 同一 年 } 
{Cz，y)|z 与 y 曾 在 同一 城市 } 

21. 有 多 少 个 定义 在 5 个 元 素 集合 上 的 不 同 的 等 价 关 系 ， 其 中 恰 有 3 个 不 同 的 等 价 类 ? 


22. 证 明 ，({(z，J) | = 一 yE Q} 是 定义 在 实数 集 上 的 等 价 关 系 ， 其 中 Q 是 有 理 数 集合 。[1]、| 去 | 和 [x] 


是 什么 ? 
23. 设 Pi 二 {A1，As，"…，An} 和 P; 二 {B11，B;，…，B,) 都 是 集合 S 的 划分 。 证明: 形 如 A; 门 B; 的 非 
空子 集 族 是 S 的 划分 ， 且 是 Pi 和 P 的 加 细 ( 见 9. 5 节 练 习 49 前 面 的 说 明 )。 


> Nm 
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* 24. 证 明 : 关系 RR 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 包 是 包含 R 的 最 小 的 等 价 关系 。 
25. 设 R(S) 是 定义 在 集合 S 上 的 所 有 关系 的 集合 。 如 下 定义 R(S) 上 的 关系 二 ， 如 果 忆 ER: 则 Ri < R;， 
这 里 RE 和 Rs 是 定义 在 S 上 的 关系 。 证明 :(R(S)，< ) 是 偏 序 集 。 
26. 设 P(S) 是 集合 S 上 的 所 有 划分 的 集合 。 如 下 定义 P(CS) 上 的 关系 入 ， 如 果 Pi 是 P; 的 加 细 ， 则 Pi 入 
已 ( 见 9.5 节 练 习 49) 。 证 明 : (P(S)，< ) 是 偏 序 集 。 
27. 下 图 为 烹调 中 餐 任 务 的 哈 塞 图 ， 安 排 豪 调 中 餐 所 需要 的 任务 的 顺序 。 





打 食谱 


保罗 ， 埃 德 斯 (Paul Erd6s，1913 一 1996) 埃 德 斯 出 生 于 匈牙利 的 布达佩斯 ， 他 
的 父亲 和 母亲 都 是 高 中 数学 老师 。 他 是 个 神童 ，3 岁 时 他 就 能 心算 3 位 数 的 乘法 ，4 
岁 时 他 独自 发 现 了 人 负数。 由 于 母亲 不 想 让 他 在 外 面 染 上 传染 病 ， 所 以 他 主要 在 家 读 
书 。17 岁 时 埃 德 斯 进入 Eotvos 大 学 学 习 ，4 年 后 他 获得 数学 博士 学 位 。 毕 业 之 后 ， 埃 
德 斯 在 英国 曼彻斯特 做 了 4 年 的 博士 后 研究 。1938 年 ， 由 于 匈牙利 的 政治 形势 ， 特 别 
是 对 犹太 人 形势 的 恶化 ， 他 去 了 美国 。 他 在 美国 度 过 了 一 生 的 大 部 分 时 光 ， 除 了 
1954 一 1962 年 间 ， 由 于 麦卡锡 的 偏执 政策 ， 他 被 驱逐 出 美国 一 段 时 间 。 除 此 之 外 ， 他 
还 在 以 色 列 度 过 了 不 短 的 时 间 。 

埃 德 斯 对 组 合 学 和 数论 做 出 了 许多 突出 的 贡献 。 他 最 了 不 起 的 发 现 之 一 是 关于 素数 定理 的 基础 证 明 
( 即 没 有 使 用 任何 复杂 的 分 析 )。 这 个 定理 对 于 不 超过 一 个 固定 正 整数 的 素数 的 个 数 进行 了 估计 。 他 也 为 
拉 姆 齐 理论 在 近代 的 发 展 做 出 了 贡献 。 

埃 德 斯 周游 世界 ， 出 席 各 类 会 议 ， 访 问 大 学 和 研究 所 ， 与 其 他 的 数学 家 一 起 工作 ， 可 谓 是 居 无 定 所 。 
他 全 身心 地 投身 数学 ， 不 间断 地 寻访 各 个 数学 家 ， 并 宣称 “我 的 大 脑 是 开放 的 ”。 埃 德 斯 著述 和 合 写 的 论 
文 多 达 1500 余 篇 ， 论 文 的 合作 者 有 近 500 多 名 。 由 于 埃 德 斯 没有 固定 的 住所 ， 所 以 这 些 论 文 均 由 
AT&T 实验 室 著 名 的 离散 数学 家 劳 恩 . 格雷 汉 姆 (Ron Graham) 备 份 保 存 。 格 雷 汉 姆 与 埃 德 斯 有 着 广泛 
的 合作 ， 并 在 生活 上 给 予 他 很 多 关照 。 

埃 德 斯 设立 了 很 多 的 奖金 ， 从 10 美元 到 10 000 美元 不 等 ， 用 于 对 他 特别 感 兴趣 的 问题 的 求解 。 问 题 
越 难 ， 奖 金 越 高 ， 他 已 支付 的 奖金 差不多 有 4000 美元 。 埃 德 斯 有 一 套 自 己 的 专用 语言 ， 使 用 的 短语 包 
括 :“epsilon”( 孩 子 )、“boss”( 女 人 )、“slave”( 男 人 )、“captured”( 已 经 结婚 的 )、“liberated”( 离 异 的 )、 
“Supreme Fascist?( 上 帝 )、“Sam”( 美 国 ) 和 “Joe”( 苏 联 ) 。 尽 管 他 对 许多 事情 都 充满 了 好 奇 ， 但 他 几乎 把 
所 有 的 精力 都 投入 在 数学 研究 上 。 他 没有 业余 爱好 ， 也 没有 专职 工作 , 一生 未 婚 ， 是 个 独身 主义 者 。 埃 
德 斯 特别 慷慨 ， 把 得 到 的 许多 奖品 、 奖 励 和 奖金 用 于 学 术 交 流 和 有 价值 的 事业 上 。 他 并 没有 很 强 的 物欲 ， 
出 门 旅行 也 是 一 切 从 简 。 





兴 关 
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如 果 一 个 偏 序 集 的 子 集中 的 每 一 对 元 素 都 是 可 比 的 ， 就 称 这 个 子 集 为 一 条 链 。 如 果 它 的 每 一 对 元 素 


都 是 不 可 比 的 ， 就 称 这 个 子 集 为 一 条 反 链 。 


28. 
29. 
30. 
31. 


32. 
33. 


找 出 9. 6 节 练 习 25 一 27 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集中 所 有 的 链 。 

找 出 9. 6 节 练 习 25 一 27 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集中 所 有 的 反 链 。 

找 出 9. 6 节 练 习 32 的 哈 塞 图 所 表示 的 偏 序 集中 具有 最 多 元 素 的 一 条 反 链 。 

证 明 : 在 一 个 有 穷 偏 序 集 (S$，<< ) 中 的 每 条 极 大 链 都 包含 S 的 一 个 极 小 元 。( 一 条 极 大 链 是 一 条 链 ， 
但 不 是 一 条 更 大 的 链 的 子 链 。) 

证 明 :; 一 个 偏 序 集 可 以 被 分 成 《条 链 ， 其 中 & 是 这 个 偏 序 集中 具有 最 多 元 素 的 一 条 反 链 的 元 素 个 数 。 
证 明 : 在 任意 一 组 mn 十 1 个 人 中 要 么 存在 一 个 m 十 1 个 人 的 列表 ， 其 中 每 个 人 (除了 第 一 个 人 以 外 ) 
都 是 表 中 前 一 个 人 的 后 代 ; 要 么 存在 n 十 1 个 人 ， 其 中 没有 一 个 人 是 其 他 nw 个 人 中 任何 一 个 人 的 后 
代 。[ 提 示 : 用 练习 32。] 

假设 (S，< ) 是 良 基 的 偏 序 集 。 良 基 归 纳 原理 说 明 ， 如果 Yzx(VY yl(y<zx 一 P(y)) 习 P(rz))， 那么 对 所 


有 的 zxES，P(Cz) 为 真 。 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


证 明 : 对 于 良 基 归纳 原理 不 需要 单独 的 基础 情况 ， 就 是 说 ,如果 VY z(V yl(y<z>P(y)) 一 P(rz))， 那 
么 P(w) 对 于 S 中 所 有 的 极 小 元 x 为 真 。 

证 明 : 良 基 归纳 原理 是 有 效 的 。 

R 是 定义 在 集合 A 上 的 关系 ， 如 果 民 是 自 反 的 和 传递 的 ， 则 称 尺 为 A 上 的 拟 序 。 

设 尺 是 定义 在 从 Z7* 到 2Z7 的 所 有 函数 的 集合 上 的 关系 ， 使 得 (f，g) 属 于 R 当 且 仅 当 ff 是 Ol(g)。 证 
明 : R 是 拟 序 的 。 | 

设 尺 是 定义 在 A 上 的 拟 序 。 证 明 : RNR 是 等 价 关 系 。 

设 R 是 拟 序 ，S 是 定义 在 RNR ' 的 等 价 类 的 集合 上 的 关系 ，C 和 DD 是 R 的 等 价 类 ，(C，D) 属 于 S， 
当 且 仅 当 存在 元 素 c 属于 C，d 属于 D， 使 得 (c，d) 属 于 R。 证 明 S 是 偏 序 。 

设 工 是 格 。 由 xz 人 y==glb(zx，y) 和 xzVy=lub(zx，y) 定 义 交 (人 ) 和 并 (V ) 运 算 。 

证 明 下 面 的 性 质 对 格 工 的 所 有 元 素 x、y、z 成 立 : | 

a) 工 人 y 一 y 人 Z，ZzVy 一 yVz( 交 换 律 ) 

b)(zA 人 Ay)Az=xzA(yAz)，(zVy)Vz=xV (yV z)( 结 合 律 ) 

c)zA 人 (zVy)= 王 zz，zVCrAy) 一 Z 了 豚 收 律 ) 

d)x 人 zx 二 zx，xzxV x==x( 客 等 律 ) 

证 明 : 如 果 二 和 >y 是 格 的 元 素 ， 那么 zV y= 二 y 当 且 仅 当 z 人 y= 工 。 

一 个 格 工 是 有 界 的 ， 如 果 它 有 一 个 上 界 ， 记 作 1， 即 对 所 有 的 zxE 工 有 z 入 1; 并 且 有 一 个 下 界 ， 记 


作 0， 即 对 所 有 的 zxE 工 有 0 入 z。 


41. 


42. 


证 明 : 如 果 工 是 具有 上 界 1 和 下 界 0 的 有 界 格 ， 那 么 对 于 zE 的 所 有 元 素 ， 具 有 下 面 的 性 质 ， 
和 b)xzAl=zx 

rzVO=z dj)rxA0=0 

证 明 : 每 个 有 限 格 是 有 界 的 。 

一 个 格 称 为 可 分 配 的 ， 如 果 对 工 中 所 有 的 xz、y、z， 有 zxV(yAz)= 二 (zxVy)A(zVz) 和 zzA(yV x) 


=(zAy)V (zrAz) 


43. 
44. 
45. 


给 出 一 个 不 是 分 配 格 的 例子 。 

证 明 : 格 (PC(S)， 己 ) 是 可 分 配 的 ， 其 中 PC(S) 是 有 穷 集 S 的 寡 集 。 

格 (Z+ ，| ) 是 可 分 配 的 吗 ? 

有 界 格 工 的 元 素 a 关于 上 界 1 和 下 界 0 的 补 元 是 元 素 5， 使 得 aV 5 二 1 和 a 人 5 二 0。 如 果 一 个 格 的 每 


个 元 素 都 有 补 元 ， 那 么 这 个 格 称 为 有 补 格 。 


46. 
47. 
48. 


给 出 一 个 有 限 格 的 例子 ， 其 中 至 少 有 1 个 元 素 有 多 个 补 元 且 至 少 有 1 个 元 素 没 有 补 元 。 

证 明 : 格 (PC(S)， 己 ) 是 有 补 格 ， 其 中 P(S) 是 有 穷 集 S 的 和 客 集 。 

证 明 : 如 果 工 是 有 限 分 配 格 ,那么 L 中 的 元 素 至 多 有 1 个 补 元 。 

在 1.8 节 例 12 中 介绍 的 蛋 食 游戏 可 以 推广 到 任意 一 个 含有 最 小 元 a 的 有 限 偏 序 集 (S，< ) 上 。 在 这 


个 游戏 中 ， 一 个 移动 包括 选择 一 个 S 中 的 元 素 z 并 从 S 中 删除 z 和 所 有 比 x 大 的 元 素 。 失 败 者 是 被 迫 选 
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择 最 小 元 a 的 那个 玩家 。 

49. 证 明 : 1. 8 节 例 12 中 所 描述 的 蚕食 游戏 将 曲 奇 饼 摆 放 在 mXn 的 矩形 网 格 中 ， 与 偏 序 集 (S，| ) 上 的 
看 食 游 戏 相 同 ， 其 中 S 是 所 有 能 被 i” :9 :整除 的 正 整 数 集合 ， 这 里 如 和 4 是 两 个 不 同 的 素数 。 

50. 证 明 : 如 果 (S，<) 有 最 大 元 2， 那 么 在 这 个 偏 序 集 上 存在 一 个 蚕食 游戏 的 获胜 策略 。[ 提 示 : 推广 
1. 8 节 例 12 中 的 结论 。] 

计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 和 和 输出 写 程序 。 

. 给 定 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 确 定 这 个 关系 是 否 是 自 反 或 反 自 反 的 。 

. 给 定 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 确 定 这 个 关系 是 否 是 对 称 或 反对 称 的 。 

, 给 定 表示 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 确 定 这 个 关系 是 否 是 传递 的 。 

. 给 定 正 整 数 n， 显 示 定 义 在 n 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 的 关系 。 

.给 定 一 个 正 整 数 n， 确 定 定义 在 n 个 元 素 的 集合 上 的 传递 关系 的 个 数 。 

.给 定 一 个 正 整数 nx， 确定 定义 在 nn 个 元 素 的 集合 上 的 等 价 关 系 的 个 数 。 

.给 定 一 个 正 整 数 n， 显 示 定义 在 个 最 小 的 正 整 数 的 集合 上 的 所 有 的 等 价 关系 。 

.给 定 一 个 元 关系 ， 当 某 些 特定 的 域 被 删除 以 后 求 这 个 关系 的 投影 。 

9. 给 定 一 个 m 元 关系 、 一 个 n 元 关系 和 一 个 公共 域 的 集合 ， 找 出 这 些 关 系 关 于 这 些 公共 域 的 连接 。 

10. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 求 表示 这 个 关系 的 自 反 闭 包 的 矩阵 。 

11. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 求 表示 这 个 关系 的 对 称 闭 包 的 矩阵 。 

12. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 通 过 计算 表示 这 个 关系 的 矩阵 的 寡 的 并 ， 求 表示 这 个 
关系 传递 闭 包 的 矩阵 。 

13. 给 定 表 示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 使 用 沃 舍 尔 算法 求 表 示 这 个 关系 的 传递 闭 包 的 矩阵 。 

14. 给 定 表示 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 关系 的 矩阵 ， 求 表示 包含 这 个 关系 的 最 小 的 等 价 关 系 的 矩阵 。 

15. 给 定 一 个 定义 在 有 穷 集 上 的 偏 序 ， 使 用 拓扑 排序 找 出 一 个 与 它 相 容 的 全 序 。 


计算 和 探索 


使 用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 

1. 显示 定义 在 一 个 含有 4 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 不 同 的 关系 。 

2. 显示 定义 在 一 个 含有 6 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 不 同 的 自 反 和 对 称 的 关系 。 
3. 显示 定义 在 一 个 含有 5 个 元 素 的 集合 上 的 所 有 不 同 的 自 反 和 传递 的 关系 。 
4 
S 
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. 对 所 有 的 正 整 数 n，n 二 7， 确 定 有 和 多少 个 定义 在 n 元 素 集 合 上 的 传递 关系 。 

. 在 至 少 含 有 20 个 元 素 的 集合 上 选择 一 个 关系 ， 可 以 使 用 和 某 个 特定 的 传输 或 通信 网 络 中 的 有 向 链 路 
相对 应 的 关系 ， 或 者 使 用 一 个 随机 生成 的 关系 ， 求 这 个 关系 的 传递 闭 包 。 

. 对 于 所 有 不 超过 20 的 正 整 数 n， 计 算 定义 在 nn 元 素 集合 上 的 不 同 的 等 价 关 系 个 数 。 

. 显示 定义 在 7 元 素 集合 上 的 所 有 的 等 价 关系 。 

. 显示 定义 在 5 元 素 集合 上 的 所 有 的 偏 序 。 

. 显示 定义 在 5 元 素 集合 上 的 所 有 的 格 。 


写作 课题 

用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 

1. 讨论 模糊 关系 的 概念 。 怎 样 使 用 模糊 关系 ? 

2. 不 限于 9. 2 节 所 介绍 的 内 容 ， 描 述 关系 数据 库 的 基本 原理 。 关 系数 据 库 与 其 他 类 型 的 数据 库 相 比 ， 使 
用 范围 有 多 广 ? - 

3. 查找 沃 伟 尔 和 罗 伊 (Roy) 的 原始 论文 (法 文 )， 在 那 篇 论文 中 他 们 提出 了 求 传 递 闭 包 的 算法 。 讨 论 他 们 
的 方法 。 为 什么 可 以 认为 我 们 称 为 沃 含 尔 的 算法 是 被 多 人 独立 发 现 的 ? 

4. 描述 怎样 用 等 价 类 把 有 理 数 定义 为 整数 对 的 类 ， 遵 照 这 种 方法 怎样 定义 有 理 数 的 基本 算术 运算 ( 见 9.5 
节 练 习 40) 。 
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. 解释 赫 尔 姆 ， 哈 塞 是 如 何 使 用 我 们 现在 称 为 哈 塞 图 的 图 。 
. 描述 在 计算 机 操作 系统 中 用 来 执行 信息 流 策略 的 某 些 机 制 。 
。 讨论 计划 评审 技术 (Program Evaluation and Review Technique，PERT) 在 安排 一 个 大 的 复杂 项 目的 任 


务 中 的 应 用 。PERT 的 使 用 范围 有 多 广 ? 


. 讨论 关键 路 径 方法 (Critical Path Method，CPM) 在 找 出 完成 项 目的 最 短 时 间 中 的 应 用 。CPM 的 使 用 范 


围 有 多 广 ? 
讨论 格 中 的 对 偶 性 的 概念 。 解 释 怎样 用 对 偶 性 建立 新 的 结果 ? 


10. 解释 模 格 的 意义 。 描 述 模 格 的 某 些 性 质 ， 描 述 模 格 是 怎样 在 投影 几何 的 研究 中 产生 的 。 


第 10 章 | 


Discrete Mathematics and Its Applications, 7E 


Ae | 
Ey 


图 是 由 顶点 和 连接 顶点 的 边 构 成 的 离散 结构 。 根 据 图 中 的 边 是 否 有 方向 、 相 同 顶 点 对 之 间 
是 否 可 以 有 多 条 边 相 连 以 及 是 否 允 许 存在 自 环 ， 图 可 以 分 为 多 种 不 同 的 类 型 。 几 乎 可 以 想到 的 
每 种 学 科 中 的 问题 都 可 以 运用 图 模型 来 求解 。 我 们 将 举例 说 明 如 何在 各 种 领域 中 运用 图 来 建 
模 。 例 如 ， 如 何 用 图 表示 生态 环境 中 不 同 物种 的 竞争 、 如 何 用 图 表示 组 织 中 谁 影响 谁 、 如 何 用 
图 表示 循环 锦标 赛 的 结果 。 我 们 将 描述 如 何 用 图 对 人 们 之 间 的 相识 关系 、 研 究 人 员 之 间 的 合作 
关系 、 电 话 号 码 间 的 呼叫 关系 以 及 网 站 之 间 的 链接 关系 进行 建 模 。 我 们 将 说 明 如 何 用 图 对 路 线 
图 和 一 个 组 织 内 员工 的 工作 指派 进行 建 模 。 

运用 图 模型 ， 可 以 确定 能 不 能 遍历 一 个 城市 的 所 有 街道 而 不 在 任 一 条 街道 上 走 两 遍 ， 还 能 
找 出 对 地 图 上 的 区 域 着 色 所 需要 的 颜色 数 。 可 以 用 图 来 确定 某 一 个 电路 是 否 能 够 在 平面 电路 板 
上 实现 。 用 图 可 以 区 分 有 着 同样 的 分 子 式 但 结构 不 同 的 两 种 化 合 物 。 我 们 能 够 运用 计算 机 网 络 
的 图 模型 确定 两 台 计 算 机 是 否 由 通信 链 路 连接 。 对 其 边 赋予 了 权重 的 图 可 以 求解 诸如 传输 网 络 
中 两 个 城市 间 的 最 短路 径 这 类 的 问题 。 我 们 还 可 以 用 图 来 安排 考试 和 指定 电视 台 的 频道 。 本 章 
将 介绍 图 论 的 基本 概念 ， 还 将 给 出 许多 不 同 的 图 模型 。 为 了 求解 能 够 用 图 研究 的 多 种 问题 ， 我 
们 将 介绍 许多 不 同 的 图 的 算法 ， 还 将 研究 这 些 算法 的 复杂 度 。 


10.1 图 和 图 模型 

首先 给 出 图 的 定义 。 

一 个 图 G 二 (V，EE) 由 顶点 (或 结 点 ) 的 非 空 集 V 和 边 的 集合 巨 构成 ， 每 条 边 有 一 
个 或 两 个 顶点 与 它 相 连 ， 这 样 的 顶点 称 为 边 的 端点 。 边 连接 它 的 端点 。 


评注 图 G 的 顶点 集 V 可 能 是 无 限 的 。 顶 点 集 为 无 限 集 或 有 无 限 条 边 的 图 称 为 无 限 
图 ， 与 之 相 比 ， 顶 点 集 和 边 集 为 有 限 集 的 图 称 为 有 限 图 。 在 本 书 中 ， 通 常 只 考虑 有 
限 图 。 


现在 假设 一 个 网 络 由 数据 中 心 和 计算 机 之 间 的 通信 和 链 路 组 成 。 可 以 把 每 个 数据 中 心 的 位 置 
用 一 个 点 来 表示 ， 把 每 个 通信 链接 用 一 条 段 线 来 表示 ， 如 图 1 所 示 。 


底特律 
纽约 
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洛杉矶 
图 1 一 个 计算 机 网 络 


这 个 计算 机 网 络 可 以 用 图 来 建 模 ， 图 中 的 顶点 表示 数据 中 心 ， 边 表示 通信 和 链接。 通常 ， 用 
点 表示 顶点 、 用 线段 或 者 曲线 表示 边 来 可 视 化 图 。 其 中 ， 表 示 边 的 线段 的 端点 就 是 表示 相应 边 
的 端点 的 点 。 当 我 们 画图 时 ， 尽 量 不 让 它们 的 边 相 交 。 然 而 ， 并 不 是 必须 这 样 做 ， 因 为 任意 的 
用 点 表示 顶点 、 用 任意 形式 的 顶点 间 的 连接 表示 边 的 描述 方法 均 可 使 用 。 实 际 上 ， 有 些 图 不 能 








够 使 边 不 相交 地 画 在 平面 上 ( 见 10. 7 节 )。 关 键 一 点 是 ， 只 要 正确 地 描述 了 项 点 间 的 连接 ， 画 
一 张 图 的 方式 可 以 是 任意 的 。 

注意 表示 计算 机 网 络 的 图 的 每 条 边 都 连接 着 两 个 不 同 的 项 点 ， 即 没有 任何 一 条 边 仅 连接 一 
个 顶点 自身 ， 另 外 ， 也 没有 两 条 不 同 的 边 连接 着 一 对 相同 的 顶点 。 每 条 边 都 连接 两 个 不 同 的 顶 
点 且 没 有 两 条 不 同 的 边 连接 一 对 相同 顶点 的 图 称 为 简单 图 。 注 意 ， 在 简单 图 中 ， 每 条 边 都 与 一 
对 无 序 的 顶点 相关 联 ， 而 且 没 有 其 他 的 边 和 这 条 边 相 关联 。 因 此 ， 在 简单 图 中 ， 当 有 一 条 边 与 
{u，} 相 关联 时 ， 也 可 以 说 {wu，v} 是 该 图 的 一 条 边 ， 这 不 会 产生 误解 。 

一 个 计算 机 网 络 可 能 在 两 个 数据 中 心 之 间 有 多 重 链 接 ， 如 图 2 所 示 。 为 这 样 的 网 络 建 模 ， 
需要 有 多 条 边 连接 同一 对 顶点 的 图 。 可 能 会 有 多 重 边 连 接 同 一 对 顶点 的 图 称 为 多 重 图 。 当 有 m 
条 不 同 的 边 与 相同 的 无 序 顶 点 对 相关 联 时 ， 我们 也 说 {uw，v} 是 一 条 多 重度 为 m 的 边 。 就 是 说 ， 
可 以 认为 这 个 边 集 是 边 {u，vw} 的 m 个 不 同 副本 。 


芝加哥 。 庶 鉴 律 。。 纽约 
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图 2 数据 中 心 之 间 带 有 多 重 链接 的 计算 机 网 络 


有 时 候 一 个 数据 中 心 有 一 条 连接 自身 的 通信 线路 ， 也 许 是 一 个 用 于 诊断 的 反馈 环 。 图 3 说 
明了 这 样 的 网 络 。 为 这 个 网 络 建 模 ， 需 要 包括 把 一 个 顶点 连接 到 它 自 身 的 边 。 这 样 的 边 称 为 
环 。 有 时 ,一 个 顶点 可 能 需要 多 个 环 。 包含 环 或 存在 多 重 边 连接 同一 对 顶点 或 同一 个 顶点 的 
图 ， 称 为 伪 图 。 


芝加哥 夺 估 全 纽约 
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图 3 带 诊断 链 路 的 计算 机 网 络 
到 目前 为 止 ， 我 们 所 介绍 的 图 是 无 向 图 。 它 们 的 边 也 被 认为 是 无 向 的 。 然 而 ， 要 建立 一 个 
图 模型 ， 可 能 会 发 现 有 必要 给 这 些 边 赋予 方向 。 例 如 ， 在 计算 机 网 络 中 ， 有 些 链接 只 可 以 对 一 
个 方向 操作 (这 种 边 称 为 单 工 线路 ) 。 这 可 能 是 这 种 情况 ， 有 大 量 的 数据 传送 到 某 些 数据 中 心 ， 
但 只 有 很 少 或 者 根本 没有 相反 方向 的 数据 传输 。 这 样 的 网 络 如 图 4 所 示 。 


底特律 
芝加哥 EN 
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洛杉矶 
图 4 带 有 单 向 通信 链 路 的 通信 网 络 
我 们 使 用 有 向 图 为 这 样 的 计算 机 网 络 建 模 。 有 向 图 的 每 条 边 与 一 个 有 序 对 相关 联 。 这 里 给 
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出 的 有 向 图 的 定义 比 第 9 章 使 用 的 更 加 广义 ， 在 第 9 章 中 使 用 有 向 图 来 表示 关系 。 

一 个 有 向 图 (V，E) 由 一 个 非 空 顶点 集 V 和 一 个 有 向 边 (或 弧 ) 集 巨 组 成 。 每 条 有 
向 边 与 一 个 顶点 有 序 对 相关 联 。 与 有 序 对 (uw，v) 相 关联 的 有 向 边 开 始 于 u、 站 束 于 v。 

当 画 线 描述 一 个 有 向 图 时 ， 我 们 用 一 个 从 x 指向 v 的 箭头 来 表示 这 条 边 的 方向 是 开始 于 zx 
结束 于 ww。 一 个 有 向 图 可 能 包含 环 ， 也 有 可 能 包含 开始 和 结束 于 相同 顶点 的 多 重 有 向 边 。 有 向 
图 也 可 能 包含 连接 和 mv 的 两 个 方向 上 的 有 向 边 ， 就 是 说 ， 当 一 个 有 向 图 含有 从 到 ww 的 边 
时 ， 它 也 可 能 包含 从 v 到 的 一 条 或 多 条 边 。 注 意 ， 当 对 一 个 无 向 图 的 每 一 条 边 都 赋予 方向 
后 ， 就 得 到 了 一 个 有 向 图 。 当 一 个 有 向 图 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 时 ， 就 称 为 简单 有 向 图 。 因 为 
在 简单 有 向 图 中 ， 每 个 项 点 有 序 对 (wu，wv) 之 间 最 多 有 一 条 边 和 它们 相连 ， 如 果 在 图 中 ，(u，v) 
之 间 存 在 一 条 边 ， 则 称 (x，v) 为 边 。 

在 某 些 计算 机 网 络 中 ， 两 个 数据 中 心 之 间 可 能 有 多 重 的 通信 和 链 路 ， 如 图 5 所 示 。 可 以 用 包 
含 从 一 个 顶点 指向 第 二 个 (也 许 是 同一 个 ) 顶点 的 多 重 有 向 边 的 有 向 图 来 对 这 样 的 网 络 建 模 ， 我 
们 称 这 样 的 图 为 有 向 多 重 图 。 当 m 条 有 向 边 中 的 每 一 条 都 与 顶点 有 序 对 (wu，wv) 相 关联 时 ， 我 
们 称 (uw，w) 是 一 条 多 重度 为 m 的 边 。 


芝加哥 底特律” 。 纽约 
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图 5 带 多 重 单 向 链 路 的 计算 机 网 络 


对 于 某 些 模型 ， 我 们 可 能 需要 这 样 的 图 ， 其 中 有 些 边 是 无 向 的 ， 而 另 一 些 边 是 有 向 的 。 既 
包含 有 向 边 又 包含 无 向 边 的 图 称 为 混合 图 。 例 如 ， 可 能 会 用 一 个 混合 图 给 这 样 的 计算 机 网 络 建 
模 ， 该 网 络 中 包含 一 些 双 向 的 通信 链 路 和 另 一 些 单 向 的 通信 和 链 路 。 

表 1 总结 了 各 种 图 的 专用 术语 。 有 时 我 们 将 用 图 作为 一 个 通用 的 术语 指 代 有 向 或 无 向 的 
(或 两 者 此 有 ) 、 有 环 或 无 环 的， 以 及 有 多 重 边 或 无 多 重 边 的 图 。 在 其 他 时 候 ， 当 上 下 文清 楚 
时 ， 我 们 使 用 术语 图 只 表示 无 向 图 。 


表 1 图 术语 













无 向 








秃 和 号 向 芒 号 | 竺 


无 向 
伪 图 无 向 
简单 有 向 图 有 向 
有 向 多 重 图 有 向 






混合 图 有 向 的 和 无 向 的 





因为 现代 对 图 论 的 研究 兴趣 ， 还 因为 其 在 各 个 学 科 的 广泛 应 用 ， 所 以 图 论 中 引入 了 许多 不 
同 的 术语 。 不 管 什么 时 候 遇 到 这 些 术 语 ， 读 者 应 该 注意 它们 的 实际 含义 。 数 学 家 用 以 描述 图 的 
术语 已 经 逐步 得 到 规范 ， 但 是 在 其 他 学 科 用 于 讨论 图 的 术语 仍然 多 种 多 样 。 尽 管 描述 图 的 术语 
可 能 区 别 很 大 ,但 是 以 下 三 个 问题 能 够 帮助 我 们 理解 图 的 结构 : 

。 图 的 边 是 有 向 的 还 是 无 向 的 (还 是 两 者 缘 有 )? 

。 如 果 是 无 向 图 ， 是 否 存 在 连接 相同 顶点 对 的 多 重 边 ? 如 果 是 有 向 图 ， 是 否 存在 多 重 有 向 边 ? 

。 是 否 存在 环 ? 

回答 这 些 问 题 有 助 于 我 们 理解 图 。 而 记 住 所 使 用 的 特定 术语 就 不 那么 重要 。 
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10.1.1 图 模型 

图 可 用 在 各 种 模型 里 。 本 节 开 始 部 分 介绍 了 如 何 为 链接 数据 中 心 的 通信 网 络 建 模 。 本 节 后 
续 部 分 将 介绍 一 些 图 模型 的 有 趣 应 用 。 本 章 的 后 续 小 节 和 第 11 章 还 将 讨论 这 些 应 用 。 本 章 的 
后 续 部 分 和 后 面 的 章节 还 要 介绍 其 他 模型 。 第 9 章 介 绍 了 某 些 应 用 的 有 向 图 模型 。 当 建立 图 模 
型 时 ， 需 要 确认 已 经 正确 回答 了 我 们 提出 的 关于 图 结构 的 三 个 关键 问题 。 

社交 网 络 图 广泛 地 应 用 于 为 基于 人 或 人 群 之 间 不 同类 型 关系 的 社会 结构 建 模 。 这 些 社会 
结构 以 及 表示 它们 的 图 ， 称 为 社交 网 络 。 在 这 些 图 模型 中 ， 用 顶点 表示 个 人 或 组 织 ， 用 边 表示 
个 人 或 组 织 之 间 的 关系 。 对 社交 网 络 的 研究 是 一 个 非常 活跃 的 学 科 ， 可 以 使 用 社交 网 络 研究 人 
们 之 间 很 多 不 同类 型 的 关系 。 

这 里 我 们 将 介绍 一 些 最 常用 的 社交 网 络 。 

例 1 交往 和 朋友 关系 图 可 用 简单 图 来 表示 两 个 人 是 否 互 相 认 识 ， 即 他 们 是 否 熟悉 或 他 
们 是 否 为 朋友 (在 现实 世界 中 或 在 虚拟 世界 中 ， 通 过 像 脸谱 一 样 的 社交 网 络 ) 。 用 顶点 表示 具体 
人 和 群 里 的 每 个 人 。 当 两 个 人 互相 认识 时 ， 用 无 向 边 连接 这 两 个 人 。 当 我 们 仅 关注 是 否 熟 悉 或 是 
否 为 朋友 时 ， 不 使 用 多 重 边 ， 通 常 也 不 使 用 环 。( 如 果 我 们 想 表 达 “ 自 己 认 识 自 己 ” 这 层 意 思 ， 
就 在 图 中 包含 环 .) 图 6 显示 了 一 个 小 型 交往 关系 图 。 世 界 上 所 有 人 的 交往 关系 图 有 超过 60 亿 
个 顶点 和 可 能 超过 1 万 亿 条 边 ! 在 10.4 节 里 将 要 进一步 讨论 这 个 图 。 本 


Eduardo 


Kamlesh 





Kamini Ching 


Kari Shaquira 
图 6 交往 关系 图 


例 2 影响 图 在 对 群体 行为 的 研究 中 ， 可 以 观察 到 某 些 人 Linda Brian 
能 够 影响 其 他 人 的 思维 。 一 种 称 为 影响 图 的 有 向 图 可 以 用 来 为 
这 样 的 行为 建 模 。 用 顶点 表示 群体 的 每 个 人 。 当 顶点 4a 所 表示 
的 人 影响 顶点 5 所 表示 的 人 时 ， 就 有 从 顶点 a 到 顶点 5 的 有 向 
边 。 这 些 图 中 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 。 图 7 表示 了 一 个 群体 成 
员 的 影响 图 的 例子 。 在 这 个 用 影响 图 建 模 的 群体 里 ，Deborah 
影响 Brain、Fred 以 及 Linda， 但 是 没有 人 影响 Deborah。 另 外 ， 图 7 影响 图 
Yvonne 与 Brain 互相 影响 。 4 

例 3 合作 图 合作 图 用 来 为 社交 网 络 建 模 ， 在 该 图 中 以 某 种 方式 一 起 工作 的 两 个 人 之 间 
存在 着 关联 。 合 作 图 是 简单 图 ， 它 的 边 是 无 向 边 ， 且 不 包含 多 重 边 和 环 。 图 中 的 顶点 表示 人 ， 
当 两 个 人 之 间 存 在 合作 时 ， 两 个 人 之 间 有 一 条 无 向 边 相 连 。 在 图 中 不 存在 环 和 多 重 边 。 好 莱 坞 
图 就 是 一 个 合作 图 ， 图 中 用 顶点 表示 演员 ， 当 两 个 项 点 所 表示 的 演员 共同 出 演 一 部 电影 时 ， 就 
有 一 条 边 连接 这 两 个 顶点 。 好 莱 坞 图 是 一 个 很 大 的 图 ， 其 中 包含 150 万 个 顶点 (到 2011 年 年 
初 )。 稍 后 将 在 10. 4 节 里 讨论 好 莱 坞 图 。 

在 学 术 合 作 图 中 ， 顶 点 表示 人 (可 能 限制 为 某 个 学 术 圈 子 的 成 员 )， 若 两 个 人 之 间 合 作 发 表 
过 文章 ， 就 有 一 条 边 连 接 两 个 人 。2004 年 已 经 为 在 数学 领域 发 表 论 文 的 合作 者 构建 了 合作 图 ， 
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该 图 中 包含 超过 400 000 个 顶点 和 675 000 条 边 ， 之 后 这 些 数量 有 着 可 观 的 增长 。 在 10. 4 节 里 
将 对 这 个 图 做 补充 说 明 。 合 作 图 还 可 以 用 在 体育 领域 ， 如 果 两 个 职业 运动 员 在 某 项 运动 的 常规 
赛季 效力 于 同一 个 队 ， 就 可 以 认为 这 两 人 有 合作 关系 。 4 

通信 和 网络 我 们 可 以 为 不 同 的 通信 网 络 建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 设备 ， 边 表示 所 关注 的 某 种 
类 型 的 通信 链接。 在 本 节 的 第 一 部 分 ,我 们 已 经 为 数据 网 络 建 模 。 

例 4 呼叫 图 图 可 用 来 为 网 络 ( 如 长 途 电 话 网 ) 中 的 电话 呼叫 建 模 。 具 体 地 说 ， 有 向 多 重 
图 可 以 用 来 为 呼叫 建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 电话 号 码 ， 用 有 向 边 表示 每 次 电话 呼叫 。 表 示 呼 
叫 的 边 是 以 发 出 呼叫 的 电话 号 码 为 起 点 ， 以 接受 呼叫 的 电话 号 码 为 终点 。 我 们 需要 有 向 边 ， 因 
为 其 所 表示 的 通话 方向 是 有 意义 的 。 我 们 需要 多 重 有 疝 边 ， 因 为 需要 表示 每 一 个 从 特定 号 码 拨 
到 第 二 个 号 码 的 通话 。 

一 个 小 型 的 电话 呼叫 图 如 图 8a 所 示 ， 它 表示 7 个 电话 号 码 。 例 如 ， 这 个 图 表示 从 732-555- 
1234 到 732-555-9876 有 3 次 呼叫 和 2 次 反 向 呼叫 ， 但 是 从 732-555-4444 到 其 余 6 个 号 码 (732-555- 
0011 除外 ) 没 有 呼叫 。 当 我 们 只 关心 两 个 电话 号 码 之 间 是 否 有 呼叫 时 ， 可 以 使 用 无 向 图 ， 其 中 ， 
当 两 个 号 码 之 间 有 呼叫 时 ， 就 用 边 连 接 这 两 个 电话 号 码 。 这 种 类 型 的 呼叫 图 如 图 8b 所 示 。 | 

表示 实际 呼叫 活动 的 呼叫 图 可 以 非常 732-555-1001 
大 。 例如 ，AT&T 研究 的 一 个 呼叫 图 ， 
这 个 图 表示 在 20 天 中 进行 的 呼 叫 E 有 大 732-555-1234 732-555-4444 
约 2900 万 个 顶点 和 40 亿 条 边 。 在 10.4 
节 里 将 要 进一步 讨论 呼叫 图 。 

信息 网 络 图 可 以 用 来 为 链接 特定 类 
型 信息 的 多 种 网 络 建 模 。 这 里 ， 我 们 将 描述 732.555.9876 
如 何 使 用 图 为 万 维 网 建 模 。 我 们 还 将 描述 如 








732-555-0011 


何 使 用 图 为 不 同类 型 的 文本 中 的 引用 建 模 。 732.555.6666 
例 5 网 络 图 万 维 网 可 用 有 向 图 来 a) 
建 模 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 网 页 ， 并 且 若 732-555-1001 

有 从 网 页 a 指向 网 页 5 的 链接 ， 则 有 以 a 











为 起 点 以 5 为 终点 的 边 。 因 为 在 网 络 中 ， 732-555-1234 732-555-4444 
几乎 每 秒 都 有 新 网 页 产生 ， 也 有 其 他 页 面 
被 删除 ， 所 以 网 络 图 几乎 是 连续 变化 的 。 
许多 人 正在 研究 网 络 图 的 性 质 ， 以 便 更 好 
地 理解 网 络 的 本 质 。10.4 节 将 要 继续 讲 732-555-9876 
解 网 络 图 ， 第 11 章 将 要 解释 网 络 息 虫 ( 搜 


732-555-0069 


732-555-0011 


用 网 络 图 的 。 4 b) 
例 6 引用 图 图 可 用 来 表示 不 同类 图 8 呼叫 图 


型 的 文本 (包括 学 术 论文 、 专 利和 法 律 条 
文 ) 之 间 的 引用 。 在 这 类 图 中 ， 用 顶点 表示 每 个 文本 ， 若 一 个 文本 在 其 引用 列表 中 引用 了 第 二 
个 文本 ， 则 从 这 个 文本 到 第 二 个 文本 之 间 有 一 条 边 ( 在 学 术 论文 中 ， 引 用 列表 是 书目 或 参考 文 
献 列表 ; 在 专利 中 ， 是 引用 的 以 前 专利 的 列表 ; 在 法 律 条 文中 ， 是 引用 的 以 前 条 文 的 列表 ) 。 
引用 图 是 不 包含 环 和 多 重 边 的 有 向 图 。 4 
软件 设计 应 用 ”图 模型 是 软件 设计 中 有 用 的 工具 。 这 里 简要 描述 两 个 这 样 的 模型 。 
例 7 模块 依赖 图 在 软件 设计 中 ， 最 重要 的 任务 之 一 是 如 何 把 一 个 程序 分 成 多 个 不 同 的 
部 分 或 模块 。 理 解 程序 的 不 同 模块 之 间 如 何 交 互 ， 不 仅 对 程序 设计 ， 而 且 对 软件 测试 和 维护 都 
很 重要 。 模 块 依赖 图 为 理解 程序 的 不 同 模块 之 间 的 交互 提供 了 有 用 的 工具 。 在 程序 模块 依赖 图 
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中 ， 顶 点 表示 模块 。 如 果 第 二 个 模块 依赖 于 第 一 个 模块 ， 则 有 一 条 有 向 边 从 第 一 个 模块 指向 第 
二 个 模块 。 在 图 9 中 ,显示 了 一 个 关于 Web main 
浏览 器 的 程序 模块 依赖 图 的 例子 。 
例 8 优先 图 与 并 发 处 理 通过 并 发 地 执 
行 某 些 语句 ， 计 算 机 程序 可 以 执行 得 更 快 。 重 display parser protocol 
要 的 是 避免 语句 执行 时 还 要 用 到 尚未 执行 语句 
的 结果 。 语 句 与 前 面 语句 的 相关 性 可 以 表示 成 
有 向 图 。 用 顶点 表示 每 个 语句 ， 若 在 执行 完 第 


er PA 由 SA 
点 所 表示 的 语句 ， 则 从 第 一 个 顶点 到 第 二 syntax tree 

点 有 一 条 边 。 这 样 的 图 称 为 优先 图 。 ee 后 六 流 流 禄 业 六 

示 了 计算 机 程序 及 其 优先 图 。 例 如 ， 该 图 说 明 

在 执行 语句 S, 、S, 和 S, 之 前 不 能 执行 语句 S, 。 4 


例 9 航线 图 可 以 用 顶点 表示 机 场 为 航空 网 络 建 模 。 特 别 地 ， 用 有 向 边 表示 航班 ， 该 边 
从 表示 出 发 机 场 的 顶点 指向 表示 目的 机 场 的 顶点 ， 我 们 每 天 可 以 为 某 个 航线 的 所 有 航班 建 模 。 
这 将 是 一 个 有 向 多 重 图 ， 因 为 在 同一 天 ， 从 一 个 机 场 到 另 一 个 机 场 可 能 存在 多 个 航班 。 

例 10 道路 网 可 以 用 图 对 道路 网 建 模 。 在 这 样 的 模型 中 ,顶点 表示 交叉 点 ， 而 边 表示 
路 。 如 果 所 有 的 道路 都 是 双向 的 ， 最 多 有 一 条 道路 连接 两 个 交叉 点 ， 那 么 可 以 用 一 个 简单 无 向 
图 来 表示 道路 网 。 然 而 ， 我 们 经 常 要 为 存在 单行 道 且 两 个 交叉 点 间 存 在 多 条 道路 的 道路 网 建 
模 。 为 了 构建 这 样 的 模型 ， 我 们 用 无 向 边 表 示 双 向 的 道路 ， 用 有 向 边 表示 单行 道 。 多 重 无 向 边 
表示 连接 两 个 相同 交叉 点 的 多 条 双向 道路 。 多 重 有 向 边 表示 从 一 个 交叉 点 开始 到 第 二 个 交叉 点 
结束 的 多 条 单行 道 ; 环 表示 环形 路 。 描 述 包 含 单行 道 和 双向 道路 的 道路 网 需要 混合 图 。 本 

生态 网 生物 学 中 的 很 多 内 容 可 以 用 图 进行 建 模 。 

例 11 生态 学 中 栖息 地 重生 图 图 可 用 在 涉及 不 同 种 类 的 动物 在 一 起 活动 的 许多 模型 里 。 
例如 ， 用 栖息 地 重奏 图 为 生态 系统 里 物种 之 间 的 竞争 建 模 。 用 顶点 表示 每 个 物种 。 若 两 个 物种 
竞争 ( 即 它们 共享 某 些 食物 来 源 )， 则 用 无 向 边 连接 表示 它们 的 顶点。 栖息 地 重 秋 图 是 简单 图 ， 
因为 在 此 模型 中 不 需要 环 和 多 重 边 。 图 11 中 的 图 表示 森林 生态 系统 。 从 这 个 图 中 可 以 看 出 松 
鼠 与 浣 能 竞争， 但 是 乌鸦 不 与 散 赃 竞争 。 


36 
9 ‘a0 
1 器 
$5, :=1 


SS3 c:=a+l 


S4 d:=b+a X 

Ss e:=d+l 

$s 记 寺 C+ gp 
5 

图 10 优先 图 图 11 生态 学 里 的 栖息 地 重生 图 


例 12 蛋白 质 相互 作用 图 当 细 胞 中 的 两 个 或 多 个 蛋白 质 绑 定 在 一 起 执行 生物 功能 时 ， 
在 活 细 胞 中 的 蛋白 质 相互 作用 。 由 于 蛋白 质 相互 作用 是 大 多 数 生物 功能 的 关键 ， 所 以 许多 科学 
家 致力 于 发 现 新 的 蛋白 质 和 了 解 蛋白 质 之 间 的 相互 作用 。 和 
质 - 蛋 白质 相互 作用 网 络 ) ， 可 以 模拟 细胞 内 的 蛋白 质 相 互 作 用 。 该 图 是 一 个 无 向 图 ， 其 中 每 个 
蛋白 质 由 一 pn 确定 真正 的 蛋白 质 相 


叹 木 鸟 
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互 作用 的 细胞 是 一 个 挑战 性 的 问题 ， 由 于 实验 经 常 产生 误 报 ， 所 以 得 出 两 种 并 不 发 生 作 用 的 蛋 
白质 相互 作用 的 结论 。 蛋 白质 相互 作用 图 可 用 于 推断 出 重要 的 生物 信息 ， 例 如 识别 对 各 种 功能 
都 很 最 重要 的 蛋白 质 以 及 新 发 现 的 蛋白 质 的 功能 。 

因为 在 一 个 典型 的 细胞 内 有 成 千 上 万 种 不 同 的 蛋白 质 ， 一 个 细胞 的 蛋白 质 相互 作用 图 形 是 
非常 大 的 和 复杂 的 。 例 如 ， 已 知 酵母 细胞 中 有 超过 6000 个 蛋白 质 和 超过 80 000 个 它们 之 间 的 
相互 作用 ， 人 类 细胞 有 超过 10 万 个 蛋白 质 ， 可 能 多 达 1 000 000 个 它们 之 间 的 相互 作用 。 当 发 
现 新 的 蛋白 质 和 和 蛋白质 之 间 的 相互 作用 时 ， 就 有 附加 的 顶点 和 边 被 添加 到 蛋白质 相互 作用 图 
中 。 由 于 蛋白 质 相 互 作 用 图 的 复杂 度 ， 所 以 它们 往往 被 分 割 成 更 小 的 称 为 模块 的 图 ， 模块 代表 
一 组 细胞 中 某 个 特定 的 功能 所 涉及 的 蛋白 质 。 图 12 显示 了 在 [Bo04] 中 描述 的 蛋白 质 作 用 图 的 
一 个 模块 ， 其 包括 降低 在 人 类 细胞 中 的 RNA 的 蛋白 质 的 复合 物 。 要 了 解 更 多 有 关 蛋 白质 相互 
作用 图 ， 请 参阅 [Bo04]、[NE10] 和 [Hu07] 。 

例 13 循环 赛 每 个 队 都 与 其 他 每 队 恰 好 比赛 一 次 且 不 存在 平局 的 联赛 称 为 循环 赛 。 可 
以 用 顶点 表示 每 个 队 的 有 向 图 来 为 这 样 的 比赛 建 模 。 注 意 若 a 队 击败 队 ， 则 (a，5) 是 边 。 该 
图 是 简单 有 向 图 ， 不 包含 环 和 多 重 有 向 边 ( 因 为 没有 任何 两 支队 的 比赛 多 于 一 次 ) 。 图 13 表示 


这 样 的 有 向 图 模型 。 可 以 看 到 ， 在 这 次 比赛 里 ， 队 1 无 败绩 而 队 3 无 胜 绩 。 本 
Q9Y3A5 
队 1 队 2 
RRP43 By 
RRP4 RRP41 队 6 队 3 
RRPA4 RRP40 
PM/Sci2 RRP46 队 5 队 4 
图 12 和 蛋白质 相互 作用 图 中 的 模块 ” ”图 13 循环 赛 图 模型 


例 14 单 淘汰 赛 在 比赛 中 ， 输 掉 一 次 就 被 淘汰 的 竞赛 称 为 单 淘汰 赛 。 在 体育 竞赛 中 ， 
经 常 使 用 单 淘汰 赛 ， 包 括 网 球 锦标 赛 和 每 年 一 度 的 NCAA 篮球 锦标 赛 。 我 们 可 以 使 用 顶点 表 
示 每 场 比赛 ， 用 有 向 边 连接 本 场 比 赛 及 其 获胜 者 参加 的 下 一 场 比赛 。 图 14 表示 2010 年 NCAA 
女 篮 锦标 赛 最 后 16 支 球 队 的 比赛 情况 。 


加 黑 的 是 获胜 者 Connecticut 
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Connecticut Connecticut 
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Oklahoma 










Kentucky 
Nebraska San Diego State 


图 14 淘汰 赛 





练习 
1. 画 出 表示 航空 公司 航线 的 图 模型 ， 并 说 出 所 用 图 的 类 型 (根据 表 1)， 其 中 每 天 有 4 个 航班 从 波士顿 到 
纽 华 克 、2 个 航班 从 纽 华 克 到 波士顿 、3 个 航班 从 纽 华 克 到 迈阿密 、2 个 航班 从 迈阿密 到 纽 华 克 、1 个 
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航班 从 纽 华 克 到 底特律 、2 个 航班 从 底特律 到 纽 华 克 、3 个 航班 从 纽 华 克 到 华盛顿 、2 个 航班 从 华盛顿 
到 纽 华 克 、1 个 航班 从 华盛顿 到 迈阿密 ， 其 中 
a) 若 城市 之 间 有 航班 (任何 方向 )， 则 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
b) 对 城市 之 间 的 每 个 航班 (任何 方向 ) 来 说 ,在 表示 城市 的 项 点 之 间 有 边 。 
c) 对 城市 之 间 的 每 个 航班 (任何 方向 ) 来 说 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 ， 并 且 增 加 一 个 环 ， 表 示 从 迈 
阿 密 起 飞 和 降落 的 特殊 的 观光 旅行 。 
d) 从 表示 航班 出 发 城市 的 顶点 到 表示 航班 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
e) 对 每 个 航班 ， 从 表示 出 发 城市 的 顶点 到 表示 终止 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
2. 用 什么 类 型 的 图 (根据 表 1) 来 为 大 城市 之 间 高 速 公路 系统 建 模 ， 其 中 
a) 若 在 城市 之 间 有 州 际 高 速 公 路 ， 则 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 。 
b) 对 城市 之 间 每 条 州 际 高 速 公 路 ， 在 表示 城市 的 项 点 之 间 有 边 。 
ec) 对 城市 之 间 每 条 州 际 高 速 公 路 ， 在 表示 城市 的 顶点 之 间 有 边 ; 车 有 环 城 州 际 高 速 公路 ， 则 在 表示 该 
城 的 顶点 上 有 环 。 
试 确定 练习 3 一 9 中 所 示 的 各 个 图 有 有 向 边 还 是 无 向 边 ， 是 否 有 多 重 边 ， 是 否 有 一 个 或 多 个 环 。 根 据 
你 的 答案 指出 该 图 属于 表 1 中 的 哪 种 图 。 


3. a b 4. a b 5. 6. a b 





10. 练习 3 一 9 中 的 每 个 无 向 图 不 是 简单 图 ， 找 出 使 它 变 成 简单 图 的 可 删除 的 边 的 集合 。 
11. 设 G 是 简单 图 。R 是 G 的 顶点 集 上 的 关系 ，uRwv 当 上 且 仅 当 G 中 有 与 {fu，v} 相 关联 的 边 。 证 明 ; 关系 
R 是 定义 在 G 上 的 对 称 的 和 反 自 反 的 关系 。 
12. 设 G 是 无 向 图 ， 且 其 每 个 顶点 上 均 有 环 。R 是 G 的 顶点 集 上 的 关系 ，uRw 当 且 仅 当 G 中 有 与 {wu，w) 
相关 联 的 边 。 证 明 关 系 R 是 定义 在 G 上 的 对 称 的 和 自 反 的 关系 。 
13. 集合 A1 ，A: ，…，A, 的 交 图 是 这 样 的 图 ， 用 顶点 表示 每 个 集合 ， 若 两 个 集合 有 非 空 交 集 ， 则 有 一 条 
边 连接 代表 这 两 个 集合 的 顶点 。 构 造 下 列 集合 的 交 图 。 
a)Ai={0, 2, 4, 6, 8}, A;={0, 1, 2, 3, 4} 
As={1, 3, 5, 7, 9}, As={5, 6, 7, 8, 9} 
As={0, 1, 8, 9} 
DAL=t{r, —4 — =25 —L, 0} 
As={%, = =ls O03 ly 2 wo) 
My= {hy 6 dy 2 Dy ds Gh 
Mi 5 = = yy 
As={", =6, —B8, 0，3 6，…)} 
OA={z|z=0}, A,={z|—1<=z<=0} 
A:={z|0=zx<1)}, A={z|—1<z<=1) 
A:s={z|z>—1}, As=R 
14. 用 图 11 中 的 栖息 地 重要 图 来 确定 与 应 竞争 的 物种 。 
15. 构造 6 种 鸟 的 栖息 地 重 琶 图 ， 其 中 隐士 殉 与 旅 罗 以 及 蓝 松 鸦 竞争 、 旅 转 也 与 别 转 竞争 、 嘲 转 也 与 蓝 





16. 
17. 
18. 


19. 


20. 
21. 


22. 


23. 
24. 


25. 
,如 何 用 表示 网 络 里 发 送 电子 邮件 的 图 来 找 出 电子 邮件 的 地 址 表 ， 该 地 址 表 用 来 发 送 同样 的 消息 给 许 


2 


a 


27. 
28. 
29. 
30. 
31. 


3 
33. 


34. 


35. 


36. 
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松 牙 竞争 以 及 枫 鸟 与 多 毛 吸 木 鸟 竞争 。 

画 出 相识 关系 图 ， 表 示 Tom 与 Patricia、Tom 与 Hope、Tom 与 Sandy、Tom 与 Amy、Tom 与 

Marika、Jeff 与 Patricia、Jeff 与 Mary、Patricia 与 Hope、Amy 与 Hope 以 及 Amy 与 Marika 互相 认 

识 ， 但 是 除了 上 述 以 外 ， 其 他 人 之 间 互 相 不 认识 。 

可 用 图 来 表示 两 个 人 是 否 生 活 在 同一 时 代 。 画 出 这 样 的 图 来 表示 本 书 前 5 章 里 有 生平 介绍 的 在 1900 

年 以 前 去 世 的 属于 同一 时 代 的 数学 家 和 计算 机 科学 家 。( 如 果 在 同一 年 里 两 个 人 都 在 世 ， 就 假设 他 们 

生活 在 同一 时 代 。) 

在 例 2 的 影响 图 里 谁 影响 Fred? Fred 影响 谁 ? 

构造 公司 董事 会 成 员 的 影响 图 ， 主 席 影响 研发 总 监 、 市 场 总 监 和 营运 总 监 ， 研发 总 监 影响 营运 总 监 ; 

市 场 总 监 影响 营运 总 监 ; 无 人 影响 首席 财务 官 或 受 其 影响 。 

在 图 13 表示 的 循环 赛 里 ， 队 4 击败 哪些 其 他 队 ? 哪些 队 击 败 队 4? 

在 循环 赛 里 ， 老 虎 队 击败 蓝 松 鸦 队 、 红 衣 主 教 队 和 北美 金 萝 队 ， 蓝 松 鸦 队 击败 红 衣 主教 队 和 北美 金 

营 队 ， 红 衣 主 教 队 击败 北美 金 营 队 ， 用 有 向 图 为 这 样 的 结果 建 模 。 

画 出 7 个 电话 号 码 555-0011、555-1221、555-1333、555-8888、555-2222、555-0091 以 及 555-1200 的 

呼叫 图 ， 假 设 从 555-0011 到 555-8888 有 3 次 呼叫 ， 从 555-8888 到 555-0011 有 2 次 呼叫 ， 从 555-2222 

到 555-0091 有 2 次 呼叫 ， 从 555-1221 到 其 他 每 个 号 码 都 有 2 次 呼叫 ， 从 555-1333 到 555-0011、555- 

1221 和 555-1200 各 有 1 次 呼叫 。 

解释 如 何 用 1 月份 和 2 月份 的 电话 呼叫 图 来 确定 改变 了 电话 号 码 的 人 的 新 电话 号 码 。 

a) 解 释 如 何 用 图 为 网 络 中 的 电子 邮件 信息 建 模 。 用 有 向 边 还 是 无 向 边 ? 是 否 允 许多 重 边 ? 是 否 允许 
自 环 ? 

b) 描 述 为 网 络 里 具体 某 一 周 内 发 送 的 电子 邮件 建 模 的 图 。 

如 何 用 表示 网 络 里 发 送 电子 邮件 的 图 来 找 出 最 近 改 变 了 原来 电子 邮件 地 址 的 人 ? 


多 不 同 的 电子 邮件 地 址 。 

描述 一 个 图 模型 ， 它 表示 在 某 个 聚会 上 每 个 人 是 否 知 道 另 一 个 人 的 名 字 。 图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 
是 无 向 的 ? 是否 应 该 允许 多 重 边 ? 是 否 应 该 允许 环 ? 

描述 一 个 图 模型 ， 它 表示 一 个 大 城市 的 地 铁 系统 。 图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 是 无 向 的 ? 是 否 应 该 允 
许多 重 边 ? 是 否 应 该 允许 环 ? 

对 于 大 学 中 的 每 一 门 课程 ， 可 能 存在 1 门 或 多 门 先 修 课 。 如 何 使 用 图 进行 建 模 ， 表 示 课 程 以 及 哪些 
课程 是 其 他 课程 的 先 修 课程 ”图 中 的 边 应 该 是 有 向 的 还 是 无 向 的 ?在 该 图 中 ， 如 何 发 现 没 有 先 修 课 
程 的 课程 以 及 不 是 任何 一 门 课程 的 先 修 课 程 的 课程 ? 

描述 一 种 表示 电影 评论 家 的 积极 建议 的 图 模型 ， 用 顶点 表示 这 些 评论 以 及 正在 放映 的 电影 。 

描述 一 种 表示 传统 婚姻 的 图 模型 。 这 个 图 有 什么 特殊 性 质 ? 

在 例 8 的 程序 中 ， 执 行 Ss 之 前 必须 执行 哪些 语句 ? (使 用 图 10 的 优先 图 。) 

构造 下 列 程序 的 优先 图 : 


Si, 工 :一 0 
S:, T :二 Xx 十 1 
Si y :一 2 
S4 xz :一 y 
Si, 工 :一 并 十 2 
So: y :一 工 十 z 


Sy z :一 4 

描述 一 种 基于 图 的 离散 结构 ， 用 它 来 为 航空 公司 的 航线 和 航班 时 间 建 模 。[ 提 示 : 给 一 个 有 向 图 添加 
结构 。] 

描述 一 种 基于 图 的 离散 结构 ， 用 它 来 为 群体 里 成 对 个 人 之 间 的 关系 建 模 ， 其 中 每 个 人 可 能 喜欢 或 者 
不 喜欢 另 一 人 ， 或 者 中 立 ， 而 反 过 来 的 关系 可 以 是 不 同 的 。[ 提 示 : 给 一 个 有 向 图 添加 结构 。 分 别处 
理 表 示 两 个 人 的 顶点 之 间 的 反 向 边 。] 

描述 一 个 图 模型 ， 它 能 在 一 个 简单 图 中 表示 两 个 人 之 间 所 有 形式 的 电子 通信 。 这 需要 哪 种 图 ? 
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10.2 图 的 术语 和 几 种 特殊 的 图 
10.2.1 绰 罕 

本 节 将 介绍 图 论 的 一 些 基本 词汇 。 在 本 节 后 面部 分 ， 当 解决 许多 不 同类 型 的 问题 时 ,会 使 
用 这 些 词汇 。 其 中 一 个 这 样 的 问题 涉及 判定 能 否 把 图 画 在 平面 里 ,使 得 没有 两 条 边 是 交叉 的 。 
另 一 个 例子 是 判定 两 个 图 是 否 具有 顶点 之 间 的 一 一 对 应 ， 使 得 这 样 的 对 应 能 够 产生 边 之 间 的 一 
一 对 应 。 我 们 还 将 介绍 在 例子 和 模型 里 经 常用 到 的 几 种 重要 的 图 族 。 在 这 些 特殊 类 型 的 图 出 现 
的 地 方 ， 将 会 介绍 几 种 重要 的 应 用 。 


10.2.2 基本 术语 

首先 ， 给 出 描述 无 向 图 的 顶点 和 边 的 一 些 术语 。 

若 允 和 是 无 向 图 G 中 的 一 条 边 e 的 端点 ， 则 称 两 个 顶点 和 vw 在 G 里 邻接 (或 
相 邻 )。 这 样 的 边 。 称 为 关联 顶点 和 wv， 也 可 以 说 边 e 连 接 刀 入。 

为 了 描述 和 图 中 某 个 特定 的 顶点 相 邻 接 的 顶点 的 集合 ， 会 使 用 下 面 的 术语 。 

EER 罗 图 G=(V，E) 中 ， 顶 点 咱 的 所 有 相 邻 顶点 的 集合 ， 记 作 NCo) ， 称 为 顶点 了 的 邻 
居 。 若 A 是 V 的 子 集 ， 我 们 用 N(A) 表 示 图 G 中 至 少 和 A 中 一 个 顶点 相 邻 的 所 有 顶点 的 集合 。 


所 以 NIA) 一 UNeo， 

为 了 反映 有 多 少 条 边 和 一 个 顶点 相关 联 ， 有 下 述 的 定义 。 

ES 在 无 向 图 中 ， 顶 点 的 度 是 与 该 顶点 相关 联 的 边 的 数目 ， 例 外 的 情形 是 ， 顶 点 上 的 
环 为 顶点 的 度 做 出 双 倍 贡献 。 顶 点 忆 的 度 表 示 成 deg(v)。 

例 1 如 图 1 所 示 ， 图 G 和 图 互 的 顶点 的 度 和 顶点 的 邻居 是 什么 ? 

解 在 G 中 ，deg(a) 一 2，deg(D) 一 deg(c) 一 degt = 二 4，deg(d) 二 1,， deg(e)==3, deg(g)=0。 
这 些 顶 点 的 邻居 是 N(a)= 二 {6，f}, N(b)= 二 {a, c, e, f},， N(c)={b, d, e, f}, N(d)={c}, 
N(e)={6, ec, f}, N(f)={a, b,c, e} 和 NN(g)= 二 = 名。 在 日 中 ,deg(a) 二 4,， deg(b) 二 deg(e) 二 6， 
deg(c) 王 1，deg(Cd) 一 5。 这 些 顶 点 的 邻居 是 N(a)= 二 {6, d, e}, N(b)= 二 {a, b, c,d, e}， | 
{6b}, N(d)={a, b, e} 和 N(e)={a, 6b, d}。 


- 例 ” 秽 - 


G H 
图 1 无 向 图 G 和 王 


把 度 为 0 的 顶点 称 为 孤立 的 。 因 此 孤立 点 不 与 任何 顶点 相 邻 。 例 1 中 图 G 的 顶点 g 是 孤立 
的 。 顶 点 是 悬挂 的 ， 当 且 仅 当 它 的 度 是 1。 因此 悬挂 点 恰 与 1 个 其 他 顶点 相 邻 。 例 1 中 图 G 的 
顶点 d 是 悬挂 的 。 

分 析 一 个 图 模型 中 顶点 的 度 ， 能 够 提供 关于 该 模型 的 有 用 信息 ， 如 例 2 所 示 。 

例 2 栖息 地 重合 图 (10.1 节 例 11 中 介绍 的 ) 中 一 个 顶点 的 度 表示 什么 意义 ? 该 图 中 的 哪 
些 顶 点 是 悬挂 的 ， 哪 些 是 孤立 的 ? 运用 10. 1 节 图 11 所 示 的 栖息 地 重 释 图 解释 你 的 答案 。 

解 ”栖息 地 重 释 图 中 的 两 个 顶点 之 间 有 边 ， 当 且 仅 当 这 两 个 顶点 所 代表 的 两 个 物种 之 间 相 
互 竞争 。 因 此 ,栖息 地 重生 图 中 的 一 个 顶点 的 度 表 示 了 该 生态 系统 中 与 此 顶点 代表 的 物种 竞争 
的 物种 数目 。 如 果 一 个 物种 恰好 与 另 一 种 物种 竞争 ， 则 相应 的 顶点 是 悬挂 的 。 最 后 ， 如 果 某 一 
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物种 不 与 其 他 任何 物种 竞争 ， 那 么 代表 该 物种 的 顶点 就 是 孤立 的 。 

例如 ，10. 1 节 图 11 中 表示 松鼠 的 顶点 的 度 是 4， 因 为 松鼠 与 其 他 4 种 物种 (乌鸦 、 负 鼠 、 
浣熊 和 吸 木 乌 ) 竞 争 。 在 栖息 地 重 午 图 中 ， 老 鼠 是 唯一 的 一 个 由 悬挂 顶点 表示 的 物种 ， 因 为 老 
鼠 只 与 靶 赃 竞争， 而 其 余 的 所 有 物种 都 至 少 与 两 种 以 上 的 其 他 物种 竞争 。 如 果 一 个 物种 仅 与 另 
一 种 物种 竞争 ， 则 表示 它 的 顶点 是 悬挂 的 。 该 图 中 没有 孤立 的 顶点 ， 因 为 每 种 物种 都 至 少 与 生 
态 系统 中 的 其 他 一 种 物种 竞争 。 

当 对 图 G 一 (V， 王 ) 的 所 有 顶点 的 度 求 和 时 ， 得 出 了 什么 ? 每 条 边 都 为 顶点 的 度 之 和 贡献 
2， 因 为 一 条 边 恰好 关联 2 个 (可 能 相同 ) 顶点。 这 意味 着 顶点 的 度 之 和 是 边 数 的 2 倍 。 我 们 将 
在 定理 1 中 得 到 这 个 结论 ， 该 定理 有 时 也 称 为 握手 定理 (也 常 称 为 握手 引 理 ) ， 这 是 因为 在 一 条 
边 上 有 两 个 端点 可 以 类 比 为 一 次 握手 涉及 两 只 手 这 种 情形 。 
握手 定理 设 G 二 (V， EE) 是 有 m 条 边 的 无 向 图 ， 则 

2m = > ,deg(u) 

(注意 即使 出 现 多 重 边 和 环 ， 这 个 式 子 也 仍然 成 立 。) 

例 3 一 个 具有 10 个 顶点 且 每 个 顶点 的 度 都 为 6 的 图 ， 有 多 少 条 边 ? 

解 ”因为 顶点 的 度 之 和 是 6，10 王 60， 所 以 2m 二 60， 其 中 mx 是 边 的 条 数 。 因 此 mm 二 30。 本 

说 明 无 向 图 顶点 的 度 之 和 是 偶数 。 这 可 以 推导 出 许多 结论 ， 其 中 一 个 结论 作为 定理 2 
给 出 。 





无 向 图 有 偶数 个 度 为 奇数 的 顶点 。 
证 明 ”在 无 向 图 G 二 (V，E) 中 , 设 V, 和 分 别 是 度 为 偶数 的 顶点 和 度 为 奇数 的 顶点 的 
集合 。 于 是 





QH 2) deg(w) = > deg(v) 四 Dy deg(w) 
vEV vEVi 


vEVz 


因为 对 vE Vi 来 说 ，deg(v) 是 偶数 ， 所 以 上 面 等 式 右 端的 第 一 项 是 偶数 。 另 外 ， 上 面 等 式 右 端 
的 两 项 之 和 是 偶数 ， 因 为 和 是 2mw。 因 此 ， 和 里 的 第 二 项 也 是 偶数 。 因 为 在 这 个 和 里 的 所 有 的 
项 都 是 奇数 ， 所 以 必然 有 偶数 个 这 样 的 项 。 因 此 ， 有 偶数 个 度 为 奇数 的 顶点 。 4 

带 有 有 向 边 的 图 的 术语 反映 出 有 向 图 中 的 边 是 有 方向 性 的 。 

当 (u， 臣 是 带 有 有 向 边 的 图 G 的 边 时 ,说 邻接 到 v， 而 且说 vv 从 w 邻接。 顶点 
刀 称 为 (Uu，) 的 起 点 ，v 称 为 (u，) 的 终点 。 环 的 起 点 和 终点 是 相同 的 。 

因为 带 有 有 向 边 的 图 的 边 是 有 序 对 ， 所 以 这 时 顶点 度 的 定义 细 化 成 把 这 个 顶点 作为 起 点 和 
作为 终点 的 不 同 的 边 数 。 

在 带 有 有 向 边 的 图 里 ， 顶 点 的 入 度 ， 记 作 deg (v)， 是 以 作为 终点 的 边 数 。 
顶点 也 的 出 度 ， 记 作 deg+ (v)， 是 以 v 作 为 起 点 的 边 数 ( 注 意 ， 顶点 上 的 环 对 这 个 顶点 的 入 度 和 
出 度 的 贡献 都 是 1)， 

例 4 求 出 图 2 所 示 带 有 向 边 的 图 G 中 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 。 

解 人 度 是 : deg (ac) 一 2，deg (0) 一 2，deg  (c) 一 3， 的 
deg (d) 二 2，deg (e) 王 3 和 deg (有 二 0。 出 度 是 : deg (ao) 三 
4, deg!' (b)=1, deg'! (c) 一 2，deg (qd) 一 2，deg (e) 二 3 和 
deg+ (f) =0。. | 

因为 每 条 边 都 有 一 个 起 点 和 一 个 终点 ， 所 以 在 带 有 向 边 
的 图 中 ， 所 有 顶点 的 人 度 之 和 与 所 有 顶点 的 出 度 之 和 相同 。 (一 
这 两 个 和 都 等 于 图 中 的 边 数 。 把 这 个 结果 表述 成 定理 3。 G 
设 G=(V，E) 是 带 有 向 边 的 图 。 于 是 图 8 有 网 因 G 


Ddeg (v) = >)deg+ (v) = |E| 
vEV v€EV 
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带 有 向 边 的 图 有 许多 性 质 是 不 依赖 于 边 的 方向 的 。 因 此 ， 和 忽略 这 些 方向 经 常 是 有 用 处 的 。 
忽略 边 的 方向 后 得 到 的 无 向 图 称 为 基本 无 向 图 。 带 有 向 边 的 图 与 它 的 基本 无 向 图 有 相同 的 边 数 。 


10. 2. 3 ”一 些 特殊 的 简单 图 

下 面 要 介绍 几 类 简单 图 。 这 些 图 常常 用 做 例子 并 且 在 许多 应 用 中 用 到 。 

例 5 完全 图 n 个 顶点 的 完全 图 记 作 K,， 是 在 每 对 不 同 顶 点 之 间 都 恰 有 一 条 边 的 简单 图 。 
图 3 显示 了 n=1，2，3，4，5，6 的 图 K,。 至 少 有 一 对 不 同 的 顶点 不 存在 边 相 连 的 简单 图 称 为 非 完 


全 图 。 本 
天 2 K3 Ka Ks Ke 


Kl 


图 3 图 K,， 其 中 1<n<6 


例 6 圈 图 圈 图 C,(n 宇 3) 是 由 n 个 顶点 wv， bt 以 及 边 {v， va}s 1 ws sss 
{ei Un) » 人 vw}) 组 成 的 。 图 4 显示 图 图 Css Gs Gs 和 Cs 。 | 


TAY 


图 4 圈 图 C;、 0 Cs 和 Cs 


例 7 轮 图 当 给 圈 图 C.，?* 字 3， 添 加 另 一 个 顶点 ， 并 把 这 个 新 顶点 与 C, 中 的 个 顶点 
逐个 连接 时 ， 就 得 到 轮 图 多 ,。 图 5 显示 了 轮 图 W;、W,、Ws 和 W。 -本 


人 人 风 人 娘子 


图 5 轮 图 W3、W,、Ws 和 Ws。 


例 8 n 立方体 图 nn 立方 体 图 记 作 Q,， 是 用 顶点 表示 2" 个 长 度 为 n 的 位 串 的 图 。 两 个 顶 
点 相 邻 ， 当 且 仅 当 它 们 所 表示 的 位 串 恰 恰 有 一 位 不 同 。 图 6 显示 了 图 Ql、Q 和 QQ。 
110 111 


10 Bl 





QI [9 Q3 
图 6 对 于 n= 二 1，2，3 的 立方 体 图 QQ， 
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注意 可 以 从 立方 体 图 Q, 来 构造 (n 十 1) 立 方 体 图 Q,:， 方 法 是 建立 Q, 的 两 个 副本 ， 在 
Q, 的 一 个 副本 的 顶点 标记 前 加 0， 在 Q, 的 另 一 个 副本 的 顶点 标记 前 加 1， 并 且 加 入 连接 那些 
标记 只 在 第 一 位 不 同 的 两 个 顶点 的 边 。 在 图 6 中 ， 从 Q: 构造 Q;， 方法 是 画 出 Q 的 两 个 副本 
作为 Q, 的 顶 面 和 底面 ， 在 底面 每 个 顶点 的 标记 前 加 0， 在 顶 面 每 个 顶点 的 标记 前 加 1。( 这 里 ， 
“ 面 " 意 为 三 维 空间 中 立方 体 的 一 个 面 。 试 想 在 三 维 空间 中 画 出 以 Q, 的 两 份 副本 作为 立方 体 顶 
面 和 底面 的 Q, 的 图 形 ， 然 后 在 平面 上 画 出 最 终 图 案 的 投影 。) 4 


10. 2.4 二 分 图 

有 时 可 以 把 图 的 顶点 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 ， 使 得 每 条 边 都 连接 一 个 子 集中 的 顶点 与 另 一 
个 子 集中 的 顶点 。 例 如 ， 考 虑 表示 村 民 之 间 的 婚姻 关系 的 图 ， 其 中 用 顶点 表示 每 个 人 ， 用 边 表 
示 婚 姻 。 在 这 个 图 中 ， 每 条 边 都 连接 表示 男人 的 顶点 子 集中 的 顶点 与 表示 女人 的 顶点 子 集中 的 
顶点 。 这 引出 了 定义 6。 
若 把 简单 图 G 的 顶点 集 分 成 两 个 不 相交 的 非 空 集合 VI 和 Vs， 使 得 图 中 的 每 一 条 
边 都 连接 Vi 中 的 一 个 顶点 与 V, 中 的 一 个 顶点 (因此 G 中 没有 边 连 接 Vi 中 的 两 个 顶点 或 V, 中 
的 两 个 顶点 )， 则 G 称 为 二 分 图 。 当 此 条 件 成 立时 ， 称 (Vi，V,) 为 G 的 顶点 集 的 一 个 
二 部 划分 。 

例 9 将 说 明 Cs 是 二 分 图 ， 例 10 说 明 K, 不 是 二 分 图 。 

例 9 图 7 所 示 的 Cs; 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 被 分 成 两 
个 集合 太一 (说 ， 了 3 vs} 和 V, 二 {wv,， Taiy ve}s Gs 的 每 一 条 边 
都 连接 WwW 中 的 一 个 顶点 与 V 中 的 一 个 顶点 。 加 

例 10 Ks 不 是 二 分 图 。 为 了 验证 这 一 点 ， 注意 ， 若 把 Ks 
的 顶点 集 分 成 两 个 不 相交 的 集合 ， 则 两 个 集合 之 一 必然 包含 两 
个 顶点 。 假 如 这 个 图 是 二 分 图 ， 那 么 这 两 个 顶点 就 不 能 用 边 连 图 7 Cs 是 二 分 图 
接 , 但 是 在 K, 中 每 一 个 顶点 都 用 边 连接 到 其 他 每 个 顶点 。 4 

例 11 图 8 所 示 的 图 G 和 五 是 否 为 二 分 图 ? 


a b a b 
8 
f C 
大 
e d e d 
G H 


图 8 无 向 图 G 和 五 


解 图 G 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 是 两 个 不 相交 集合 {a,，5，d} 和 {c，e，f，g} 的 并 集 ， 
每 条 边 都 连接 一 个 子 集中 的 一 个 顶点 与 男 一 个 子 集中 的 一 个 顶点 。( 注 意 ， 对 二 分 图 G 来 说 ， 
不 必 让 {a，b，d} 里 每 一 个 顶点 与 {c，e，f，g}) 里 每 一 个 顶点 都 相 邻 。 例 如 5 与 g 就 不 相 邻 。) 

图 五 不 是 二 分 图 ， 因 为 它 的 顶点 集 不 能 分 成 两 个 子 集 ， 使 得 边 都 不 连接 同一 个 子 集 的 两 
个 顶点 (读者 可 以 通过 考虑 顶点 a、b、f 来 验证 它 )。 < 

定理 4 给 出 了 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 的 有 用 准则 。 

[三 一 辐 ”一 个 简单 图 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 能 够 对 图 中 的 每 个 顶点 赋予 两 种 不 同 的 颜色 ， 并 
使 得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相同 的 颜色 。 

证 首先 , 假设 G=(V，E) 是 一 个 二 分 简单 图 。 那么 ,， V 二 Vi UV ， 其 中 V 和 V, 是 不 相 
交 的 顶点 集 且 巨 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 V, 中 的 顶点 和 一 个 V, 中 的 顶点 。 如 果 对 w 中 的 每 
个 顶点 赋予 一 种 颜色 而 V, 中 的 顶点 赋予 第 二 种 颜色 ,那么 就 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相同 
的 颜色 。 











现在 假设 可 以 仅 用 两 种 颜色 对 图 中 的 顶点 着 色 ， 并 使 得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 被 赋予 相同 的 
颜色 。 令 Vi 为 其 中 一 种 颜色 的 顶点 集 ，V: 为 另 一 种 颜色 的 顶点 集 ， 则 ww 和 V: 不 相交 上 且 
V 二 Vi UV,。 此 外 ， 每 条 边 都 连接 一 个 V, 中 的 顶点 和 一 个 Vs 中 的 顶点 ， ne 
同 在 V, 中 或 同 在 V; 中 。 所 以 ，G 是 二 分 图 。 

例 12 将 说 明 如 何 用 定理 4 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 。 

例 12 用 定理 4 判断 例 11 中 的 图 是 否 为 二 分 图 。 

解 ” 首先 考虑 图 G。 试 将 图 G 中 的 每 个 顶点 赋予 两 种 颜色 (如 红色 和 蓝 色 ) 中 的 一 种 ， 使 得 
G 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 红色 顶点 和 一 个 蓝 色 顶点 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 先 任 意 地 赋予 顶点 a 
红色 。 然 后 ， 必 须 对 c<、e、f 和 g 顶点 赋予 蓝 色 ， 因 为 这 些 顶 点 与 顶点 a 相 邻 接 。 为 了 避免 一 
条 边 有 两 个 蓝 色 的 端点 ， 所 有 与 <、e、f 或 g 顶点 相 邻 的 顶点 必须 赋予 红色 。 这 就 是 说 ， 必 须 
把 5 和 4 赋予 红色 (也 意味 着 ，a 必须 赋予 红色 ， 而 a 已 经 是 红色 的 了 )。 现 在 , 已 经 将 所 有 的 
顶点 都 赋予 了 颜色 ，a、5b 和 4 为 红色 ，c、e、f 和 gg 为 蓝 色 。 查 看 每 一 条 边 ， 我 们 看 见 每 条 边 
都 连接 一 个 红色 顶点 和 一 个 蓝 色 顶 点 。 因 此 ， 由 定理 4， 图 G 是 二 分 图 。 

接 下 来 ， 将 对 图 玉 中 的 每 个 顶点 赋予 红色 或 蓝 色 ， 以 使 互 中 的 每 一 条 边 都 连接 一 个 红色 
顶点 和 一 个 蓝 色 顶 点 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 任意 地 对 a 赋予 红色 。 然 后 ， 必 须 对 5、e 和 了 赋予 
蓝 色 ， 因 为 它们 每 个 都 与 a 相 邻 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 e 和 了 相 邻 ， 因 此 不 能 两 个 都 赋予 蓝 
色 。 这 一 矛盾 表明 我 们 不 能 对 互 中 的 每 一 个 顶点 赋予 两 种 颜色 之 中 的 一 种 ， 以 使 得 没有 相 邻 
的 顶点 被 赋予 相同 的 颜色 。 根 据 定理 4， 五 不 是 二 分 图 。 « 

定理 4 是 图 论 中 “图 着 色 ” 部 分 的 一 个 结论 的 示例 。 图 着 色 是 图 论 中 一 个 重要 的 部 分 ， 有 着 
许多 重要 的 应 用 。 我 们 将 在 10. 8 节 进 一 步 学 习 图 着 色 。 

判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 的 另 一 个 有 用 的 准则 是 基于 路 径 的 概念 ， 将 在 10. 4 节 学 习 这 个 
概念 。 一 个 图 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 不 可 能 从 一 个 顶点 出 发 ， 经 过 奇数 条 不 同 的 边 ， 再 回 到 它 本 
身 。 当 我 们 在 10.4 节 讨 论 图 中 的 路 径 和 环 路 时 ， 将 会 让 这 个 概念 变 得 更 加 精确 (参见 10.4 节 
练习 63)。 

例 13 完全 二 分 图 完全 二 分 图 K,,, 是 顶点 集 划 分 成 分 别 含 有 m 和 个 顶点 的 两 个 子 集 
的 图 ， 并 且 两 个 顶点 之 间 有 边 当 且 仅 当 一 个 顶点 属于 第 一 个 子 集 而 另 一 个 顶点 属于 第 二 个 子 
集 。 图 9 显示 了 完全 二 分 图 开 :,。、 天 ::。、 开 :和 K;,.。。 4 
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图 9 一 些 完全 二 分 图 


10.2.5 二 分 图 和 匹配 

二 分 图 可 以 用 来 为 许多 类 型 的 应 用 建 模 ， 包 括 把 一 个 集合 中 的 元 素 和 另 一 个 集合 中 的 元 素 
进行 匹配 ， 如 例 14 所 示 。 

例 14 任务 分 配 假设 1 个 组 中 有 mx 个 员工 ， 需要 完成 n 种 不 同 的 工作 ， 其 中 m 宇 n。 每 
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个 员工 都 受过 相关 培训 ， 能 够 完成 这 个 工作 中 的 1 种 或 多 种 。 我 们 希望 可 以 为 每 个 员工 分 配 
一 个 工作 。 为 了 完成 这 个 任务 ,我 们 可 以 使 用 图 为 员工 的 能 力 建 模 。 用 顶点 表示 每 一 个 员工 和 
每 一 个 工作 。 对 于 每 个 员工 ， 在 表示 他 和 他 受过 培训 的 工作 的 顶点 之 间 建 立 一 条 边 。 注 意 ， 这 
个 图 的 顶点 集合 被 划分 为 两 个 不 相交 的 集合 ， 员 工 的 集合 和 工作 的 集合 ， 而 且 每 条 边 都 连接 着 
一 个 员工 和 一 个 工作 。 因 此 ， 这 个 图 是 二 分 图 ， 划 分 是 (E，J)， 其 中 EE 是 员工 的 集合 本 是 
工作 的 集合 。 下 面 我 们 考虑 两 种 不 同 的 场景 。 
第 一 ， 假 设 1 组 有 4 个 员工 : Alvarez、Berkowitz、Chen 和 Davis。 假 设 完成 项 目 1 需要 做 
4 个 工作 : 需求 、 架 构 、 实 现 和 测试 。 假 设 Alvarez 受过 需求 和 测试 的 培训 ; Berkowit 受过 架 
构 、 实 现 和 测试 的 培训 ; Chen 受过 需求 、 架 构 和 实现 的 培训 ; Davis 仅 受 过 需求 的 培训 。 我 们 
使 用 图 10a 中 的 二 分 图 为 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

第 二 ， 假 设 这 个 组 中 第 2 个 小 组 也 有 4 个 员工 Washington、Xuan、Ybarra 和 Ziegler。 假 
设 完成 项 目 2 也 需要 和 完成 项 目 1 一 样 完成 相同 的 4 种 工作 。 假 设 Washington 受过 架构 的 培 
训 ; Xuan 受过 需求 、 实 现 和 测试 的 培训 ; Ybarra 受过 架构 的 培训 ; Ziegler 受过 需求 、 架 构 和 
测试 的 培训 。 我 们 使 用 图 10b 中 的 二 分 图 为 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

为 了 完成 项 目 1， 我 们 必须 为 每 个 工作 分 配 一 个 员工 以 保证 每 个 工作 都 有 员工 来 做 并 
且 没 有 员工 分 配 的 工作 多 于 一 个 。 如 图 10a 所 示 ( 其 中 灰色 线 表 示 工 作 分 配 )， 我们 可 以 通 
过 给 Alvarez 分 配 测试 、 给 Berkowitz 分 配 实现 、 给 Chen 分 配 架 构 和 给 Davis 分 配 需 求 来 完 
成 这 个 要 求 。 


Alvarez Berkowitz Chen Davis Washington Xuan Ybarra Ziegler 
_® 





需求 架构 实现 测试 需求 架构 实现 测试 
a) b) 


图 10 为 受训 员工 分 配 工作 建 模 


为 了 完成 项 目 2， 我 们 也 必须 为 每 个 工作 分 配 一 个 员工 以 保证 每 个 工作 都 有 员工 来 籁 并 且 
没有 员工 分 配 的 工作 多 于 一 个 。 但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 只 有 Xuan 和 Ziegler 两 个 员工 至 少 受 
过 和 需求、 实现 和 测试 这 3 个 工作 之 一 的 培训 。 因 此 ， 没 有 办 法 为 这 3 个 工作 分 配 3 个 不 同 的 员 
工 且 每 个 工作 都 能 分 配 一 个 受过 相关 培训 的 员工 。 

寻找 一 种 把 工作 分 配给 员工 的 方法 可 以 视 为 在 图 模型 中 寻求 匹配 ， 其 中 ， 在 简单 图 G= 
(V，E) 中 的 一 个 匹配 M 就 是 图 中 边 集 EE 的 子 集 ， 该 子 集中 没有 两 条 边关 联 相同 的 顶点 。 换 名 
话说 ， 匹 配 是 边 的 子 集 ， 假 设 (*， 妇 和 {x， 直 是 匹配 中 不 同 的 边 ， 那 么 ;、t、w 和 w 是 不 同 的 
顶点 。 若 一 个 顶点 是 匹配 M 中 的 一 条 边 的 端点 ， 则 称 该 项 点 在 M 中 被 匹配 ; 否则 称 为 未 被 匹 
配 。 包 含 最 多 边 数 的 一 个 匹配 称 为 最 大 匹配 。 在 二 分 图 G 二 (V，E) 中 的 一 个 匹配 M， 其 划分 
为 (Vi，V,),， 车 和 中 的 每 个 顶点 都 是 匹配 中 的 边 的 端点 或 |M| 王 | 凤 |， 则 称 匹配 M 是 从 VV, 
到 V 的 完全 匹配 。 例 如 ， 在 给 员工 分 配 工作 的 过 程 中 ， 要 把 最 多 数量 的 工作 分 配给 员工 ， 我 
们 可 以 在 表示 员工 能 力 的 图 模型 中 求 一 个 最 大 匹配 。 要 把 所 有 的 工作 都 分 配给 员工 ， 我 们 就 要 
从 工作 集合 到 员工 集合 求 一 个 完全 匹配 。 在 例 14 中 ,我们 为 项 目 1 找到 了 一 个 从 工作 集合 到 
员工 集合 的 完全 匹配 ， 并 且 这 个 匹配 是 一 个 最 大 匹配 。 我 们 也 证 明了 在 项 目 2 中 ， 不 存在 从 工 
作 集合 到 员工 集合 的 完全 匹配 。 

下 面 通 过 一 个 例子 说 明 如 何 使 用 匹配 为 婚姻 建 模 。 

例 15 岛 上 的 婚姻 ”假设 在 一 个 岛 上 有 m 个 男人 和 nn 个 女人 。 每 个 人 都 有 一 个 可 接受 为 
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配偶 的 异性 的 成 员 列 表 。 我 们 构造 一 个 二 分 图 G 二 (V,,，V,)， 其 中 Vi 是 男人 的 集合 ，V。 是 女 
人 的 集合 ， 如 果 男 人 和 女人 都 把 对 方 作为 可 接受 的 配偶 ， 就 在 男人 和 女人 之 间 建 立 一 条 边 。 这 
个 图 的 匹配 包括 了 边 的 两 个 端点 是 夫妻 对 的 边 的 集合 。 该 图 的 最 大 匹配 是 有 可 能 结 为 夫妻 的 最 
大 的 夫妻 对 的 集合 ， 该 图 关于 Vi 的 完全 匹配 是 可 以 结 为 夫妻 的 集合 ， 其 中 每 个 男人 都 可 以 结 
婚 ， 但 可 能 并 不 包括 所 有 的 女人 。 

完全 匹配 的 充分 必要 条 件 ” 设 (V;，V,) 是 二 分 图 G 二 (V，E) 的 一 个 二 部 划分 ， 下 面 我 们 
关注 如 何 判 断 从 Vi 到 V: 的 完全 匹配 是 否 存 在 的 问题 。 下 面 我 们 介绍 一 个 定理 ， 该 定理 提供 了 
一 组 存在 完全 匹配 的 充分 必要 条 件 。 该 定理 由 菲利普 ， 霍 尔 (Philip Hall) 在 1935 年 证 明 。 

图 霍 尔 婚姻 定理 ” 带 有 二 部 划分 (Vi ，V) 的 二 分 图 G 二 (V，E) 中 有 一 个 从 V 到 人 
的 完全 匹配 当 且 仅 当 对 于 Vi 的 所 有 子 集 A， 有 |N(A) | 宇 |A|。 

证 我 们 首先 证 明定 理 的 必要 条 件 。 假 设 从 Vi 到 V 存在 一 个 完全 匹配 M。 那么 ， 若 ASV,， 
对 于 A 中 的 每 个 顶点 vEA， 在 M 中 存在 一 条 边 连 接 v 和 V, 中 的 一 个 顶点 。 因 此 ,在 V 中 与 凤 中 
的 顶点 相 邻 的 顶点 的 个 数 至 少 与 Vi 中 的 顶点 个 数 一 样 多 。 由 此 可 得 | NCA)| 三 |A|。 

为 了 证 明定 理 的 充分 条 件 ( 这 是 更 难 的 部 分 )， 我 们 需要 证 明 若 对 于 所 有 的 ASV, ， 有 
|N(A) | 宇 |A|， 那 么 存在 一 个 从 Vi 到 VV 的 完全 匹配 M。 我 们 将 对 | Vi | 使 用 强 归纳 法 进行 
证 明 。 

基础 步骤 : 车 |Vi| 二 1， 则 Vi 只 包含 一 个 顶点 ww。 因为 |NCtw))| 辫 |N(w) | 二 1， 所 以 
至 少 有 一 条 边 连 接 顶 点 w 和 一 个 顶点 rwEV: 。 任 何 一 条 这 样 的 边 都 是 从 Vi 到 V, 的 一 个 完全 
匹配 。 

归纳 步骤 : 我 们 首先 描述 归纳 假设 。 

归纳 假设 : 令 有 是 一 个 正 整 数 。 若 G=(V，E) 是 带 有 二 部 划分 (ww ，W。 ) 的 二 分 图 ， 且 
|V | = 入 &， 则 对 于 所 有 的 ASV: 满足 | N(A) | 三 |A|， 就 存在 一 个 从 Vi 到 V; 的 完全 匹配 。 

假设 也 =(W， 了 是 由 二 部 划分 (W,，W,) 构 成 的 二 分 图 且 |W | = 上 十 1。 我 们 分 两 种 情况 
证 明 归 纳 假设 成 立 。 第 一 种 情况 应 用 于 对 所 有 的 整数 7 且 1 二 jk 时 ，W, 中 每 个 含有 j 个 元 素 
的 集合 中 的 顶点 都 至 少 与 W, 中 的 j 十 1 个 顶点 相 邻 。 第 二 种 情况 应 用 于 对 所 有 的 整数 j 且 
1 过; 三 k 时 ， 存 在 一 个 含有 j 个 顶点 的 子 集 W,'， 且 在 W, 中 恰 有 7 个 邻居 和 这 些 顶 点 相 邻 。 因 
为 不 是 情况 1 就 是 情况 2 成 立 ， 所 以 我 们 在 归纳 步 又 只 需 考虑 这 两 种 情况 。 

第 一 种 情况 : 假设 对 所 有 的 整数 ;}， 且 1 三 j 二 k*，W 中 每 个 伟 有 j 个 元 素 的 集合 中 的 顶点 
都 至 少 与 W; 中 的 7 十 1 个 顶点 相 邻 。 选 择 一 个 顶点 v€EW 和 一 个 元 素 wEN({v})， 根 据 假 设 
|N({v)) | 宇 | N{v} =1， 一 定 存在 这 样 的 w 和 了 za。 从 互 中 删除 w 和 w 以 及 所 有 与 它们 相关 联 
us 





3 菲利普 。 霍 尔 (Philip Hall，1904 一 1982) ” 霍 尔 出 生 于 英国 伦敦 的 一 个 普通 家 庭 ， 

他 的 母亲 是 一 名 裁缝 。 他 读 公立 小 学 期 间 就 获得 了 为 贫困 学 生 设立 的 专项 奖学金 ， 大 
| 学 期 间 又 荣获 了 剑桥 大 学 国王 学 院 的 奖学金 资助 。1925 年 ， 他 取得 了 学 士 学 位 。 一 年 
以 后 ， 由 于 没有 想 清楚 今后 的 职业 发 展 方向 ， 他 参加 了 公务 员 考 试 ， 失 败 之 后 ， 他 决 
定 重新 回 到 剑桥 继续 学 业 。 

1927 年 ， 霍 尔 成 功 竟 选 为 国王 学 院 的 研究 员 。 不 久 ， 他 就 在 群 论 领域 取得 了 重大 

的 发 现 。 他 所 证 明 的 结论 现在 称 为 霍 尔 定 理 。1933 年 至 1941 年 间 ， 他 在 剑桥 大 学 担 

任 讲 师 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 在 布 莱 切 利 园 负责 密码 解 译 工 作 ， 多 次 破译 意大利 和 日 本 的 密 电 。 战 
争 结束 后 ， 和 霍 尔 重新 回 到 国王 学 院 ， 职 位 迅速 得 到 了 提升 。1953 年 ， 霍 尔 被 提拔 为 数学 系 教 授 ， 之 后 的 
近 十 年 里 ， 他 卓著 的 研究 成 果 为 20 世纪 60 年 代 群 论 的 飞速 发 展 做 出 了 巨大 的 贡献 。 

霍 尔 酷爱 诗歌 ， 能 用 英语 、 意 大 利 语 和 日 语 三 种 语言 育 读 诗歌 。 除 此 之 外 ， 他 对 艺术 、 音 乐 和 植物 
学 也 有 着 浓厚 的 兴趣 。 他 为 人 非常 低调 ， 极 不 喜欢 在 公众 面前 露脸 。 尽 管 如 此 ， 他 正派 的 为 人 、 过 人 的 
智慧 和 敏锐 的 判断 力 备 受 推崇 ， 同 时 ， 他 也 深 受 学 生 的 爱戴 。 
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的 边 。 由 此 得 到 一 个 二 部 划分 为 (Wi 一 {v}，W; 一 {w}) 的 二 分 图 有 H'。 因 为 | Wi 一 {v} | 一， 所 
以 根据 归纳 假设 可 知 存在 一 个 从 Wi 一 {v} 到 W; 一 {w} 的 完全 匹配 。 在 这 个 匹配 中 加 入 从 wv 到 忆 
的 边 ， 就 得 到 一 个 从 W, 到 W, 的 完全 匹配 。 

第 二 种 情况 : 假设 对 所 有 的 整数 j 旦 1 三 j 二 &:， 存在 一 个 含有 j 个 顶点 的 子 集 W1'， 且 在 
W; 中 恰 有 j 个 邻居 和 这 些 顶 点 相 邻 。 令 W,' 是 这 些 邻 居 顶 点 的 集合 。 根 据 归 纳 假设 可 知 ， 存 
在 一 个 从 Wi 到 WW ' 的 完全 匹配 。 从 W, 和 W, 中 删除 这 27 个 顶点 以 及 与 它们 相关 联 的 边 ， 就 
得 到 一 个 二 部 划分 为 (W, 一 Wi'，W, 一 W,') 的 二 分 图 K。 

我 们 将 证 明 在 图 K 中 ， 对 于 W, 一 W， 中 的 所 有 子 集 A， 满 足 | N(A) | 宇 |A|。 如 果 不 成 
立 ， 则 存在 一 个 关于 W, 一 W, "的 含有 z 个 顶点 的 子 集 ， 其 中 1 过 tk 十 1 一 ;j， 并 且 这 个 子 集中 
的 顶点 在 W; 一 W,' 中 的 邻接 顶点 数 少 于 :个 。 那 么 Wi 中 包含 /十 :个 顶点 的 子 集 ， 该 子 集 包 含 
W 中 这 上 个 顶点 和 我 们 从 W, 中 移 除 的 7 个 顶点 ， 在 W 中 小 于 j 十 t 个 邻居 顶点 ， 这 与 对 于 所 
有 的 AS 有 |N(A) | 宇 |A| 卉 盾 。 

因此 ， 根 据 归 纳 假设 ,图 K 有 一 个 完全 匹配 。 把 这 个 完全 匹配 和 从 W,' 到 W,' 的 完全 匹配 
合并 ， 就 得 到 一 个 从 Wl 到 W,; 的 完全 匹配 。 

我 们 已 经 证 明 在 两 种 情况 下 ， 都 存在 一 个 从 W, 到 W 的 完全 匹配 。 这 就 完成 了 归纳 步骤 
和 定理 的 证 明 。 4 

我 们 使 用 强 归纳 法 证 明了 霍 尔 婚姻 定理 。 尽 管 我 们 的 证 明 是 正确 的 ,但 仍然 存在 一 些 不 
足 。 特 别 是 ， 还 不 能 基于 该 证 明 构 建 一 个 求 二 分 图 完全 匹配 的 算法 。 若 要 了 解 能 够 作为 算法 基 
础 的 构造 性 证 明 ， 请 参考 L[Gi85] 。 


10. 2.6 特殊 类 型 图 的 一 些 应 用 

本 节 将 介绍 其 他 一 些 图 模型 ， 这 涉及 本 节 前 面 讨论 过 的 一 些 特殊 类 型 的 图 。 

例 16 局 域 网 在 一 座 大 楼 里 的 各 种 计算 机 ， 如 小 型 计算 机 和 个 人 计算 机 ， 以 及 打印 机 
和 绘图 仪 这 样 的 外 设 ， 都 可 以 用 局 域 网 来 连接 。 有 些 这 样 的 网 络 是 基于 星 形 拓扑 ， 其 中 所 有 设 
备 都 连接 到 中 央 控制 设备 。 局 域 网 可 以 用 图 11a 所 示 的 完全 二 分 图 Ki,, 来 表示 。 通 过 中 央 控 制 
设备 在 设备 间 传 输 信 息 。 


a b) [sD 
图 11 局 域 网 的 星 形 、 环 形 以 及 混合 拓扑 


另 一 个 局 域 网 是 基于 环形 拓扑 ， 其 中 每 个 设备 都 连接 到 两 个 其 他 设备 。 带 环形 拓扑 的 局 域 
网 可 以 用 图 11b 所 示 的 nn 圈 图 C, 来 建 模 。 信 息 围绕 着 圈 从 设备 送 到 设备 ， 直 到 抵达 消息 目的 


地 为 止 。 
最 后 ， 有 些 局 域 网 采用 这 两 种 拓扑 的 混合 形式 。 信 息 围绕 着 环 或 通过 中 央 设 备 来 传送 。 这 
样 的 元 余 使 得 网 络 更 加 可 靠 。 带 元 余 的 局 域 网 可 用 图 11c 所 示 的 轮 图 W, 来 建 模 。 4 


例 17 并 行 计算 的 互连网 络 许多 年 来 ,计算 机 执行 程序 是 一 次 完成 一 个 操作 。 因 此 ， 
为 解决 问题 而 写 的 算法 都 设计 成 一 次 执行 一 步 ， 这 样 的 算法 称 为 串 行 的 (几乎 所 有 本 书 描述 的 
算法 都 是 串 行 的 ) 。 不 过 ， 像 气象 模拟 、 医 学 图 像 分 析 以 及 密码 分 析 等 许多 高 强度 计算 问题 ， 
即使 在 超级 计算 机 上 ， 也 不 能 通过 串 行 操 作 在 合理 的 时 间 范 围 内 解决 。 而 且 ， 计 算 机 执行 基本 
操作 的 速度 还 存在 物理 限制 ， 所 以 总 是 有 问题 不 能 用 串 行 操作 在 合理 的 时 间 范 围 内 解决 。 

并 行 处 理 利 用 由 多 个 独立 处 理 器 (每 个 处 理 器 有 自己 的 内 存 ) 组 成 的 计算 机 ， 以 克服 只 有 
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单个 处 理 机 的 计算 机 的 局 限 性 。 并 行 算法 把 问题 分 成 可 并 发 解决 的 若干 子 问题 ， 那 么 可 以 设 
计 并 行 算法 ， 用 带 有 多 处 理 器 的 计算 机 来 快速 解决 问题 。 在 并 行 算法 中 ， 单 个 指令 流 控制 着 
算法 的 执行 ， 包 括 把 子 问 题 传送 到 不 同 的 处 理 器 ， 以 及 把 子 问题 的 输入 和 输出 定向 到 适当 的 
处 理 器 。 

采用 并 行 处 理 时 ， 一 个 处 理 器 需要 另 一 个 处 理 器 产生 的 输出 。 因 此 这 些 处 理 器 需要 互 连 。 
可 用 适当 类 型 的 图 来 表示 带 有 多 重 处 理 器 的 计算 机 中 处 理 器 的 互连网 络 。 在 以 下 讨论 中 ， 将 要 
描述 最 常用 类 型 的 并 行 处 理 器 互连网 络 。 用 来 实现 具体 并 行 算法 的 互连网 络 的 类 型 取决 于 处 理 
器 之 间 交 换 数据 的 需求 、 所 需要 的 速度 ， 当 然 还 有 可 用 的 硬件 等 。 

最 简单 却 又 最 昂贵 的 网 络 互 连 处 理 器 ， 在 每 对 处 理 器 之 间 有 一 个 双向 连接 。 当 有 nn 个 处 理 
器 时 ， 这 样 的 网 络 表示 成 n 个 顶点 上 的 完全 图 KK,。 不 过 ， 这 种 类 型 的 互连网 络 有 严重 的 问题 ， 
因为 它 所 需要 的 连接 数 太 大 。 实 际 上 ， 处 理 器 的 直接 连接 数目 是 有 限 的 ， 所 以 当 处 理 器 数 很 大 
时 ， 处 理 器 不 能 直接 连接 到 所 有 其 他 处 理 器 。 例 如 ， 当 有 64 个 处 理 器 时 ， 就 需要 C(64，2) = 
2016 个 连接 ， 每 个 处 理 器 都 得 直接 连接 到 其 他 63 个 处 理 器 。 

另 一 方面 ， 互 连 n 个 处 理 器 的 最 简单 方式 或 许 是 使 用 称 为 线性 阵列 的 排列 方式 。 除 了 PP， 
和 P, 以 外 的 每 个 处 理 器 已, 都 通过 双向 连接 与 相 邻 处 理 器 P, ,和 P,,, 连接 。P, 只 连接 P, ，P， 
只 连接 P,_!。 图 12 显示 了 6 个 处 理 器 的 线性 阵列 。 线 性 PM WR BN 
阵列 的 优点 是 每 个 处 理 器 最 多 有 2 个 和 其 他 处 理 器 的 直接 “ “ ““** 






连接 。 这 种 方式 的 缺点 是 为 了 让 处 理 器 共享 信息 ， 有 时 需 ”图 12 6 个 处 理 器 的 线性 阵列 
要 使 用 大 量 的 称 为 跳 (hop) 的 中 间 连 接 。 
栅 格 网 络 ( 或 二 维 阵列 ) 是 一 种 通用 的 互连网 络 。 在 这 样 的 网 络 中 ， 处 理 器 个 数 是 一 个 完全 
平方 数 ， 比 方 说 n= 二 =m? 。n 个 处 理 器 标记 成 P(i,，j)，0 二 iim 一 1，0 声 j 过 m 一 1。 双 向 连接 把 
处 理 器 P(i， 门 连接 到 它 的 4 个 相 邻 处 理 器 P(Gi 士 1，7) 和 P(0,0) P(0,1) P(0,2) P(0,3) 
P(i，j 土 1 )， 只 要 这 些 处 理 器 是 在 栅 格 里 。( 注 意 ， 机 格 角 
上 的 4 个 处 理 器 只 有 2 个 相 邻 处 理 器 ,边界 上 其 他 处 理 器 多 
只 有 3 个 相 邻 处 理 器 。 有 时 也 用 每 个 处 理 器 恰 有 4 个 连接 
的 变种 的 栅 格 网 络 ， 见 本 节 练 习 72。) 栅 格 网 络 限制 了 每 个 
处 理 器 的 连接 数 。 某 些 成 对 处 理 器 之 间 的 通信 需要 
O(n) 一 O(z) 个 中 间 连 接 ( 见 本 节 练 习 73》5 表示 16 个 处 理 he 
器 的 栅 格 网 络 如 图 13 所 示 。 
超 立 方 体 是 互连网 络 的 一 个 重要 类 型 。 在 这 样 的 网 络 ” 图 13 16 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 
中 ， 处 理 器 个 数 是 2 的 惫 ,n= 二 2"。nn 个 处 理 器 标记 成 P,，P, ，…，P,,。 每 个 处 理 器 都 有 到 
其 他 m 个 处 理 器 的 双向 连接 。 连 接 到 处 理 器 P, 上 的 处 理 器 ， 其 下 标的 二 进 制 表示 与 i 的 二 进 
制 表示 恰恰 有 1 位 不 同 。 超 立方 体 网 络 在 每 个 处 理 器 的 直接 连接 数 与 保证 处 理 器 通信 的 中 间 连 
接 数 之 间 取 得 了 平衡 。 已 经 用 超 立 方 体 网 络 建造 了 许多 计算 机 ， 而 且 用 超 立 方 体 网 络 设计 了 许 
多 算法 。m 立方 体 图 Q,, 表示 带 n= 二 2” 个 处 理 器 的 超 立方 体 网 络 。 图 14 显示 了 8 个 处 理 器 的 超 
立方 体 网 络 (图 14 显示 了 一 种 与 图 6 不 同 的 画 Q 的 方式 ) 。 4 
图 14 8 个 处 理 器 的 超 立方 体 网 络 


10.2.7 从 旧 图 构造 新 图 
有 时 解决 问题 只 需要 图 的 一 部 分 。 例如， 只 关心 大 型 计算 机 网 络 中 涉及 纽约 、 丹 佛 、 底 特 
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律 以 及 亚特兰大 的 计算 机 中 心 的 那 一 部 分 。 所 以 我 们 可 以 忽略 其 他 的 计算 机 中 心 以 及 没有 连接 
到 这 4 个 特定 的 计算 机 中 心 的 任何 2 个 的 所 有 电话 线路 。 在 大 型 网 络 的 图 模型 中 ， 可 以 删除 除 
这 4 个 顶点 之 外 的 计算 机 中 心 所 对 应 的 顶点 ， 可 以 删除 所 有 与 所 删除 顶点 关联 的 边 。 当 从 图 中 
删除 了 边 和 顶点 ,不 删除 所 保留 边 的 端点 时 ， 就 得 到 一 个 更 小 的 图 ， 这 样 的 图 称 为 原 图 的 
子 图 。 

图 G=(V, EE) 的 子 图 是 图 太 二 (W，F), 其 中 WCV 上 且 FCE。 车 有 日 关 G， 则 称 
图 G 的 子 图 五 是 G 的 真子 图 。 

已 知 一 个 图 的 顶点 集合 ， 我 们 可 以 由 图 中 的 顶点 和 连接 这 些 顶 点 的 边 得 到 这 个 图 的 子 图 。 

ER 国信 c=- Gy， 加 是 一 个 简单 图 。 图 (机 ，F) 是 由 顶点 集 V 的 子 集 砚 导出 的 子 图 ， 
其 中 边 集 玉 包含 羽 中 的 一 条 边 当 且 仅 当 这 条 边 的 两 a a 
个 端点 都 在 W 中 。 

例 18 图 15 所 示 的 图 G 是 K; 的 一 个 子 图 。 若 。e b b 
我 们 在 图 G 中 增加 一 条 连接 c 和 e 的 边 ， 就 得 到 一 
个 由 玉 二 {a，b，c，e} 导 出 的 子 图 。 a 

删除 或 增加 图 中 的 边 已 知 图 G 二 (V，E)， 边 d c @ 
eE EE， 我 们 可 以 通过 删除 边 。 得 到 图 G 的 一 个 子 图 。 图 15 大, 的 一 个 子 图 
所 得 到 的 子 图 ， 记 作 G 一 e:， 和 图 G 具 有 相同 的 顶点 
集 V。 它 的 边 集 是 EE 一 e。 所 以 ， 





G—e= (V,E— {e}) 

类 似 地 ， 若 巨 是 五 的 子 集 ， 我 们 可 以 通过 从 图 中 删除 E 中 的 边 得 到 图 G 的 子 图 。 所 得 到 
的 子 图 和 图 G 具有 相同 的 顶点 集 V。 它 的 边 集 是 E 一 EE'。 

我 们 可 以 通过 在 图 中 增加 一 条 连接 图 G 中 已 有 的 两 个 顶点 的 边 e 得 到 一 个 新 的 更 大 的 图 。 
我 们 把 在 图 G 中 增加 一 条 新 边 ， 该 边 连 接 原 图 中 两 个 原本 不 相关 联 的 顶点 ， 所 得 到 的 新 图 记 作 
G 十 e。 所 以 

G+e= (V,EU {e}) 
G 十 e 的 顶点 集 和 图 G 的 顶点 集 相同 ， 它 的 边 集 是 图 G 的 边 集 和 集合 {e} 的 并 集 。 

边 的 收缩 ”有 时 ， 当 我 们 从 图 中 删除 一 条 边 后 ， 我 们 不 希望 将 该 边 的 端点 作为 独立 的 顶点 

保留 在 所 得 到 的 子 图 中 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 进行 边 的 收缩 ， 删 除 端 点 为 和 w 的 边 e， 把 

v 合并 成 一 个 新 的 顶点 史 ， 对 每 一 条 以 4 或 v 为 端点 的 边 ， 将 该 边 或 v 的 位 置 替 换 成 ww 且 
另 一 个 端点 不 变 。 因 此 在 图 G 二 (V，E) 中 ， 对 端点 为 和 w 的 边 e 进行 收缩 得 到 一 个 新 图 G 一 
(V'，E')( 这 不 是 G 的 子 图 )， 其 中 V'==V 一 {u,v}U{w}, E' 包 含 巨 中 不 以 或 v 为 端点 的 
边 以 及 连接 w 与 集合 V 中 所 有 与 uw 或 v 相 邻 的 顶点 的 边 。 例 如 ， 收 缩 图 16 中 图 G, 中 连接 
顶点 e 和 上 的 边 ， 得 到 一 个 包含 顶点 a、6、qd 和 也 的 新 图 G; 。 与 在 G; 中 一 样 ,在 Gi 中 有 
一 条 连接 a 和 5 的 边 ， 以 及 一 条 连接 a 和 d 的 边 。 在 G', 中 还 有 一 条 边 连 接 5 和 ww， 该 边 替 
换 了 G 中 连接 5 和 < 的 边 以 及 连接 5 和 e 的 边 , 在 G', 中 还 有 一 条 边 连 接 d 和 w， 该 边 替 
换 了 G, 中 连接 d 和 的 边 。 

从 图 中 删除 顶点” 当 我 们 从 图 G 二 (V，E) 删 除 一 个 顶点 v 以 及 所 有 与 它 相 关联 的 边 时 ， 就 
得 到 图 G 的 一 个 子 图 ， 记 作 G 一 v。 注 意 ，G 一 v 二 (V 一 v，E')， 其 中 巨 是 G 中 不 与 v 相关 联 的 
边 的 集合 。 类 似 地 ,车 V' 是 V 的 子 集 ， 则 图 G 一 V' 是 子 图 (V 一 V，E'), 其 中 户 是 G 中 不 与 
V 中 的 顶点 相关 联 的 边 的 集合 。 

图 的 并 集 可 以 用 各 种 方式 组 合 两 个 或 更 多 的 图 。 包 含 这 些 图 的 所 有 顶点 和 边 的 图 称 为 这 
些 图 的 并 图 。 两 个 简单 图 的 并 图 的 定义 如 下 。 

ES 两 个 简单 图 G, 一 (W ， 已 ) 和 G: 一 (Vs ， 已 ) 的 并 图 是 带 有 顶点 集 Vi UV, 和 边 集 
EUE, 的 简单 图 。G, 和 G, 的 并 图 表示 成 Gi UG;。 
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例 19 求 图 16a 所 示 的 图 G 和 G; 的 并 图 。 
a b c > 
d e d x e f 
Gl G» GIUG, 
a) 简单 图 G, 和 G， b) 它们 的 并 G1UG， 


图 16 并 图 的 产生 过 程 


解 并 图 GUG, 的 顶点 集 是 两 个 顶点 集 的 并 ， 即 {a， 0，c，d，e， 并 图 的 边 集 是 两 
个 边 集 的 并 。 并 图 显示 在 图 16b 中 。 司 


练习 
在 练习 1 一 3 中 ， 求 所 给 无 向 图 的 顶点 数 、 边 数 以 及 每 个 顶点 的 度 。 指 出 所 有 的 孤立 点 和 悬挂 点 。 


1. a b C > 刘 a b 
e d 


4. 求 练习 1 一 3 中 每 个 图 的 顶点 的 度 之 和 ， 并 验证 它 等 于 图 中 边 数 的 2 倍 。 
5. 是 否 存在 一 个 有 15 个 顶点 而 且 每 个 顶点 的 度 都 为 5 的 简单 图 ? 
6. 证 明 : 在 一 次 聚会 上 全 体 人 员 的 握手 次 数 之 和 是 偶数 。 假 设 无 人 自己 与 自己 握手 。 
在 练习 7 一 9 中 ， 对 给 定 的 有 向 多 重 图 ， 确 定 顶 点 数 和 边 数 ， 并 求 出 每 个 顶点 的 入 度 和 出 度 。 


i b 8. 4 b 9. a b 
17 | 
全) i 5 
d d C d c e 
10. 对 练习 7 一 9 中 的 每 个 图 ， 直 接 确 定 每 个 顶点 的 人 度 之 和 与 出 度 之 和 。 证 明 : 它们 都 等 于 图 中 的 
边 数 。 
11. 构造 图 2 中 带 有 向 边 的 图 的 基本 无 向 图 。 
12. 在 相识 关系 图 中 (其 中 顶点 表示 世界 上 所 有 的 人 )， 顶 点 的 度 表 示 什 么 ? 在 这 个 图 中 ， 一 个 顶点 的 邻 
居 表 示 什 么 ?孤立 点 和 悬挂 点 表示 什么 ? 在 一 项 研究 中 ， 估 计 在 这 个 图 中 顶点 的 平均 度 是 1000。 就 
这 个 模型 而 言 ， 这 意味 着 什么 ? 
13. 在 学 术 合 作 图 中 ， 顶 点 的 度 表示 什么 ? 一 个 顶点 的 邻居 表示 什么 ? 孤立 点 和 悬挂 点 表示 什么 ? 
14. 在 好 莱 坞 图 里 ， 顶 点 的 度 表示 什么 ? 一 个 顶点 的 邻居 表示 什么 ? 孤立 点 和 悬挂 点 表示 什么 ? 


15. 在 10.1 节 例 4 所 描述 的 电话 呼叫 图 中 ， 顶 点 的 人 度 和 出 度 表示 什么 ?在 这 个 图 的 无 向 图 版 本 中 ， 顶 
点 的 度 表示 什么 ? 





16. 
37, 
18. 
19. 
20. 
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在 10.1 节 例 5 所 描述 的 网 络 图 中 ， 顶 点 的 人 度 和 出 度 表 示 什 么 ? 

在 为 循环 赛 建 模 的 有 向 图 中 ， 顶 点 的 入 度 和 出 度 表 示 什 么 ? 

证 明 : 在 至 少 含有 两 个 顶点 的 简单 图 中 ， 一定 有 两 个 顶点 的 度 相 同 。 
利用 练习 18 证 明 : 在 一 个 小 组 中 ， 至 少 有 两 个 人 具有 相同 的 朋友 数 。 


画 出 下 列 各 图 。 
a)K; b) Ki,s OK 
d)C; e)W' )Q, 


在 练习 21 一 25 中 ,判断 图 是 否 为 二 分 图 。 你 将 发 现 使 用 定理 4， 对 判断 是 否 可 能 为 每 个 顶点 赋予 红 


色 或 蓝 色 ， SD ld 


21. 


24. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


a 


x 4 
== Dy 


对 哪些 n 值 来 说 ， 下 列 图 是 二 分 图 ? 

a)K, b)C, CW, d)Q, 

设 一 个 大 学 工程 学 院 的 计算 机 支撑 小 组 有 4 个 员工 。 每 个 员工 被 分 配 支持 4 个 不 同 的 领域 之 一 : 硬 
件 、 软 件 、 网 络 和 无 线 。 假 设 Ping 能 够 胜任 支持 硬件 、 网 络 和 无 线 ; Quiggley 能 够 胜任 支持 软件 和 
网 络 ; Ruiz 能 够 胜任 支持 网 络 和 无 线 ; Sitea 能 够 胜任 支持 硬件 和 软件 。 

a) 使 用 二 分 图 为 4 个 员工 和 他 们 能 胜任 的 工作 建 模 。 

b) 使 用 霍 尔 定理 判断 是 否 存在 一 种 分 配方 案 ， 使 每 个 员工 都 分 配 一 个 能 支持 的 领域 。 

c) 如 果 存 在 一 个 使 每 个 员工 都 分 配 一 个 能 支持 领域 的 分 配方 案 ， 求 出 该 方案 。 

设 一 个 新 公司 有 5 名 员工 : Zamora、Agraharam、Smith、Chou 和 Macintyre。 每 名 员工 承担 下 列 6 种 
责任 之 一 : 策划、 宣传、 销售、 市 场 、 开 发 以 及 工业 关系 。 每 名 员工 能 够 做 这 些 工 作 中 的 一 种 或 多 
种 : Zamora 能 做 策划 、 销 售 、 市 场 或 工业 关系 ; Agraharam 能 做 策划 或 开发 ; Smith 能 做 宣传 、 销 
售 或 工业 关系 ; Chou 能 做 策划 、 销 售 或 工业 关系 ; Macintyre 能 做 策划 、 宣 传 、 销 售 或 工业 关系 。 

a) 使 用 二 分 图 对 这 些 员工 的 能 力 建 模 。 

b) 找 出 一 个 责任 指派 ， 使 得 每 个 员工 被 指定 一 种 责任 。 

c) 你 在 b) 找 到 的 责任 匹配 是 完全 匹配 吗 ? 它 是 最 大 匹配 吗 ? 

假设 一 个 岛 上 有 5 位 年 轻 女子 和 5 位 年 轻 男子 。 每 位 男子 都 愿意 仇 岛 上 的 某 些 女子 ， 而 每 位 女子 都 
愿意 嫁 给 任何 一 位 愿意 娶 她 的 男子 。 假 设 Sandeep 愿意 他 Tina 和 Vandana; Barry 愿意 娶 Tina、Xia 
和 Uma; Teja 愿意 娶 Tina 和 Zelda; Anil 愿意 娶 Vandana 和 Zelda; Emilio 愿意 也 Tina 和 Zelda。 使 
用 霍 尔 定理 证 明 : 不 存在 岛 上 年 轻 男 子 和 年 轻 女 子 的 匹配 使 得 每 一 个 年 轻 男 子 都 能 和 他 想 陷 的 年 轻 
女子 进行 匹配 。 

假设 一 个 岛 上 有 5 位 年 轻 女 子 和 6 位 年 轻 男子 ， 每 位 女子 都 愿意 嫁 给 岛 上 的 某 些 男子 ， 而 每 位 男子 
都 愿意 娶 任 何 一 位 愿意 嫁 给 他 的 女子 。 设 Anna 愿意 嫁 给 Jason、Larry 和 Matt; Barbara 愿意 嫁 给 
Kevin 和 Larry; Carol 愿意 嫁 给 Jason、Nick 和 Oscar; Diane 愿意 嫁 给 Jason、Larry、Nick 和 Oscar; 
Elizabeth 愿意 嫁 给 Jason 和 Matt。 

a) 使 用 二 分 图 对 这 个 岛 上 可 能 的 婚姻 关系 进行 建 模 。 


31, 


< 32. 


33. 


34. 
35. 
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b) 找 出 这 个 岛 上 的 年 轻 男女 的 一 个 匹配 方案 ， 使 得 每 个 年 轻 女子 都 嫁 给 一 个 她 愿意 嫁 给 的 人 。 

c) 你 在 b) 找 到 的 匹配 是 完全 匹配 吗 ? 它 是 最 大 匹配 吗 ? 

设 存在 一 个 整数 &， 使 得 在 一 个 荒 岛 上 的 每 个 男人 都 愿意 娶 该 岛 上 的 女人 恰好 是 & 个 ， 而 且 该 岛 上 的 每 
一 个 女人 都 愿意 嫁 给 的 男人 也 恰好 是 个 。 同 时 假设 一 个 男人 愿意 娶 一 个 女人 当 且 仅 当 这 个 女人 愿意 
嫁 给 他 。 证 明 : 可 能 存在 岛 上 男人 和 女人 的 匹配 ， 使 得 每 一 个 人 都 能 和 其 愿意 嫁 娶 的 人 进行 匹配 。 

在 本 练习 中 ， 我 们 证 明 Oystein Ore 的 一 个 定理 。 假 设 G= 二 (V，E) 是 带 有 二 部 划分 (V1，V;) 的 二 分 
图 且 ASVi。 证 明 w 中 与 G 匹 配 的 端点 的 最 大 顶点 数 等 于 |Vi | 一 maxacv def(A)， 其 中 def(A) 一 
|A| 一 |N(A) | 。( 这 里 def(A) 称 为 A 的 缺陷 。) [提示 : 通过 在 V。 中 增加 maxacvw def(A) 个 新 顶点 ， 
并 把 它们 与 Vi 中 的 顶点 相连 得 到 一 个 更 大 的 图 。] 

对 练习 1 中 的 图 ， 求 : 

a) 由 顶点 a、2、c 和 上 了 导出 的 子 图 。 

b) 收 缩 连接 5 和 了 的 边 ， 从 G 得 到 的 新 图 G)。 


令 nn 为 正 整 数 。 证 明 : 由 天。 的 顶点 集 的 非 空 子 集 导出 的 子 图 是 完全 图 。 
下 列 图 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 

a)K, b) C。 CW 

dD) K,, e)Q, 


一 张 图 的 度 序列 是 由 该 图 的 各 个 项 点 的 度 按 非 递 增 顺 序 排列 的 序列 。 例 如 ， 本 节 例 1 中 图 G 的 度 序 


列 就 是 4，4，4，3，2，1，0。 


36. 
37. 


38. 
39. 
40. 
41. 


42. 


43. 


x* 44. 


* 45. 


x* 46. 


47. 


48. 
49. 
50. 


求 习题 21 一 25 中 各 个 图 的 度 序列 。 

求 下 列 各 个 图 的 度 序列 。 

a)K, b)C, OW, 

d) K,,; e)Qs: 

二 分 图 K,; 的 度 序列 是 什么 (其 中 mw，n 是 正 整数 )? 并 解释 你 的 答案 。 
图 K, 的 度 序列 是 什么 (其 中 nn 是正 整数 )? 并 解释 你 的 答案 。 

若 图 的 度 序列 是 4，3，3，2，2， 则 它 有 多 少 条 边 ? 画 出 这 样 的 图 。 
若 图 的 度 序列 是 5，2，2，2，2，1， 则 它 有 多 少 条 边 ? 画 出 这 样 的 图 。 
如 果 一 个 序列 是 一 个 简单 图 的 度 序列 ， 那 么 该 序列 是 成 图 的 。 


判断 下 列 序列 是 否 是 成 图 的 。 如 果 是 ， 请 画 出 一 个 图 使 其 具有 给 定 的 度 序列 。 
a)5，4 3s 2, 1, 0 b)6, 5, 4, 3, 2, 1 

2, 2, 2, 2, 2, 2 d)3s 33 3 2, 2 2 

区 3 3 Dls ls ls ls 1 1 

8g)5，3，3，3，3，3 h)5, 5; 4, 3, 2, 1 

判断 下 列 序列 是 否 是 成 图 的 。 如 果 是 ， 请 画 出 一 个 图 使 其 具有 给 定 的 度 序列 。 
a3 Bs BB 2 b)5, 4; 3, 2, 1 

€)4, 4, 3, 2, 1 d)4, 4; 3, 3, 3 

€)3, 2, 2; 1; 0 ls Ls ls Bs 

设 d1，d;，…，d， 是 成 图 序列 。 证 明 : 存在 顶点 为 ww，v;，…，w, 的 简单 图 ， 使 得 对 于 i 二 1，2， 
un， deg(vi) 二 di;， 且 汉 与 zz，…， Vua+1 相 邻 。 


证 明 : 一 个 由 非 负 整数 按 非 递 增 排列 的 序列 d; ，d;，…，d, 是 成 图 序列 当 且 仅 当 把 序列 ds 一 1，…， 
da +1 一 1，da,+2，*"…，d。 中 的 元 素 重新 排序 为 非 递增 而 得 到 的 序列 是 成 图 序列 。 

运用 练习 45 的 结论 构造 一 个 递归 算法 来 判断 一 个 非 递增 的 正 整数 序列 是 否 为 成 图 序列 。 

证 明 : 每 个 非 负 整 数 构成 的 非 递增 序列 ， 如 果 其 和 为 偶数 ， 则 都 是 某 个 伪 图 的 度 序列 。 伪 图 是 允许 
有 环 的 无 向 图 。[ 提 示 : 首先 通过 给 每 个 顶点 添加 尽 可 能 多 的 环 来 构造 一 个 图 ， 然 后 添加 一 些 边 连接 
度 为 奇数 的 顶点 。 解 释 为 什么 这 种 构造 方法 能 够 证 明 此 问题 .] 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 Ks 的 子 图 有 多 少 个 ? 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 Ks 的 子 图 有 多 少 个 ? 

至 少 带 有 1 个 顶点 的 Ws 的 子 图 有 多 少 个 ? 


-下 和 


S1. 


画 出 下 图 的 所 有 子 图 。 
a b 


d 


Cc 
52. 设 G 是 带 有 wv 个 顶点 和 e 条 边 的 图 。 设 M 是 G 的 顶点 的 最 大 度 ，m 是 G 的 顶点 的 最 小 度 。 证 明 : 


a)2e/v 和 二 m b)2e/v<M 
若 简 单 图 中 每 个 顶点 的 度 都 相等 ， 则 这 个 图 称 为 正则 的 。 若 正则 图 中 每 个 顶点 的 度 都 为 nx， 则 这 个 


图 称 为 nn 正则 的 。 


53, 


对 哪些 n 值 来 说 ， 下 列 图 是 正则 图 ? 
a) K, b) C， CW, d)Q, 


54. 对 哪些 m 和 的 值 来 说 ，Kw* 是 正则 图 ? 


55 


56. 


. 度 都 为 4 而 且 带 有 10 条 边 的 正则 图 有 多 少 个 顶点 ? 
在 练习 56 一 58 中 ， 求 给 定 简单 图 对 的 并 图 (假设 带 有 相同 端点 的 边 是 相同 的 )。 
a 


57. a b a a b 
f A 六 b 
e e 
e c 
c d [3 8 d 
d d 
a b a 已 
h 
C 六 8 
. 简单 图 G 的 补 图 G 与 G 有 相同 的 顶点 。 两 个 顶点 在 G 中 相 邻 ， 当 且 仅 当 它们 在 G 中 不 相 邻 。 画 出 下 
列 各 图 。 
a) KR, WR VG DO, 


. 若 G 是 有 15 条 边 的 简单 图 是 G 有 13 条 边 ， 则 G 有 多 少 个 顶点 ? 

. 若 简 单 图 G 有 ~ 个 顶点 和 e 条 边 ， 则 G 有 多 少 条 边 ? 

. 车 简单 图 G 的 度 序列 为 4，3，3，2，2。 求 G 的 度 序列 。 

. 若 简单 图 G 的 度 序列 为 di，d;，…，d，。 求 G 的 度 序列 。 

. 证 明 : 车 G 是 有 wv 个 顶点 和 e 条 边 的 二 分 简单 图 ， 则 e<w/4。 

. 证 明 : 若 G 是 有 个 顶点 的 简单 图 ， 则 G 和 G 的 并 图 是 天 。。 

. 描述 判定 图 是 否 为 二 分 图 的 算法 。 可 基于 事实 : 一 个 图 是 二 分 图 当 且 仅 当 可 以 用 两 种 不 同 的 颜色 为 


它 的 项 点 着 色 使 得 没有 着 相同 颜色 的 两 个 顶点 是 相 邻 的 。 
有 向 图 G 二 (V，E) 的 逆 图 ， 记 作 G”"*， 是 有 向 图 (V，F)， 其 中 G”™ 中 边 的 集合 下 由 改变 EE 中 边 的 


方向 得 到 。 


67. 
68. 
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画 出 10. 1 节 练 习 7 一 9 中 每 个 图 的 逆 图 。 

证 明 : 当 G 是 有 向 图 时 ， 有 (GD "一 CG。 

证 明 : 图 G 是 它 自身 的 逆 图 ， 当 且 仅 当 G 所 关联 的 关系 (参见 9. 3 节 ) 是 对 称 的 。 

证 明 : 如 果 一 个 二 分 图 G 二 (V，E) 对 于 某 个 正 整数 nn 是 n 正则 的 (参见 习题 53 的 定义 )， 且 (Wi ，V:) 
是 V 的 一 个 二 部 划分 ， 则 | Vi |=|V: | 。 也 就 是 ， 证明 : n 正则 二 分 图 的 顶点 集 的 二 部 划分 得 到 的 两 
个 顶点 集 一 定 包含 相同 个 数 的 顶点 。 


图 563 





71. 画 出 9 个 并 行 处 理 器 互 连 的 栅 格 网 络 。 
72. 在 互 连 z* 一 zz 个 处 理 器 的 栅 格 网 络 的 变种 中 ， 处 理 器 P(i，7 连 接 4 个 处 理 器 PC(Gi 士 1)mod m， 站 和 
P(i，(j 土 1 )mod m)， 使 得 连接 沿 栅 格 的 边 卷 绕 。 画 出 有 16 个 处 理 器 的 这 种 变种 的 栅 格 网 络 。 


73. 证 明 : 在 ?一 xz 个 处 理 器 的 机 格 网 络 中 ， 用 On) 二 OCm) 个 跳 就 能 让 每 一 对 处 理 器 互相 通信 。 


10.3 图 的 表示 和 图 的 同 构 
10. 3.1 引言 

图 的 表示 方式 有 很 多 种 。 本 章 将 看 到 ， 选 择 最 方便 的 表示 有 助 于 对 图 的 处 理 。 本 节 将 要 说 
明 如 何 用 多 种 不 同 的 方式 来 表示 图 。 

有 时 ， 两 个 图 具有 完全 相同 的 形式 ， 从 某 种 意义 上 就 是 两 个 图 的 顶点 之 间 存 在 着 一 一 对 
应 ， 这 个 对 应 保持 边 的 对 应 关系 。 在 这 种 情形 下 ， 就 说 这 两 个 图 是 同 构 的 。 判 断 两 个 图 是 否 同 
构 ， 这 是 本 节 将 要 研究 的 一 个 重要 图 论 问 题 。 


10. 3.2 图 的 表示 

表示 不 带 多 重 边 的 图 的 一 种 方式 是 列 出 这 个 图 的 所 有 边 。 另 一 种 表示 不 带 多 重 边 的 图 的 方 
式 是 用 邻接 表 ， 它 给 出 了 与 图 中 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 。 

例 1 用 邻接 表 描 述 图 1 所 示 的 简单 图 。 








解 表 1 列 出 了 与 图 的 每 个 顶点 相 邻 的 顶点 。 4 
b 表 1 简单 图 的 邻接 表 
顶点 相 邻 顶点 
< a b,c,e 
b a 
区 a, d,e 
d C，e 
e d e a,s c,d 
图 1 简单 图 
例 2 通过 列 出 图 中 每 个 顶点 发 出 的 边 的 所 有 终点 ， 表 示 图 2 所 示 的 有 向 图 。 
解 ” 表 2 表示 图 2 所 示 的 有 向 图 。 | 
表 2 有 向 图 的 邻接 表 
e d 
图 2 有 向 图 
10. 3.3 邻接 矩阵 


若 图 中 有 许多 边 ， 则 把 图 表示 成 边 的 表 或 邻接 表 不 便于 执行 图 的 算法 。 为 了 简化 计算 ， 可 
用 和 矩阵 表示 图 。 在 此 ， 将 给 出 常用 的 两 种 表示 图 的 矩阵 的 类 型 。 一 种 类 型 是 基于 顶点 的 相 邻 关 
系 ， 另 一 种 类 型 是 基于 顶点 与 边 的 关联 关系 。 
假设 G= 二 (V，E) 是 简单 图 ， 其 中 |V| = 二 nn。 假设 把 G 的 顶点 任意 地 排列 成 wi，v。，…，v,。 
对 这 个 顶点 表 来 说 ，G 的 邻接 和 矩阵 A( 或 46) 是 一 个 nXn 的 0-1 矩阵 ， 它 满足 这 样 的 性 质 : 当 ww 加 
Ui 和 vw; 相 邻 时 第 (i， 站 项 是 1， 当 U; 和 也 不 相 邻 时 第 (i， 站 项 是 Qs 换 句 话说 ， 若 邻 接 矩 阵 是 


2 


4 一 [ay]， 则 
ee 1 {visv} 是 G 的 一 条 边 
y 0 否则 
例 3 用 邻接 矩阵 表示 图 3 所 示 的 图 。 
解 ” 把 项 点 排列 成 4a, 5，，c，d。 表 示 这 个 图 的 矩阵 是 


1 
a 
只 
1 0 Wf OO 
例 4 画 出 带 有 相对 于 顶点 顺序 a, b， Cy d 的 邻接 矩阵 的 图 。 
| 
1 克昌 了 1 
A 
0 1 1 0 
解 图 4 显示 了 带 有 这 个 邻接 矩阵 的 图 。 4 
a b a b 
c d dad c 
图 3 简单 图 图 4 给 定 的 邻接 矩阵 的 图 


注意 ， 图 的 邻接 矩阵 依赖 于 所 选择 的 顶点 的 顺序 。 因 此 带 n 个 顶点 的 图 有 nn! 个 不 同 的 邻 
接 和 矩阵 ， 因 为 n 个 顶点 有 n! 个 不 同 的 顺序 。 

简单 图 的 邻接 矩阵 是 对 称 的 ， 即 CT 一 Ci3 因为 当 人 和 了 相 邻 时 ， 这 两 个 项 都 是 1， 否则 
都 是 0。 另外 ， 因为 简单 图 无 环 ， 所 以 每 一 项 a;， t=]y 25 B35 vny Ny 都 a b 
是 0。 

邻接 矩阵 也 可 用 来 表示 带 环 和 多 重 边 的 无 向 图 。 把 顶点 a; 上 的 环 表示 
成 邻接 矩阵 第 (i, 让 位 置 上 的 1。 当 出 现 多 重 边 连接 相同 的 顶点 对 v; 和 ww; 
时 ， 邻 接 和 矩阵 不 再 是 0-1 和 矩阵， 因为 邻接 和 矩阵 的 第 (i，j) 项 等 于 与 {v;，v) 


关联 的 边 数 。 包 括 多 重 图 与 伪 图 在 内 的 所 有 无 向 图 都 具有 对 称 的 邻接 和 矩阵。 4 
例 5 用 邻接 矩阵 表示 图 5 所 示 的 伪 图 。 i 
解 ” 顶 点 顺序 为 a,，6b, cc， 4 的 邻接 矩阵 是 
3 0 2 
8 1 
0 2 4 
1 2 'Q 
我 们 曾 在 第 9 章 里 用 0-1 矩阵 表示 有 向 图 。 若 有 向 图 G 二 (V，E) 从 v; 到 w 有 边 ， 则 它 的 


矩阵 在 (zi， 7 了) 位置 上 有 1， 其 中 Vhs Mn 是 有 向 图 任意 的 顶点 序列 。 换 句 话说 ， 若 


4 一 [ai] 是 相对 于 这 个 顶点 列表 的 邻接 矩阵 ， 则 
二 {ws} 是 G 的 一 条 边 
5 lo ”否则 
有 向 图 的 邻接 矩阵 不 一 定 是 对 称 的 ， 因 为 当 从 vw 到 有 边 时 ， 从 w 到 可 以 没有 边 。 
邻接 矩阵 也 可 用 来 表示 有 向 多 重 图 。 同 样 ， 当 有 连接 两 个 顶点 的 同 向 多 重 边 时 ， 这 样 的 矩 
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阵 不 是 0-1 和 矩阵。 在 有 向 多 重 图 的 邻接 矩阵 中 ，w 等 于 关联 到 (v;，w;) 的 边 数 。 

在 邻接 表 和 邻接 矩阵 之 间 取 含 ” 当 一 个 简单 图 包含 的 边 相 对 较 少 ， 即 该 图 是 一 个 稀疏 图 
时 ， 通 常 邻接 表 比 邻接 和 矩阵 更 适合 表示 它 。 例 如 ， 如 果 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 c，c 是 一 个 比 ? 
小 很 多 的 常数 ， 则 每 个 邻接 表 包 含 c 个 或 更 少 的 顶点 。 所 以 整个 邻接 表 中 的 元 素 不 超过 cn 个 。 
另 一 方面 ， 该 图 的 邻接 矩阵 含有 产 个 元 素 。 但 是 ， 需 要 注意 的 是 ， 稀 朴 图 的 邻接 矩阵 是 稀 朴 
和 矩阵， 即 矩 阵 中 只 有 少量 元 素 不 为 0。 有 专门 的 技术 表示 和 处 理 稀 朴 矩阵 。 

现在 设想 一 个 稠密 的 简单 图 ， 它 含有 很 多 条 边 ， 例 如 ， 它 含有 的 边 数 超过 所 有 可 能 的 边 数 
的 一 半 。 在 这 种 情形 下 ， 用 邻接 矩阵 来 表示 图 就 比 用 邻接 表 好 。 为 了 知道 原因 ， 我 们 来 比较 判 
断 某 条 边 {v;:，w} 是 否 存在 的 复杂 度 。 在 邻接 矩阵 中 ， 可 以 通过 查看 第 (i， 站 个 元 素来 决定 这 
条 边 是 否 存在 。 如 果 该 元 素 是 1， 边 就 存在 ; 如 果 是 0， 边 就 不 存在 。 所 以 ， 只 需要 一 次 比较 ， 
即将 第 (i， 由 个 元 素 与 0 比较 ， 就 可 以 判断 这 条 边 是 否 存在 。 而 另 一 方面 ， 如 果 使 用 邻接 表 表 
示 这 个 图 ， 就 需要 搜索 w 或 v 的 链表 中 的 顶点 才能 判断 这 条 边 是 否 存在 。 当 图 含有 的 边 很 多 
时 ， 就 需要 @(|V|) 次 的 比较 。 


10. 3. 4 关联 矩阵 
表示 图 的 另 一 种 常用 方式 是 用 关联 矩阵 。 设 G 一 (V，E) 是 无 向 图 。 设 妃 ，v,，…，w, 是 
图 G 的 顶点 ， 而 ae，e ，…，en 是 该 图 的 边 。 相 对 于 V 和 五 的 这 个 顺序 的 关联 矩阵 是 2zX 关 的 


矩阵 M= 三 [zs ]， 其 中 
1 当 按 关联 由 时 
0 和 天赐 
例 6 用 关联 和 矩阵 表示 图 6 所 示 的 图 。 


解 ”关联 矩阵 是 出 | pe <6 多 
el ez €3 6E4 65 66 e3 
wa pO 0 Ll 0 1 4 e2 
lO “0 v4 5 
/0 和 6 无 向 图 
和 


关联 矩阵 也 可 用 来 表示 多 重 边 和 环 。 在 关联 矩阵 中 用 各 项 相等 的 列 来 表示 多 重 边 ， 因 为 这 
些 边 关联 同一 对 顶点 。 用 只 有 一 项 等 于 1 的 列 来 表示 环 ， 它 对 应 于 环 所 关联 的 顶点 。 
例 7 用 关联 和 矩阵 表示 图 7 所 示 的 伪 图 。 





解 ”这 个 图 的 关联 矩阵 是 


UY 0 
语族 二 可 0 i 
破 | 天 训 es oo, 
而 | 人 过 -人 0 太志 玫 亏 
六 区 丰 人 
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10. 3.5 图 的 同 构 

我 们 经 常 需要 知道 是 否 有 可 能 以 同样 的 方式 来 画 出 两 个 图 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 忽略 图 中 的 
顶点 的 标识 时 ， 这 两 个 图 是 否 具有 相同 的 结构 。 例 如 ， 在 化 学 中 ， 用 图 为 化 合 物 建 模 ( 我 们 将 
在 后 面 进行 描述 )。 不 同 的 化 合 物 可 能 分 子 式 相 同 但 结构 不 同 。 这 样 的 化 合 物 不 能 用 同样 方式 
画 出 的 图 来 表示 。 表 示 过 去 已 知 化 合 物 的 图 可 以 用 来 判定 想象 中 的 新 化 合 物 是 否 已 经 研究 过 。 

区 半 有 加 样 稍 槐 的 国术 总 ， 存在 着 一 些 有 用 的 术语 。 

4 设 G 一 (VI, 忆 ) 和 G, 一 (V,，E,) 是 简单 图 ， 若 存在 一 对 一 的 和 映 上 的 从 Vi 到 
V: 六 二 六 且 f 具 有 这 样 的 性 质 : 对 Vi 中 所 有 的 a 和 6b 来 说 ，a 和 在 G 中 相 邻 当 且 仅 当 
Ca) 和 (8) 在 Gs 中 相 邻 ， 则 称 Gi 与 Gs 是 同 构 的 。 这 样 的 函数 f 称 为 同 构 S。 两 个 不 同 构 的 
简单 图 称 为 非 同 构 的 。 

换 句 话说 ， 当 两 个 简单 图 同 构 时 ， 两 个 图 的 顶点 之 间 具 有 保持 相 邻 关系 的 一 一 对 应 。 简 单 
图 的 同 构 是 一 个 等 价 关 系 ( 我 们 把 这 个 验证 留 作 练 习 45) 。 

例 8 证 明 : 图 8 所 示 的 图 G=(V，E) 和 五 =( 凤 ，F) 同 构 。 

解 函数 ff 定义 为 f(w)= 二 vw,， f(w)=v， ul uy v1 Vy 
flw)= 二 vw，f(wu) 二 vw， 它 是 V 和 W 之 间 的 一 一 对 
应 。 为 了 看 出 这 个 对 应 保持 相 邻 关系 ， 注 意 G 中 相 
邻 的 顶点 是 zx 和 z、 妈 和 z、z 和 ww， 以 及 us 和 
WU, 由 f(u)=u 和 GW 三 六 《2 三 入 利 
fw)=w、 fw)=w 和 fu)=w, 以 及 f(w)=w 和 ”Go “ 3 6 
flwu) 二 ww 所 组 成 的 每 一 对 顶点 都 是 在 互 中 相 邻 的 。 所 图 8 图 G 和 万 


10. 3.6 判定 两 个 简单 图 是 否 同 构 

判断 两 个 简单 图 是 否 同 构 常 常 是 一 件 困难 的 事情 。 在 两 个 带 有 个 顶点 的 简单 图 的 顶点 集 之 间 
有 nl! 种 可 能 的 一 一 对 应 。 若 nn 太 大 ， 则 通过 检验 每 一 种 对 应 来 看 它 是 否 保 持 相 邻 关 系 是 不 可 行 的 。 

有 时 说 明 两 个 图 不 同 构 并 不 困难 。 特 别 是 ， 如 果 能 找到 某 个 属性 ， 两 个 图 中 只 有 一 个 图 具 
有 这 个 属性 ， 但 该 属性 应 该 在 同 构 时 保持 ， 就 可 以 说 这 两 个 图 不 同 构 。 这 种 在 图 的 同 构 中 保持 
的 属性 称 为 图 形 不 变量 。 例 如 ， 同 构 的 简单 图 必须 具有 相同 的 顶点 数 ， 因 为 在 这 些 图 的 顶点 集 
之 间 有 一 一 对 应 。 

同 构 的 简单 图 还 必须 有 相同 的 边 数 ， 因 为 在 顶点 之 间 的 一 一 对 应 建立 了 边 之 间 的 一 一 对 
应 。 另 外 ， 同 构 的 简单 图 的 对 应 顶点 的 度 必 须 相 同 。 即 在 图 G 中 顶点 v 的 度 为 4， 在 图 日 中 必 
须 有 一 个 对 应 的 顶点 f(v)， 其 度 为 4， 因 为 在 图 G 中 顶点 ww 与 v 相 邻 ， 当 且 仅 当 在 图 互 中 
(vw) 与 f(w) 相 邻 。 

例 9 说 明 图 9 所 示 的 图 不 同 构 。 

b 





e d e 


图 9 图 G 和 五 


日 同 构 (isomorphism) 这 个 词 来 自 两 个 希腊 语 字 根 : 表示 “相等 ”的 isos 和 表示 “形式 ”的 morphe。 


解 G 和 互 都 具有 5 个 项 点 6 条 边 。 不 过 ， 互 有 1 个 度 为 1 的 顶点 e， 而 G 没 有 度 为 1 的 
顶点 。 所 以 G 与 互 不 是 同 构 的 。 4 

顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 的 度 都 是 在 同 构 下 的 不 变量 。 若 两 个 简单 图 的 这 些 量 有 任何 不 同 ， 
则 这 两 个 图 就 不 是 同 构 的 。 不 过 ， 当 这 些 不 变量 都 相同 时 ， 也 不 一 定 意味 着 两 个 图 是 同 构 的 。 
目前 还 没有 已 知 的 用 来 判定 简单 图 是 否 同 构 的 不 变量 集 。 

例 10 判定 图 10 所 示 的 图 是 否 是 同 构 的 。 

解 G 和 互 都 具有 8 个 顶点 和 10 条 边 。 它 们 都 具有 4 个 度 为 2 的 顶点 和 4 个 度 为 3 的 
顶点 。 因 为 这 些 不 变量 都 相同 ， 所 以 它们 可 能 会 是 同 构 的 。 

然而 C 和 互 不 是 同 构 的 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 因 为 在 G 中 deg(a) 一 2， 所 以 a 必 
然 对 应 于 五 中 的 上 wx、z 或 >， 因为 这 些 顶 点 是 玉 中 的 度 为 2 的 顶点 。 然 而 ， 五 中 的 这 4 
个 顶点 的 每 一 个 都 与 五 中 另 一 个 度 为 2 的 顶点 相 邻 ， 但 是 在 G 中 a 却 不 是 这 样 的 。 

看 出 CG 与 互 不 同 构 的 另 一 种 方式 是 ， 注 意 ， 若 这 两 个 图 同 构 ， 则 由 度 为 3 的 顶点 和 连接 
它们 的 边 所 组 成 的 G 和 玉 的 子 图 一 定 是 同 构 ( 读 者 应 当 验 证 它 )。 然 而 图 11 所 示 的 这 些 子 图 却 


不 是 同 构 的 。 本 
2 | 
f w 
y 
图 10 图 G 和 五 图 11 由 度 为 3 的 顶点 和 连接 它们 的 边 


所 组 成 的 G 和 五 的 子 图 


为 了 说 明 从 图 G 的 顶点 集 到 图 互 的 顶点 集 的 函数 f 是 一 个 同 构 ， 需 要 说 明 f 保持 边 的 存 
在 和 缺失 关系 。 一 种 有 助 于 这 样 做 的 方式 是 利用 邻接 和 矩阵。 具体 地 说 ， 为 了 说 明 f 是 一 个 同 
构 ， 可 以 说 明 G 的 邻接 矩阵 与 五 的 邻接 矩阵 相同 ， 其 中 G 的 邻接 矩阵 的 行 和 列 的 标记 都 是 G 
的 顶点 ， 互 的 邻接 矩阵 的 行 和 列 的 标记 都 是 G 的 对 应 顶点 在 f 下 的 像 。 例 11 解释 如 何 这 
样 做 。 

例 11 判定 图 12 所 示 的 图 G 和 互 是 否 是 同 构 的 。 

解 GC 和 互 都 有 6 个 顶点 和 7 条 边 ， 都 有 4 
4 个 度 为 2 的 顶点 和 2 个 度 为 3 的 顶点。 还 容易 
看 出 由 度 为 2 的 顶点 和 连接 es 
G 和 五 的 子 图 是 同 构 的 (读者 应 当 验 证 它 )。 
为 G 和 互 对 这 些 不 变量 来 说 是 相同 的 ， i 
有 理由 试 着 找 出 一 个 同 构 f。 

现在 定义 函数 f， 然 后 判定 它 是 否 同 构 。 pe a 
因为 deg(z ) 王 2 且 za 不 与 任何 其 他 度 为 2 的 顶 
点 相 邻 ， 所 以 uw 的 像 必 然 是 v, 或 vw ， 它 们 是 五 中 仅 有 的 不 与 度 为 2 的 顶点 相 邻 的 度 为 2 的 顶 
点 。 任 取 f(wu) 二 vs。 (如 果 发 现 这 个 选择 得 不 出 同 构 ， 就 接着 试验 f(w) 二 v,。) 因 为 ww 与 
相 邻 ， 所 以 ws 可 能 的 像 是 v 和 vs。 任 取 Fe) 一 内 。 照 这 样 继 续 下 去 ， 用 顶点 的 相 邻 关系 和 
度 作 为 指引 ， 令 f(w)= 二 w，f(wu)=v, fl(us)=u, 以 及 fl(wus) = vw 。 现在 已 经 有 了 在 G 的 顶 
点 集 与 互 的 顶点 集 之 间 的 一 一 对 应 ， 即 f(w)= 二 ve， f(wuw)= 二 v3， f(u)=u,, f(u)= vw, 
f(ws) 二 ww， 以 及 fl(us) 二 vs。 为 了 查看 了 是 否 保持 边 ， 就 检查 G 的 邻接 矩阵 : 
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i 0 LT V0 1 
和 互 的 邻接 矩阵 ， 其 中 用 G 中 的 对 应 顶点 的 像 来 标记 行 和 列 : 
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因为 4c 二 hn， 所 以 f 是 保持 边 的 。 由 此 得 出 f 是 同 构 ， 所 以 G 与 日 是 同 构 的 。 注 意 ， 若 事实 
证 明 /不 是 同 构 ， 是 无 法 得 出 G 与 五 不 是 同 构 的 ， 因 为 G 和 互 中 的 顶点 的 另 一 个 对 应 仍然 可 
以 是 同 构 。 4 

图 同 构 算法 已 知 的 最 好 的 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 算法 具有 指数 的 最 坏 情 形 时 间 复杂 度 
(对 图 的 顶点 数 来 说 )。 不 过 ， 解 决 这 个 问题 的 线性 平均 情形 时 间 复 杂 度 的 算法 已 经 找到 ， 而且 
有 希望 ， 即 使 仍 有 怀疑 ， 找 到 判定 两 个 图 是 否 同 构 的 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 算法 。 一 种 
名 为 NAUTY 的 用 于 测试 图 同 构 的 最 佳 实用 算法 ， 在 现代 个 人 计算 机 上 可 在 1 秒 内 判定 具有 
100 个 顶点 的 两 个 图 是 否 是 同 构 的 。 可 以 在 因特网 上 下 载 NAUTY 软件 并 用 它 做 实验 。 对 于 有 
严格 限制 的 图 ， 如 顶点 的 最 大 度 很 小 ， 存 在 着 判断 两 个 图 是 否 同 构 的 实用 算法 。 判 断 任意 两 个 
图 是 否 同 构 的 问题 是 一 个 特别 有 趣 的 问题 ， 因 为 这 是 少 有 的 几 个 不 知 是 理论 可 行 的 或 NP 完全 
的 ( 见 3. 3 节 )NP 问题 之 一 ( 见 练习 7) 。 

图 同 构 的 应 用 图 同 构 以 及 图 同 构 中 的 函数 源 于 图 论 在 化 学 、 电 子 电路 设计 以 及 其 他 的 生 
物 信息 和 计算 机 领域 的 应 用 。 化 学 家 用 多 图 (已 知 的 分 子 图 )， 为 化 学 成 分 建 模 。 在 这 些 图 中 ， 
顶点 表示 原子 ， 边 表示 这 些 原子 之 间 的 化 学 键 。 两 个 结构 相同 ， 具 有 相同 分 子 式 但 不 同 原子 键 
的 分 子 ， 具 有 不 同 构 的 分 子 图 。 当 分 析出 新 的 化 学 合成 物 时 ， 就 检查 分 子 图 数据 库 ， 以 判断 该 
化 合 物 的 分 子 图 是 否 与 已 知 的 化 合 物 相同 。 

用 图 为 电路 图 建 模 ， 其 中 顶点 表示 组 件 ， 边 表示 组 件 之 间 的 连接 。 在 现代 集成 电路 中 ， 如 
芯片 ， 是 混合 的 电路 图 ， 常 常 有 上 百 万 个 晶体 管 以 及 它们 之 间 的 连接 。 由 于 现代 芯片 的 复杂 
性 ， 所 以 用 自动 化 工具 进行 设计 。 图 同 构 可 用 于 验证 由 自动 化 工具 设计 的 电路 是 否 与 最 初 的 设 
计 一 致 。 图 同 构 还 可 用 于 判断 一 个 销售 商 的 芯片 与 另 一 个 销售 商 的 芯片 是 否 具 有 相同 的 知识 产 
权 。 这 可 以 通过 寻找 这 些 芯片 的 图 模型 中 的 最 大 同 构 子 图 来 完成 。 
练习 


在 练习 1 一 4 中 ， 用 邻接 表 表 示 给 定 的 图 。 
1.a b 2 a b C 3. 





图 569 























5. 用 邻接 矩阵 表示 练习 1 的 图 。 
6. 用 邻接 矩阵 表示 练习 2 的 图 。 
7. 用 邻接 矩阵 表示 练习 3 的 图 。 
8. 用 邻接 矩阵 表示 练习 4 的 图 。 
9. 用 邻接 矩阵 表示 下 列 每 一 个 图 。 
a)K, b) Ki, €)K,,s 
d)C e)W f) Qs 
在 练习 10 一 12 中 ， 画 出 给 定 邻 接 和 矩阵 表示 的 图 。 
0 5 
9 注 厂 向 
0 汪 滑 人 DO 二 丰 
10. |1i © 1 11. 12。 
' /二 .各 , 焉 二 稚 六 风 
你 
4 We .二 | 
在 练习 13 一 15 中 ， 用 邻接 矩阵 表示 给 定 的 图 。 
13. a b 14. a b 
C d 区 d 
在 练习 16 一 18 中 ,， 画 出 给 定 邻 接 矩 阵 所 表示 的 无 向 图 。 
0 1 
下 六 
1 下 有 
有 和 37 滩 
“jos 7, 18. |3 1 1 0 1 
FY 
2 让 全 0 
0 遇 
本 Wi 
在 练习 19 一 21 中 ， 按 照 顶点 的 字典 顺序 ， 求 给 定 有 向 多 重 图 的 邻接 矩阵 。 
19. a b 20. b 21 a b 
c d $C d c d 
在 练习 22 一 24 中 ， 画 出 给 定 邻 接 矩 阵 表 示 的 图 。 
“人 1 
mod = 2 
| 0 
< 一 玫 0 2 2 
上 小 人 也 


25. 每 一 个 对 称 的 和 对 角 线 全 为 0 的 0-1 方 阵 是 否 都 是 简单 图 的 邻接 矩阵? 
26. 用 关联 矩阵 表示 练习 1 和 练习 2 中 的 图 。 
27. 用 关联 矩阵 表示 练习 13 一 15 中 的 图 。 
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* 28. 无 向 图 的 邻接 矩阵 的 一 行 中 的 各 项 之 和 是 什么 ?对 有 向 图 来 说 呢 ? 
* 29. 无 向 图 的 邻接 矩阵 的 一 列 中 的 各 项 之 和 是 什么 ?” 对 有 向 图 来 说 呢 ? 
30, 无 向 图 的 关联 矩阵 的 一 行 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 
31. 无 向 图 的 关联 矩阵 的 一 列 中 的 各 项 之 和 是 什么 ? 
* 32. 求 下列 每 个 图 的 邻接 矩阵 。 
a)K, b) C， OW, OD Rn e)Q， 
* 33. 求 练习 32a 一 d 中 的 图 的 关联 矩阵 。 
在 练习 34 一 44 中 ， 判 定 所 给 定 的 一 对 图 是 否 同 构 。 构 造 一 个 同 构 或 给 出 不 存在 同 构 的 严格 证 明 。 


34. | Ww 

ul Uy us U4 us V3 

@— 0 

v4 vs 
35. v2 
U2 
vl V3 
| C7 | 
ws U4 Vs v4 

36. “! Uz vi 

[六 

Ua U3 Va V3 

Vv 
37. ul uy 1 
v7 Vy 
U7 U3 
V3 
v6 
16 Ua 
us vs Va 

u u Vv 

38. “l 2 1 说 
Vs 
V3 
us U4 U3 Va 
u 

39. 1 vi vy 


U4 


40. 


41. 


42. 


43. 


45. 
46. 
47. 
48. 
49. 
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v] v2 
ul Uy 
U3 ve 3 
us Ua vs V4 
ul 42 3 us ug Ug 
Ua U7 
V1 v2 V4 V5 ve Vg 
y3 v7 
46 U7 ve v7 
区 1 Uy U3 Ua us V1 Vy V3 Va vs 
ug Ug uio vg V9 vi0 
u2 
us Ua 
ul v1 
ug U2 vg v2 
U7 U3 V7 V3 
ug U4 ve Va 
us Vs 
证 明 : 简单 图 的 同 构 关系 是 等 价 关 系 。 


设 G 和 于 是 同 构 的 简单 图 。 证 明 : 它们 的 补 图 G 和 互 也 是 同 构 的 。 

描述 对 应 于 孤立 点 的 图 的 邻接 矩阵 的 行 和 列 。 

描述 对 应 于 孤立 点 的 图 的 关联 矩阵 的 行 。 

证 明 : 可 以 对 具有 2 个 以 上 顶点 的 二 分 图 的 顶点 排序 ， 使 得 其 邻接 矩阵 形 如 下 图 所 示 的 四 项 都 是 矩 


形 块 。 
[so 


若 简 单 图 G 和 G 是 同 构 的 ， 则 G 称 为 自 补 图 。 


50. 
51. 
* S52, 
53. 
54. 


55. 


56. 
57., 


58. 


59. 
60. 


61. 


63. 


64. 


65. 
66. 
67. 
* 68. 


* 69. 
* 70. 
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证 明 : 右 图 是 自 补 图 。 

求 具有 5 个 顶点 的 自 补 简单 图 。 a b 
证 明 ; 车 G 是 具有 w 个 顶点 的 自 补 简单 图 ， 则 v 寺 0 或 1(mod 4) 。 

对 哪些 整数 n，C, 是 自 补 图 ? 

具有 个 顶点 的 非 同 构 的 简单 图 有 和 多少 个 ? 其 中 是 

a)2 b)3 c)4 





d 
具有 5 个 顶点 和 3 条 边 的 非 同 构 的 简单 图 有 多 少 个 ? 
具有 6 个 顶点 和 4 条 边 的 非 同 构 的 简单 图 有 多 少 个 ? 
具有 下 列 邻 接 和 矩阵 的 简单 图 是 否 同 构 ? 
0 了 :到 L 于 -和 才 ; ,内 下 
9 TH 矿 这 全 
EE 风 二 i 有 0 1 0 9 0 0 
a) 0 0 让 , 1 0 0 b) 9 c) » 
| | | 中 于 有 全 下 站 “区 全 区 ,到 
国有 本 1 人 磋 
人 二 主 于 让 1 1 7 0 1 0 
判定 具有 下 列 关联 和 矩阵 的 无 环 图 是 否 同 构 。 
了 V0 人 心 了 稀 一 仿 了 1 
WW 1 :0 
, Wk ¢ i 人 于 二 
oi | oo 1 0 
1 1 0 全， 外“ 流 
ls 办 | 0 i 
把 简单 图 的 同 构 定 义 推广 到 包含 环 和 多 重 边 的 无 向 图 。 
定义 有 向 图 的 同 构 。 
在 练习 61 一 64 中 ， 判 定 所 给 定 的 一 对 有 向 图 是 否 同 构 (参见 练习 60) 。 
u u Vv Vv 62. ed “2 A v2 
1 2 1 2 
U3 U4 V3 v4 U3 Ua V3 V4 
ul Vv] 
U2 U3 v2 为 
ul uy U3 Vi v2 
Ua us ug vs Va 


证 明 : 若 G 和 互 是 同 构 的 有 向 图 ， 则 G 和 五 的 逆 图 (在 10. 2 节 练 习 67 之 前 定义 ) 也 是 同 构 的 。 
证 明 : 一 个 图 是 二 分 图 这 一 属性 是 同 构 的 不 变量 。 

找 出 一 对 非 同 构 的 图 ， 它 们 具有 相同 的 度 序列 (在 10. 2 节 练 习 36 之 前 定义 )， 但 一 个 是 二 分 图 而 另 一 个 不 是 。 
具有 个 顶点 的 非 同 构 有 向 图 有 和 多少 个 ?其 中 是 

a)2? b)3? c)43? 

无 向 图 的 关联 矩 阵 与 它 的 转 置 之 积 是 什么 ? 

表示 具有 nn 个 顶点 和 wm 条 边 的 简单 图 需要 多 少 存储 空间 ? 其 中 分 别 利用 
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a) 邻 接 表 b) 邻接 矩阵 c) 关 联 矩 阵 
魔鬼 对 是 一 对 不 同 构 的 图 ， 但 所 谓 的 同 构 检 验 不 能 证 明 其 不 同 构 。 

71. 求 一 个 用 于 检验 的 魔鬼 对 ， 该 检验 通过 检查 两 个 图 的 度 序 列 ( 在 10. 2 节 练 习 36 之 前 定义 ) 确 定 它们 
是 相同 的 。 

72. 设 从 Vi 到 Vi 的 函数 了 是 从 图 Gi 二 (V1,，E) 到 Gs 一 (V，， E, ) 的 同 构 。 证 明 : 按 图 中 顶点 的 个 数 ， 
按 所 需要 的 比较 次 数 ， 可 以 在 多 项 式 时 间 复 杂 度 内 进行 验证 。 


10.4 连通 性 
10.4.1 引言 

许多 问题 可 以 用 沿 图 的 边 前 进 所 形成 的 通路 来 建 模 。 例如， 判定 能 否 在 两 个 计算 机 之 间 用 
中 间 连 接 传递 消息 的 问题 ， 就 可 以 用 图 模型 来 研究 。 利 用 图 模型 中 的 通路 ， 可 以 解决 投递 邮 
件 、 收 取 垃圾 以 及 计算 机 网 络 诊 断 等 有 效 规划 路 线 的 问题 。 


10. 4.2 通路 

非 形 式 化 地 说 ， 通 路 是 边 的 序列 ， 它 从 图 的 一 个 顶点 开始 沿 着 图 中 的 边 行 经 图 中 相 邻 的 顶 
点 。 因 为 通路 行经 了 边 ， 所 以 沿 着 通路 可 以 访问 顶点 ， 即 这 些 边 的 端点 。 

定义 1 给 出 通路 的 形式 化 定义 和 相关 术语 。 

对 设 是 非 负 整数 且 G 是 无 向 图 。 在 G 中 从 wu 到 v 的 长 度 为 n 的 通路 是 G 的 nn 条 边 
el，…，e 的 序列 ， 其 中 存在 zo 二 Ww，Zi，"…，ZX, 二 v 的 顶点 序列 ， 使 得 对 于 i 二 1，*…，n, @; 
以 ZX;_1 和 Xx; 做 为 端点 。 当 这 个 图 是 简单 图 时 ， 就 用 顶点 序列 Xz。，ZX1，*"…，X, 表示 这 条 通路 ( 因 
为 列 出 这 些 顶 点 就 唯一 地 确定 了 通路 ) 。 若 一 条 通路 在 相同 的 顶点 开始 和 结束 ， 即 二 v 且 长 度 
大 于 0， 则 它 是 一 条 回路 。 把 通路 或 回路 说 成 是 经 过 顶点 ZI，ZXs，*"…，X,-1 或 遍历 边 ea ，ez， 
…，ev。 若 通路 或 回路 不 重复 地 包含 相同 的 边 ， 则 它 是 简单 的 。 

当 没 有 必要 区 分 多 重 边 时 ， 就 用 顶点 序列 Xo ZI， ”rn 表示 通路 ei， GS OR 其 中 
对 于 i 二 1，2，*…，n，f(《e;) 二 {zi-1，Xi;}。 这 种 记 法 仅仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 当 且 仅 当 在 
这 个 序列 中 的 一 些 相 邻 顶点 之 间 有 多 条 边 时 ， 才 会 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 ， 但 它 并 没有 
指定 唯一 的 通路 。 注 意 长 度 为 0 的 通路 由 单个 顶点 组 成 。 


评注 关于 定义 1 中 的 概念 ， 有 很 多 不 同 的 术语 。 例如， 在 有 些 书 中 ， 使 用 路 径 
(walk) 而 不 是 通路 (path)， 这 时 路 径 被 定义 为 图 的 顶点 和 边 相 互 交替 的 序列 ，v。，el， 
极 ， 6@) 9 Uls Ens Urns 其 中 V1 和 vi 是 e; 的 端点 ，i 二 1]，2，3，。，…，n。 当 使 用 
“路 径 ” 这 个 术语 时 ， 就 会 使 用 闭合 路 径 (closed walk) 而 不 是 回路 (circuit) 表 示 起 始 和 
终止 于 相同 顶点 的 路 径 ; 使 用 路 线 (trail) 表 示 没 有 重复 边 的 路 径 ( 代 苦 “ 简 单 通路 ”)。 
当 使 用 路 线 这 一 术语 时 ， 术 语 通 路 (path) 通 常 就 会 用 来 表示 没有 重复 顶点 的 路 线 ， 这 
与 定义 1 中 的 术语 相 冲 突 。 由 于 这 些 术 语 的 各 种 变 体 ， 所 以 当 你 在 特定 的 书 或 者 文章 
中 阅读 有 关 遍 历 图 的 边 的 内 容 时 ， 需 要 弄 清 楚 使 用 的 是 哪 一 组 定义 。 文 章 L[GrYe06]] 
是 一 本 关于 本 评注 中 提 到 的 其 他 术语 的 好 的 参考 文献 。 


例 1 如 图 1 所 示 ，a，4d，c，f,，e 是 长 度 为 4 的 简单 通路 ， 因 为 {a, 4d}、(d, c}、{c, 了 } 
和 {ff，e} 都 是 边 。 但 是 4，e，c，a 不 是 通路 ， 因 为 {fe，c} 不 是 边 。 4 b c 
注意 5，c，f，e，5 是 长 度 为 4 的 回路 ， 因 为 {6, c}、{c, f}、{f， 
e} 和 {e，5) 都 是 边 ， 且 这 条 通路 在 65 上 开始 和 结束 。 长 度 为 5 的 通 
路 a,，65b6，e，d，a,， 5b 不 是 简单 的 ， 因 为 它 包含 边 {a， 05} 两 次 。 十 

有 向 图 中 的 通路 和 回路 在 第 9 章 里 介绍 。 现 在 给 出 更 一 般 的 4 f 
定义 。 
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设 n 是 非 负 整数 且 G 是 有 向 图 。 在 G 中 从 wu 到 vv 的 长 度 为 n 的 通路 是 G 的 边 的 序 
列 el，es，*…，e,， 使 得 fle) 二 (zo, ZX), fles)=(z, Tz), …, fl(e,)=(x,1， XxX,)， 其 中 
Zoo 一 My Xr Uo 当 有 向 图 中 没有 多 重 边 时 ， 就 用 顶点 序列 To TI， ”wm 表示 这 条 通路 。 把 
在 相同 的 顶点 上 开始 和 结束 的 长 度 大 于 0 的 通路 称 为 回路 或 圈 。 若 一 条 通路 或 回路 不 重复 地 包 
含 相同 的 边 ， 则 把 它 称 为 简单 的 。 


评注 ”经 常用 一 些 不 是 定义 2 给 出 的 术语 来 表示 其 中 描述 的 概念 。 特 别 地 ， 使 用 路 径 
(walk)、 闭 合 路 径 (closed walk) 、 路 线 (trail) 、 通 路 (path) 等 术语 (在 定义 1 之 后 的 评 
注 中 介绍 过 ) 描 述 有 向 图 。 详 见 LGrYe06] 。 


注意 通路 上 一 条 边 的 终点 是 这 条 通路 上 下 一 条 边 的 起 点 。 当 没有 必要 区 分 多 重 边 时 ， 就 用 顶点 
序列 五， Ws 表示 通路 ei ， Cr Gi 其 中 对 于 i=1， 25 “+ 14 Je 一 (Zi， Zi)。 这 种 
记 法 仅仅 指出 通路 所 经 过 的 顶点 。 可 以 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 。 当 且 仅 当 在 这 个 序列 中 
的 一 些 相 邻 顶点 之 间 有 多 条 边 时 ， 才 会 有 多 条 通路 经 过 这 个 顶点 序列 。 
在 许多 图 模型 中 ， 通 路 能 表示 有 用 的 信息 ， 如 例 2 一 4 所 示 。 
例 2 相识 关系 图 中 的 通路 ”在 相识 关系 图 中 ， 如 果 存 在 一 条 连接 两 个 人 的 链 ， 在 该 链 
uss 国 中 ， 相 邻 的 两 个 人 彼此 认识 ， 则 在 这 两 个 人 之 间 有 一 条 通路 。 例 如 在 10.1 节 的 图 6 中 ， 有 一 
条 连接 Kamini 和 Ching 的 6 个 人 的 链 。 许 多 社会 学 家 猜想 ， 是 否 可 以 用 只 包含 5 个 或 更 少 的 人 
的 短 链 来 连接 世界 上 几乎 每 一 对 人 。 这 意味 着 世界 上 所 有 人 的 相识 关系 图 中 ， 几 乎 每 对 顶点 都 
可 以 通过 长 度 不 超过 4 的 通路 来 连接 。 约 翰 ， 奎 尔 (John Guare) 的 六 度 分 离 (Six Degrees of 
Separation) 理论 就 是 基于 这 个 概念 。 4 
例 3 合作 图 中 的 通路 ”在 合作 图 中 ， 当 有 一 个 从 a 开始 到 2 结束 的 序列 ， 并 且 在 路 径 中 
的 每 条 边 的 端点 表示 有 过 合作 的 人 ， 则 a 和 就 通过 一 条 通路 而 连接 。 这 里 我 们 关注 两 个 重要 
的 合作 图 。 首 先 ， 在 所 有 数学 家 的 学 术 合作 图 中 ， 数 学 家 m 的 埃 德 斯 数 ( 在 第 9 章 补充 练习 14 
中 用 关系 术语 定义 过 ) 就 是 在 m 和 成 果 极 其 丰富 的 数学 家 保罗 ， 埃 德 斯 (1996 年 去 世 ) 之 间 的 最 短 通 
路 的 长 度 。 换 句 话 说， 一 个 数学 家 的 埃 德 斯 数 就 是 从 保罗 “。 埃 德 斯 开始 到 这 个 数学 家 结束 的 最 短 的 
数学 家 链 的 长 度 ， 其 中 每 一 对 相 邻 的 数学 家 都 联名 写 过 论文 。 根 据 “ 埃 德 斯 数 项 目 ”，2006 年 具有 不 
同 埃 德 斯 数 的 数学 家 的 数目 如 表 1 所 示 。 ,| 


表 1 具有 给 定 埃 德 斯 数 (到 2006 年 年 初 ) 的 数学 家 的 数目 





在 好 莱 坞 图 (参见 10. 1 节 例 3) 中 ， 当 存在 连接 两 个 顶点 a 和 5 的 演员 链 ， 其 中 在 这 个 链 上 

us 说 每 两 个 相 邻 的 演员 都 出 演 过 同一 部 电影 时 ，a 和 尹 就 被 连接 。 在 好 菜 坞 图 中 ， 演 员 < 的 培根 数 
定义 为 连接 c 和 著名 演员 凯 文 * 培根 的 最 短 通路 的 长 度 。 随 着 新 电影 (包括 凯 文 * 培根 的 新 电 

影 ) 的 不 断 产 生 ， 演 员 的 培根 数 也 在 不 断 地 发 生变 化 。 表 2 显示 的 是 从 培根 网 站 得 到 的 到 2011 

年 年 初 ， 具 有 各 个 培根 数 的 演员 的 数目 。 一 个 演员 的 培根 数 起 源 于 1990 年 年 初 ， 凯 文 * 培根 
标注 了 他 在 好 莱 坞 合作 的 每 一 位 演员 或 与 他 合作 过 的 人 。 这 使 有 些 人 发 明了 一 个 聚会 游戏 ， 要 

求 参 加 者 从 指定 的 演员 找到 凯 文 * 培根 的 一 个 电影 系列 。 我 们 可 以 把 表演 学 院 的 任意 一 个 演员 

作为 中 心 ， 找 到 一 个 类 似 于 培根 数 的 数 。 4 








表 2 具有 给 定 培根 数 (到 2011 年 年 初 ) 的 演员 数 





242 407 
785 389 
200 602 







10. 4.3 无 向 图 的 连通 性 

车 消息 可 以 通过 一 个 或 多 个 中 间 计 算 机 来 传递 ， 则 计算 机 网 络 何 时 具有 每 对 计算 机 都 可 共 
享 信息 的 性 质 ? 当 利用 图 来 表示 这 个 计算 机 网 络 时 ， 其 中 用 顶点 表示 计算 机 而 用 边 表示 通信 和 链 
路 时 ， 这 个 问题 就 变 成 : 何 时 在 图 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 ? 

若 无 向 图 中 每 一 对 不 同 的 顶点 之 间 都 有 通路 ， 则 该 图 称 为 连通 的 。 不 连通 的 无 向 
图 称 为 不 连通 的 。 当 从 图 中 删除 顶点 或 边 ， 或 两 者 时 ， 得 到 了 不 连通 的 子 图 ， 就 称 将 图 变 成 不 
连通 的 。 

因此 ， 在 网 络 中 的 任何 两 个 计算 机 之 间 都 可 以 通信 ， 当 且 仅 当 这 个 网 络 图 是 连通 的 。 

例 4 图 2 中 的 图 G, 是 连通 的 ， 因 为 在 每 a b 
一 对 不 同 的 顶点 之 间 都 有 通路 (读者 应 当 验 证 
它 )。 但 是 图 2 中 的 图 G; 不 是 连通 的 。 例 如 ， 网 a b 
在 顶点 a 和 4 之 间 没 有 通路 。 本 

第 11 章 将 用 到 下 述 定理 。 / a | 

在 连通 无 向 图 的 每 一 对 不 同 顶 点 | 
之 间 都 存在 简单 通路 。 : . = ， 

证 设 w 和 w 是 连通 无 向 图 G 二 (V，E) 的 
两 个 不 同 的 顶点 。 因 为 G 是 连通 的 ， 所 以 x 和 
v 之 间 至 少 有 1 条 通路 。 设 xz。，zi，…，z, 是 图 2 图 Ci 和 Cs 
长 度 最 短 的 通路 的 顶点 序列 ， 其 中 zo 一 x 而 
Xz, 二 v。 这 条 长 度 最 短 的 通路 是 简单 的 。 为 了 看 明白 这 一 点 ,假设 它 不 是 简单 的 。 则 对 满足 0 过 
i 二 ji 的 某 个 i 和 j 来 说 ， 有 xz; 二 x;。 这 意味 着 通过 删除 顶点 序列 zx;，*…，Zzj-1 所 对 应 的 边 ， 就 


GI C2 


得 到 带 有 顶点 序列 Tos TI， *"» Tiis ji“ ”9 TX 的 从 z 到 vw 的 更 短 的 通路 。 4 
连通 分 支 ”图 G 的 连通 分 支 是 G 的 连通 子 图 ， 且 该 子 图 不 是 图 G 的 另 一 个 连通 子 图 的 真 

子 图 。 也 就 是 说 ， 图 G 的 连通 分 支 是 G 的 一 H, i 

个 极 大 连通 子 图 。 不 连通 的 图 G 具 有 2 个 或 、 - 

2 个 以 上 不 相交 的 连通 子 图 ， 并且 G 是 这 些 2 

连通 子 图 的 并 。 
例 5 图 3 所 示 的 图 互 的 连通 分 支 是 

什么 ? 


解 如 图 3 所 示 , 图 孔 是 3 个 不 相交 的 
连通 子 图 电 ,、H, 和 H, 的 并 。 这 3 个 子 图 是 
开 的 连通 分 支 。 图 3 图 及 和 它 的 连通 分 支 H1、Hs 和 HH， 
例 6 呼叫 图 的 连通 分 支 ， 当 电话 呼叫 
图 (参见 10. 1 节 例 人) 中 存在 一 系列 从 < 开始 到 y 结束 的 电话 呼叫 时 ， 两 个 顶点 z 和 y 就 属于 同 
一 个 连通 分 支 。 当 分 析 AT&T 网 络 中 特定 一 天 内 发 生 的 电话 呼叫 的 呼叫 图 时 ， 发 现 这 个 图 具 
有 53 767 087 个 顶点 、 超 过 17 000 万 条 边 和 超过 370 万 个 连通 分 支 。 这 些 连通 分 支 大 多 数 都 很 


ww 


576 第 10 章 





小 ， 大 约 3/4 是 由 表示 只 在 彼此 之 间 呼 叫 的 一 对 电话 号 码 的 两 个 顶点 所 组 成 。 这 个 图 具有 一 个 
包含 44 989 297 个 顶点 ( 占 总 数 的 80%%) 的 巨大 的 连通 分 支 。 另 外 ， 这 个 连通 分 支 中 的 每 个 顶点 
都 可 以 通过 一 条 不 超过 20 个 顶点 的 链 连接 到 任何 其 他 顶点 。 4 


10. 4.4 图 是 如 何 连通 的 

设 有 一 个 表示 计算 机 网 络 的 图 。 由 该 图 是 连通 的 可 知 ， 该 网 络 中 任意 两 台 计 算 机 之 间 都 可 
以 通信 。 然 而 ， 我 们 还 想 知道 这 个 网 络 有 多 可 靠 。 例 如 ， 当 一 个 路 由 器 或 通信 链 路 发 生 故 障 
时 ， 它 是 否 还 能 保证 所 有 计算 机 之 间 可 以 通信 ? 为 了 回答 这 个 以 及 类 似 的 问题 ， 我 们 介绍 一 些 
新 的 概念 。 

有 时 删除 图 中 的 一 个 顶点 和 它 所 关联 的 边 ， 就 产生 比 原 图 更 多 的 连通 分 支 的 子 图 。 把 这 样 
的 顶点 称 为 割 点 (或 关节 点 )。 从 连通 图 里 删除 割 点 ， 就 产生 不 连通 的 子 图 。 同 理 ， 如 果 删 除 一 
条 边 ， 就 产生 比 原 图 更 多 连通 分 支 的 子 图 ， 这 条 边 就 称 为 割 边 或 桥 。 注 意 ， 在 表示 计算 机 网 络 
的 图 中 ， 割 点 和 人 割 边 表示 了 最 重要 的 路 由 器 和 最 重要 的 链 路 ， 为 了 使 所 有 的 计算 机 可 以 通信 ， 
它们 不 能 发 生 故 障 。 

例 7 求 出 图 4 所 示 的 图 G, 的 割 点 和 割 边 。 
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图 4 一 些 连 通 的 图 


解 ”图 GG 的 割 点 是 2、c 和 e。 删 除 这 些 顶 点 中 的 一 个 (和 它 的 邻 边 ) ， 就 使 得 这 个 图 不 再 
是 连通 的 。 割 边 是 {a，5b} 和 {c，e}。 删 除 这 些 边 中 的 一 条 ， 就 使 得 G 不 再 是 连通 的 。 4 
点 连通 性 ”并 不 是 所 有 的 图 都 有 割 点 。 例 如 ， 完 全 图 K,， 其 中 "之 3， 就 没有 割 点 。 当 从 
K, 中 删除 一 个 顶点 及 其 相关 联 的 边 时 ， 得 到 的 子 图 是 一 个 连通 的 完全 图 K,-,。 不 含 割 点 的 连 





通 图 称 为 不 可 分 割 图 ， 它 比 有 割 点 的 连通 图 具有 更 好 的 连通 性 。 我 们 可 以 扩展 这 个 概念 ， 基 于 
使 一 个 图 不 连通 需要 删除 的 最 小 的 顶点 数 ， 定 义 一 个 与 图 的 连通 性 相关 的 更 大 粒度 的 方法 。 

车 G 一 V' 是 不 连通 的 ， 则 称 G==(V，E) 的 顶点 集 V 的 子 集 V' 是 点 割 集 ， 或 分 割 集 。 例 如 ， 
在 图 1 中， 集合 {6，c，e} 是 一 个 含有 3 个 顶点 的 点 割 集 ， 读 者 可 自行 验证 。 我 们 留 给 读者 证 明 
(练习 51)， 除 了 完全 图 以 外 ， 每 一 个 连通 图 都 有 一 个 点 割 集 。 我 们 定义 非 完 全 图 的 点 连通 度 
为 点 割 集中 最 小 的 顶点 数 ， 记 作 K(GC) 。 

当 G 是 完全 图 时 ， 它 没有 点 割 集 ， 因 为 删除 它 顶 点 集合 的 任意 子 集 及 其 所 有 相关 联 的 边 后 
它 仍然 是 一 个 完全 图 。 同 时 ， 当 G 是 完全 图 时 ， 我 们 不 能 把 kK(G) 定 义 为 点 割 集 的 最 小 顶点 数 。 
我 们 用 Kk(K,) 二 n 一 1 来 替代 ， 这 是 需要 删除 的 项 点数 ， 以 便 得 到 只 含有 一 个 顶点 的 图 。 

因此 ， 对 于 每 一 个 图 G，Kk(G) 是 使 G 变 成 不 连通 的 图 或 只 含有 一 个 顶点 的 图 所 需 删 除 的 
最 小 的 顶点 数 。 若 G 含 有 ?7 个 顶点 ， 则 0 过 K(G) 委 2 一 1，Kk(G) 王 0 当 且 仅 当 G 是 不 连通 的 或 
G 二 Ki，K(G) 二 n 一 1 当 且 仅 当 G 是 完全 图 [参见 练习 52a) ] 。 

k(G) 越 大 ， 我 们 认为 G 的 连通 性 越 好 。 不 连通 的 图 和 K, 具有 Kk(G) 二 0， 含有 点 割 集 的 连 
通 图 和 天 , 具有 K(CG) 王 1， 不 含 点 割 集 的 需要 删除 两 个 顶点 才 变 成 不 连通 的 图 和 天, 具有 
Kk(G) 一 2， 以 此 类 推 。 若 <(G) 三 &， 我 们 称 图 为 & 连 通 的 (或 & 顶 点 -连通 的 ) 。 若 图 是 连通 的 且 
不 是 只 含 1 个 顶点 的 图 ， 则 称 该 图 是 1 连通 的 ; 若 图 是 不 可 分 割 的 且 至 少 含有 3 个 顶点 ， 则 称 
该 图 为 2 连通 的 或 双 连 通 的 。 注 意 若 G 是 一 个 连通 图 ， 则 对 所 有 的 了 ，0 三 j 二 &，G 是 一 个 j 
连通 图 。 

例 8 求 出 图 4 中 每 个 图 的 点 连通 度 。 

解 图 4 中 的 5 个 图 都 是 连通 的 且 顶 点 数 都 大 于 1， 所 以 每 个 图 的 点 连通 度 都 为 正 数 。 因 
为 G, 是 含 1 个 割 点 的 连通 图 ， 如 例 7 所 示 ， 所 以 k(G) 王 1。 同 理 ，K(G:) 王 1， 因 为 < 是 G，, 的 
一 个 割 点 。 

读者 可 验证 G, 没有 割 点 ， 但 是 {2，8g} 是 一 个 点 割 集 。 所 以 kK(G: ) 一 2。 同 理 ，G, 没有 割 
点 ,但 是 有 一 个 含有 两 个 元 素 {c， 放 的 点 割 集 。 由 此 可 得 ，Kk(G,) 二 2。 读 者 可 验证 Gs 没有 含 
有 两 个 元 素 的 点 割 集 ， 但 {6， Cs 刘 是 Cs 的 一 个 点 割 集 ， 所 以 K(CG;: ) 王 3。 本 

边 连 通 度 ”我 们 可 以 用 把 连通 图 G 二 (V，E) 变 成 不 连通 的 所 需要 删除 的 最 小 边 数 ， 来 度 
量 连通 图 G 的 连通 性 。 若 一 个 图 含有 割 边 ， 那 么 我 们 只 需 删除 该 边 就 可 以 使 G 变 成 不 连通 的 。 
如 果 G 不 含有 割 边 ， 那 么 我 们 寻找 需要 删除 的 最 小 的 边 割 集 ， 以 使 G 变 成 不 连通 的 。 如 果 
G 一 已 是 不 连通 的 ， 则 称 边 集 E' 是 图 G 的 边 割 集 。 图 G 的 边 连 通 度 ， 记 作 1(G) ， 是 图 G 的 边 
割 集中 的 最 小 的 边 数 。 这 给 出 了 顶点 数 大 于 1 的 所 有 连通 图 的 4(G) 的 定义 ， 因 为 把 所 有 与 图 
中 某 个 顶点 相关 联 的 边 都 删除 ， 就 可 以 使 该 图 变 成 不 连通 的 。 注 意 , 若 G 是 不 连通 的 ， 则 
4(G)= 二 0。 若 G 是 只 含有 1 个 顶点 的 图 ， 我 们 也 定义 4(G)= 二 0。 由 此 可 得 ， 若 G 是 含有 nn 个 顶 
点 的 图 ， 则 0 二 A(G) 志 n 一 1。 我 们 留 给 读者 [练习 52b)] 证 明 ，G 是 含有 个 顶点 的 图 ，4(G) 二 
三洲 当 且 仅 当 G=K,,， 这 等 价 于 命题 ， 若 G 不 是 完全 图 ， 则 AG)<n—2, 

例 9 求 图 4 中 每 个 图 的 边 连通 度 。 

解 图 4 中 的 5 个 图 都 是 连通 的 且 顶 点 数 都 大 于 1， 所 以 每 个 图 的 边 连 通 度 都 为 正 数 。 如 
例 7 所 示 ， 因 为 G 含 1 条 割 边 ， 所 以 A(G) 二 1。 

读者 需要 验证 G, 没有 割 边 ,但 是 删除 {a，5} 和 {a，c} 两 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 
的 。 所 以 A(G,) 二 2。 同 理 ，X(G;) 二 2， 因 为 G; 没有 割 边 ,但 是 删除 {6，c} 和 {f，g} 两 条 边 后 ， 
就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 

读者 可 以 验证 ， 删 除 任 意 两 条 边 ， 都 不 能 使 G, 变 成 不 连通 的 ， 但 是 删除 {6，c)}、{a，} 
和 {ff，g} 三 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 所 以 ，%(G,) 二 3。 最 后 ,读者 需要 验证 
4(G;s) 二 3， 因 为 删除 任意 两 条 边 ， 都 不 能 使 其 变 成 不 连通 的 ， 但 是 删除 {a,，6}、{a，g} 和 (a， 
hh) 三 条 边 后 ， 就 可 以 使 它 变 成 不 连通 的 。 本 
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一 个 与 点 连通 度 和 边 连通 度 相关 的 不 等 式 ” 当 G==(V，E) 是 一 个 至 少 舍 有 3 个 顶点 的 非 完 
全 连通 图 时 ,图 G 中 顶点 的 最 小 度 是 图 G 的 点 连通 度 和 图 G 的 边 连通 度 的 上 界 。 即 
K(G)<mindeg(v) 和 4(G)<min deg(v)。 为 了 明白 这 一 点 ， 注 意 删 除 度 最 小 的 顶点 的 所 有 邻居 ， 
就 使 G 变 成 不 连通 的 ; 而且 删除 所 有 以 度 最 小 的 顶点 为 端点 的 边 ， 就 使 G 变 成 不 连通 的 。 

在 练习 55 中 ， 我 们 要 求 读者 证 明 ,， 若 G 是 一 个 连通 的 非 完 全 图 ， 则 k(G) 二 4(G)。 还 要 注 
意 ， 若 ”是 正 整数 ， 则 kK,)=A(K.)=min deg(v) =n—1, 而 且 ， 车 G 是 不 连通 的 图 ， 则 Kk(G) = 
4(G) 二 0。 将 这 些 事实 结合 起 来 ， 对 所 有 的 图 G 有 

Kk(G) < A(G) < min deg(v) 

点 连通 度 和 边 连 通 度 的 应 用 图 的 连通 性 对 涉及 网 络 可 靠 性 的 许多 问题 都 很 重要 。 例 如 ， 
我 们 在 介绍 割 点 和 割 边 时 提 到 的 ， 我们 可 以 用 顶点 表示 路 由 器 ， 用 边 表 示 它 们 之 间 的 链 路 来 为 
数据 网 络 建 模 。 图 中 的 点 连通 度 等 于 使 网 络 不 连通 不 能 提供 服务 的 最 小 的 路 由 器 数 。 若 宕 机 的 
路 由 器 少 于 这 个 数 ， 那 么 还 可 以 在 任意 两 个 路 由 器 之 间 进 行 数据 传输 。 边 连通 度 表示 使 网 络 不 
连通 发 生 故 障 的 最 小 的 光纤 链 路 数 。 若 发 生 故 障 的 链 路 数 少 于 这 个 数 ， 那 么 还 可 以 在 任意 两 个 
路 由 器 之 间 进 行 数据 传输 。 

我 们 可 以 使 用 顶点 表示 高 速 公 路 交叉 点 ， 边 表示 连接 交叉 点 的 公路 为 高 速 公 路 网 建 模 。 
该 图 的 点 连通 度 表 示 ， 使 任意 两 个 交叉 点 不 能 通行 ， 在 某 一 时 刻 所 需 关 闭 的 最 少 交叉 点 数 。 
若 少 于 这 个 数 的 交叉 点 关闭 ， 则 还 可 以 在 任意 两 个 交叉 点 之 间 通 行 。 边 连通 度 表 示 使 高 速 公 
路 不 连通 ， 所 需 关 闭 的 最 少 的 公路 数 。 如 果 少 于 这 个 数 的 高 速 公 路 关闭 ， 则 还 可 以 在 任意 两 
个 交叉 点 之 间 通 行 。 显 然 ， 当 设计 公路 维修 计划 时 ， 这 个 信息 对 高 速 公 路 管理 部 门 是 很 有 
用 的 。 


10.4.5 有 向 图 的 连通 性 

根据 是 否 考虑 边 的 方向 ， 在 有 向 图 中 有 两 种 连通 性 概念 。 

若 对 于 有 向 图 中 的 任意 顶点 a 和 4b， 都 有 从 a 到 b 和 从 b 到 a 的 通路 ， 则 该 图 是 强 
连通 的 。 

对 于 一 个 强 连通 的 有 向 图 ， 在 这 个 图 中 的 任何 一 个 顶点 到 任何 另 一 个 顶点 之 间 一 定 存在 有 
向 边 的 序列 。 有 向 图 可 以 不 是 强 连通 的 ， 但 还 是 “一 整 块 ”。 定 义 5 准确 地 说 明了 这 个 概念 。 

所 再 引 ” 若 在 有 向 图 的 基本 无 向 图 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 ， 则 该 有 向 图 是 弱 连 
通 的 。 

也 就 是 说 ， 有 向 图 是 弱 连 通 的 ， 当 且 仅 当 在 忽略 4a b 
边 的 方向 时 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 总 是 存在 通路 。 显 
然 ， 任 何 强 连通 有 向 图 也 是 弱 连 通 的 。 

例 10 图 5 所 示 的 有 向 图 G 和 五 是 否 为 强 连通 
的 ? 是 否 为 弱 连 通 的 ? 

解 G 是 强 连通 的 ， 因 为 在 这 个 有 向 图 中 ， 任 何 2 
两 个 顶点 之 间 都 存在 通路 (读者 应 当 验 证 它 )。 因 此 G 
也 是 弱 连 通 的 。 图 态 不 是 强 连通 的 。 在 这 个 图 中 ， 从 用 .5 次 向 图 避 和 下 
a 到 没有 有 向 通路 。 但 是 互 是 弱 连 通 的 ， 因 为 在 五 的 基本 无 向 图 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 
有 通路 (读者 应 当 验 证 它 ) 。 > 

有 向 图 的 强 连通 分 支 ， 有 向 图 G 的 子 图 是 强 连 通 的 ， 但 不 包含 在 更 大 的 强 连通 子 图 中 ， 即 
极 大 强 连通 子 图 ， 可 称 为 G 的 强 连通 分 支 或 强 分 支 。 注 意 ， 若 a 和 4b 是 有 向 图 中 的 两 个 顶点 ， 
它们 的 强 连通 分 支 或 者 相同 或 者 不 相交 。( 我 们 把 这 个 事实 的 证 明 留 在 练习 17 中 。) 

例 11 图 5 中 的 图 态 有 3 个 强 连通 分 支 , 包括 : 顶点 a; 顶点 e; 由 顶点 6、c 和 4d 以 及 边 
(6，c) 、(c， 办 和 (d， 忆 所 组 成 的 子 图 。 4 
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例 12 网 络 图 的 强 连通 分 支 在 10.1 节 例 5 中 介绍 的 网 络 图 ， 用 顶点 表示 网 页 而 用 有 向 
边 表 示 链 路 。 该 网 络 在 1999 年 的 快照 产生 了 具有 2 亿 个 顶点 和 15 亿 条 边 的 网 络 图 (现在 这 个 
数目 又 有 了 可 观 的 增长 )( 详 情 参 见 LBr00]) 。 

该 网 络 图 的 基本 无 向 图 不 是 连通 的 ， 但 是 有 一 个 包含 了 这 个 图 中 大 约 90%% 的 顶点 的 连通 
分 支 。 与 基本 无 向 图 中 的 这 个 连通 分 支 所 对 应 的 原来 有 向 图 的 子 图 ( 即 具 有 相同 的 顶点 以 及 连 
接 这 些 顶 点 的 所 有 有 向 边 ) ， 有 一 个 非常 大 的 强 连 通 分 支 和 许多 小 的 强 连通 分 支 。 前 者 称 为 这 
个 有 向 图 的 巨型 强 连通 分 支 (GSCC) 。 从 这 个 分 支 中 的 任何 其 他 网 页 开始 的 链 路 都 可 到 达 这 个 
分 支 中 的 某 一 个 网 页 。 已 经 发 现 ， 这 项 研究 产生 的 网 络 图 中 的 巨型 强 连通 分 支 有 超过 5300 万 
个 顶点。 这 个 无 向 图 的 大 型 连通 分 支 中 的 其 余 顶 点 表示 3 种 不 同类 型 的 网 页 : 可 以 从 巨型 强 连 
通 分 支 中 的 网 页 到 达 的 ， 但 是 不 能 通过 一 系列 链 路 返回 前 面 这 些 网 页 的 网 页 ; 可 以 通过 一 系列 
链 路 返回 巨型 强 连通 分 支 中 的 网 页 ， 但 是 不 能 通过 巨型 强 连通 分 支 中 网 页 上 的 链 路 到 达 的 网 
页 ; 既 不 能 到 达 巨 型 强 连通 分 支 中 的 网 页 ， 也 不 能 通过 一 系列 链 路 从 巨型 强 连通 分 支 中 的 网 页 
到 达 的 网 页 。 这 项 研究 发 现 其 余 这 三 个 集合 中 的 每 个 都 具有 大 约 4400 万 个 顶点 (这 三 个 集合 都 
接近 同样 的 规模 ， 这 是 相当 令 人 惊讶 的 ) 。 4 


10. 4.6 通路 与 同 构 

有 多 种 方式 可 以 利用 通路 和 回路 来 帮助 判定 两 个 图 是 否 同 构 。 例 如 ， 特 定 长 度 简 单 回路 的 
存在 ， 就 是 一 种 可 以 用 来 证 明 两 个 图 是 不 同 构 的 有 用 的 不 变量 。 另 外 ， 可 以 利用 通路 来 构造 可 
能 的 同 构 映 射 。 

前 面 提 到 过 ， 简 单 图 的 一 个 有 用 的 同 构 不 变量 是 长 度 为 & 的 简单 回路 的 存在 性 ， 其 中 & 是 
大 于 2 的 正 整数 (这 是 一 个 不 变量 的 证 明 在 本 节 练 习 60 中 ) 。 例 13 说 明 如 何 用 这 个 不 变量 来 证 
明 两 个 图 是 不 同 构 的 。 

例 13 判定 图 6 所 示 的 图 G 和 互 是 否 是 同 构 的 。 

解 G 和 互 都 具有 6 个 顶点 和 8 条 边 。 各 自 具 有 4 个 度 为 3 的 顶点 和 2 个 度 为 2 的 顶点 。 
所 以 对 两 个 图 来 说 ， 这 3 个 不 变量 (顶点 数 、 边 数 以 及 顶点 度 ) 都 是 相同 的 。 但 是 有 态 有 长 度 为 3 
的 简单 回路 ， 即 vw, ，wv, ，v; ，w ， 而 通过 观察 可 以 看 到 ，G 没有 长 度 为 3 的 简单 回路 (G 中 的 所 
有 简单 回路 的 长 度 至 少 为 4) 。 因 为 存在 一 条 长 度 为 3 的 简单 回路 是 一 个 同 构 不 变量 ， 所 以 G 
和 五 是 不 同 构 的 。 4 

我 们 已 经 说 明了 如 何 用 某 种 类 型 的 通路 ， 即 具有 特定 长 度 的 简单 回路 ,来 证 明 两 个 图 是 不 
同 构 的 。 还 可 以 用 通路 求 出 潜在 的 同 构 映射 。 

例 14 判定 图 7 所 示 的 图 G 和 互 是 否 是 同 构 的 。 


ul vi 
Ue Uy ve Vy 
Uy Yi 
us u3 vs v3 i :ee 
Ua V4 us ug Va y3 
G H G 五 


图 6 图 G 和 万 图 7 图 G 和 五 
解 G 和 入 都 具有 5 个 顶点 和 6 条 边 ， 都 具有 2 个 度 为 3 的 顶点 和 3 个 度 为 2 顶点 ， 而 且 
都 具有 1 个 长 度 为 3 的 简单 回路 ，1 个 长 度 为 4 的 简单 回路 ， 以 及 1 个 长 度 为 5 的 简单 回路 。 
因为 所 有 这 些 同 构 不 变量 都 是 相同 的 ， 所 以 G 和 互 可 能 是 同 构 的 。 
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为 了 求 出 可 能 的 同 构 ， 沿 着 经 过 所 有 项 点 并 且 使 得 两 个 图 中 的 对 应 顶点 的 度 都 相同 的 通路 
前 进 。 例 如 ，G 中 的 通路 wl， ww， Us， us， us 和 瑟 中 的 通路 v;，v;，v，v;，v, 都 经 过 图 中 的 
每 一 个 顶点 ， 都 从 度 为 3 的 顶点 开始 ， 都 分 别 经 过 度 为 2 的 顶点 、 度 为 3 的 顶点 和 度 为 2 顶点 
并 且 在 度 为 2 的 顶点 结束 。 通 过 在 图 中 沿 着 这 些 通 路 前 进 ， 定 义 映射 f 满足 f (wu) 二 v、 
flu) 二 vo、 了 (wus) 二 vw、f(w,) 二 v; 和 f(wus) 二 v。 通 过 说 明 f 保持 边 或 者 通过 说 明 在 顶点 的 适 
当 顺 序 下 G 和 互 的 邻接 矩阵 是 相同 的 ， 读 者 就 可 以 说 明 f 是 一 个 同 构 ， 所 以 G 与 五 是 同 
构 的 。 4 


10. 4.7 计算 顶点 之 间 的 通路 数 

在 一 个 图 中 两 个 顶点 之 间 通 路 的 数目 ， 可 以 用 这 个 图 的 邻接 矩阵 来 确定 。 

贿 设 G 是 一 个 图 ， 该 图 的 邻接 矩阵 和 A 相对 于 图 中 的 顶点 顺序 vi，v,，…，v,( 允 许 

带 有 无 向 或 有 向 边 、 带 有 多 重 边 和 环 )。 从 v; 到 vv 长度 为 + 的 不 同 通路 的 数目 等 于 4" 的 第 (i， 
7 项 ， 其 路 是正 整数 。 

证 ”用 数学 归纳 法 证 明 。 设 G 是 带 有 邻接 矩阵 4 的 图 (假设 G 的 顶点 具有 顺序 和 ， 也 ，…， 
wv)。 从 v; 到 vw 长 度 为 1 的 通路 数 是 4 的 第 (i， 门 项 ， 因 为 该 项 是 从 v; 到 vw 的 边 数 。 

假设 4 的 第 (i, 门 项 是 从 vw 到 vw 长 度 为 r 的 不 同 通路 的 个 数 。 这 是 归纳 假设 。 因 为 4 一: = 
A'A4， 所 以 A ' 的 第 (i， 门 项 等 于 

baay tt biaz; “baa 

其 中 6 是 4" 的 第 (i，&) 项 。 根据 归纳 假设 ,5 是 从 wv; 到 wi 长 度 为 > 的 通路 数 。 

从 vi 到 ww 长 度 为 r 十 1 的 通路 ， 包 括 从 v; 到 某 个 中 间 顶 点 w 长 度 为 7 的 通路 以 及 从 v 到 
zi 的 边 。 根 据 计 数 的 乘积 法 则 ， 这 样 的 通路 个 数 是 从 v; 到 vi 长度 为 > 的 通路 数 ( 即 bi ) 与 从 v 
到 ww 的 边 数 ( 即 a ) 积 。 当 对 所 有 可 能 的 中 间 顶 点 w 求 这 些 乘 积 之 和 时 ,根据 计数 的 求 和 法 
则 ， 就 可 以 得 出 所 需要 的 结果 。 4 

例 15 在 图 8 所 示 的 简单 图 G 中 ， 从 a 到 4 长 度 为 4 的 通路 有 多 少 条 ? 

解 G 的 邻接 和 矩阵 (顶点 顺序 为 a,，5，c，d) 是 . 





1 
= 

1 

0 


1 0 
0 1 
0 1 
1 0 
因此 从 “到 4 长 度 为 4 的 通路 数 是 4 的 
0 
8 
8 


了 
0 
0 
1 
第 (1，4) 项 。 因 为 
0 8 图 8 图 G 
0 8. ‘@ 

A 三 
0 8 0 
3 0 “0 8 
所 以 恰好 有 8 条 从 a 到 4 长度 为 4 的 通路 。 通 过 观察 这 个 图 ， 我 们 看 出 a, b, a, b, d; a, b， 
Ca Ey Ws Aanmbs ds Bs dd ay Dy dy tr- ds Wy Cy By MF Ey Bs ay Cr dy a Ee ds Bs a 
和 a，c，d，c，d 是 8 条 从 4 到 4d 的 通路 。 4 
定理 2 可 以 用 来 求 出 在 图 的 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ( 见 练习 56)， 还 可 以 用 来 判定 

图 是 否 连 通 ( 见 练习 61 和 62)。 


练习 

1. 下 述 每 个 顶点 列表 是 否 可 以 构成 下 图 中 的 通路 ?哪些 通路 是 简单 的 ? 哪些 是 回路 ? 这 些 通 路 的 长 度 是 
多 少 ? 
a)a, e, b,c, b b)a, e, a, d, b,c, a 


Ce, b, a, d, b, e des bs d,s, ar ey EC 
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10. 


11. 


12. 


13. 
14. 


和 
~ 
nN 


da 


ee 
. 下 述 每 个 顶点 列表 是 否 可 以 构成 下 图 中 的 通路 ? 哪些 通路 是 简单 的 ? 哪些 是 回路 ? 这 些 通路 的 长 度 是 


多 少 ? 

a)a, BD Bs Cs b)a, d, a, d， a 

a, d, b, e, a a, b, es c, b, d, a 
a b & 


在 练习 3~5 中 ， A 


Vi A i 


. 在 练习 3 一 5 中 ， 每 个 图 各 自 有 多 少 个 连通 分 支 ? 对 每 个 图 求 出 它 的 每 个 连通 分 支 。 
. 相识 关系 图 的 连通 分 支 表示 什么 ? 

. 合作 图 的 连通 分 支 表示 什么 ? 

. 解释 为 什么 在 数学 家 的 合作 图 中 (参见 10. 1 节 例 3) ， 表 示 一 个 数学 家 的 顶点 与 表示 保罗 埃 德 斯 的 顶 


点 是 在 同一 个 连通 分 支 中 ， 当 且 仅 当 这 个 数学 家 具有 有 穷 的 埃 德 斯 数 。 
在 好 莱 坞 图 中 (参见 10. 1 节 例 3)， 什 么 时 候 表示 一 个 演员 的 顶点 与 表示 凯 文 * 培根 的 项 点 是 在 同一 


个 连通 分 支 中 ? 
gd gd 如 果 不 是 ， et 
a)a b)a 





> 


判断 下 列 各 图 是 否 是 强 连 通 的 ， 如 果 不 是 ， 再 判断 是 否 是 连通 的 。 


a)a b & b) b Oa b c 
a C 
人 
e d 
f d ~ e 


电话 呼叫 图 的 强 连通 分 支 表 示 什 么 ? 
PP 


a)a 


A 1 
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15. 求 下 列 各 图 的 强 连通 分 支 。 
a) a b C b)a b C d 
中 4 | | 
c)a b C d e 
i h 8 f 
设 G=(V，E) 是 有 向 图 。 对 于 wEV 和 wvEV， 若 有 一 条 从 wv 到 ww 的 有 向 通路 ， 则 称 ww 是 从 wv 可 达 的 。 
车 在 图 G 中 ， 有 一 条 从 v 到 世 的 有 向 通路 和 一 条 从 ww 到 wv 的 有 向 通路 ， 则 称 v 和 ww 是 相互 可 达 的 。 
16. 证 明 : 车 G==(V，E) 是 有 向 图 ，u、v 和 ww 都 是 V 的 顶点 ， 且 w 和 w 是 相互 可 达 的 ,，v 和 ww 是 相互 可 
达 的 ， 则 x 和 也 也 是 相互 可 达 的 。 
17. 证 明 : 车 G=(V，E) 是 有 向 图 ， 则 V 中 的 两 个 顶点 u 和 所 在 的 强 连通 分 支 要 么 相同 ， 要 么 不 相交 。 
[提示 : 使 用 练习 16。] 
18. 证 明 : 连接 有 向 图 同一 个 强 连通 分 支 中 两 个 顶点 的 有 向 通路 所 访问 的 所 有 顶点 也 都 在 这 个 强 连通 分 支 中 。 
19. 求 K, 中 两 个 不 同 顶点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 ,， 若是 


a)2 b)3 c)4 d)5 
20. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 


ul Ww V1 V2 
Ua U3 Va V3 
G H 
21. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要 么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 
ul U2 Vl V2 
Ug Us Vg v3 
U7 Ua wm v4 
ue - ve 他 
G H 
22. 运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 


ul U2 vl v2 
ug 13 vg V3 
U7 Ua v7 Va 
ue us ve vs 
G H 


23. 


24, 
25. 
26. 


27, 


* 28. 


29. 


x* 30. 


31. 


34. 
* 35, 
* 36. 


# .37, 
* 38. 
39. 


图 583 





运用 通路 要 么 证 明 这 两 个 图 不 是 同 构 的 ， 要么 找 出 这 两 图 之 间 的 一 个 同 构 。 





对 练习 19 中 的 n 值 来 说 , 求 出 K;,; 中 任意 两 个 相 邻 顶点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 。 

对 练习 19 中 的 n 值 来 说 , 求 出 K;,; 中 任意 两 个 不 相 邻 顶点 之 间 长 度 为 n 的 通路 的 数目 。 
求 出 在 图 1 中 c 和 4 之 间 具 有 如 下 长 度 的 通路 的 数目 : 

a)2 b)3 C)4 

d)5 e)6 全 7 

求 出 在 练习 2 里 的 有 向 图 中 从 a 到 e 具有 如 下 长 度 的 通路 的 数目 : 

a)2 b)3 Cc)4 

d)5 e)6 f)7 

证 明 : 带 有 7 个 顶点 的 连通 图 至 少 具有 nn 一 1 条 边 。 

设 G= 二 (V，E) 是 简单 图 。 设 R 是 V 上 的 关系 ， 它 是 由 顶点 对 (u，wv) 所 组 成 的 ， 使 得 存在 从 w 到 ww 的 
通路 或 使 得 二 v。 证 明 : R 是 等 价 关 系 。 

证 明 : 在 任何 简单 图 中 ， 任 何 度 为 奇数 的 顶点 都 与 其 他 某 些 度 为 奇数 的 顶点 之 间 有 通路 。 
在 练习 31 一 33 中 ， 求 所 给 图 的 所 有 割 点 。 


4 


求 练习 31 一 33 中 图 的 所 有 割 边 。 
假设 "是 一 条 割 边 的 端点 。 证 明 : 是 割 点 当 且 仅 当 它 不 是 悬挂 点 。 
证 明 : 在 连通 简单 图 G 中 ,顶点 < 是 割 点 当 且 仅 当 存在 着 与 c 不 同 的 顶点 和 vw， 并 且 在 ww 和 ww 之 间 
的 每 一 条 通路 都 经 过 c。 
证 明 : 在 至 少 有 2 个 顶点 的 简单 图 中 ， 至 少 有 2 个 顶点 不 是 割 点 。 
证 明 ; 简单 图 中 的 一 条 边 是 割 边 ， 当 且 仅 当 它 不 属于 该 图 任何 一 条 简单 回路 。 
若 网 络 中 的 通信 链 路 故障 会 导致 不 能 传送 某 些 消息 ， 则 应 当 提 供 备份 链 路 。 对 下 面 a) 和 b) 所 示 的 通 
信 网 络 来 说 ， 确 定 哪 些 链 路 应 该 有 备份 链 路 。 
a) 波士顿 
芝加哥 纽约 
旧金山 


丹佛 华盛顿 
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一 个 有 向 图 G 的 顶点 基 是 G 的 一 个 最 小 顶点 集合 B， 使 得 对 于 G 中 任何 一 个 不 在 B 中 的 顶点 ww， 都 
有 从 B 中 的 一 个 顶点 到 wv 的 一 条 通路 。 
40. 对 10. 2 节 练 习 7 一 9 中 的 每 个 有 向 图 ， 求 其 顶点 基 。 
41. 在 影响 图 (在 10. 1 节 例 2 中 描述 ) 中 顶点 基 的 重要 性 是 什么 ? 找 出 该 例 中 影响 图 的 顶点 基 。 
42. 证 明 ; 若 连通 简单 图 G 是 图 G! 和 Gs 的 并 图 ， 则 G 和 Gs 至 少 具 有 1 个 公共 的 顶点 。 
* 43. 证 明 : 车 简单 图 G 有 上 个 连通 分 支 ， 而 且 这 些 分 支 分 别 具 有 如， rp，…，nm 个 顶点 ， 则 G 的 边 数 不 超过 


Oa 
* 44. 用 练习 43 证 明 : 带 有 个 顶点 和 个 连通 分 支 的 简单 图 最 多 有 (n 一 k)(n 一 k 十 1)/2 条 边 。[ 提 示 : 首先 证 明 
DE 1) (2n—&) 


其 中 是 第 i 个 连通 分 支 的 顶点 数 .] 
x 45. 证 明 : 车 带 有 n 个 顶点 的 简单 图 G 具有 超过 (n 一 1) (n 一 2)/2 条 边 ， 则 它 是 连通 的 。 
46. 当 把 图 中 的 顶点 都 列 出 来 ， 且 每 个 连通 分 支 中 的 顶点 都 连续 地 列 出 时 ， 描 述 带 有 n 个 连通 分 支 的 图 


的 邻接 矩阵 。 
47. 当 n 取 如 下 值 时 ， 存 在 多 少 个 不 同 构 的 带 有 nn 个 顶点 的 连通 简单 图 ? 
a)2 b)3 c)4 d)5 
48. 证 明 下 列 各 图 都 没有 基点。 
a)C,， 其 中 7 宇 3。 b)W,， 其 中 n 宇 3。 
c) Ks， 其 中 m 宇 2 和 7 之 2。 d)Q,， 其 中 n 宇 2。 


49. 证 明 练习 48 中 的 每 个 图 都 没有 割 边 。 
50. 对 下 列 各 图 ， 求 kK(G) 、X(G) 和 min deg(v)， 并 判断 (G)<X(G) 三 min deg(w) 中 的 两 个 不 等 式 哪个 更 严格 。 


a) a C 


e d 





51. 证 明 : 若 G 是 连通 图 ， 则 有 可 能 删除 顶点 使 G 变 成 不 连通 的 当 且 仅 当 G 不 是 完全 图 。 
52. 证 明 : 车 G 是 含有 nn 个 顶点 的 连通 图 ， 则 
a)K(G) 一 2 一 1 当 且 仅 当 G=K,。 
b)X(G) 王 2 一 1 当 且 仅 当 G 一 开 ，。 
53. 求 K(CK,,) 和 XCK,,)， 其 中 m、n 是 正 整 数 。 
54. 构造 一 个 图 ， 使 得 K(G) 王 1、ACG) 一 2 和 min deg(z) 一 3。 
* 55. 证 明 : 车 G 是 一 个 图 。 则 Kk(G) 二 4(G)。 
56. 解释 如 何 用 定理 2 求 图 中 从 顶点 vv 到 顶点 ww 的 最 短 通路 的 长 度 。 
57. 用 定理 2 求 图 1 中 从 a 到 了 的 最 短 通 路 的 长 度 。 
58. 用 定理 2 求 练习 2 中 的 有 向 图 从 a 到 c 的 最 短 通路 的 长 度 。 

[SFP 59. 设 P 和 Ps 是 简单 图 G 中 顶点 和 w 之 间 的 没有 相同 边 集 的 两 条 简单 通路 。 证 明 : 在 G 中 存在 简单 回路 。 
60. 证 明 : 长 度 为 & 的 简单 回路 的 存在 性 是 一 个 图 同 构 不 变量 ， 其 中 是 大 于 2 的 正 整 数 。 
61. 解释 如 何 用 定理 2 判定 图 是 否 是 连通 的 。 

62. 用 练习 61 证 明 : 图 2 中 的 图 Ci 是 连通 的 而 图 G; 不 是 连通 的 。 


63. 
64. 


65. 


66. 
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证 明 : 简单 图 G 是 二 分 图 ， 当 且 仅 当 G 没 有 包含 奇数 条 边 的 回路 。 

在 约克 阿尔 昆 (735 一 804) 提 出 的 一 个 古老 智力 游戏 中 ， 一 位 农夫 需要 将 一 匹 狼 、 一 只 山羊 和 一 棵 白菜 
带 过 河 。 农 夫 只 有 一 只 小 船 ， 小 船 每 次 只 能 载 农 夫 和 一 件 物品 (一 个 动物 或 者 一 棵 蔬菜 ) 。 农 夫 可 以 重 
复 渡 河 ， 但 如 果农 夫 在 河 的 另 一 边 ， 那 么 狼 会 吃 羊 ， 类 似 地 ， 羊 会 吃 白 菜 。 可 以 通过 列 出 两 岸 各 有 什 
么 来 描述 问题 的 每 个 状态 。 例 如 ， 可 以 用 有 序 对 (FG，WC) 表 示 农 夫 和 羊 在 一 岸 ， 而 狼 和 白菜 在 另 一 岸 
的 状态 。[ 可 用 符号 名 表示 某 边 岸上 什么 也 没有 ， 这 样 问题 的 初始 状态 就 是 (FGWC，J2)。] 

a) 找 出 这 个 游戏 所 有 的 允许 状态 ， 其 中 不 能 出 现在 没有 农夫 的 情况 下 ， 让 狼 和 羊 ， 或 者 羊 和 白菜 在 
同一 岸上 。 

b) 构 造 一 个 图 ， 使 得 图 中 的 每 一 个 顶点 表示 一 个 允许 的 状态 ， 如 果 可 以 通过 一 次 船 的 运输 从 一 个 状 
态 转 换 到 另 一 个 状态 ， 那 么 相应 的 顶点 之 间 用 一 条 边 相 连 。 

©) 解 释 为 什么 找到 一 条 从 表示 (FGWC， 名 ) 状 态 的 顶点 到 表示 (如 ，FGWO) 状 态 的 顶点 的 通路 ， 就 能 
解决 这 个 问题 。 

d) 找 出 这 个 游戏 的 两 个 不 同 解 ， 每 个 解 都 使 用 7 次 渡河 。 

e) 假 设 每 次 农夫 携带 一 个 动物 过 河 都 要 付 1 元 的 过 路 费 ， 那 么 农夫 应 当 采 用 哪 一 个 解 以 使 过 路 费 最 少 。 
参考 练习 64， 运 用 图 模型 和 图 中 的 通路 ， 求 解 吃 醋 丈 夫 问题 。 两 对 已 婚 夫 妇 想 要 过 河 ， 他 们 只 能 找 
到 一 盘 小 船 ， 小 船 一 次 只 能 运送 一 个 或 者 两 个 人 到 对 岸 。 每 个 丈夫 都 非常 爱 吃醋 ， 不 愿 让 自己 的 妻 
子 和 另外 一 位 男士 单独 在 船上 或 在 岸上 。 这 4 个 人 要 怎么 做 才能 到 达 对 岸 ? 

假设 你 有 一 个 3 加 仓 的 过 和 一 个 5 加 仑 的 壶 ， 可 以 用 水 将 它们 灌 满 。 你 可 以 倒 空 任何 一 个 壶 ， 也 可 
以 把 水 从 一 个 壶 倒 往 另 一 个 壹 。 运 用 一 个 有 向 图 模型 来 说 明 ， 你 可 以 最 终 使 一 个 过 里 恰好 装 1 加 仓 
的 水 。[ 提 示 : 用 有 序 对 (ae， 包 表示 每 个 壶 里 有 多 少 水 ， 然 后 用 顶点 来 表示 这 个 有 序 对 。 对 可 行 的 操 
作 ， 在 顶点 之 间 添 加 相对 应 的 边 。] 


10.5 欧 拉 通路 与 哈密 顿 通路 
10. 5.1-., 引 襄 


样 ， 


能 否 从 一 个 顶点 出 发 沿 着 图 的 边 前 进 ， 恰 好 经 过 图 的 每 条 边 一 次 并 且 回 到 这 个 顶点 ? 同 
能 否 从 一 个 顶点 出 发 沿 着 图 的 边 前 进 ， 恰 好 经 过 图 的 每 个 顶点 一 次 并 且 回 到 这 个 顶点 ? 虽 


然 这 两 个 问题 有 相似 之 处 ,但 是 对 于 所 有 的 图 来 说 ， 通 过 检查 图 中 顶点 的 度 ， 可 以 轻而易举 地 
回答 第 一 个 关于 是 否 具有 网 拉 回 路 (Euler Circuit) 的 问题 ， 却 非常 难以 解决 第 二 个 关于 是 否 具 
有 哈密 顿 回路 (Hamilton Circuit) 的 问题 。 本 节 将 研究 这 些 问 题 并 讨论 求解 这 些 问 题 的 难点 。 虽 
然 这 两 个 问题 在 许多 不 同 领域 里 都 有 实际 应 用 ， 但 是 都 来 源 于 古老 的 智力 题 。 下 面 将 介绍 这 些 


古 


老 的 智力 题 以 及 现代 的 实际 应 用 。 


10.5.2 欧 拉 通 路 与 欧 拉 回路 


普鲁士 的 哥 尼斯 堡 镇 ( 现 名 为 加 里 宁 格 勒 ， 属 于 俄罗斯 共和 国 ) 被 普 雷 格 尔 河 文 流 分 成 四 部 


分 。 这 四 部 分 包括 普 雷 格 尔 河 两 岸 的 两 个 区 域 、 克 奈 普 霍 夫 岛 河中 心 岛 以 及 普 雷 格 尔 河 两 条 支 
流 之 间 的 部 分 区 域 。 在 18 世纪 ，7 座 桥 将 这 些 区 域 连接 起 来 。 图 1 描述 了 这 些 区 域 和 桥 。 





a 
Ee ) 一 沟 、 


图 1 哥 尼 斯 堡 的 7 座 桥 


人 
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镇 上 的 人 们 在 周 日 穿 过 镇 子 进行 长 距离 的 散步 。 他 们 想 弄 明白 是 否 可 能 从 镇 里 的 某 个 位 置 
出 发 不 重复 地 经 过 所 有 桥 并 且 返回 出 发 点 。 
瑞士 数学 家 列 晶 哈 德 。 欧 拉 解 决 了 这 个 问题 。 他 的 解答 发 表 在 C 
1736 年 ， 这 也 许 是 人 们 第 一 次 使 用 图 论 ( 关 于 欧 拉 原始 论文 原稿 的 
译 稿 ， 参 见 [BiLIWi99]) 。 欧 拉 利 用 多 重 图 来 研究 这 个 问题 ， 其 中 用 
顶点 表示 这 四 部 分 ， 用 边 表示 桥 ， 如 图 2 所 示 。 
不 重复 地 经 过 每 一 座 桥 来 旅行 的 问题 可 以 利用 这 个 模型 来 重新 叙 4 2 
述 。 问 题 变 成 :在 这 个 多 重 图 中 是 否 存在 着 包含 每 一 条 边 的 简单 回路 ? 
ES 图 G 中 的 欧 拉 回路 是 包含 G 的 每 一 条 边 的 简单 回路 。 
图 G 中 的 欧 拉 通 路 是 包含 G 的 每 一 条 边 的 简单 通路 。 
例 1 和 例 2 解释 了 欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 的 概念 。 
例 1 在 图 3 中， 哪些 无 向 图 有 欧 拉 回路 ?在 没有 欧 拉 回路 的 图 2 哥 尼斯 堡 镇 的 
那些 图 中 , :哪些 具有 欧 拉 通 路 ? 多 重 图 模型 


a b a b a b 
da SC d C 公 d e 
G G G 


3 


B 


1 2 
图 3 无 向 图 Ci 、 Gz 和 Gs 
解 图 G 具有 欧 拉 回路 ， 例 如 a，e，c，d，e，D，a。G@ 和 Gs 都 没有 欧 拉 回路 (读者 应 当 验 证 
它 )。 但 是 G; 具有 欧 拉 通路 ， 即 a, c，d，e，6b，d，a，b。G; 没有 欧 拉 通 路 (读者 应 当 验 证 它 )。 所 
例 2 在 图 4 中 ， 哪些 有 向 图 有 欧 拉 回路 ? 在 没有 欧 拉 回路 的 那些 图 中 ， 哪 些 具有 欧 拉 


通路 ? 
a b 
a b Ek 人 © d 
d c ~ a b 
HI H, H; 


图 4 有 向 图 Hl!，H; 和 万 
解 ”图 H, 有 欧 拉 回路 , 例如 a，g,，c， 5b，g，e，d，f，a。H, 和 昌 ; 都 没有 欧 拉 回路 ( 读 
un 国 者 应 当 验 证 它 ) 。 互 , 具有 欧 拉 通路 ， 即 <，a，25，c，d，0， 但 是 有 H, 没有 欧 拉 通路 (读者 应 当 验 
证 它 ) 。 4 
欧 拉 回路 和 欧 拉 通 路 的 充 要 条 件 ” 对 判断 多 重 图 是 否 有 欧 拉 回路 和 欧 拉 通 路 ， 存 在 着 简单 
的 标准 。 欧 拉 在 解决 著名 的 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 时 发 现 了 它们 。 假 设 在 本 节 讨 论 的 所 有 图 都 有 有 
穷 个 顶点 和 边 。 
车 一 个 连通 多 重 图 有 网 拉 回 路 ， 则 它 有 什么 性 质 呢 ? 可 以 说 明 的 是 ， 每 一 个 顶点 都 必 有 侦 
数 条 边 。 为 此 ,首先 注 意 一 条 欧 拉 回路 从 顶点 a 开始 ， 接 着 是 a 关联 的 一 条 边 ， 比 方 说 
{a， 5}。 边 {a,，b) 为 deg(a) 贡 献 1 度 。 这 条 回路 每 经 过 一 个 顶点 就 为 该 项 点 的 度 贡 献 2 度 ， 因 
为 这 条 回路 从 关联 该 顶点 的 一 条 边 进入 ， 又 经 过 另 一 条 这 样 的 边 离开 该 项 点。 最 后 ， 这 条 回路 
在 它 开始 的 地 方 结束 ， 为 deg(a) 贡 献 1 度 。 因 此 deg(a) 必 为 偶数 ， 因 为 当 回路 开始 时 它 贡 献 1 
度 ， 当 回路 结束 时 它 贡 献 1 度 ， 每 次 经 过 a 都 贡献 2 度 (如 果 它 又 经 过 了 a)。 除 了 a 以外， 其 
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余 顶 点 都 有 偶数 度 ， 因 为 每 次 回路 经 过 一 个 顶点 就 为 该 顶点 的 度 贡 献 2 度 。 由 此 得 出 结论 ， 若 
连通 图 有 欧 拉 回路 ， 则 每 一 个 顶点 必 有 偶数 度 。 

欧 拉 回路 存在 性 的 这 个 必要 条 件 是 否 也 是 充分 的 ? 即 若 在 连通 多 重 图 中 的 所 有 顶点 都 有 偶 
数 度 ， 则 是 否 必 有 欧 拉 回路 ? 这 个 问题 可 以 通过 构造 来 解决 。 

假设 G 是 连通 多 重 图 上 且 G 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 。 一 条 边 一 条 边 地 构造 从 G 的 任意 顶 

点 4 开始 的 简单 回路 。 设 zo 二 a。 首 先 任意 地 选择 a 一 4。 
一 条 关联 a 的 边 {z。，zi}， 因 为 G 是 连通 的 ， 所 以 
这 是 可 行 的 。 通 过 一 条 一 条 地 增加 边 来 继续 构造 ， 
建立 尽量 长 的 简单 通路 {zo, zz), {x TX},，…， 
{Zz,-1，ZX,}， 直 到 不 能 再 向 这 条 通路 中 增加 边 。 当 
我 们 到 达 一 个 顶点 ， 并 且 在 通路 中 已 包含 所 有 与 
该 项 点 相关 联 的 边 时 ， 就 会 出 现 这 种 情况 。 例 如 ， 
在 图 5 的 图 G 中 ， 从 a 开始 且 连 续 地 选择 边 {a，/}、 
{f, ce}、 {c, b} 和 {6，, a}。 

这 样 的 通路 必然 会 结束 ， 因 为 图 的 边 数 是 有 图 5 构造 G 中 的 欧 拉 回路 
穷 的 ， 所 以 我 们 最 终 一 定 能 到 达 一 个 顶点 ， 对 于 该 点 ， 再 也 没有 边 可 以 增加 到 这 条 通路 中 。 该 
通路 在 a 上 以 形 如 {a，z} 的 边 开 始 ， 现 在 证 明 其 必然 在 a 上 以 形 如 {y，a} 的 边 结 束 。 为 了 说 明 该 
通路 一 定 结束 于 a， 注 意 通 路 每 经 过 一 个 度 为 偶数 的 顶点 时 ， 它 只 用 1 条 边 进 入 这 个 顶点 ， 因 为 
度数 至 少 为 2， 所 以 通路 中 至 少 还 剩 下 1 条 边 离开 这 个 顶点 。 而 且 ， 每 次 进入 和 离开 一 个 度数 为 
偶数 的 顶点 时 ， 还 有 偶数 条 没 在 通路 中 的 边 与 该 点 相关 联 。 同 时 ， 在 我 们 构造 通路 时 ， 每 次 我 们 
进入 一 个 不 同 于 a 的 顶点 时 ， 都 可 以 从 该 点 离开 。 这 意味 着 ， 该 通路 只 能 结束 于 <。 另 外 注意 ， 我 
们 构造 的 这 条 通路 可 能 用 完了 所 有 的 边 或 者 当 我 们 在 用 完 所 有 的 边 之 前 回 到 了 顶点 a， 也 可 能 没 用 
完 所 有 的 边 。 

车 所 有 的 边 都 已 经 用 完 ， 则 欧 拉 回 路 已 经 构造 好 了 。 否 则 ， 考 卡通 过 从 G 里 删除 已 经 用 过 
的 边 和 不 关联 任何 剩余 边 的 顶点 所 得 到 的 子 图 互 。 当 从 图 5 的 图 中 删除 回路 a,，f,， c, 6b, a 
时 ， 就 得 到 标记 为 五 的 子 图 。 

因为 G 是 连通 的 ， 所 以 互 与 已 经 删除 的 回路 至 少 有 1 个 公共 顶点 。 设 也 是 这 样 的 顶点 (此 
例 中 c 是 这 个 顶点 )。 

瓦 中 的 每 一 个 顶点 的 度 都 是 偶数 。( 因 为 G 中 的 所 有 顶点 的 度 都 是 偶数 ， 对 每 个 顶点 来 
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列 昂 哈 德 * 欧 拉 (Leonhard Euler，1707 一 1783) ” 欧 拉 是 瑞士 巴塞 尔 附 近 一 位 加 尔 
文教 派 牧师 之 子 。 他 13 岁 进 入 巴塞 尔 大 学 ， 遵照 父亲 的 意愿 开始 了 他 的 神学 生涯 。 
在 大 学 里 ， 欧 拉 受 到 著名 的 伯 努 利家 族 中 的 数学 家 约翰 。 伯 努 利 的 指导 。 在 他 的 指导 
下 ， 欧 拉 发 现 了 对 数学 浓厚 的 兴趣 并 熟练 掌握 了 许多 技巧 ， 这 使 他 放弃 神学 继而 转向 
数学 研究 。 欧 拉 16 岁 时 取得 了 哲学 硕士 学 位 。1727 年 ， 彼 得 大 帝 邀 请 他 来 圣彼得堡 
学 院 学 习 。1741 年 ， 他 来 到 柏林 学 院 ， 他 在 这 里 待 了 二 十 余年 。 直 到 1766 年 ， 他 重 
新 回 到 圣彼得堡 ， 并 在 那里 度 过 余生 。 

欧 拉 的 一 生 硕果 累累 ， 在 数学 的 许多 领域 都 做 出 了 贡献 ， 包 括 数论 、 组 合 以 及 分 析 ， 这 些 成 果 在 音 
乐 和 造船 学 上 也 得 到 了 应 用 。 由 他 编写 的 书籍 和 论文 多 达 1100 余 篇 ， 仅 他 生前 未 来 得 及 发 表 的 著作 就 不 
计 其 数 ， 以 至 于 在 他 去 世 之 后 ， 用 了 47 年 才 发 表 完 他 的 全 部 著作 。 他 写 文 章 非常 快 ， 在 世 时 总 有 一 大 操 
文章 等 待 发 表 。 柏 林学 院 总 是 先 发 表 这 一 大 操 最 项 上 的 文章 ， 以 至 于 后 来 的 研究 的 结果 常常 先 于 它们 所 
依赖 或 取代 的 结果 而 发 表 。 欧 拉 有 13 个 孩子 ， 当 一 两 个 孩子 在 他 膝 上 玩 机 时 ， 他 照样 能 够 工作 。 在 他 生 
命 最 后 的 17 年 里 ， 他 失明 了 。 但 他 本 着 惊人 的 记忆 力 ， 失 明 并 没有 影响 他 数学 研究 成 果 的 推出 。 他 著作 
全 集 的 出 版 工作 由 瑞士 自然 科学 协会 负责 ， 目 前 还 在 进行 之 中 ， 预 期 将 超过 75 卷 。 
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说 ， 与 这 个 顶点 相关 联 的 边 都 成 对 地 删除 了 ， 以 便 形 成 五 .) 注 意 玉 可 能 是 不 连通 的 。 像 在 G 
中 做 过 的 那样 ， 从 w 开始 ， 通 过 尽 可 能 地 选择 边 来 构造 五 的 简单 通路 。 这 条 通路 必然 在 多 结 
东 ; 例如 ， 在 图 5 中 ,c,d，e,c 是 及 中 的 通路 。 下 一 步 通 过 把 瓦 中 的 回路 与 G 中 原来 的 回 
路 拼接 起 来 形成 G 中 的 回路 (这 是 可 行 的 ， 因 为 w 是 这 个 回路 的 顶点 之 一 )。 当 在 图 5 的 图 中 
这 样 做 时 ， 就 得 到 回路 a， f， ¢» dy Bs Cc» by a 

继续 进行 这 个 过 程 ， 直 到 已 经 用 完了 所 有 的 边 为 止 (这 个 过 程 必 然 结 束 ， 因 为 图 中 只 有 有 
穷 的 边 数 )。 这 样 就 产生 了 欧 拉 回 路 。 这 样 的 构造 说 明 ， 若 连通 多 重 图 的 顶点 的 度 都 为 偶数 ， 
则 该 图 具有 欧 拉 回 路 。 

把 这 些 结果 总 结 成 定理 1。 

含有 至 少 2 个 顶点 的 连通 多 重 图 具有 了 欧 拉 回路 当 且 仅 当 它 的 每 个 顶点 的 度 都 为 偶数 。 

现在 可 以 解决 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 了 。 因 为 图 2 所 示 的 表示 这 些 桥 的 多 重 图 具有 4 个 度 为 奇 
数 的 顶点 ， 所 以 它 没有 欧 拉 回路 。 从 给 定点 开始 ， 恰 好 经 过 每 座 桥 一 次 并 返回 开始 点 的 想法 是 
无 法 实现 的 。 

算法 1 给 出 了 在 定理 1 之 前 所 讨论 的 求 欧 拉 回路 的 构造 过 程 ( 因 为 这 个 过 程 中 的 回路 是 任 
意 选 择 的 ， 所 以 存在 一 些 不 确定 性 。 我 们 不 介意 通过 更 精确 地 说 明 过 程 的 步骤 来 消除 这 些 不 确 
定性 ) 。 








算法 1 构造 欧 拉 回路 

procedure Euler(G: 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 多 重 图 ) 

circuit :一 从 G 中 任 选 的 顶点 开始 ， 连 续 地 加 入 边 所 形成 的 回 到 该 项 点 的 回路 

是 :二 删除 这 条 回路 的 边 之 后 的 G 

while 及 还 有 边 
subcircuit :一 在 既是 互 的 顶点 也 是 circuit 的 边 的 端点 处 开始 的 五 的 一 条 回路 
于 :== 删除 subcircuit 的 边 和 所 有 和 孤立 点 之 后 的 互 
circuit :一 在 适当 顶点 上 插入 subcircuit 之 后 的 circuit 

return circuit{ circuit 是 欧 拉 回 路 } 














算法 1 提供 了 一 个 在 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 多 重 图 G 中 寻找 欧 拉 回 路 的 有 效 算 法 。 我 们 
留 给 读者 证 明 ( 练 习 66) 这 个 算法 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 是 Olm)， 其 中 m 是 G 中 的 边 数 。 

例 3 说 明 如 何 利 用 欧 拉 通 路 和 欧 拉 回路 来 解决 一 种 类 型 的 智力 题 。 

例 3 有 许多 智力 题 要 求 用 铅笔 连续 移动 ， 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 图 形 。 可 以 利用 
欧 拉 回 路 和 欧 拉 通路 来 解决 这 样 的 智力 题 。 例 如 ， 能 否 用 这 样 a 7 
的 方法 画 出 图 6 所 示 的 穆罕默德 短 弯 刀 ? 其 中 ， 该 画 法 在 图 形 
的 同一 个 顶点 上 开始 和 结束 。 

解 ”可 以 解决 这 个 问题 ， 因 为 图 6 所 示 的 图 G 具有 欧 拉 回 
路 。 它 具有 这 样 的 回路 ， 因 为 它 的 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 。 用 
算法 1 来 构造 欧 拉 回 路 。 首 先 ， 形 成 回路 a, 6b, d, c, b, e: 8 
i，/，e，a。 通 过 删除 这 条 回路 的 边 并 删除 因此 产生 的 孤立 点 ， 图 6 御 军 默 德 短 考 刀 
就 得 到 子 图 瓦 。 然 后 形成 玉里 的 回路 4,，g,， h, j,i, h, 上 上， 

g，f，d。 形 成 这 条 回路 后 就 用 完了 G 中 的 所 有 边 。 在 适当 的 地 方 将 这 条 回路 与 第 一 条 回路 拼 

接 ， 就 产生 了 欧 拉 回路 a， b, d, g, h, j, i, h, k, g, f, d, c, b, e, i, fs erty 这 条 回 

路 给 出 了 铅笔 不 离开 纸 面 且 不 重复 地 画 出 弯 刀 的 方法 。 本 
构造 欧 拉 回 路 的 另 一 个 算法 称 为 弗 勒 里 算法 ， 在 练习 50 的 前 面 描述 了 它 。 

现在 说 明 连 通 多 重 图 具有 欧 拉 通路 (不 是 欧 拉 回路 ) 当 且 仅 当 它 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 。 
首先 ， 假设 连通 多 重 图 有 一 条 从 a 到 6b 的 欧 拉 通路 ,但 不 是 欧 拉 回 路 。 该 通路 的 第 一 条 边 为 a 











的 度 贡献 1 度 。 通 路 每 次 经 过 a 就 为 a 的 度 贡献 2 度 。 通 路 的 最 后 一 条 边 为 6 的 度 贡 献 1 度 。 
通路 每 次 经 过 65 就 为 b 的 度 贡献 2 度 。 所 以 a 和 2 的 度 都 是 奇数 。 每 一 个 其 他 顶点 都 具有 偶数 
度 ， 因 为 当 通 路 经 过 一 个 顶点 时 ， 就 为 这 个 顶点 的 度 贡 献 2 度 。 

现在 反 过 来 考虑 。 假 设 这 个 图 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 比 方 说 a 和 65。 考虑 由 原来 的 图 
和 边 {a,，5} 所 组 成 的 更 大 的 图 。 这 个 更 大 的 图 的 每 一 个 顶点 的 度 都 为 偶数 ， 所 以 它 具 有 了 欧 拉 回 
路 。 删 除 新 边 就 产生 原 图 的 欧 拉 通 路 。 定 理 2 总 结 了 这 些 结果 。 

三 型 多 连通 多 重 图 具有 欧 拉 通路 但 无 欧 拉 回路 当 且 仅 当 它 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 。 

例 4 图 7 所 示 的 哪些 图 具有 欧 拉 通 路 ? 


ANY 


图 7 三 个 无 向 图 


解 G, 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 即 5 和 ad。 因此 它 具 有 必须 用 5 和 d 作为 端点 的 欧 拉 通 
路 。 一 条 这 样 的 欧 拉 通路 是 4，a，6b，c，d,， 6b。 同 理 ，G; 恰 有 2 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 即 5 和 
qd。 因 此 它 具 有 必须 用 5 和 4d 作为 端点 的 欧 拉 通路 。 一 条 这 样 的 欧 拉 通路 是 6, a, g，f,，e, dd， 
c，g，b，c，f，d。G; 没有 欧 拉 通路 ， 因 为 它 具 有 6 个 度 为 奇数 的 顶点 。 | 

回 到 18 世纪 的 哥 尼 斯 堡 ， 是 否 有 可 能 在 镇 里 的 某 点 开始 ， 旅 行经 过 所 有 的 桥 ， 在 镇 里 的 
其 他 某 点 结束 ? 通过 判定 表示 哥 尼 斯 堡 七 桥 的 多 重 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 ， 就 可 以 回答 这 个 问 
题 。 因 为 这 个 多 重 图 有 4 个 度 为 奇数 的 顶点 ， 没 有 欧 拉 通 路 ， 所 以 这 样 的 旅行 是 不 可 能 的 。 

有 向 图 中 欧 拉 通路 和 欧 拉 回 路 的 充 要 条 件 ， 在 练习 16 和 练习 17 中 给 出 。 

欧 拉 通路 和 欧 拉 回 路 的 应 用 可 以 用 欧 拉 通路 和 欧 拉 回路 解决 许多 实际 问题 。 例 如 ， 许 多 ,,, 辐 
应 用 都 要 求 一 条 通路 或 回路 ， 它 要 求 恰 好 一 次 经 过 一 个 街区 里 的 每 条 街道 、 一 个 交通 网 中 的 每 
条 道路 、 一 个 高 压 输 电网 里 的 每 个 连接 或 者 一 个 通信 网 络 里 的 每 条 链 路 。 求 出 适当 的 图 模型 中 
的 欧 拉 通路 或 欧 拉 回路 就 可 以 解决 这 样 的 问题 。 例 如 ， 如 果 一 个 邮递 员 可 以 求 出 表示 他 所 负责 
投递 的 街道 图 中 的 欧 拉 通路 ， 则 这 条 通路 就 产生 恰好 经 过 每 条 街道 一 次 的 投递 路 线 。 如 果 不 存 
在 欧 拉 通路 ， 有 些 通 路 就 必须 经 过 多 次 。 在 图 中 找 出 一 条 回路 ,该 回路 以 最 少 的 边 数 至 少 遍 历 
每 一 条 边 一 次 的 问题 称 为 中 国 邮 北 员 问题 ， 以 纪念 在 1962 年 提出 这 个 问题 的 中 国 科学 家 管 梅 
谷 。 参 看 [MiRo91] 以 了 解 关 于 不 存在 欧 拉 通 路 时 中 国 邮递 员 问题 的 解 的 更 多 信息 。 

应 用 欧 拉 通路 和 欧 拉 回 路 的 其 他 领域 有 : 电路 布线 、 网 络 组 播 和 分 子 生 物 学 ， 在 分 子 生 物 
学 中 欧 拉 通路 用 于 DNA 测序 。 


10. 5.3 哈密 顿 通路 与 哈密 顿 回 路 

包含 多 重 图 每 一 条 边 恰好 一 次 的 通路 和 回路 的 存在 性 的 充 要 条 件 已 经 得 出 。 那 么 包含 图 中 ,加 
每 一 个 顶点 恰好 一 次 的 简单 通路 和 回路 的 存在 性 的 充 要 条 件 是 否 也 能 得 出 呢 ? 

本 经 过 图 G 中 每 一 个 顶点 恰好 一 次 的 简单 通路 称 为 哈密 顿 通路 ， 经 过 图 G 中 每 一 
个 顶点 恰好 一 次 的 简单 回路 称 为 哈密 顿 回 路 。 即 ， 在 图 G 一 (V， 正 ) 中 ， 若 V 一 {Zzo，Z，…， 
Xs_1，Xs) 并 且 对 0 过 i 二 j 二 n 来 说 有 xz; 关 X;， 则 图 G 中 的 简单 通路 I。，ZXl，…，X,1，X, 称 为 
哈密 顿 通路 。 在 图 G 二 (V， 忆 ) 中 ， 若 zo，ZXi，*"…，ZX,_1，ZXn 是 哈密 顿 通路 ， 则 Zi ，ZD，…， 
Xs_1， Xan， ZXo( 其 中 nn 二 0) 称 为 哈密 顿 回路 。 

这 个 术语 来 自爱 尔 兰 数学 家 威廉 ， 罗 万 ， 哈密 顿 栈 士 在 1857 年 发 明 的 智力 题 。 哈 密 顿 的 
智力 题 用 到 了 木质 十 二 面体 (如 图 8a 所 示 ， 十 二 面体 有 12 个 正 五 边 形 表面 )、 十 二 面体 每 个 项 
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点 上 的 钉子 ， 以 及 细 线 。 十 二 面体 的 20 个 顶点 用 世界 上 的 不 同城 市 标记 。 智 力 题 要 求 从 一 
城市 开始 ， 沿 十 二 面体 的 边 旅 行 ， 访 问 其 他 19 个 城市 ， 每 个 恰好 一 次 ， 回 到 第 一 个 城市 结束 .。 
旅行 经 过 的 回路 用 钉子 和 细 线 来 标记 。 


3 侈 


图 8 哈密 顿 的 “周游 世界 ”智力 题 


因为 作者 不 可 能 向 每 位 读者 提供 带 钉 子 和 细 线 的 木质 十 二 面体 ， 所 以 考虑 一 个 等 价 的 问题 : 
8b 中 的 图 是 否 具有 恰好 经 过 每 个 顶点 一 次 的 回路 ? 它 
就 是 对 原 题 的 解 ， 因 为 该 图 同 构 于 包含 十 二 面体 项 点 和 
边 的 图 。 图 9 是 哈密 顿 智力 题 的 一 个 解 。 
例 5 在 图 10 中， 哪些 简单 图 具有 哈密 顿 回 路 ? 
或 者 没有 哈密 顿 回路 但 是 有 哈密 顿 通路 ? 
解 G 有 哈密 顿 回路 : a, 6b, c, d, e, a。 G; 


aa 人 没有 哈密 顿 回路 (可 以 看 出 包含 每 一 个 顶点 的 任何 回 


路 必然 两 次 包含 边 {a，5})， 但 是 G, 确实 有 哈密 顿 通 图 9 “周游 世界 ”智力 题 的 一 个 解 
路 ， 即 a, b,c, 4d。 既 无 哈密 顿 回路 也 无 哈密 顿 通路 ， Cp 


须 多 次 包含 边 {a,，65)}、{e，f} 和 ({c， 2 


图 10 三 个 简单 图 


哈密 顿 回路 存在 的 条 件 “是 否 存在 简单 方式 来 判定 一 个 图 有 无 哈密 顿 回路 或 哈密 顿 通路 ? 
首先 ， 似 乎 应 当 有 判定 这 个 问题 的 简单 方式 ， 因 为 存在 简单 方式 来 回答 一 个 图 有 无 欧 拉 回 路 这 
样 的 相似 问题 。 令 人 吃惊 的 是 ， 没 有 已 知 简单 的 充 要 条 件 来 判定 哈密 顿 回路 的 存在 性 。 不 过 ， 
已 经 有 许多 定理 给 出 了 哈密 顿 回路 的 存在 性 的 充分 条 件 。 另 外 ， 也 有 某 些 性 质 可 以 用 来 证 明 一 
个 图 没有 哈密 顿 回路 。 例 如 ， 带 有 度 为 1 的 顶点 的 图 没有 哈密 顿 回路 ， 因 为 在 哈密 顿 回路 中 每 个 
顶点 都 关联 回路 中 的 两 条 边 。 另 外 ， 若 图 中 有 度 为 2 a。 4  。 a 4 
的 顶点 ， 则 关联 这 个 顶点 的 两 条 边 属于 任意 一 条 哈密 
顿 回路 。 此 外 注意 ， 当 构造 哈密 顿 回路 且 该 回路 经 过 
某 一 个 顶点 时 ， 除 了 回路 所 用 到 的 两 条 边 以 外 ,这 个 和 一 . . 
顶点 所 关联 的 其 他 所 有 边 不 用 再 考虑 。 而 且 ， 哈 密 顿 


回路 不 能 包含 更 小 的 回路 。 
例 6 证 明 图 11 中 的 图 都 没有 哈密 顿 回路 。 图 11 两 个 没有 哈密 顿 回路 的 图 


G H 


图 591 





解 G 没 有 哈密 顿 回路 ， 因 为 G 有 度 为 1 的 顶点 ， 即 e。 现 在 考虑 也。 因为 顶点 a、b、d 和 e 
的 度 都 为 2， 所 以 与 这 些 顶 点 关联 的 每 一 条 边 都 必然 属于 任意 一 条 哈密 顿 回 路 。 现 在 容易 看 出 互 不 
存在 哈密 顿 回路 ， 因 为 任何 这 样 的 哈密 顿 回路 都 不 得 不 包含 4 条 关联 c 的 边 ， 这 是 不 可 能 的 。 4 

例 7 证 明 : 当 n 宇 3 时 ，K, 有 哈密 顿 回 路 。 

解 ” 从 KK, 中 的 任意 一 个 顶点 开始 来 形成 哈密 顿 回 路 。 以 所 选择 的 任意 顺序 来 访问 顶点 ， 
只 要 求 通路 在 同一 个 顶点 开始 和 结束 ， 而 且 对 其 他 每 个 顶点 恰好 访问 一 次 ， 就 可 以 构造 这 样 的 
回路 。 这 样 做 是 可 能 的 ， 因 为 在 K, 中 任意 两 个 顶点 之 间 都 有 边 。 本 

虽然 还 未 发 现任 何 有 用 的 关于 哈密 顿 回 路 存在 性 的 充 要 条 件 ， 但 很 多 充分 条 件 已 经 找到 。 
注意 ， 一 个 图 的 边 越 多 ， 这 个 图 就 越 可 能 有 哈密 顿 回 路 。 另 外 ， 加 入 边 ( 而 不 是 顶点 ) 到 已 经 有 哈 
密 顿 回路 的 图 中 ， 就 产生 有 相同 哈密 顿 回 路 的 图 。 因 此 ， 当 加 入 边 到 图 中 时 ， 特 别 是 当 确 保 给 
每 个 顶点 都 加 入 边 时 ， 这 个 图 存在 哈密 顿 回 路 的 可 能 性 就 更 大 了 。 因 此 ， 我 们 期 望 哈密 顿 回路 存 
在 性 的 充分 条 件 取 决 于 项 点 的 度 足 够 大 。 这 里 叙述 两 个 最 重要 的 充分 条 件 中 。 这 些 条 件 是 加 布 里 
尔 ，A. 狄 拉克 (Gabriel A. Dirac) 在 1952 年 和 奥 斯 丁 ， 欧 尔 (Oystein Ore) 在 1960 年 发 现 的 。 

狄 拉 克 定 理 ”如果 GG 是 有 n 个 顶点 的 简单 图 ， 其 中 n 宇 3， 并且 G 中 每 个 顶点 的 
度 都 至 少 为 n/2， 则 G 有 哈密 顿 回路 。 
欧 尔 定理 如 果 G 是 有 nn 个 顶点 的 简单 图 ， 其 中 nn 三 3， 并 且 对 于 G 中 每 一 对 不 
相 邻 的 顶点 和 wv 来 说 ， 都 有 deg(z) 十 deg(v) 宇 nr， 则 G 有 哈密 顿 回路 。 

本 节 练 习 65 粗略 介绍 了 欧 尔 定理 的 证 明 。 狄 拉克 定理 可 以 作为 欧 尔 定理 的 推论 来 证 明 ， 
因为 狄 拉 克 定 理 的 条 件 蕴 含 了 欧 尔 定理 的 条 件 。 

欧 尔 定理 和 狄 拉克 定理 都 给 出 了 连通 的 简单 图 有 了 蛤 密 顿 回路 的 充分 条 件 。 但 是 ， 这 些 定理 
没有 给 出 哈密 顿 回路 存在 性 的 必要 条 件 。 例 如 ， 图 C; 有 哈密 顿 回路 ,但 既 不 满足 欧 尔 定理 的 








威廉 。 罗 万 . 哈密 顿 (William Rowan Hamilton，1805 一 1865) 哈密 顿 ， 爱尔兰 
最 具名 望 的 科学 家 ，1805 年 出 生 于 都 柏林 。 他 的 父亲 是 一 名 成 功 的 律师 ， 母 亲 来 自 以 
智力 超群 而 闻名 的 家 族 ， 而 哈密 顿 本 人 更 是 个 神童 。3 岁 时 ， 他 在 阅读 方面 就 显示 出 
了 超群 的 能 力 并 掌握 了 高 等 算术 。 因 为 他 非凡 的 智商 ， 哈 密 顿 被 送 到 身 为 著名 语言 学 
家 的 叔叔 逢 姆 士 那 里 生活 。 到 哈密 顿 8 岁 时 ， 他 已 经 学 会 了 拉丁 语 、 和 希腊 语 和 和 希 伯 来 
语 ; 到 10 岁 时 ， 他 又 学 会 了 意大利 语 和 法 语 ， 并 且 开 始 学 习 东 方 语言 ， 包 括 阿 拉 伯 
语 、 束 语 和 波斯 语 。 那 时 ， 他 以 小 小 年 纪 却 掌握 多 种 语言 而 倍 感 自豪 。17 岁 时 ， 他 不 
再 学 习 新 的 语言 ,但 是 已 经 掌握 了 微 积 分 和 许多 数学 天 文学 知识 ， 他 开始 了 在 光学 上 的 开创 性 工作 ， 并 
发 现 了 拉 普 拉 斯 的 天 体力 学 著作 中 的 重大 错误 。 在 他 18 岁 进入 都 柏林 三 一 学 院 之 前 ， 哈 密 顿 一 直接 受 私 
人 教育 。 在 三 一 学 院 上 学 期 间 ， 他 在 科学 和 古典 文学 上 都 表现 超群 。 在 获得 学 位 之 前 ， 他 就 因为 过 人 的 
才华 ， 从 多 位 著名 天 文学 家 参与 的 竞争 中 脱颖而出 ， 被 任命 为 爱尔兰 皇家 天 文学 家 。 他 终身 担任 这 个 职 
位 ， 终 其 一 生 都 在 都 柏林 郊外 的 邓 辛 克 (Dunsink) 天 文 台 生 活 和 工作 。 哈密 顿 在 光学 、 抽 象 代数 和 动力 学 
领域 做 出 了 重要 贡献 。 哈 密 顿 发 明了 称 为 四 元 数 的 代数 对 象 来 作为 非 交 换 系 统 的 例子 。 当 他 沿 都 柏林 的 
运河 散步 时 ， 他 发 现 了 四 元 数 相 乘 的 适当 方式 。 狂 喜之 下 ， 他 把 公式 刻 在 了 横 跨 运河 的 石 桥 上 ， 直 至 今 
日 还 能 看 到 该 地 立 下 的 牌 芒 以 做 纪念 。 后 来 ， 哈 密 顿 一 直 沉 迷 在 四 元 数 中 ,试图 把 它们 应 用 到 数学 的 其 
他 领域 ， 而 不 再 涉足 新 的 研究 领域 。 

1857 年 ， 哈 密 顿 在 自己 非 交 换代 数 领域 研究 的 基础 上 发 明了 ”“ 环 游 世 界 游戏 "(The Icosian Game) 。 他 把 
这 个 想法 以 25 镑 的 价格 出 售 给 游戏 和 拼图 益 智 题 的 经 销 商 。( 游 戏 的 销路 一 直 不 好 ， 事 实证 明 这 是 经 销 商 
一 次 失败 的 投资 。) 本 节 所 描述 的 拼图 益 智 题 “ 旅 行者 十 二 面体 "， 又 称 为 “周游 世界 ”， 就 是 该 游戏 的 变种 。 

1833 年 ， 哈 密 顿 第 三 次 结婚 ， 但 他 的 婚姻 很 不 幸 ， 由 于 他 的 妻子 是 半 残 疾 人 ， 所 以 很 多 家 务 事 都 做 
不 了 ， 这 无 疑 给 哈密 顿 徒 增 了 很 多 烦恼 。 在 他 生命 的 最 后 20 年 中 ， 哈 密 顿 过 着 柄 酒 和 隐居 的 生活 。1865 
年 ， 他 死 于 痛风 ， 留 下 大 量 文稿 ， 其 中 包含 还 未 发 表 的 研究 结果 。 在 这 些 文稿 中 ， 混 杂 着 不 少 盘子 ， 许 
多 盘子 里 还 盛 着 早已 脱水 的 吃 剩 下 的 排骨 。 





us 
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假设 也 不 满足 狄 拉 死 定理 的 假设 ， 读 者 可 以 验证 这 一 点 。 

已 知 最 好 的 求 一 个 图 哈密 顿 回路 或 判定 这 样 的 回路 不 存在 的 算法 具有 指数 级 的 最 坏 情形 时 
间 复 杂 度 (相对 于 图 的 顶点 数 来 说 )。 找 到 具有 和 多项式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 解决 算法 将 具有 重 
大 意义 ， 因 为 已 经 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 的 ( 见 3.3 节 )。 因 此 ， 它 的 发 现 将 意味 着 其 他 许多 
理论 上 可 解 的 问题 都 可 以 用 具有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 解决 算法 来 解决 。 


10. 5.4 ”哈密 顿 回路 的 应 用 
可 以 用 哈密 顿 通路 和 哈密 顿 回路 来 解决 实际 问题 。 例 如 ， 许 多 应 用 都 要 求 _ 条 通路 或 回路 
恰好 访问 一 个 城市 的 每 个 路 口 、 一 个 设备 网 格 的 每 个 管道 交汇 处 或 者 一 个 通信 网 络 的 每 个 节点 
一 次 。 求 出 适当 图 模型 中 的 哈密 顿 通路 或 哈密 顿 回路 就 可 以 解决 这 样 的 问题 。 著 名 的 旅行 商 问 
题 CTSP) 要 求 一 个 旅行 商 为 了 访问 一 组 城市 所 应 当选 取 的 最 短路 线 。 这 个 问题 可 归结 为 求 完全 
图 的 哈密 顿 回路 ， 使 这 个 回路 的 边 的 权 的 
总 和 尽 可 能 小 。 我 们 将 在 10. 6 节 回 到 这 个 pe 
问题 。 


现在 给 出 哈密 顿 回路 在 编码 上 的 一 种 A 
相对 不 太 显著 的 应 用 。 We 
例 8 格雷 码 旋转 的 指针 的 位 置 可 
以 表示 成 数字 的 形式 。 一 种 方式 是 把 圆周 


等 分 成 2" 段 弧 并 且 用 长 度 为 n 的 位 串 给 每 
段 弧 赋值 。 图 12 显示 出 了 用 长 度 为 3 的 位 图 12 把 指针 位 置 转换 成 数字 形式 
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加 布 里 尔 。 安 德 鲁 。 狄 拉克 (Gabriel Andrew Dirac，1925 一 1984) ”加布里 尔 出 生 
于 匈牙利 的 首都 布达佩斯 。1937 年 ， 他 的 母亲 改嫁 给 了 著名 的 物理 学 家 诺 贝尔 奖 获得 
者 保罗 “， 阿 德里 安 , 毛里 斯 ， 狄 拉克 ， 于 是 他 跟随 母亲 来 到 了 英国 。1942 年 ， 狄 拉克 
考 人 了 剑桥 大 学 ， 但 是 由 于 第 二 次 世界 大 战 期 间 航 空 工 业 的 战 时 服务 ， 狄 拉克 被 迫 中 
断 学 业 。1951 年 ， 狄 拉克 在 伦敦 大 学 取得 了 数学 专业 的 博士 学 位 。 后 来 ， 他 先后 在 英 
训 国 、 加 拿 大 、 奥 地 利 、 德 国 和 丹麦 任教 14 年 。 在 狄 拉克 事业 的 初期 ， 他 对 图 论 有 着 
浓厚 的 兴趣 ， 他 提升 了 图 论 研究 的 重要 性 ， 并 在 图 论 的 诸多 领域 ， 例 如 图 的 着 色 和 哈 
密 尔 顿 回路 等 方面 ， 做 出 了 巨大 的 贡献 。 与 此 同时 ， 狄 拉克 吸引 了 众多 学 生 参 与 图 论 的 理论 研究 中 ， 不 
失 为 一 名 出 色 的 教师 。 
狄 拉克 以 他 敏锐 的 洞察 力 而 著称 ， 他 在 政治 和 社会 生活 领域 的 很 多 问题 上 都 有 自己 独到 的 见解 。 此 
外 ， 狄 拉克 还 有 很 多 的 兴趣 爱好 ， 其 中 美术 是 他 的 最 爱 。 狄 拉克 和 他 的 妻子 罗斯 玛丽 养育 了 4 个 孩子 ， 
家 庭 生活 十 分 幸福 美满 。 





奥 斯 丁 . 欧 尔 (OBystein Ore，1899 一 1968) ” 欧 尔 出 生 于 克里斯蒂 安 尼 亚 ( 现 称 奥 斯 
陆 ， 挪 威 的 首都 )。1922 年 ， 他 在 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 取得 学 士 学 位 ， 兰 年 后 获得 数 
， 学 系 博士 学 位 。1927 年 ， 他 放弃 了 在 克里斯蒂 安 尼 亚 大 学 的 初级 职称 ， 来 到 了 耶鲁 大 
学 任职 。 在 耶鲁 大 学 ， 他 晋升 得 很 快 ， 仅 用 了 两 年 的 时 间 就 升 到 了 正教 授 的 位 置 。 
1931 年 ， 他 被 选 为 斯 特 林 讲座 教授 (Sterling Professor) ， 并 一 直 任 职 至 1968 年 。 

欧 尔 对 数论 、 环 论 、 格 论 、 图 论 和 概率 论 的 研究 都 做 出 了 巨大 的 贡献 。 他 是 一 个 
多 产 作 者 ， 发 表 了 大 量 论 文 并 编著 了 多 部 书籍 。 欧 尔 对 数学 史 有 着 浓厚 的 兴趣 ， 他 编 
写 的 人 物 传记 《 亚 伯 和 卡尔 达 诺 》(Abel and Cardano) 和 教科 书 《 数 论 及 其 历史 》(Number Theory and its 
History) 中 就 充分 说 明了 这 一 点 。 从 1960 年 到 1969 年 的 十 年 间 ， 欧 尔 编写 了 4 本 关于 图 论 的 书籍 。 

第 二 次 世界 大 战 期 间 和 第 二 次 世界 大 战 结 束 后 ， 欧 尔 为 保护 他 的 祖国 挪威， 发 挥 了 重大 作用 。1947 
年 ， 挪 威 国王 哈 康 七 世 授予 他 圣 奥 拉夫 珊 士 的 封号 以 表彰 他 为 保护 祖国 做 出 的 贡献 。 欧 尔 对 绘画 和 雕塑 
颇 有 研究 ， 此 外 ， 他 也 十 分 热衷 收集 古 地 图 。 欧 尔 已 经 结婚 ， 并 有 两 个 孩子 。 





图 593 














串 来 这 样 做 的 两 种 方式 。 

用 个 接触 点 的 集合 来 确定 指针 位 置 的 数字 表示 。 每 个 接触 点 用 来 读 出 位 置 的 数字 表示 中 
的 一 位 。 图 13 对 图 12 中 的 两 种 赋值 进行 了 说 明 。 

当 指 针 靠近 两 段 弧 的 边界 时 ， 在 读 出 指针 位 置 时 可 能 发 生 错 误 。 这 可 能 引起 读 出 的 位 串 有 
一 个 大 的 错误 。 例 如 ， 在 图 12a 的 编码 方案 里 ， 若 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 发 生 了 一 个 小 的 错 
误 ， 则 读 出 的 位 串 是 100 而 不 是 011。 所 有 三 位 都 是 错 的 ! 为 了 把 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 的 
错误 影响 降 到 最 低 ， 用 位 串 对 2" 段 弧 赋 值 ， 使 相 邻 的 弧 所 表示 的 位 串 只 相差 一 位 。 图 12b 的 
编码 方案 恰好 就 是 这 样 。 在 确定 指针 位 置 的 过 程 中 一 个 错误 使 给 出 的 位 串 为 010 而 不 为 011。 
只 有 一 位 是 错 的 。 

此 处 第 三 位 为 1 


此 处 第 二 位 为 1 YY 
此 处 第 此 处 第 二 位 为 1 ”此 处 第 三 位 为 1 此 处 第 
SA 三 位 为 1 


此 处 第 一 位 为 1 = 


此 处 第 三 位 为 1 此 处 第 二 位 为 1 
图 13 指针 位 置 的 数字 表示 


格雷 码 是 圆 弧 的 一 种 标记 ， 使 得 相 邻 的 弧 具 有 恰好 相差 一 位 的 位 串 标记 。 在 图 12b 中 的 赋 
值 是 一 个 格雷 码 。 可 以 这 样 找 出 格雷 码 : 以 下 述 方式 列 出 所 有 110 111 


长 度 为 n 的 位 串 ， 使 得 每 一 个 串 与 前 一 个 位 串 恰好 相差 一 位 ， 
而 且 最 后 一 个 串 与 第 一 个 位 串 恰 好 相差 一 位 。 可 以 用 对 立方 体 
Q, 来 为 这 个 问题 建 模 。 解 决 这 个 问题 所 需要 的 是 Q, 中 的 一 条 


哈密 顿 回 路 。 这 样 的 哈密 顿 回 路 容易 求 出 。 例 如 ，Q; 的 一 条 哈 317 011 
001 


此 处 第 一 位 为 1 


密 顿 回路 显示 在 图 14 中 。 这 条 哈密 顿 回 路 所 产生 的 前 后 恰好 相 
差 一 位 的 位 串 序 列 是 000，001，011，010，110，111， 
101, 100。 0 

格雷 码 是 以 弗兰克 “。 格雷 的 名 字 来 命名 的 。20 世纪 40 ”图 14 Q 的 哈密 顿 回路 
年 代 ， 格 雷 在 贝尔 实验 室 研究 如 何 把 数字 信号 传送 过 程 中 错误 的 影响 降 到 最 低 时 发 明了 
它们 。 ;| 


练习 
在 练习 1~8 中 ， 判 定 给 定 的 图 是 否 具有 欧 拉 回路 。 若 存在 ， 构 造 这 样 的 回路 ; 如 果 不 存在 ， 就 确定 
这 个 图 是 否 具 有 欧 拉 通路 ， 若 存在 ， 则 构造 这 样 的 通路 。 


总 掉 
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Se 
9. 设 除 了 哥 尼 斯 堡 的 7 座 桥 之 外 (如 图 1 所 示 )， 还 有 另外 2 座 桥 。 这 些 新 桥 分别 连 接 区 域 B 和 C 以 及 区 


域 B 和 D。 是 否 有 人 能 够 经 过 这 9 座 桥 恰好 一 次 并 且 回 到 出 发 点 ? 
10. 是 否 有 人 能 够 经 过 下 图 所 示 的 所 有 桥 恰好 一 次 并 且 回 到 出 发 点 ? 








~ “其 时 


11. 何 时 可 以 画 出 一 个 城市 街道 的 中 心 线 而 不 重复 经 过 街道 (假设 所 有 街道 都 是 双向 街道 )? 
12. 设计 一 个 与 算法 1 相似 的 过 程 ， 它 能 够 在 多 重 图 里 构造 欧 拉 通路 。 
在 练习 13 一 15 中 ,判定 是 否 可 以 用 一 枝 铅笔 连续 移动 ， 不 离开 纸 面 并 且 不 重复 地 画 出 所 示 的 图 形 。 


有 


* 16. 证 明 : 不 带 有 孤立 点 的 有 向 多 重 图 具有 网 拉 回 路 ， 当 和 且 仅 当 该 图 是 弱 连 通 的 并 且 每 个 顶点 的 人 度 与 
出 度 都 相等 。 

* 17. 证 明 : 不 带 有 孤立 点 的 有 向 多 重 图 具有 了 欧 拉 通 路 而 没有 欧 拉 回路 ， 当 且 仅 当 该 图 是 弱 连 通 的 并 且 存 
在 两 个 顶点 ,一 个 顶点 的 入 度 比 出 度 大 1 而 另外 一 个 顶点 的 出 度 比 人 度 大 1， 其 余 每 个 顶点 的 人 度 与 
出 度 都 相等 。 
在 练习 18 一 23 中 ， 判 断 所 示 的 有 向 图 是 否 具 有 欧 拉 回 路 。 若 存在 欧 拉 回 路 ， 则 构造 一 条 欧 拉 回路 。 

”如 果 不 存在 欧 拉 回路 ， 就 判断 这 个 有 向 图 是 否 具有 欧 拉 通路 。 若 存在 欧 拉 通路 ， 则 构造 一 条 欧 拉 通 路 。 


18. 4 b 19. a b 20. a b C 
C d d C d e 


图 595 








* 24. 设计 一 个 构造 有 向 图 中 欧 拉 回 路 的 算法 。 
25. 设计 一 个 构造 有 向 图 中 欧 拉 通路 的 算法 。 
26. 对 哪些 n 值 来 说 ， 下 列 图 具有 网 拉 回路 ? 

a)K, b) C。 OW, d)Q， 
.27. 对 哪些 n 值 来 说 ,练习 26 中 的 图 具有 欧 拉 通 路 而 没有 欧 拉 回路 ? 
28. 对 哪些 m 和 nn 值 来 说 ， 完 全 二 分 图 开具 有 
a) 欧 拉 回 路 ? b) 欧 拉 通 路 ? 
29. 当 不 重复 任何 部 分 地 画 出 练习 1 一 7 中 的 每 个 图 时 ， 求 出 铅笔 必须 离开 纸 面 的 最 少 次 数 。 
在 练习 30 一 36 中 ， 判 断 所 给 的 图 是 否 具 有 哈密 顿 回 路 。 若 有 哈密 顿 回路 ， 则 求 出 这 样 一 条 回路 。 若 
没有 哈密 顿 回路 ， 则 论证 为 什么 不 存在 这 样 的 回路 。 
d 


30. 31. 4 b 


a 

| | Wa . 
b e d 

4 33. a b 
a 


Oo 


32. 


= 


C 
b 
e 
34. 4 


[4 


37. 练习 30 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
38. 练习 31 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
39. 练习 32 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
40. 练习 33 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
* 41. 练习 34 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
42. 练习 35 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 


43. 


44. 
45. 
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练习 36 中 的 图 有 哈密 顿 通路 吗 ? 如 果 有 ， 找 到 它 。 如 果 没 有 ， 给 出 理 


由 证 明 不 存在 这 样 的 通路 。 
对 哪些 n 值 来 说 ,练习 26 中 的 图 具有 哈密 顿 回路 ? 
对 哪些 m 和 值 来 说 ,完全 二 分 图 ,具有 了 哈密 顿 回路 ? e 八 b 


x 46. 证 明 : 右 图 所 示 的 彼得 森 图 没有 哈密 顿 回路 ,但 是 通过 删除 一 个 顶点 ee 
和 所 有 与 关联 的 边 ， 得 到 的 子 图 却 有 哈密 顿 回路 。 /KAN 
47. 对 于 下 列 各 图 确定 : (让 能 否 用 狄 拉 克 定理 来 证 明 这 个 图 有 哈密 顿 回 > 


48. 


* 49. 


a 


路 ; 〈 这 能 和 否 用 欧 尔 定理 来 证 明 这 个 图 有 哈密 顿 回 路 ; (iii) 这 个 图 是 否 
有 了 哈密 顿 回路 。 


d c 
; | | 疾 TE 
能 否 找到 一 个 带 有 个 顶点 的 简单 图 (n 宇 3)， 这 个 图 没有 哈密 顿 回路 ,但 是 这 个 图 中 每 个 顶点 的 度 
至 少 是 (n 一 1)/2? 
证 明 : 当 m 是 正 整数 时 ， 存 在 n 阶 格雷 码 ， 或 者 等 价 地 证 明 ; nn 二 1 的 nn 立方 体 Q, 总 是 具有 哈密 顿 回 


路 。[ 提 示 : 用 数学 归纳 法 。 证 明 如 何 从 n 一 1 阶 格雷 码 产 生 n 阶 格雷 码 。] 
构造 欧 拉 回路 的 Fleury 算法 发 表 于 1883 年 。 该 算法 是 从 连通 多 重 图 的 任意 一 个 顶点 开始 ， 连 续 地 选 


择 边 来 形成 一 条 回路 。 一 旦 选择 了 一 条 边 ， 就 删除 这 条 边 。 连 续 地 选择 边 ， 使 得 每 条 边 从 上 一 条 边 结束 
的 地 方 开 始 ， 而 且 使 得 这 条 边 不 是 一 条 割 边 ， 除 非 别 无 选择 。 
50. 用 Fleury 算法 找 出 在 图 5 中 图 G 的 欧 拉 回路 。 


共用 了 
关 关 /三 2。 
3 
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用 伪 代码 表达 Fleury 算法 。 

证 明 ，Fleury 算法 总 是 产生 一 条 欧 拉 回 路 。 

给 出 Fleury 算法 的 变种 以 产生 欧 拉 通路 。 

一 个 诊断 消息 可 以 在 计算 机 网 络 上 发 出 ， 以 便 在 所 有 链 路 和 所 有 设备 

上 执行 测试 。 为 了 测试 所 有 的 链 路 ， 应 当 使 用 什么 类 型 的 通路 ? 为 了 

测试 所 有 的 设备 呢 ? 

证 明 : 带 有 奇数 个 顶点 的 二 分 图 没有 哈密 顿 回路 。 

在 国际 象棋 中 马 是 这 样 一 种 棋子 ， 它 的 移动 可 以 是 水 平 两 格 加 垂直 一 
， 或 者 是 水 平一 格 加 垂直 两 格 。 即 在 (z，y) 格 子 的 马 可 以 移动 到 8 个 格 
(z 士 2，y 士 1)、(z 士 1，y 士 2) 中 的 任何 一 个 ， 只 要 这 些 格子 是 在 棋盘 
， 如 右 图 所 示 。 

马 的 周游 是 马 的 合法 移动 的 序列 ， 马 在 某 个 格子 上 开始 且 访 问 每 个 格子 恰好 一 次 。 若 存在 一 种 合法 
动 ， 让 马 从 周游 的 最 后 一 个 格子 回 到 周游 开始 的 地 方 ， 则 马 的 周游 称 为 重 返 的 。 可 以 用 图 为 马 的 周游 
模 ， 其 中 棋盘 上 每 个 格子 都 用 一 个 顶点 来 表示 ， 若 马 可 以 在 两 个 顶点 所 表示 的 格子 之 间 合 法 地 移动 ， 
用 一 条 边 连接 这 两 个 顶点 。 

画 出 表示 马 在 3X3 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 。 

画 出 表示 马 在 3X4 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 。 

a) 证 明 : 求 马 在 mXn 棋盘 上 的 周游 等 价 于 求 表示 马 在 该 棋盘 上 合法 移动 的 图 的 哈密 顿 通路 。 
b) 证 明 : 求 马 在 mXn 棋盘 上 的 重 返 的 周游 等 价 于 求 所 对 应 的 图 上 的 哈密 顿 回路 。 

. 证 明 : 存在 马 在 3X4 棋盘 上 的 周游 。 

. 证 明 : 不 存在 马 在 3X3 棋盘 上 的 周游 。 

. 证 明 : 不 存在 马 在 4X4 棋盘 上 的 周游 。 





62. 


63, 
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* 66. 


图 597 





证 明 : 当 m 和 nn 都 是 正 整 数 时 ， 表 示 马 在 mXn 棋盘 上 的 合法 移动 的 图 是 二 分 图 。 

证 明 : 当 m 和 nn 都 是 奇数 时 ,不 存在 马 在 mXn 棋盘 上 的 重 返 的 周游 。[ 提 示 ; 利用 练习 55、 练 习 

58b 和 练习 62。] 

证 明 : 存在 马 在 8X8 棋盘 上 的 周游 。[ 提 示 : 你 可 以 用 沃 恩 斯 道夫 于 1823 年 发 明 的 下 列 方法 来 构造 

马 的 周游 。 从 任意 格子 开始 ， 然 后 总 是 移动 到 与 最 少数 目的 没有 用 过 的 格子 连接 的 一 个 格子 上 。 虽 

然 这 个 方法 不 能 总 是 产生 马 的 周游 ， 但 是 它 确实 很 有 效 。] 

本 练习 粗略 介绍 欧 尔 定理 的 证 明 。 假 设 G 是 带 有 个 顶点 的 简单 图 ，n 宇 3， 并 且 当 和 yy 是 G 中 不 

相 邻 的 顶点 时 ，deg(z) 十 deg(y) 之 2。 欧 尔 定理 称 在 这 些 条 件 下 ，G 有 哈密 顿 回路 。 

a) 证 明 : 如 果 G 没 有 哈密 顿 回 路 ， 则 存在 另 一 个 带 有 与 G 相同 顶点 的 图 互 ， 可 以 这 样 来 构造 五: 加 
入 边 到 G 使 得 加 入 一 条 边 就 产生 互 中 的 哈密 顿 回 路 。[ 提 示 : 依次 在 G 的 每 个 顶点 加 入 不 产生 哈 
密 顿 回 路 的 尽 可 能 多 的 边 。] 

b) 证 明 : 在 互 中 存在 哈密 顿 通 路 。 

c) 设 由，wmw，…， 荔 是 互 中 的 哈密 顿 通路 。 证 明 : deg(w) 十 deg(vw) 宇 n 并 且 至 多 存在 deg (wi) 个 顶 
点 不 与 ww 相 邻 (包括 vw 在 内 ) 。 

d) 设 S 是 与 哈密 顿 通路 上 与 w 相 邻 的 每 个 顶点 前 面 的 顶点 的 集合 。 证 明 S 包含 deg(m ) 个 顶点 并 且 


wns. 

e) 证 明 : S 包含 与 v, 相 邻 的 顶点 vi。 这 蕴含 着 存在 连接 vw 与 w+ 和 也 与 ww 的 边 。 

人 证明 : e) 蕴 含 着 Di Ves sy Vel Veg Un Vn-ly "9 Vt+1is Vl 是 G 中 的 哈密 顿 回路 。 从 这 个 矛 
盾 得 出 欧 尔 定理 成 立 。 


证 明 : 求 所 有 顶点 的 度 都 为 偶数 的 连通 图 的 欧 拉 回路 的 算法 1 的 最 坏 情形 计算 复杂 度 是 O(m)， 其 中 
m 是 G 中 的 边 数 。 


10.6 最 短 通 路 问题 
10. 6. 1 引言 


许多 问题 可 以 用 边 上 赋 权 的 图 来 建 模 。 作 为 说 明 ， 考 虑 航线 系统 如 何 建 模 。 如 果 用 顶点 表 


示 城 市 ， 用 边 表 示 航 班 ， 就 可 以 得 到 基本 的 图 模型 。 给 边 赋 上 城市 之 间 的 距离 ， 就 可 以 为 涉及 


ums Bd 
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朱 理 乌 斯 ， 彼得 ， 克 里 西 安 ， 彼 得 森 (Julius Peter Christian Petersen，1839 一 
1910) 彼得 森 出 生 在 丹麦 的 索 镇 。 他 的 父亲 是 一 名 染 匠 。1854 年 ， 他 的 父母 再 也 负 
担 不 起 他 的 学 费 ， 于 是 让 他 到 叔叔 的 杂货 店 当 学 徒 。 他 叔叔 死 的 时 候 给 彼得 森 留 下 足 
够 的 钱 让 他 重新 回 到 学 校 。 毕 业 后 ， 他 在 哥本哈根 理工 学 院 开 始 学 习 工 程 学 ， 随 后 决 
定 专 攻 数 学 。1858 年 ， 他 出 版 了 第 一 本 书 ， 一 本 关于 对 数 的 教科 书 。 当 继承 的 遗产 用 
完 之 后 ， 彼 得 森 不 得 不 靠 教书 来 谋生 。1859 年 到 1871 年 间 ， 彼 得 森 在 哥本哈根 的 一 
所 私立 贵族 高 中 教书 。 他 一 边 教书 一 边 继续 他 的 学 业 ， 并 于 1862 年 进入 哥本哈根 大 


。 同 年 ， 他 与 劳 拉 。 伯 特 森 结婚 。 他 们 育 有 3 个 孩子 ， 两 男 一 女 。 


1866 年 ， 彼 得 森 从 哥本哈根 大 学 获得 数学 学 位 ， 并 于 1871 年 从 该 校 最 终 获得 博士 学 位 。 得 到 博士 


学 位 后 ， 他 在 理工 与 军事 学 院 任教 。1887 年 他 被 任命 为 哥本哈根 大 学 的 教授 。 在 丹麦 ， 彼 得 森 因 著 有 大 
量 的 高 中 和 大 学 教科 书 而 知名 。 其 中 《解决 几何 构造 问题 的 方法 和 理论 》(Methods and Theories for the 
Solution of Problems of Geometrical Construction) 被 译 成 8 种 语言 ， 英 文 版 最 近 的 一 次 重印 是 在 1960 年 ， 
而 法 文 版 最 近 的 一 次 重印 是 在 1990 年 ， 距 离 初版 已 经 超过 了 一 个 世纪 。 


彼得 森 的 研究 领域 很 广泛 ， 包 括 代 数学 、 分 析 学 、 密 码 学 、 几 何 学 、 力 学 、 数 理 经 济 学 以 及 数论 。 他 


对 图 论 的 贡献 ， 包 括 有 关 正 则 图 的 结果 ， 最 为 著名 。 他 以 论述 的 清晰 性 、 解 决 问题 的 技巧 性 和 独创 性 、 讲 
话 的 幽默 感 、 充 沛 的 精力 以 及 擅长 教学 而 闻名 。 彼 得 森 不 愿意 读 其 他 数学 家 的 著作 。 所 以 ， 他 经 常 证 明 一 
些 已 经 被 别人 证 明 过 的 结果 而 常常 陷于 乾 炊 之 中 。 不 过 ， 他 却 无 法 忍受 其 他 的 数学 家 不 读 他 的 作品 。 


安 


彼得 森 去 世 的 消息 曾 刊登 在 哥本哈根 报纸 的 头 版 。 当 时 一 家 报纸 把 他 人 誉 为 科学 界 的 汉 斯 。 克 里 西 
* 安徒生 一 一 在 学 术 世 界 里 做 出 巨大 贡献 的 人 民 之 子 。 
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距离 的 问题 建 模 ; 给 边 赋 上 飞行 时 间 ， 就 可 以 为 涉及 飞行 时 间 的 问题 建 模 ; 给 边 赋 上 票 价 ， 就 
可 以 为 涉及 票 价 的 问题 建 模 。 图 1 显示 了 给 一 个 图 的 边 赋 权 的 三 种 不 同方 式 ， 分 别 表示 距离 、 
飞行 时 间 和 票 价 。 





1 为 航线 系统 建 模 的 加 权 图 


给 每 条 边 赋 上 一 个 数 的 图 称 为 加 权 图 。 加 权 图 用 来 为 计算 机 网 络 建 模 。 通 信 成 本 (比如 租 
用 电话 线 的 月 租 费 )、 计 算 机 在 这 些 线路 上 的 响应 时 间或 计算 机 之 间 的 距离 等 都 可 以 用 加 权 图 
来 研究 。 图 2 显示 三 个 加 权 图 ， 它 们 表示 给 计算 机 网 络 图 的 边 赋 权 的 三 种 方式 ， 分别 对 应 于 距 
离 、 响 应 时 间 和 成 本 。 

与 加 权 图 有 关 的 几 种 类 型 的 问题 经 常 出 现 。 确 定 网 络 中 两 个 顶点 之 间 长 度 最 短 的 通路 
就 是 一 个 这 样 的 问题 。 说 得 更 具体 些 ， 设 加 权 图 中 一 条 通路 的 长 度 是 这 条 通路 上 各 条 边 的 
权 的 总 和 。 (读者 应 当 注 意 ， 对 术语 长 度 的 这 种 用 法 ， 与 表示 不 加 权 的 图 的 通路 中 边 数 的 
长 度 的 用 法 是 不 同 的 .问题 是 : 什么 是 最 短 通路 ， 即 什么 是 在 两 个 给 定 顶 点 之 间 长 度 最 短 
的 通路 ? 例如 ， 在 图 1 所 示 加 权 图 表示 的 航线 系统 中 ， 在 波士顿 与 洛杉矶 之 间 以 空中 距离 
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计算 的 最 短 通路 是 什么 ? 在 波士顿 与 洛杉矶 之 间 什 么 样 的 航班 组 合 的 总 飞行 时 间 ( 即 在 空 
中 的 总 时 间 ， 不 包括 航班 之 间 的 时 间 ) 最 短 ? 在 这 两 个 城市 之 间 的 最 低 费 用 是 多 少 ? 在 
图 2 所 示 的 计算 机 网 络 中 ， 连 接 旧 金山 的 计算 机 与 纽约 的 计算 机 所 需要 的 最 便宜 的 一 组 电 
话 线 是 什么 ? 哪 一 组 电话 线 给 出 旧金山 与 纽约 之 间 通 信 的 最 快 响应 时 间 ? 哪 一 组 电话 线 有 
最 短 的 总 距离 ? 

距离 波士顿 





达拉斯 


响应 时 间 波士顿 





达拉斯 


月 租 费 
波士顿 





达拉斯 
图 2 为 计算 机 网 络 建 模 的 加 权 图 


与 加 权 图 有 关 的 另外 一 个 重要 问题 是 : 求 访问 完全 图 每 个 顶点 恰好 一 次 的 、 总 长 度 最 短 的 
回路 。 这 就 是 著名 的 旅行 商 问 题 ， 它 求 一 位 推销 员 应 当 以 什么 样 的 顺序 来 访问 其 路 程 上 的 每 个 
城市 恰好 一 次 ,使 得 他 旅行 的 总 距离 最 短 。 本 节 后 面 将 讨论 旅行 商 问题 。 


10. 6.2 最 短 通 路 算法 

求 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 有 多 个 不 同 的 算法 。 下 面 将 给 出 荷兰 数学 家 下 .迪克 ,, 
斯 特 拉 (Edsger Dijkstra) 在 1959 年 所 发 现 的 一 个 解决 无 向 加 权 图 中 最 短 通路 问题 的 算法 ， 其 中 
所 有 的 权 都 是 正 数 。 可 以 很 容易 地 将 它 修 改 来 解决 有 向 图 里 的 最 短 通路 问题 。 

在 给 出 这 个 算法 的 形式 化 表示 之 前 ， 先 给 出 一 个 启发 性 的 例子 。 


区 


600 第 10 章 








例 1 在 图 3 所 示 的 加 权 图 里 ，a 和 > 之 间 最 短 通路 的 长 度 是 多 少 ? 

解 虽然 通过 观察 可 以 很 容易 求 出 最 短 通路 ， 但 是 需 
要 一 些 有 助 于 理解 迪克 斯 特 拉 算 法 (Dijkstra7s algorithm) 的 
办 法 。 解 决 这 个 问题 的 方法 是 : 求 出 从 a 到 各 个 后 继 顶 点 
的 最 短 通路 ， 直 到 到 达 < 为 止 。 

从 a 开始 ， 不 包含 除 a 之 外 的 顶点 的 唯一 通路 是 增加 一 
条 以 a 为 端点 的 边 。 这 些 通路 仅 有 一 条 边 ， 它 们 是 长 度 分 
别 为 4 和 2 的 a,5 和 a，d。 所 以 4 是 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 
从 a 到 4 的 最 短 通 路 的 长 度 是 2。 图 3 一 个 加 权 的 简单 图 

可 以 通过 查看 所 有 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d} 中 的 顶点 的 最 短 通路 ， 找 到 第 二 个 最 近 的 顶 
点 ， 接 着 的 边 以 {a，d} 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 另 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 到 。b 的 最 短 通路 仍然 
是 a，65， 长 度 为 4， 而 到 e 的 最 短 通 路 是 a，d，e， 长 度 为 5。 所 以 ,下 一 个 与 a 最 靠近 的 顶点 
是 5， 从 a 到。 的 最 短 通 路 的 长 度 是 4。 

为 了 找 出 第 三 个 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 只 需要 检查 那些 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d，0b} 中 的 顶 
点 的 最 短 通路 ， 接 着 的 边 以 {a，d,，5}) 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 男 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 有 3 
条 这 样 的 通路 : 长 度 为 7 到 < 的 通路 ， 即 a, 5，，c; 长 度 为 7 到 的 通路 ， 即 a, 5，e; 以 及 长 
度 为 5 到 e 的 通路 ， 即 a，d，e。 因 为 最 短 的 通路 是 a，d，e， 所 以 。 是 第 三 个 与 a 最 靠近 的 项 
点 ， 而 且 从 a 到 e 的 最 短 通路 的 长 度 为 5。 

为 了 找 出 第 四 个 与 a 最 靠近 的 项 点， 只 需要 检查 那些 以 a 为 起 点 到 集合 {a，d，5，e}) 中 的 
顶点 的 最 短 通 路 ， 接 着 的 边 以 {a，d，b，e} 中 的 一 个 顶点 为 端点 ， 另 一 个 顶点 不 在 该 集合 中 。 
有 2 条 这 样 的 通路 : 长 度 为 7 到 < 的 通路 ， 即 a, 656,，c; 以 及 长 度 为 6 到 xz 的 通路 ， 即 a,，d， e， 
之 。 因为 相对 短 的 通路 是 a， d, e, z, 所 以 z 是 第 四 个 与 a 最 靠近 的 顶点 ， 而 且 从 a 到 xz 的 最 
短 通 路 的 长 度 为 6。 本 

例 1 说 明了 在 迪克 斯 特 拉 算 法 中 使 用 的 一 般 原 理 。 注 意 通过 检查 每 条 从 到 >z 的 通路 就 可 
以 求 出 从 a 到 = 的 最 短 通路 。 不 过 ， 无 论 对 人 还 是 对 计算 机 来 说 ， 这 种 方法 对 于 边 数 很 多 的 图 
都 是 不 切实 际 的 。 

现在 将 考虑 一 般 问题 : 在 无 向 连通 简单 加 权 图 中 ， 求 出 a 与 z 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 迪 
克 斯 特 拉 算 法 如 下 进行 : 求 出 从 a 到 第 一 个 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 ， 从 a 到 第 二 个 顶点 的 最 短 
通路 的 长 度 ， 以 此 类 推 ， 直 到 求 出 从 < 到 z 的 最 短 通路 的 长 度 为 止 。 还 有 一 个 便利 之 处 是 ， 很 
容易 扩展 这 个 算法 ， 求 出 从 a 到 不 只 是 z 的 所 有 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 。 

这 个 算法 依赖 于 一 系列 的 迭代 。 通 过 在 每 次 迭代 中 添加 一 个 顶点 来 构造 特殊 顶点 的 集合 。 
在 每 次 迭代 中 完成 一 个 标记 过 程 。 在 这 个 标记 过 程 中 ， 用 只 包含 特殊 顶点 集合 中 的 顶点 的 从 a 


uns) 





爱 德 思 葛 。 韦伯 。 迪克 斯 特 拉 (Edsger Wybe Dijkstra，1930 一 2002) ”迪克 斯 特 拉 
出 生 在 荷兰 。20 世纪 50 年 代 初 期 ， 当 他 在 雷 登 大 学 学 习 理论 物理 时 ， 他 就 开始 编写 
计算 机 程序 。1952 年 ， 当 他 意识 到 自己 对 程序 设计 比 对 物理 学 更 感 兴趣 时 ， 他 迅速 地 
完成 了 对 物理 学 课程 的 学 习 ， 转 而 开始 了 程序 员 生 涯 ， 尽 管 当 时 程序 设计 还 没有 被 认 
为 是 一 种 职业 。(1957 年 ， 阿 姆 斯 特 丹 当局 拒绝 接受 他 在 结婚 证 上 的 工作 一 栏 里 把 “ 程 
\ 序 设计 ”作为 职业 。 无 奈 之 下 ， 他 只 好 改 成 了 “理论 物理 学 家 ”.) 
迪克 斯 特 拉 一 直 是 把 程序 设计 作为 一 个 科学 学 科 的 最 有 力 的 倡导 者 之 一 。 他 在 下 
述 领域 做 出 了 奠基 性 的 贡献 : 操作 系统 ， 其 中 包括 死 锁 避免 ; 程序 设计 语言 ， 其 中 包括 结构 化 程序 设计 
的 概念 ; 以 及 算法 。1972 年 迪克 斯 特 拉 获 得 了 计算 机 学 会 颁发 的 图 灵 奖 ， 这 是 计算 机 科学 里 最 具 影 响 力 
的 奖项 之 一 。1973 年 迪克 斯 特 拉 ， 成 为 伯劳 福 斯 研究 员 ，1984 年 他 被 任命 为 得 克 萨 斯 大 学 奥 斯 丁 分 校 的 
计算 机 科学 教授 。 
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到 ww 的 最 短 通路 的 长 度 来 标记 名 。 添 加 到 特殊 顶点 集合 中 的 顶点 是 尚 在 集合 之 外 的 那些 顶点 中 
带 有 最 小 标记 的 顶点 。 

现在 给 出 迪克 斯 特 拉 算 法 的 细节 。 它 首先 用 0 标记 a 而 用 ce 标记 其 余 的 顶点 。 用 记号 
Lo(a) 二 0 和 工 o(z) 一 ce 表示 在 没有 发 生 任 何 迁 代 之 前 的 这 些 标记 (下 标 0 表示 “第 0 次 ”和 欠 代 ) 。 
这 些 标记 是 从 a 到 这 些 顶 点 的 最 短 通路 的 长 度 ， 其 中 这 些 通路 只 包含 顶点 a。( 因 为 不 存在 从 a 
到 其 他 顶点 的 这 种 通路 ， 所 以 co 是 a 与 这 样 的 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。) 

迪克 斯 特 拉 算 法 是 通过 形成 特殊 顶点 的 集合 来 进行 的 。 设 S 表示 在 标记 过 程 & 次 迭代 之 
后 的 特殊 顶点 集 。 首 先 令 5, 二名。 集合 S; 是 通过 把 不 属于 S,_1 的 带 最 小 标记 的 顶点 x 添加 到 
S;-! 里 形成 的 。 

一 旦 把 w 添 加 到 SS 中 ， 就 更 新 所 有 不 属于 S, 的 顶点 的 标记 ， 使 得 顶点 v 在 第 个 阶段 的 
标记 Li( 是 只 包含 S 中 顶点 ( 即 已 有 的 特殊 顶点 再 加 上 xz) 的 从 a 到 wv 的 最 短 通路 的 长 度 。 注 
意 ， 在 每 一 步 中 选择 添加 到 S; 中 的 顶点 zx， 都 是 一 个 最 优选 择 ， 使 之 成 为 贪 焚 算 法 (我 们 将 简 
要 证 明 这 个 贪 焚 算 法 总 是 得 到 最 优 解 ) 。 

设 v 是 不 属于 Si 的 一 个 顶点 。 更 新 v 的 标记 ， 注 意 Li(wv) 是 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 wv 的 
最 短 通路 的 长 度 。 当 利用 下 面 的 观察 结果 时 ， 就 可 以 有 效 地 完成 这 个 更 新 : 只 包含 S; 中 顶点 
的 从 a 到 的 最 短 通路 ， 要 么 是 只 包含 S -中 顶点 ( 即 不 包括 x 在 内 的 特殊 顶点 ) 的 从 “< 到 的 
最 短 通路 ， 要 么 是 在 第 & 一 1 阶段 加 上 边 (x， 了 的 从 ea 到 zx 的 最 短 通路 。 换 名 话说， 

Li(ayv) = min{ 工 (ayzp) ,Li (Cayz) + wlu,v)} 
其 中 ，w(x， 切 是 以 zx 和 为 端点 的 边 的 长 度 。 这 个 过 程 这样 和 迭代 : 依次 添加 顶点 到 特殊 顶点 
集中 ， 直 到 添加 z 为 止 。 当 把 z 添加 到 特殊 顶点 集中 时 ， 它 的 标记 就 是 从 a 到 z 的 最 短 通路 的 
长 度 。 | 

算法 1 是 迪克 斯 特 拉 算 法 。 随 后 将 证 明 这 个 算法 的 正确 性 。 注 意 ， 当 继续 这 个 过 程 直到 ve。 六 
所 有 顶点 都 加 入 到 特殊 顶点 集中 时 ， 就 可 以 求 出 从 a 到 图 中 所 有 其 他 顶点 的 最 短 通路 的 
长 度 。 


算法 1 迪克 斯 特 拉 算 法 
procedure Dijkstra(G: 所 有 权 都 为 正 数 的 带 权 连 通 简单 图 ) 








{G 带 有 顶点 一 m， W，…， 功 一 xz 和 权 rw(vw;， vj)， 其 中 若 {w， vw} 不 是 G 的 边 ， 则 ww， v)=00} 
for zi :一 ] ton 

L(v;) :一 co 
工 (a) :一 0 
S :一 好 

{ 现 在 初始 化 标记 ， 使 得 a 的 标记 为 0 而 所 有 其 余 标记 为 cc ，S 是 空 集合 } 

while zE S 

& :二 a 不 属于 S 的 L(w) 最 小 的 一 个 顶点 

S:=SU {wu} 

for 所 有 不 属于 S 的 顶点 v 


if L(w) +wlu, v=<L(wv)then L(v) :=L(W) i+ wu, v) 
{这 样 就 给 S 中 添加 带 最 小 标记 的 顶点 ， 并 且 更 新 不 在 S 中 的 顶点 的 标记 } 


return L(z){L(z) 二 从 a 到 z 的 最 短 通路 的 长 度 } 
| ED EE 二 


例 2 说 明了 迪克 斯 特 拉 算 法 是 如 何 工 作 的 。 随 后 我 们 将 证 明 这 个 算法 总 是 产生 加 权 图 中 两 
个 顶点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

例 2 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 图 4a 所 示 的 加 权 图 中 顶点 4 与 z 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

解 图 4 显示 了 迪克 斯 特 拉 算 法 求 a 与 z 之 间 最 短 通路 所 用 的 步骤 。 在 算法 的 每 次 迭代 
中 ， 用 圆圈 圈 起 集合 S; 中 的 顶点 。 每 次 迭代 都 只 标明 从 a 到 S; 中 的 每 个 顶点 的 最 短 通 路 。 当 
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圆圈 圈 到 x 时 ,算法 终止 。 找 到 从 a 到 z 的 最 短 通 路 是 a,c,，6b，d，e，z， 长 度 为 13。 4 


评注 ”在 执行 迪克 斯 特 拉 算 法 时 ， 为 了 更 便于 在 每 步 跟踪 顶点 的 标记 ， 有 时 可 以 用 一 
个 表 来 代替 ， 而 不 再 对 每 步 都 重新 画 出 这 个 图 。 


b 3(ac) d 10l(a,c) 


O20 ©!10(,c,b,d) O20) © 10(,c,b,d) 


人 g) 





图 4 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 从 a 到 z 的 最 短 通路 。 ~ 


下 一 步 ， 用 归纳 论证 来 证 明 迪 克 斯 特 拉 算法 产生 无 向 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 4 与 z 之 间 最 
短 通路 的 长 度 。 用 下 列 断 言 作 为 归纳 假设 : 在 第 & 次 迭代 

(DS 中 的 顶点 v(v 关 0) 的 标记 是 从 a 到 这 个 顶点 的 最 短 通路 的 长 度 。 

(ii 不 在 S 中 的 顶点 的 标记 是 (这 个 顶点 自身 除外 ) 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 这 个 顶点 的 最 
短 通路 的 长 度 。 

当 &=0 时 ， 在 没有 执行 任何 迭代 之 前 ，S= 蕊 ， 所 以 从 < 到 除 a 外 的 顶点 的 最 短 通路 的 长 
度 是 ce 。 所 以 基础 步骤 成 立 。 

假设 对 于 第 & 次 迭代 ， 归 纳 假 设 成 立 。 设 "是 在 第 & 十 1 次 迭代 时 添加 到 S 中 的 顶点 ， 则 v 
是 在 第 次 迭代 结束 时 带 最 小 标记 的 不 在 S 中 的 顶点 ( 若 有 最 小 标记 相同 的 顶点 ， 可 以 采用 带 
最 小 标记 的 任意 顶点 ) 。 

根据 归纳 假设 ， 可 以 看 出 在 第 & 十 1 次 迭代 之 前 ，S 中 的 顶点 都 用 从 a 出 发 的 最 短 通路 的 
长 度 来 标记 。 而 且 ，wv 也 一 定 是 用 从 a 到 的 最 短 通路 的 长 度 来 标记 。 假 如 情况 不 是 这 样 ， 那 
么 在 第 次 迭代 结束 时 ， 就 可 能 存在 包含 不 在 S 中 的 顶点 长 度 小 于 L,(v) 的 通路 (因为 Li(v) 是 
在 第 次 迭代 后 ， 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 wv 的 最 短 通路 的 长 度 ) 。 设 “是 在 这 样 的 通路 中 不 
属于 S 的 第 一 个 顶点 。 则 存在 一 条 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 的 长 度 小 于 工 x(z) 的 通路 。 这 与 
v 的 选择 相 了 矛盾。 因此 ， 在 第 十 1 次 迭代 结束 时 他 成 立 。 

设 “ 是 在 第 & 十 1 次 迭代 后 不 属于 'S 的 一 个 顶点 。 只 包含 S 中 顶点 的 从 a 到 w 的 最 短 通路 


图 603 





要 么 包含 v 要 么 不 包含 w。 若 它 不 包含 w， 则 根据 归纳 假设 ， 它 的 长 度 是 Li(z) 。 若 它 确 实 包含 
v， 则 它 必然 是 这 样 组 成 的 : 一 条 只 包含 S 中 除 v 之 外 的 顶点 的 从 < 到 wv 的 最 短 长 度 的 通路 ， 
后 面 接着 从 v 到 ww 的 边 。 这 时 ， 它 的 长 度 是 L,(v) 十 w(v，u)。 这 样 就 证 明了 (让 为 真 ， 因 为 
Liri(Wu) =min(Li Cu), Li(v)+rw(v, u)}, 

下 面 描述 已 经 证 明了 的 定理 。 

迪克 斯 特 拉 算 法 求 出 连通 简单 无 向 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

现在 可 以 估计 迪克 斯 特 拉 算法 的 计算 复杂 度 ( 就 加 法 和 比较 而 言 ) 。 这 个 算法 使 用 的 迭代 
次 数 不 超 过 ?一 1 次 ， 其 中 是 图 中 顶点 的 个 数 ， 因 为 在 每 次 迭代 时 添加 一 个 顶点 到 特殊 顶点 
集中 。 若 可 以 估计 每 次 迭代 所 使 用 的 运算 次 数 ， 则 大 功 告 成 。 可 以 用 不 超过 nn 一 1 次 比较 来 
找 出 不 在 S 中 的 带 最 小 标记 的 顶点 。 于 是 我 们 使 用 一 次 加 法 和 一 次 比较 来 更 新 不 在 S 中 的 
每 个 顶点 的 标记 ， 所 以 每 次 迭代 的 运算 不 超过 2(n 一 1) 次 ， 因 为 每 次 迭代 要 更 新 的 标记 不 超 
过 ?一 1 个 。 因 为 迭代 次 数 不 超 过 n 一 1 次 ， 每 次 迭代 的 运算 次 数 不 超 过 2(n 一 1) 次 ， 所 以 有 





迪克 斯 特 拉 算 法 使 用 OC ) 次 运算 (加 法 和 比较 ) 求 出 含有 元 个 顶点 的 连通 简单 无 
向 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 


10.6.3 旅行 商 问题 
现在 讨论 与 加 权 图 有 关 的 一 个 重要 问题 。 考 虑 下 面 的 问题 : 一 位 旅行 商 想 要 访问 对 个 城市 ,», 辣 

中 每 个 城市 恰好 一 次 ， 并 返回 到 出 发 点 。 例 如 ， 假 定 这 个 旅行 商 想 要 访问 底特律 、 托 莱 多 、 萨 

吉 诺 、 大 急流 域 以 及 卡拉 玛 祖 ( 见 图 5)。 他 应 当 以 什么 顺序 访问 这 些 城 市 以 便 旅行 总 距离 最 

短 ? 为 了 解决 这 个 问题 ， 可 以 假定 旅行 商 从 底特律 出 发 (因为 这 个 城市 必须 是 回路 的 一 部 分 )， 

并 且 检 查 他 访问 其 余 4 个 城市 然后 返回 底特律 的 所 有 可 能 方式 (从 别处 出 发 将 产生 相同 的 回 

路 ) 。 这 样 的 回路 总 共有 24 条 ,但 是 因为 往返 路 程 距离 相同 ， 所 以 在 求 最 短 总 距离 时 ， 只 需要 

考虑 12 条 不 同 的 回路 即 可 。 列 出 这 12 条 不 同 回路 和 每 条 回路 旅行 的 最 短 总 距离 。 从 下 表 可 以 
看 出 ,使 用 回路 底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 格 - 大 急流 域 - 萨 吉 诺 ( 或 该 回路 的 逆 )， 对 应 458 英里 

的 最 短 总 距离 。 





图 5 显示 5 个 城市 间距 离 的 图 


上 面 描述 了 旅行 商 问题 的 一 个 实例 。 旅 行商 问题 求 加 权 完 全 无 向 图 中 访问 每 个 顶点 恰好 一 
次 并 且 返 回 出 发 点 的 总 权 值 最 小 的 回路 。 这 等 价 于 求 完全 图 中 总 权 值 最 小 的 哈密 顿 回路 ， 因 为 
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在 回路 中 访问 每 个 顶点 恰好 一 次 。 





总 距离 (英里 ) 
















底特律 - 托 菜 多 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 
底特律 - 托 菜 多 -大 急流 域 -卡拉 玛 祖 - 萨 吉 诺 -底特律 
底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 萨 吉 诺 -大 急流 域 -底特律 
底特律 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 大 急流 域 - 萨 吉 诺 -底特律 
底特律 - 托 莱 多 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 大 急流 域 -底特律 
底特律 - 托 菜 多 - 萨 吉 诺 -大 急流 域 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 
底特律 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -大 急流 域 -卡拉 玛 祖 -底特律 
底特律 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 大 急流 域 -底特律 
底特律 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 托 莱 多 -大 急流 域 -底特律 
底特律 - 萨 吉 诺 - 大 急流 域 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 
底特律 -大 急流 域 - 萨 吉 诺 - 托 莱 多 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 
底特律 -大 急流 域 - 托 莱 多 - 萨 吉 诺 -卡拉 玛 祖 - 底 特 律 


588 
458 
540 
504 
598 
576 
682 
646 
670 





求解 旅行 商 问 题 实例 最 直截了当 的 方式 是 检查 所 有 可 能 的 哈密 顿 回路 ， 并 选择 总 权 值 最 小 
的 一 条 回路 。 若 在 图 中 有 7 个 城市 ， 则 为 了 求解 这 个 问题 ， 需 要 检查 多 少 条 回路 ? 一 旦 选 定 了 
出 发 点 ， 需 要 检查 的 不 同 的 哈密 顿 回路 就 有 (n 一 1)! 条 ， 因 为 第 二 个 顶点 有 n 一 1 种 选择 ， 第 
三 个 顶点 有 n 一 2 种 选择 ， 以 此 类 推 。 因 为 可 以 用 相反 顺序 来 经 过 一 条 哈密 顿 回 路 ， 所 以 只 需 
要 检查 (n 一 1)! /2 条 回路 来 求 出 答案 。 注 意 (n 一 1)! /2 增长 得 极 快 。 当 只 有 几 十 个 顶点 时 ， 试 
图 用 这 种 方式 来 解决 旅行 商 问 题 就 是 不 切实 际 的 。 例 如 ， 假 如 有 25 个 顶点 ， 那 么 就 不 得 不 考 
虑 总 共 24! /2( 约 为 3.1X10”) 条 不 同 的 哈密 顿 回路 。 假定 检 查 每 条 哈密 顿 回路 只 花费 1 纳 秒 
(10 习 秒 )， 那 么 就 需要 大 约 1000 万 年 才能 求 出 这 个 图 中 长 度 最 短 的 一 条 哈密 顿 回路 。 

因为 旅行 商 问题 在 实践 和 理论 上 都 具有 重要 意义 ， 所 以 已 经 投入 了 巨大 的 努力 来 设计 解决 
它 的 有 效 算 法 。 不 过 ， 还 没有 已 知 的 解决 这 个 问题 的 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 算法 。 而 
且 ， 假 如 这 种 算法 找到 了 ， 那 么 许多 其 他 难题 (比如 在 第 1 章 里 讨论 过 的 确定 nn 个 变 元 的 命题 
公式 是 否 重 言 式 ) 也 可 以 用 多 项 式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 算法 求解 。 这 个 结果 是 从 NP 完全 性 
理论 得 出 的 (关于 这 个 理论 的 更 多 信息 请 参考 [GaJo79]) 。 

当 有 许多 需要 访问 的 顶点 时 ， 解 决 旅行 商 问题 的 实际 方法 是 使 用 近似 算法 。 近 似 算法 是 这 
样 的 算法 ， 它 们 不 必 产 生 问 题 的 精确 解 ， 取 而 代 之 的 是 保证 产生 接近 精确 解 的 解 。 即 它们 可 能 
产生 带 总 权 数 W' 的 哈密 顿 回 路 ,使 得 WW' 三 <-W， 其 中 W 是 精确 解 的 总 长 度 ， 而 c 是 一 个 
常数 。 例 如 ， 存 在 多 项 式 最 坏 情 形 时间 复 杂 度 算法 使 得 c= 二 3/2。 对 于 一 般 加 权 图 和 每 个 正 实数 
来 说 ， 总 是 产生 最 多 上 倍 于 最 优 解 的 解 的 算法 还 是 未 知 的 。 假 如 这 样 的 算法 存在 ， 那 就 可 能 
证 明 P 了 类 等 于 NP 类， 这 是 关于 算法 复杂 度 的 最 著名 的 开放 问题 (参见 3. 3 节 )。 | 

在 实际 中 ， 已 经 研究 出 这 样 的 算法 ， 它 们 可 以 只 用 几 分 钟 的 计算 机 时 间 ， 就 可 以 解决 多 达 
1000 个 顶点 的 旅行 商 问题 ， 误 差 在 精确 解 的 2% 之 内 。 关 于 旅行 商 问 题 的 更 多 信息 ， 包 括 历 
史 、 应 用 和 算法 等 ， 见 《离散 数学 的 应 用 》(Applications of Discrete Mathematics)[LMiRo91] 中 关 
于 这 个 主题 的 那 一 章 ， 也 可 以 从 这 本 书 的 网 站 获得 。 


练习 

1. 对 下 列 关 于 地 铁 系统 的 每 个 问题 ， 描 述 一 OT 
a) 在 两 站 之 间 旅 行 所 需要 的 最 短 时 间 是 什么 ? 
b) 从 一 站 到 达 另 外 一 站 所 经 过 的 最 短 距离 是 什么 ? 
ec) 若 把 各 站 之 间 的 票 价 求 和 就 得 出 总 票 价 ， 则 两 站 之 间 的 最 低 票 价 是 什么 ? 





图 605 


在 练习 2 一 4 中 ， 求 给 定 加 权 图 在 a 与 z 之 间 的 最 短 通 路 的 长 度 。 
b 5 d 3. 









k 
. 求 在 练习 2 一 4 的 每 个 加 权 图 中 ， a 与 z 之 间 的 最 短 通路 是 什么 ? 
. 在 练习 3 的 加 权 图 中 ， 求 下 列 成 对 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 


a)a 和 4d b)a 和 ff Oc 和 ff d)0 和 > 


. 在 练习 3 的 加 权 图 中 ， 求 练习 6 的 成 对 顶点 之 间 的 最 短 通路 。 
. 在 图 1 所 示 的 航线 系统 中 ， 求 下 列 每 对 城市 之 间 的 最 短 通 路 (以 英里 表示 ) 。 


a) 纽 约 与 洛杉矶 b) 波 士 顿 与 旧金山 ”迈阿密 与 丹佛 dd) 迈阿密 与 洛杉矶 


. 利用 图 1 所 示 的 飞行 时 间 ， 求 连接 练习 8 中 成 对 城市 之 间 的 总 飞行 时 间 最 短 的 航班 组 合 。 
. 利用 图 1 所 示 的 票 价 ， 求 连接 练习 8 中 成 对 城市 之 间 的 票 价 最 低 的 航班 组 合 。 
. 在 图 2 所 示 的 通信 网络 里 ， 求 下 列 每 对 城市 的 计算 机 中 心 之 间 的 (距离 ) 最 短路 线 。 


a) 波 士 顿 与 洛杉矶 b) 纽 约 与 旧金山 ©) 达 拉 斯 与 旧金山 qd) 丹 佛 与 纽约 


. 利用 在 图 2 给 出 的 响应 时 间 ， 求 在 练习 11 中 成 对 的 计算 机 中 心 之 间 响 应 时 间 最 短 的 路 线 。 

. 利用 在 图 2 给 出 的 租 费 ， 求 在 练习 11 中 成 对 的 计算 机 中 心 之 间 月 租 费 最 便宜 的 路 线 。 

. 解释 把 无 向 图 中 两 个 顶点 之 间 边 数 最 少 的 通路 当做 加 权 图 中 最 短 通 路 来 求解 的 过 程 。 

. 扩展 求 加 权 简 单 连通 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算 法 ， 以 便 求 出 顶点 a 与 图 中 其 余 每 


个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 。 


. 扩展 求 带 权 简 单 连 通 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算 法 ， 以 便 构造 出 在 这 些 顶 点 之 间 的 


最 短 通路 。 


. 在 下 图 中 的 加 权 图 说 明 新 泽 西 的 一 些 主要 道路 。 图 a 说 明 这 些 道路 上 的 城市 之 间 的 距离 ; 图 b 说 明 


通行 费 。 


纽 华 克 





a) b) 
a) 利 用 这 些 道 路 ， 求 在 纽 华 克 与 卡 姆 登 之 间 ， 以 及 在 纽 华 克 与 五 月 角 之 间距 离 最 短 的 路 线 。 
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b) 利 用 给 出 的 道路 图 ， 求 在 本 题 a) 中 成 对 城市 之 间 就 总 通行 费 而 言 最 便宜 的 路 线 。 
18. 若 各 边 的 权 都 是 不 同 的 ， 则 在 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 是 否 唯一 ? 
19. 哪些 应 用 必须 求 出 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 最 长 简单 通路 的 长 度 ? 
20. 什么 是 图 4 的 加 权 图 中 a 与 z 之 间 的 最 长 简单 通路 的 长 度 ? 在 c 与 z 之 间 呢 ? 
Ee| 弗 洛 伊 德 (Floyd) 算 法 ， 如 算法 2 所 示 ， 可 以 用 来 求 出 加 权 连 通 简单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 最 短 通路 
的 长 度 。 不 过 ,不 能 用 这 个 算法 来 构造 最 短 通路 (把 无 穷 权 值 赋 给 任何 一 对 不 被 图 中 的 边 所 连接 
的 顶点 )。 
















算法 2 弗 洛 伊 德 算法 
procedure Floyd(G: 带 权 简单 图 ) 


{G 有 顶点 vi，vz，…，v 和 权 wlv;，wv;)， 其 中 车 (vi，%wj) 不 是 边 ， 则 ww， wv) 二 00} 
fori:=]1 ton 
for ; :一 1 ton 
d(vi, vi) :=w(v;, v;) 


for ; :一 1 ton 
for ; : 王 1 to 7 
for :一 1 ton 
证 d(v;, vi)+d(v, v)<d(v, VU) 
then d(v;, v) :=d(v;, v;)+d(v, v) 
return d(v;，v;){d(v;，v;) 是 在 vi 与 v; 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ，1<i<n, 1<j<<n) 





21. 用 弗 洛 伊 德 算法 求 图 4a 中 加 权 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 距离 。 
* 22. 证 明 : 弗 洛 伊 德 算法 确定 加 权 简 单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 最 短 距离 。 
* 23. 给 出 弗 洛 伊 德 算法 为 了 确定 在 带 有 个 顶点 的 加 权 简 单 图 中 所 有 顶点 对 之 间 的 最 短 距离 而 使 用 的 运 
算 ( 比 较 和 加 法 ) 次 数 的 大 O 估计 。 
* 24. 证 明 : 若 边 有 负 的 权 值 ， 则 迪克 斯 特 拉 算法 或 许 不 能 给 出 正确 答案 。 


25. 通过 求 出 所 有 哈密 顿 回路 的 总 权 值 并 确定 总 权 值 最 小 的 回路 来 解决 下 图 的 旅行 商 问题 。 
a 3 b 
6 


d 人 c 
26. 通过 求 出 所 有 哈密 顿 回 路 的 总 权 值 并 确定 总 权 值 最 小 的 回路 来 解决 下 图 的 旅行 商 问题 。 
a 3 b 





d 
27. 求 访问 下 图 中 每 个 城市 的 机 票 总 价 最 低 的 路 线 ， 其 中 边 上 的 权 值 是 在 这 两 个 城市 之 间 的 航班 所 提供 
的 最 低 票 价 。 
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28. 求 访问 下 图 中 每 个 城市 的 机 票 总 价 最 低 的 路 线 ， 其 中 边 上 的 权 值 是 在 这 两 个 城市 之 间 的 航班 所 提供 
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29. 构造 一 个 加 权 无 向 图 ， 使 得 对 于 访问 某 些 顶 点 超过 一 次 的 回路 来 说 ,访问 每 个 顶点 至 少 一 次 的 回路 
的 总 权 值 是 最 小 的 。[ 提 示 : 存在 有 3 个 顶点 的 例子 。] 

30. 证 明 : 求 访 问 加权 图 每 个 顶点 至 少 一 次 的 总 权 值 最 小 的 回路 问题 ， 可 以 归 约 为 求 访 问 加 权 图 每 个 项 
点 恰好 一 次 的 总 权 值 最 小 的 回路 问题 。 这 样 做 的 方法 是 : 构造 一 个 新 的 加 权 图 ， 它 与 原 图 有 相同 的 
顶点 和 边 ， 但 是 连接 顶点 和 w 的 边 的 权 却 等 于 在 原 图 中 从 w 到 的 通路 的 最 小 总 权 值 数 。 

* 31. 不 含 简单 回路 的 加 权 有 向 图 的 最 长 通路 问题 是 求 图 中 的 一 个 通路 ， 该 通路 中 边 的 权 值 之 和 是 最 大 的 。 
设计 一 个 求解 最 长 通路 的 算法 。[ 提 示 : 首先 找到 图 中 顶点 的 拓扑 排序 。] 


10.7 平面 图 
10. 7. 1 引言 

考虑 把 三 座 房屋 与 三 种 设施 的 每 种 都 连接 起 来 的 问题 ， 如 图 1 所 示 。 是 否 有 可 能 这 样 来 连 图 
接 这 些 房 屋 与 设施 ， 使 得 在 这 样 的 连接 中 不 
发 生 交叉 ? 这 个 问题 可 以 用 完全 二 分 图 天 :3 
来 建 模 。 原 来 的 问题 可 以 重新 叙述 为 : 能 否 
在 平面 中 画 出 -K,,;， 使 得 没有 两 条 边 发 生 
区 区 ? 

本 节 将 研究 能 否 在 平面 中 让 边 不 交叉 地 
画 出 一 个 图 的 问题 。 特 别 是 ， 将 回答 这 个 房 
屋 与 设施 的 问题 。 

图 的 表示 方式 有 许多 种 。 何 时 有 可 能 至 
少 求 出 一 种 方式 以 便 在 平面 中 表示 这 个 图 而 
让 边 没 有 任何 交叉 ? 

ES 若 可 以 在 平面 中 画 出 一 个 图 而 
边 没 有 任何 交叉 (其 中 边 的 交叉 是 表示 边 的 
直线 或 弧 线 在 它们 的 公共 端点 以 外 的 地 方 相 
交 )， 则 这 个 图 是 平面 图 。 这 种 画 法 称 为 这 个 图 的 平面 表示 。 

即使 通常 交叉 地 画 出 了 一 个 图 ， 这 个 图 也 仍然 可 能 是 平面 图 ， 因 为 有 可 能 以 不 同 的 方式 不 
交叉 地 画 出 这 个 图 。 

例 1 K;,( 如 图 2 所 示 ， 有 两 条 边 交叉 ) 是 平面 图 吗 ? 

解 ” K, 是 平面 图 ， 因 为 可 以 不 带 交 叉 地 画 出 它 ， 如 图 3 所 示 。 | 


(nN 


图 2 图 K 图 3 不 带 交 又 的 图 K， 





图 1 三 座 房屋 与 三 种 设施 
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例 2 图 4 所 示 的 Q: 是 平面 图 吗 ? 
解 Q; 是 平面 图 ， 因 为 可 以 画 出 它 而 没有 任何 边 交 叉 ， 如 图 5 所 示 。 


HH 四 


图 4 QQ 图 5 Q; 的 一 种 平面 表示 

可 以 通过 显示 一 种 平面 表示 来 证 明 一 个 图 是 平面 图 。 更 难 的 是 ， 证 明 一 个 图 是 非 平面 图 。 
下 面 给 出 一 个 例子 说 明 如 何以 一 种 特别 的 方法 来 做 到 这 一 点 。 后 面 将 介绍 一 些 可 以 使 用 的 通用 
结论 。 

例 3 图 6 所 示 的 天 :,: 是 平面 图 吗 ? 

解 ”任何 在 平面 中 画 出 K;,; 而 没有 边 交 又 的 尝试 都 注定 是 失败 的 。 现 在 说 明 这 是 为 什么 。 
在 K;,; 的 任何 平面 表示 中 ， 顶 点 vw 和 ww 都 必须 同时 与 w 和 ws 连接 。 这 四 条 边 所 形成 的 封闭 曲 
线 把 平面 分 割 成 两 个 区 域 R; 和 R,， 如 图 7a 所 示 。 顶 点 v 属于 R, 或 R,。 当 Vs 属于 闭 曲 线 的 
内 部 下， 时 ， 在 zw 和 也 之 间 以 及 在 vs 和 vs 之 间 的 边 ， 把 R， 分 割 成 两 个 子 区 域 R, 和 R;,， 如 
7b 所 示 。 


Vi vs Vi V5 
YI yy V3 
Rs RI Ri 
va 72 V4 V2 
v4 vy 


a) 
6 K;,s 图 7 证 明 K;, 是 非 平面 图 


下 一 步 ， 已 经 没有 办 法 不 交叉 地 放置 最 后 一 个 顶点 Uso 因为 若 ‘Us 属于 R， 则 不 能 不 交叉 
地 画 出 ve 和 vs 之 间 的 边 。 车 Us 属于 Rz， 则 不 能 不 交叉 地 画 出 mm 和 vs 之 间 的 边 。 若 vs 属于 
Rz ， 则 不 能 不 交叉 地 画 出 和 六 之 间 的 边 。 

当 m 属于 R, 时 ,可 以 使 用 类 似 的 论证 。 请 读者 来 完成 这 个 论证 ( 见 本 节 练 习 10)。 所 以 
K;,; 是 非 平面 图 。 4 

例 3 解决 了 在 本 节 开 头 所 描述 的 设施 与 房屋 的 问题 。 不 能 在 平面 中 连接 这 三 座 房屋 与 三 种 
设施 而 不 发 生 交 叉 。 可 以 用 类 似 的 论证 来 证 明 K; 是 非 平面 图 ( 见 本 节 练 习 11) 。 

平面 图 的 应 用 图 的 平面 性 在 电子 电路 的 设计 中 有 重要 作用 。 可 以 用 图 来 为 电路 建立 模 
型 ， 用 顶点 表示 电路 的 器 件 ， 用 边 表示 器 件 之 间 的 连接 。 如 果 表 示 一 个 电路 的 图 是 平面 图 ， 则 
可 以 把 这 个 电路 无 交叉 连接 地 印刷 在 单个 电路 板 上 。 当 这 个 图 不 是 平面 图 时 ， 就 必须 选择 使 用 
更 高 的 成 本 。 例 如 ， 可 以 把 表示 电路 的 图 的 顶点 划分 到 平面 子 图 。 然 后 使 用 多 层 来 构造 这 个 电 
路 (参见 练习 30 前 面 的 说 明 来 了 解 图 的 厚度 ) 。 当 连接 交叉 时 就 可 以 用 绝缘 线 来 构造 电路 。 在 
这 种 情况 下 ， 以 尽 可 能 少 的 交叉 来 画 出 这 个 图 就 很 重要 了 (参见 练习 26 前 面 的 说 明 来 了 解 图 的 
交叉 数 ) 。 

图 的 可 平面 性 在 公路 网 的 设计 中 也 很 有 用 。 假 设 我 们 要 通过 公路 连接 一 组 城市 。 我 们 可 以 
使 用 简单 图 为 连接 这 些 城市 的 公路 网 建 模 ， 其 中 顶点 表示 城市 ， 边 表示 连接 城市 的 公路 。 若 得 
到 的 图 模型 是 平面 图 ， 那 么 在 构造 公路 网 时 就 不 必 使 用 地 下 通道 或 天 桥 。 
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10.7.2 欧 拉 公式 

一 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 一 些 面 (region) ， 包 括 一 个 无 界 的 面 。 例 如 ， 图 8 所 示 的 
图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 6 个 面 并 加 以 标记 。 欧 拉 证 明 过 一 个 图 的 所 有 平面 表示 都 把 平面 
分 割 成 相同 数目 的 面 。 他 是 通过 求 出 平面 图 的 面 数 、 顶 点 数 以 及 边 数 之 间 的 关系 进行 证 
明 的 。 

于 天 欧 拉 公式 设 G 是 带 e 条 边 和 vw 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 。 设 r 是 G 的 平面 图 表 
示 中 的 面 数 。 则 r 二 e 一 v 十 2。 

证 首先 规定 G 的 平面 图 表示 。 将 要 这 样 证 明定 理 : 构造 一 系列 子 图 G,，G,，*…，G, 二 令 
G， 依 次 在 每 个 阶段 添加 一 条 边 。 用 下 面 的 归纳 定义 来 这 样 做 。 任 意 地 选择 一 条 G 的 边 来 获得 
G1。 通 过 C,_: 获 得 G,: 任意 地 添加 一 条 与 C。: 中 顶点 相关 联 的 边 ， 若 与 这 条 边关 联 的 另 一 个 
顶点 不 在 C, 中， 则 添加 这 个 项 点。 这 样 的 构造 是 可 能 的 ， 因 为 G 是 连通 的 。 在 添加 e 条 边 之 
后 就 获得 G。 设 r,、e, 和 wvw, 分 别 表 示 由 G 的 平面 图 表示 所 得 到 的 G, 的 平面 图 表示 的 面 数 、 边 
数 和 顶点 数 。 

现在 通过 归纳 来 进行 证 明 。 对 Gi 来 说 ， 关系 a ,ht 为 真 ， 因 为 ea 一 1， 切 一 2， 而 
nn 二 1。 这 种 情形 如 图 9 所 示 。 


图 8 图 的 平面 表示 图 9 欧 拉 公式 证 明 的 基本 情形 
现在 假定 六 一 &% 一 隐 十 2。 设 (as ，p)} 是 为 了 获得 Gi 而 添加 到 G 上 的 边 。 有 两 种 情形 
需要 考虑 。 在 第 一 种 情形 下 ，ai;i 和 pi 都 已 经 在 G 中 了 。 这 两 个 顶点 必然 是 在 一 个 公共 面 RR 
的 边界 上 ， 否 则 就 不 可 能 把 边 {ai:; ，b411) 添 加 到 G 中 而 没有 两 条 边 相 交叉 (并 且 Ge 是 平面 
图 )。 这 条 新 边 的 添加 把 R 分 割 成 两 个 面 。 所 以 ， 在 这 种 情形 下 ,rit 二 ni 十 l， er 二 @ 十 1， 
vit1 王 Ve。 因此 ， 关 系 到 面 数 、 边 数 、 顶 点 数 的 公式 两 边 都 恰好 增加 1， 所 以 这 个 公式 仍然 为 
真 。 换 句 话 说， 三 er 一 w+ 十 2。 在 图 10a 里 说 明了 这 种 情形 。 


RK 人 


bn+l 
) 


a 


10 ”添加 一 条 边 到 Cu 产生 G+ 


在 第 二 种 情形 下 ， 新 边 的 两 个 顶点 之 一 还 不 在 G 中 。 假 定 ar 在 G 中 但 是 &%+: 不 在 G 中 。 
添加 这 条 新 边 不 产生 任何 新 的 面 ， 因 为 w+: 必然 是 在 边界 上 有 aa 的 一 个 面 中 。 所 以 ，ma 一 天。 
另外 ，e 一 &% 十 1 且 wh 王八 十 1。 关 系 到 面 数 、 边 数 、 顶 点 数 的 公式 两 边 都 保持 相等 ， 所 以 这 
个 公式 仍然 为 真 。 换 句 话说 ，m 一 er 一 w+ 十 2。 在 图 10b 里 说 明了 这 种 情形 。 

已 经 完成 了 归纳 论证 。 因 此 ， 对 所 有 的 nn 来 说 ， 都 有 ,二 6, 一 v, 十 2。 因 为 原 图 是 在 添加 了 
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e 条 边 之 后 所 获得 的 图 G,， 所 以 这 个 定理 为 真 。 4 

例 4 解 释 了 欧 拉 公式 。 

例 4 假定 连通 平面 简单 图 有 20 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3。 这 个 平面 图 的 平面 表示 把 
平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 

解 这 个 图 有 20 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3: ， 所 以 "一 20。 因 为 这 些 顶 点 的 度 之 和 3 一 
3。 20 一 60 等 于 边 数 的 两 倍 2e， 所 以 有 2e 一 60 或 = 30。 因 此 ， 根 据 欧 拉 公式 ， 面 数 是 

7 一 e 一 2 十 2 一 30 一 20 十 2 一 12 本 

可 以 用 欧 拉 公式 来 建立 平面 图 所 必须 满足 的 一 些 不 等 式 。 在 下 面 的 推论 1 中 给 出 一 个 这 样 
的 不 等 式 。 

车 G 是 e 条 边 和 w 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 ， 其 中 vw 三 3， 则 e 委 3v 一 6 。 

在 证 明 推 论 1 之 前 先 用 它 证 明 下 面 这 个 有 用 的 结论 。 

BEES 国 若 G 是 连通 平面 简单 图 ， 则 G 中 有 度数 不 超过 5 的 顶点 。 

证 ”如果 G 有 1 个 或 2 个 顶点 ， 则 结果 为 真 。 如 果 G 至 少 有 3 个 顶点 ， 则 根据 推论 1 知道 
e<3v 一 6， 所 以 2e<6v 一 12。 假 如 每 个 顶点 的 度数 至 少 是 6， 则 由 于 2e = ,deg(v) (根据 
握手 定理 ) ， 所 以 就 有 2e 宇 6v。 但 是 这 与 2e 过 6v 一 12 相 矛 盾 。 所 以 必定 存在 度数 不 超过 5 的 
顶点 。 4 

推论 1 的 证 明 是 基于 面 的 度 的 概念 ， 它 定义 为 这 个 面 的 边界 上 的 边 数 。 当 一 条 边 在 边界 上 
出 现 两 次 (所 以 当 描画 边界 时 就 描画 它 两 次 ) 时 ， 它 贡献 的 度 
是 2。 我 们 用 deg(R) 标 记 面 R 的 度 。 图 11 显示 了 图 中 各 面 
的 度 。 

现在 可 以 给 出 推论 1 的 证 明了 。 

证 “在 平面 中 连通 平面 简单 图 把 平面 分 割 成 面 ， 比 如 说 
个 面 。 每 个 面 的 度 至 少 为 3。( 因 为 这 里 所 讨论 的 图 都 是 简单 
图 ， 所 以 不 允许 带 有 可 能 产生 度 为 2 的 面 的 多 重 边 ， 或 者 可 
能 产生 度 为 1 的 面 的 环 .) 特 别 地 ， 注 意 无 界 的 面 的 度 至 少 为 
3， 因 为 在 图 中 至 少 有 3 个 顶点 。 

注意 各 面 的 度 之 和 恰好 是 图 中 边 数 的 两 倍 ， 因 为 每 条 边 
都 在 面 的 边界 上 出 现 两 次 (可 能 在 两 个 不 同 面 中 ， 或 者 两 次 都 
在 相同 面 中 ) 。 因 为 每 个 面 的 度 都 大 于 或 等 于 3， 所 以 有 


2e= >) deg(R) > 3r 


所 有 区 域 尺 





因此 ， 
(2/3)e 达 7 
利用 ”一 e 一 z 十 2( 欧 拉 公 式 ) ， 就 得 到 
e 一 4 十 2 和 (2/3)e 

所 以 e/3 委 wo 一 2。 这 样 就 证 明了 e 委 3 一 6。 

可 以 用 这 个 推论 来 证 明 K: 是 非 平面 图 。 

例 5 用 推论 1 证 明 : K; 是 非 平 面 图 。 

解 图 K, 有 5 个 顶点 和 10 条 边 。 不 过 ， 对 这 个 图 来 说 ， 不 满足 不 等 式 e<3o 一 6， 因 为 
e 一 10 和 3v 一 6 二 9。 因 此 ，K; 不 是 平面 图 。 4 

前 面 已 经 证 明了 K;,; 不 是 平面 图 。 不 过 ， 注 意 这 个 图 有 6 个 顶点 和 9 条 边 。 这 意味 着 满足 
不 等 式 e 王 9 委 12=3 .6 一 6。 所 以 ， 满 足 不 等 式 e 委 3 一 6 并 不 意味 着 一 个 图 是 平面 图 。 不 过 ， 
可 以 利用 下 面 定 理 1 的 推论 来 证 明 K;,; 不 是 平面 图 。 

若 连 通 平面 简单 图 有 ee 条 边 和 wv 个 顶点 ，v 宇 3 并 且 没 有 长 度 为 3 的 回路 ， 则 e 委 
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2v—4。 

推论 3 的 证 明 类 似 于 推论 1 的 证 明 ， 不 同 之 处 在 于 ， 在 这 种 情形 下 ， 没 有 长 度 为 3 的 回路 
意味 着 面 的 度 必然 至 少 为 4。 把 这 个 证 明 的 细节 留 给 读者 ( 见 本 节 练 习 15)。 

例 6 用 推论 3 证 明 : K;., 是 非 平 面 图 。 

解 ” 因 为 K;, 没 有 长 度 为 3 的 回路 (容易 看 出 这 一 点 ， 因 为 它 是 二 分 图 )， 所 以 可 以 使 用 推论 3。 
Ks 有 6 个 顶点 和 9 条 边 。 因 为 e=9 和 2v 一 4 二 8， 所 以 由 推论 3 可 证 明 K,, 是 非 平面 图 。 可 


10.7.3 库 拉 图 斯 基 定理 

我 们 已 经 看 到 天:.: 和 天: 都 不 是 平面 图 。 显 然 ， 若 一 个 图 包含 这 两 个 图 之 一 作为 子 图 ， 则 
它 不 是 平面 图 。 另 外 ， 所 有 非 平面 图 必然 包含 一 个 从 K;.; 或 Ks 利用 某 些 允 许 的 操作 来 获得 的 
子 图 。 

若 一 个 图 是 平面 图 ， 则 通过 删除 一 条 边 {u，wv) 并 且 添 加 一 个 新 顶点 w 和 两 条 边 {xz， 也 )} 与 
{w，vw}) 获 得 的 任何 图 也 是 平面 图 。 这 样 的 操作 称 为 初等 细 分 。 车 可 以 从 相同 的 图 通过 一 系列 
初等 细 分 来 获得 图 G, 二 (V, ，E,) 和 图 G, 王 (V,，E,)， 则 称 它们 是 同 胚 的 。 

例 7 证 明 : 图 12 所 示 的 图 G,、G, 和 Gs 是 同 胚 的 。 


Ga b 





12 同 胚 的 图 


解 ”因为 这 三 个 图 都 可 以 从 图 G, 通过 初等 细 分 得 到 ， 所 以 它们 是 同 胚 的 。G, 可 以 从 它 自 
身 出 发 ， 通 过 一 个 空 的 初等 细 分 序列 而 得 到 。 要 从 G 得 到 G, ， 采 用 如 下 初等 细 分 序列 : 

了 ) 删 掉 边 {a，c}， 增 加 顶点 f， 然 后 添加 边 {a， 放 和 {f，c}。 

2) 删 掉 边 {6，c}， 增 加 顶点 fg， 然后 添加 边 {(6，g} 和 {g，c}。 

3) 删 掉 边 {58，g)}， 增 加 顶点 hh， 然 后 添加 边 {g，h} 和 {h，5}。 

把 找 出 由 G 到 G; 的 初等 细 分 序列 的 任务 留 给 读者 。 4 

波兰 的 数学 家 卡 兹 米尔 效 。 库 拉 图 斯 基 在 1930 年 建立 了 定理 2， 该 定理 利用 图 的 同 胚 的 概 
念 刻画 了 平面 图 。 

一 个 图 是 非 平面 图 当 且 仅 当 它 包含 一 个 同 胚 于 K;,; 或 天; 的 子 图 。 


ks 





卡 兹 米尔 兹 。 库 拉 图 斯 基 (Kazimierz Kuratowski，1896 一 1980) ” 库 拉 图 斯 基 是 华 
沙 一 位 著名 律师 的 儿子 。 他 在 华沙 上 的 中 学 ，1913 一 1914 年 ， 他 在 苏格兰 的 格拉 斯 哥 
学 习 ， 但 第 一 次 世界 大 战 爆 发 后 他 无 法 返回 那里 继续 他 的 学 业 。1915 年 ， 他 考 人 华沙 
| 大 学 ， 继 而 投身 于 波兰 学 生 爱 国 主义 运动 。1919 年 ， 他 发 表 了 第 一 篇 论文 ， 并 且 于 

1921 年 获得 博士 学 位 。 他 是 华沙 数学 学 派 里 的 活跃 分 子 ， 主 要 研究 集合 论 和 拓扑 学 的 
基础 理论 。 他 被 勒 沃 理工 大 学 聘 为 副教授 ， 并 在 那里 度 过 了 7 年 的 时 光 ， 并 与 当时 在 
波兰 举足轻重 的 数学 家 巴 拿 赫 和 乌拉 姆 合作 。1930 年 ， 库 拉 图 斯 基 还 在 勒 沃 任教 时 ， 
他 就 完成 了 刻画 可 平面 图 的 工作 。 

1934 年 ， 他 身 为 教授 重 返 华 沙 大 学 。 在 那里 ， 他 一 直 积 极 从 事 研 究 和 教学 工作 ， 直 到 第 二 次 世界 大 
战 开 始 。 在 战争 期 间 ， 为 避免 受到 迫害 ， 他 起 用 化 名 来 隐藏 自己 的 身份 ， 并 且 秘 密 地 在 华沙 大 学 授课 。 
战 后 ， 他 帮助 恢复 波兰 的 数学 研究 工作 ， 并 担任 波兰 国家 数学 研究 所 主任 。 他 写 过 180 多 篇 论文 ， 出 过 
3 本 教科 书 ， 均 受到 广泛 使 用 。 
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显然 ,一 个 包含 着 同 胚 于 Ks;,: 或 K; 子 图 的 图 是 非 平面 图 。 不 过 ， 相 反方 向 的 命题 ( 即 每 个 
非 平面 图 都 包含 一 个 同 胚 于 天 :.: 或 Ks 的 子 图 )， 证 明 起 来 是 很 复杂 的 ， 因 而 不 在 这 里 给 出 。 例 
8 和 例 9 说 明了 如 何 使 用 库 拉 图 斯 基 定 理 。 

例 8 确定 图 13 所 示 的 图 G 是 否 是 平面 图 。 





13 无 向 图 G、 同 胚 于 Ks 的 子 图 妃 以 及 开 s 


ae 解 G 有 同 胚 于 K; 的 子 图 玉 。H 是 这 样 获 得 的 : 删除 六 7 和 以 及 所 有 与 这 些 顶 点 关 
联 的 边 。 互 是 同 胚 于 K; 的 ， 因 为 从 K;( 带 有 顶点 a、b6、c、g 和 ?通过 一 系列 初等 细 分 ， 添 
加 顶点 4、e 和 了 就 可 以 获得 瓦 (读者 应 当 构 造 出 这 样 一 系列 初等 细 分 )。 因 此 ，G 是 非 平 


面 图 。 4 
例 9 在 图 14a 中 所 示 的 彼得 森 图 是 平面 图 吗 ? (丹麦 数学 家 朱 利 乌 斯 " 彼得 森 在 1891 年 


研究 过 这 个 图 ; 它 常 用 来 说 明 关 于 图 的 各 种 性 质 的 理论 。) 


入 x d 了 
| 
e 

h e i h 


a) 彼得 森 图 b) 同 胚 于 KK 的 子 图 二 €) Es 
图 14 彼得 森 图 、 同 胚 于 Ks,s 的 子 图 日 和 KK;,; 
解 ” 彼 得 森 图 的 子 图 互 是 这 样 获得 的 : 删除 5 和 以 5 为 端点 的 3 条 边 ， 如 图 14b 所 示 ， 它 同 
胚 于 带 有 顶点 集合 {f，d， 放 和 {e，i， 仙 的 K。， 因 为 可 以 通过 一 系列 初等 细 分 (删除 1d， 及 并 
添加 {c，h} 和 {c，qd})， 删 除 {e， 放 并 添加 {a，e} 和 {a， 了 有 )}， 删 除 {i， 让 并 添加 {g， 池 和 {g， 放 )) 来 
获得 它 。 因 此 ， 彼 得 森 图 不 是 平面 图 。 4 
练习 


1.5 座 房屋 能 否 不 带 连接 交叉 地 与 两 种 设施 相连 接 吗 ? 
在 练习 2 一 4 中 ， 不 带 任何 交叉 地 画 出 给 定 的 平面 图 。 








在 练习 5 一 9 中 ， 判 断 所 给 的 图 是 否 是 平面 图 。 若 是 平面 图 ， 则 画 出 它 使 得 没有 边 交叉 。 


5. a 6. a b c 7. a b 
b C 
d 4 e # 
3 了 e d 
8. a b 9. 





10. 完成 例 3 中 的 论证 。 
11. 用 类 似 于 例 3 中 给 出 的 论证 来 证 明 : K: 是 非 平面 图 。 
12. 假定 一 个 连通 平面 图 有 8 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 3。 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 
13. 假定 一 个 连通 平面 图 有 6 个 顶点 ， 每 个 顶点 的 度 都 为 4。 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 多 少 个 面 ? 
14. 假定 一 个 连通 平面 图 有 30 条 边 。 若 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 20 个 面 ， 则 这 个 图 有 多 少 个 
顶点 ? 
15. 证 明 推 论 3。 
16. 假定 一 个 连通 的 平面 简单 二 分 图 有 e 条 边 和 w 个 顶点 。 证 明 : 若 v 人 >3， 则 e 委 2v 一 4。 
* 17. 假定 一 个 带 有 。e 条 边 和 ww 个 顶点 的 连通 平面 简单 图 不 包含 长 度 为 4 或 更 短 的 回路 。 证明 : 若 v 之 4， 
则 e 志 (5/3)v 一 (10/3)。 
18. 假定 一 个 平面 图 有 个 连通 分 支 、e 条 边 和 vw 个 顶点 。 另 外 假定 这 个 图 的 平面 表示 把 平面 分 割 成 了 个 
面 。 求 用 e、v 和 kk 所 表示 的 > 的 公式 。 
19. 下 面 的 哪些 非 平面 图 具有 这 样 的 性 质 : 删除 任何 一 个 顶点 以 及 与 这 个 顶点 关联 的 所 有 边 就 产生 一 个 
平面 图 ? 
a)K; b)K; C)K;, d) 天 3:,， 
在 练习 20 一 22 中 ， 判 断 给 定 的 图 是 否 同 胚 于 Ki 。 
人 


21. a b ci 
CC XK 
d 


20. 
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在 练习 23 一 25 中 ， 用 库 拉 图 斯 基 定 理 来 判断 所 给 的 图 是 不 是 平面 图 。 
23. 4 b C d 








人 e 
本 一 个 简单 图 的 交叉 数 是 指 ， 当 在 平面 上 画 出 这 个 图 时 ， 其 中 不 允许 任何 3 条 表示 边 的 弧 线 在 同一 个 
点 交叉 时 ， 交 叉 的 最 少 次 数 。 
26. 证 明 : K;.3 的 交叉 数 为 1。 
xx 27. 求 下 面 每 个 非 平面 图 的 交叉 数 。 
a)K; b) Ks CK; d) kK;., e) 天 4 f)K;,s 
* 28. 求 彼 得 森 图 的 交叉 数 。 
xx 29. 证 明 : 若 mr 和 n 都 是 正 偶数 ， 则 K,, 的 交叉 数 小 于 或 等 于 mn(m 一 2)(n 一 2)/16。[ 提 示 : 沿 着 工 轴 
放置 m 个 顶点 ,使 它们 的 间距 相等 且 关 于 原点 对 称 ， 再 沿 着 y 轴 放 置 个 顶点 ,使 它们 的 间距 相等 
且 关 于 原点 对 称 。 现 在 连接 z 轴 上 wm 个 顶点 中 的 每 一 个 与 y 轴 上 ?7 个 顶点 中 的 每 一 个 ， 并 计算 交 
叉 数 。] 
简单 图 G 的 厚度 是 指 ， 以 G 作为 它们 的 并 图 的 G 的 平面 子 图 的 最 小 个 数 。 
30. 证 明 : K;,; 的 厚度 为 2。 
* 31. 求 练习 27 中 图 的 厚度 。 
32. 证 明 : 车 G 是 一 个 带 有 w 个 顶点 和 e 条 边 的 连通 简单 图 ， 其 中 v 三 3， 则 G 的 厚度 至 少 为 [e/3v 一 6] 。 
* 33. 利用 练习 32 证 明 : 当 nn 是 正 整 数 时 ，K, 的 厚度 至 少 为 L(z 十 7)/6j 。 
34. 证 明 : 车 G 是 一 个 带 有 mw 个 顶点 和 e 条 边 且 没有 长 度 为 3 的 回路 的 连通 简单 图 ， 其 中 z 之 3， 则 G 的 
厚度 至 少 为 [e/2v 一 41]。 
35. 利用 练习 34 证 明 : 当 m 入 n 都 是 正 整 数 时 ， 且 m、n 不 同时 为 1，K,. 的 厚度 至 少 是 [mn/ (2m 十 2n 一 4)1]。 
* 36. 在 一 个 环 面 s 上 画 出 K;， 使 得 没有 边 交 又 。 
x*37, 在 一 个 环 面 上 画 出 K,,;， 使 得 没有 边 交 叉 。 


10.8 图 着 色 
10.8.1 引言 


um 在 图 论 中 ， 有 许多 与 地 图 区 域 ( 比 如 ， 世 界 各 部 分 的 地 图 ) 着 色 有 关 的 理论 成 果 。 当 为 一 幅 
地 图 着色 时 ， 具 有 公共 边界 的 两 个 区 域 通常 指定 为 不 同 的 颜色 。 一 种 确保 两 个 相 邻 的 区 域 永 


日 原文 torus， 指 自行 车 轮胎 或 救生 图 这 类 形状 。 一 一 译 者 注 
日 ”假定 地 图 中 所 有 区 域 都 是 连通 的 。 这 样 就 消除 了 像 密 葡 根 这 样 的 地 理 状 况 所 引起 的 问题 。 








远 没有 相同 的 颜色 的 方法 是 对 每 个 区 域 都 使 用 不 同 的 颜色 。 不 过 ， 这 种 方法 效率 不 高 ， 而 且 在 
具有 许多 区 域 的 地 图 上 ， 可 能 难以 区 分 相似 的 颜色 。 男 一 种 方法 是 ， 应 当 尽 可 能 地 使 用 少数 几 
种 颜色 。 考 虑 这 样 的 问题 : 确定 可 以 用 来 给 一 幅 地 图 着 色 的 颜色 的 最 小 数目 ， 使 得 相 邻 的 区 域 
永远 没有 相同 的 颜色 。 例 如 ， 对 图 1 左 侧 地 图 来 说 ，4 种 颜色 是 足够 的 ， 但 是 3 种 颜色 就 不 够 
(读者 应 当 验 证 这 一 点 )。 对 图 1 右 侧 地 图 来 说 ，3 种 颜色 是 足够 的 (但 是 2 种 颜色 就 不 够 ) 。 


1 两 幅 地 图 


平面 中 的 每 幅 地 图 都 可 以 表示 成 一 个 图 。 为 了 建立 这 样 的 对 应 关系 ， 地 图 的 每 个 区 域 都 表 
示 成 一 个 顶点 。 若 两 个 顶点 所 表示 的 区 域 具 有 公共 边界 ， 则 用 边 连 接 这 两 个 顶点 。 只 相交 于 一 
个 点 的 两 个 区 域 不 认为 是 相 邻 的 。 这 样 所 得 到 的 图 称 为 这 个 地 图 的 对 偶 图 。 根 据 地 图 的 对 偶 图 
的 构造 方式 ， 显 然 在 平面 中 的 任何 地 图 都 具有 可 平面 的 对 偶 图 。 图 2 显示 了 对 应 于 图 1 所 示 地 


图 的 对 偶 图 。 
B 
B 
~ 5 < >> 
A A E 
D 
E 


2 1 中 的 地 图 的 对 偶 图 


给 地 图 的 区 域 着 色 的 问题 等 价 于 这 样 的 问题 : 给 对 偶 图 的 顶点 着 色 ， 使 得 在 对 偶 图 中 没有 
两 个 相 邻 的 顶点 具有 相同 的 颜色 。 下 面 给 出 图 着 色 的 定义 。 

简单 图 的 着 色 是 对 该 图 的 每 个 顶点 都 指定 一 种 颜色 ， 使 得 没有 两 个 相 邻 的 顶点 其 
色相 同 。 

通过 对 每 个 顶点 都 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 就 可 以 着 色 一 个 图 。 不 过 ， 对 大 多 数 图 来 说 ， 可 
以 找到 所 用 颜色 数 少 于 图 中 顶点 数 的 着 色 。 什 么 是 所 需要 的 最 少 着 色 数 ? 

本 图 的 着 色 数 是 着 色 这 个 图 所 需要 的 最 少 磊 色 数 。 图 G 的 着 色 数 记 作 X(G)( 这 里 义 
是 希腊 字母 chi) 。 

注意 ， 求 平面 图 的 着 色 数 等 于 求 平面 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 数 ， 使 得 没有 两 个 相 邻 的 区 域 
指定 为 相同 的 颜色 。 这 个 问题 已 经 研究 了 100 多 年 。 数 学 中 最 著名 的 定理 之 一 给 出 了 它 的 答案 。 

5 王 到 晴 四 色 定理 平面 图 的 着 色 数 不 超过 4。 

四 色 定 理 最 早 是 作为 猜想 在 19 世纪 50 年 代 提出 的 。 美 国 数学 家 肯 尼 思 ， 阿 佩 尔 和 沃 尔 夫 
冈 ， 黑 肯 最 终 在 1976 年 证 明了 它 。 在 1976 年 之 前 ， 发 表 过 许多 不 正确 的 证 明 ， 其 中 的 错误 常 
常 难以 发 现 。 另外， 还 尝试 过 画 出 需要 超过 四 色 的 地 图 来 构造 反例 ， 而 这 样 做 是 无 效 的 。( 证 
明 五 色 定理 就 没有 这 样 困难 ， 参 见 练习 36。) 

也 许 迄 今 为 止 ， 在 数学 中 最 有 名 的 错误 证 明 就 是 伦敦 律师 和 业余 的 数学 家 艾 尔 弗 雷 德 。 肯 
普 在 1879 年 所 发 表 的 四 色 定理 证 明 。 数 学 家 一 直 认 为 他 的 证 明 是 正确 的 ， 直 到 1890 年 珀 西 ， 希 
伍德 发 现 了 一 处 错误 ， 才 发 现 肯 普 的 论证 是 不 完全 的 。 不 过 ， 事 实证 明 ， 肯 普 的 推理 思路 是 阿 
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佩 尔 和 黑 肯 所 给 出 的 成 功 证 明 的 基础 。 他 们 的 证 明 依 赖 于 计算 机 所 完成 的 对 各 种 情形 的 仔细 分 
析 。 他 们 证 明 ， 若 四 色 定 理 为 假 ， 则 在 大 约 2000 种 不 同类 型 中 ， 一 定 存在 一 个 反例 ， 然 后 他 们 
证 明 不 存在 这 样 的 反例 。 在 他 们 的 证 明 中 使 用 了 1000 多 个 小 时 的 计算 机 时 间 。 计 算 机 在 证 明 过 
程 中 起 到 如 此 重要 的 作用 ， 由 此 引发 了 广泛 的 争论 。 例 如 ， 在 计算 机 程序 里 有 没有 导致 不 正确 
结果 的 错误 ? 假如 论证 是 依赖 于 或 许 不 可 靠 的 计算 机 得 出 的 ， 那么 它 是 不 是 真正 的 证 明 ? 自从 
他 们 的 证 明 出 现 之 后 ， 又 出 现 了 一 些 从 检查 更 少 的 类 型 中 检查 的 可 能 出 现 的 反例 的 更 为 简单 的 
证 明 ， 并 且 创 建 了 使 用 自动 证 明 系 统 的 证 明 。 但 是 仍然 没有 找到 不 依赖 于 计算 机 的 证 明 。 
注意 ， 四 色 定 理 只 适用 于 平面 图 。 例 2 将 证 明 非 平面 图 可 以 有 任意 大 的 着 色 数 。 

证 明 一 个 图 的 着 色 数 为 地 需要 做 两 件 事 。 首 先 必 须 证 明 : 用 种 颜色 可 以 着 色 这 个 图 。 构 
造 出 这 样 的 着 色 就 可 以 完成 这 件 事 。 其 次 证 明 : 用 少 于 nn 种 颜色 不 能 着 色 这 个 图 。 例 1~4 说 
明 如 何 求 出 着 色 数 。 

例 1 图 3 所 示 的 图 G 和 互 的 着 色 数 是 什么 ? 


图 3 简单 图 G 和 五 
pos 解 图 G 的 色 数 至 少 为 3， 因 为 顶点 a、b 和 c 必须 为 不 同 的 颜色 。 为 了 看 出 是 否 可 以 用 3 
种 颜色 来 对 G 着 色 ， 指 定 a 为 红 , 5 为 蓝 ，c 为 绿 。 于 是 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 d 为 红 ， 因 为 它 
与 和 < 相 邻 。 另 外 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 e 为 绿 ， 因 为 它 只 与 红色 和 蓝 色 顶点 相 邻 ; 可 以 (而 且 
必须 ) 令 8 为 蓝 ， 因 为 它 只 与 红色 和 绿色 顶点 相 邻 。 最 后 ， 可 以 (而 且 必 须 ) 令 g 为 红 ， 因 为 它 
只 与 蓝 色 和 绿色 的 顶点 相 邻 。 这 样 就 产生 出 恰好 使 用 3 种 颜色 的 G 的 着 色 ， 如 图 4 所 示 。 


2 蓝 色 e 绿色 b 蓝 色 ”绿色 e 
红色 < > < & 红色 红色 a 红色 & 棕色 
< 绿色 了 蓝 色 绿色 ， 了 蓝 色 
图 4 图 G 和 五 的 着 色 


艾 尔 弗 十 德 . 布雷 肯 普 (Alfred Bray Kempe，1849 一 1922) 肯 普 是 一 名 律师 ， 
同时 也 是 教会 法 规 的 权威 人 士 。 不 过 ， 当 他 在 剑桥 大 学 学 习 了 数学 之 后 ， 他 对 数学 的 
兴趣 就 从 未 减少 ， 并 且 在 以 后 的 生活 中 对 数学 研究 投入 了 大 量 的 时 间 和 精力 。 肯 普 对 
动力 学 ( 即 数学 中 处 理 运动 的 一 个 分 支 ) 和 逻辑 学 的 发 展 做 出 了 贡献 。 不 过 ， 肯 普 为 人 
熟知 主要 还 是 因为 他 对 四 色 定 理 的 错误 证 明 。 
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图 互 是 由 图 G 和 连接 a 与 g 的 一 条 边 所 组 成 的 。 用 3 种 颜色 来 着 色 互 的 任何 尝试 都 必须 
遵循 着 色 G 时 所 用 的 同样 的 推理 ， 不 同 之 处 是 在 最 后 阶段 ， 当 除了 g 以 外 的 所 有 顶点 都 已 经 着 
色 后 ， 因 为 g 与 红色 、 蓝 色 和 绿色 顶点 (在 互 里 ) 相 邻 ， 所 以 需要 使 用 第 四 种 颜色 ， 比 如 棕色 。 
因此 ， 互 的 着 色 数 为 4。 图 4 显示 了 互 的 一 种 着 色 。 4 

例 2 K, 的 着 色 数 是 什么 ? 

解 ”通过 给 每 个 顶点 指定 一 种 不 同 的 颜色 ， 用 n 种 颜色 可 以 构造 KK, 的 着 色 。 使 用 的 颜色 
能 否 更 少 一 些 ? 管 案 是 不 能 。 没 有 两 个 顶点 可 以 指定 相同 的 颜色 ， 因 为 这 个 图 的 每 两 个 顶点 都 
是 相 邻 的 。 因 此 ，K, 的 着 色 数 二 n。 即 X(K,) 二 n。( 回 忆 一 下 ， 当 n 宇 5 时 K, 不 是 平面 图 ， 所 
以 这 个 结果 与 四 色 定 理 并 不 矛盾 。) 图 5 显示 了 使 用 5 种 颜色 对 K; 着 色 。 4 

例 3 完全 二 分 图 K,,, 的 着 色 数 是 什么 ? 其 中 m 和 都 是 正 整数 。 

解 ”需要 的 颜色 数 似乎 依赖 于 m 和 nn。 不 过 ， 由 10. 2 节 的 定理 4 可 知 ， 仅 仅 需 要 两 种 颜色 ， 
因为 K,, 是 二 分 图 ， 所 以 X(K。,,) 二 2。 这 意味 着 ， 可 以 用 一 种 颜色 为 m 个 顶点 着 色 ， 用 另外 一 
种 颜色 为 n 个 顶点 着 色 。 因 为 边 都 只 能 连接 m 个 顶点 中 的 一 个 顶点 与 4 个 顶点 中 的 一 个 顶点 ， 


所 以 没有 相 邻 的 顶点 具有 相同 的 颜色 。 图 6 显示 了 带 有 两 种 颜色 的 K;., 的 着 色 ，。 4 
a 红色 b 蓝 色 
a 红色 b 红色 Cc 红色 
棕色 e < 绿色 2 
d 黄色 d 蓝 色 e 蓝 色 f 蓝 色 8 蓝 色 
5 Ks 的 着 色 图 6 K;, 的 着 色 


例 4 图 C, 的 着 色 数 是 什么 (n 宇 3)? (回忆 一 下 ，C, 是 带 有 个 顶点 的 圈 图 。) 
解 ”首先 ， 考 虑 一 些 个 别 情形 。 首 先 ， 设 * 一 6。 挑 选 一 个 顶点 并 且 把 它 着 色 成 红色 。 在 图 7 所 
示 的 G 的 平面 画 法 里 顺 时 针 前 进 。 必 须 给 到 达 的 


让 记 a b 
下 一 个 顶点 指定 第 二 种 颜色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 AR 红色 ” 蓝 色 
针 方向 继续 下 去 ， 可 以 令 第 三 个 顶点 为 红色 ， 第 
四 个 顶点 为 蓝 色 ， 第 五 个 顶点 为 红色 。 最 后 ， 令 /gd 缆 色 红色 》< /黄色 is 
第 六 个 顶点 为 蓝 色 ， 它 与 第 一 个 顶点 是 相 邻 的 。 
因此 ，C; 的 着 色 数 为 2。 图 7 显示 了 这 样 构造 的 红色 蓝 色 蓝 色 

d & 


着 色 。 
其 次 , 设 n=5 并 且 考 虑 C; 。 挑 选 一 个 顶点 

并 且 令 它 为 红色 。 顺 时 针 前 进 ， 必 须 给 到 达 的 下 图 7 Cs 和 Cs 的 着 色 

一 个 顶点 指定 第 二 种 颜色 ， 比 如 蓝 色 。 以 顺 时 针 方向 继续 下 去 ， 可 以 令 第 三 个 顶点 为 红色 ， 第 

unts 


历史 注解 1852 年 ， 德 .摩根 从 前 的 一 个 学 生 弗 朗 西 斯 " 古 特 利 注意 到 ， 用 4 种 颜色 可 以 给 英格兰 
的 郡 着 色 ， 使 得 没有 相 邻 的 郡 颜色 相同 。 在 此 基础 上 ， 他 猜想 四 色 定 理 为 真 。 弗 朗 西 斯 把 这 个 问题 告诉 
他 的 弟弟 弗 雷 德里 克 ， 弗 雷 德里 克 当 时 是 德 ， 摩根 的 学 生 。 弗 雷 德里 克 就 哥哥 的 猜想 询问 了 他 的 老师 德 
“ 摩根 。 德 .摩根 对 这 个 问题 极其 感 兴趣 ， 并 且 向 数学 界 公布 了 它 。 事 实 上 ， 在 德 ， 摩根 给 威廉 " 罗 万 
* 哈密 顿 曙 士 的 信 中 第 一 次 在 书面 上 提 到 这 个 猜想 。 虽 然 德 。 摩根 认为 哈密 顿 可 能 对 这 个 问题 也 感 兴趣 ， 
但 事实 完全 不 是 这 样 ， 因 为 它 与 四 元 数 毫 无 关系 。 
历史 注解 ”虽然 罗布 森 、 桑 得 尔 斯 、 西 摩尔 和 托马斯 在 1996 年 找到 了 四 色 定 理 的 简化 证 明 ， 把 证 明 ,,， 癌 
的 计算 部 分 减少 到 检查 633 种 格局 ， 但 是 仍然 没有 找到 不 依赖 于 大 量 计算 的 证 明 。 
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四 个 顶点 为 蓝 色 。 第 五 个 顶点 既 不 能 为 红色 也 不 能 为 蓝 色 ， 因 为 它 与 第 四 个 顶点 和 第 一 个 顶点 
都 相 邻 。 所 以 ， 对 这 个 顶点 就 需要 第 三 种 颜色 。 注 意 ,， 假如 以 递 时 针 方 向 对 顶点 着 色 ， 同 样 需 
要 三 种 颜色 。 因 此 ，C; 的 着 色 数 是 3。 用 3 种 颜色 对 C; 着 色 见 图 7。 

在 一 般 情形 下 ， 当 n 是 偶数 时 ， 对 C, 着 色 需 要 两 种 颜色 。 为 了 构造 这 样 的 着 色 ， 简 单 地 
挑选 一 个 顶点 并 且 令 它 为 红色 。 然 后 (利用 图 的 平面 表示 ) 以 顺 时 针 方 向 绕 图 前 进 ， 令 第 二 个 项 
点 为 蓝 色 ， 第 三 个 顶点 为 红色 ， 以 此 类 推 。 可 以 令 第 nn 个 顶点 为 蓝 色 ， 因 为 与 它 相 邻 的 两 个 顶 
点 ( 即 第 n 一 1 个 顶点 和 第 一 个 顶点 ) 都 是 红色 。 

当 n 是 奇数 且 n 之 1 时 ，C, 的 着 色 数 为 3。 为 了 看 出 这 一 点 ， 挑 选 一 个 初始 顶点 。 为 了 只 
用 两 种 颜色 ， 当 以 顺 时 针 方向 遍历 这 个 图 时 ， 必 须 交 替 使 用 颜色 。 不 过 ， 所 到 达 的 第 n 个 顶点 
与 带 不 同 颜色 的 两 个 顶点 (第 一 个 顶点 和 第 n 一 1 个 顶点 ) 相 邻 。 因 此 ， 必 须 使 用 第 三 种 颜色 。 

我 们 已 经 证 明了 当 n 为 正 偶数 且 n 宇 4 时 ，X(C,) 二 2， 当 nn 为 正 奇数 且 n 宇 3 时 , X(C,)= 二 3。 4 

已 知 最 好 的 求 图 的 着 色 数 的 算法 (对 图 的 顶点 数 来 说 ) 具 有 指数 的 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 。 即 
使 求 图 的 着 色 数 的 近似 值 也 是 很 难 的 。 已 经 证 明 ， 假 如 存在 具有 多 项 式 最 坏 情 形 时 间 复 杂 度 的 
可 以 达到 2 倍 地 近似 图 的 着 色 数 的 算法 ( 即 构造 出 一 个 不 超过 图 的 着 色 数 的 两 倍 的 界限 )， 那 么 
也 存在 具有 和 多项式 最 坏 情形 时 间 复 杂 度 的 求 图 的 着 色 数 的 算法 。 


10. 8.2 图 着 色 的 应 用 
图 着 色 在 与 调度 和 分 配 有 关 的 问题 中 具有 多 种 应 用 。( 注 意 ， 由 于 不 知道 图 着 色 的 有 效 算 
法 ， 所 以 这 并 不 能 得 出 调度 和 分 配 的 有 效 算法 。) 这 里 将 给 出 这 样 应 用 的 例子 。 第 一 个 应 用 是 用 
来 安排 期 末 考 试 。 
例 5 安排 期 未 考试 ”如 何 安排 一 所 大 学 里 的 期 末 考 试 ， 使 得 没有 学 生 同 时 要 考 两 门 ? 
解 ”这 样 的 安排 问题 可 以 用 图 模型 来 解决 ， 用 顶点 表示 1 
科目 ， 若 有 学 生 要 考 两 门 ， 则 在 表示 考试 科目 的 两 个 顶点 之 
间 有 边 。 用 不 同 颜色 来 表示 期 末 考 试 的 每 个 时 间 段 。 考 试 的 7 2 
安排 就 对 应 于 所 关联 的 图 的 着 色 。 
例如 ， 假 定 要 安排 七 门 期 末 考 试 。 假 定 科 目 从 1 到 ?7 编 
号 。 假 定 下 列 各 对 科目 的 考试 有 学 生 要 都 参加 : 1 和 2, 1 和 6 3 
3,， 1 和 :4, 二 和 7,，2 和 3, 2 和 4,2 和 5,2 和 7, 3 和 4，3 
和 6,3 和 7,4 和 5,4 和 6,5 和 6,，5 和 7, 以 及 6 和 7。 


图 8 显示 这 组 科目 所 关联 的 图 。 一 种 安排 就 是 由 这 个 图 的 一 y 
种 着 色 来 组 成 的 。 
因为 这 个 图 的 着 色 数 为 4( 读 者 应 当 验 证 这 一 点 )， 所 以 图 8 表示 期 末 考 试 安排 的 图 
需要 4 个 时 间 段 。 图 9 显示 使 用 了 4 种 颜色 的 这 个 图 的 着 色 以 及 所 关联 的 调度 。 q 
1 红色 
棕色 7 2 蓝 色 
时 间 段 考试 科目 
I 1,6 
I pa 
下 3.5 
红色 6 3 绿色 TV 4,7 
5 绿色 4 标 色 


图 9 用 着 色 来 安排 期 末 考 试 
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现在 考虑 对 电视 频道 的 分 配 。 

例 6 频率 分 配 把 频道 2 到 13 分 配给 在 北美 洲 的 电视 台 ， 要 避免 150 英里 之 内 的 两 家 电 
视 台 在 相同 频道 上 播 出 。 如 何 用 图 着 色 为 频道 分 配 建 模 ? 

解 这样 构 造 一 个 图 : 给 每 个 电视 台 指定 一 个 顶点 。 若 两 个 电视 台 彼 此 位 于 150 英里 以 内 ， 则 
用 边 连 接 这 两 个 顶点 。 频 道 分 配 就 对 应 于 这 个 图 的 着 色 ， 其 中 每 种 颜色 表示 一 个 不 同 的 频道 。 本 

图 着 色 在 编译 器 中 的 应 用 如 例 7 所 示 。 

例 7” 变 址 寄存 器 在 有 效 的 编译 器 中 ， 当 把 频繁 使 用 的 变量 暂时 保存 在 中 央 处 理 单元 的 
变 址 寄存 器 中 ， 而 不 是 保存 在 常规 内 存 中 时 ， 可 以 加 速 循 环 的 执行 。 对 于 给 定 的 循环 来 说 ， 需 
要 多 少 个 变 址 寄存 器 ? 可 以 用 图 着 色 模 型 来 表示 这 个 问题 。 为 了 建立 这 个 模型 ， 设 图 的 每 个 项 
点 表示 循环 中 的 一 个 变量 。 若 在 循环 执行 期 间 两 个 顶点 所 表示 的 变量 必须 同时 保存 在 变 址 寄存 
器 中 ， 则 在 这 两 个 顶点 之 间 有 边 。 所 以 ， 这 个 图 的 着 色 数 就 给 出 了 所 需要 的 变 址 寄存 器 数 ， 因 
为 当 表 示 变 量 的 顶点 在 图 中 相 邻 时 ， 就 必须 给 这 些 变 量 分 配 不 同 的 寄存 器 。 4 


练习 
在 练习 1 一 4 中 ,构造 所 示 地 图 的 对 偶 图 。 然 后 求 给 这 个 地 图 着 色 ， 使 得 相 邻 的 两 个 区 域 都 没有 相同 
的 颜色 所 需要 的 颜色 数 。 


5 >》 





在 练习 5 一 11 中 ， 求 给 定 图 的 着 色 数 。 
5. a b 6. b C 7. 人 


Le 
~ 
ws 


620 第 10 章 








18. 


已 


. 对 练习 5 一 11 中 的 图 ， 判 定 是 否 可 能 通过 删除 单个 顶点 和 与 所 有 与 它 关 联 的 边 来 减少 着 色 数 。 
.哪些 图 的 着 色 数 为 1? 
. 为 美国 地 图 着 色 所 需要 的 最 少 颜色 数 是 什么 ? 不 要 考虑 只 在 一 个 尖 角 处 相 触 的 相 邻 州 。 假 定 密歇根 


是 一 个 区 域 。 把 表示 阿拉 斯 加 和 夏威夷 的 顶点 当做 孤立 点 。 


“W, 的 着 色 数 是 什么 ? 
. 证 明 : 具有 包含 奇数 个 顶点 的 回路 的 简单 图 不 能 用 两 种 颜色 来 着 色 。 
. 假定 除了 科目 Math 115 与 CS 473，Math 116 与 CS 473，Math 195 与 CS 101，Math 195 与 CS 102， 


Math 115 与 Math 116，Math 115 与 Math 185，Math 185 与 Math 195 以 外 ， 其 他 任意 两 种 科目 ， 都 
有 学 生 要 参加 这 两 种 科目 的 考试 ， 请 使 用 最 少 个 数 的 不 同时 间 段 来 为 Math 115、Math 116 、Math 
185、Math 195、CS 101、CS 102、CS 273 和 CS 473 安排 期 末 考 试 日 程 表 。 

假定 当 两 家 电视 台 相 距 150 英里 以 内 时 ， 它 们 就 不 能 使 用 相同 的 频道 ， 那 么 对 相对 距离 如 下 表 所 示 
的 6 家 电视 台 来 说 ， 需 要 多 少 个 不 同 的 频道 ? 














19. 


20. 


| 





数学 系 有 6 个 委员 会 ， 都 是 每 月 开 一 次 会 。 假 定 委员 会 是 C: 一 { 阿 林 豪 斯 ， 布 兰 德 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 》、 
Cz 二 { 布 兰 德 ， 李 ， 罗 森 } 、C; 二 { 阿 林 豪 斯 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 }、C 二 { 李 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 
基 }、C; 二 { 阿 林 豪 斯 ， 布 兰 德 } 和 Cs 二 { 布 兰 德 ， 罗 森 ， 沙 斯 拉夫 斯 基 }， 那 么 怎样 安排 才能 确保 没有 
人 同时 参加 两 个 会 议 。 

动物 园 想 建立 自然 居住 地 ， 在 里 面 展 出 动物 。 然 而 ， 有 些 动 物 一 有 机 会 就 会 吃 掉 另 一 些 动 物 。 如 何 
用 图 模型 和 着 色 来 确定 所 需要 的 不 同居 住地 的 数目 ， 以 及 在 这 些 居 住地 里 的 动物 安排 ? 

图 的 边 着 色 是 指 对 各 边 指 定 颜色 ， 使 得 关联 到 相同 顶点 的 边 指定 不 同 的 颜色 。 图 的 边 着 色 数 是 在 该 


图 的 边 着 色 里 可 以 使 用 的 最 少 颜色 数 。 图 G 的 边 着 色 数 记 作 X“(G) 。 


21. 
22. 


23. 


24. 
25. 


求 练习 5 一 11 中 每 个 图 的 边 色 数 。 

设 电路 板 上 有 个 器 件 ， 这 些 器 件 通过 有 色 电 线 相 连 。 要 求 连接 同一 器 件 的 电线 颜色 不 同 ， 用 表示 
电路 板 的 图 的 边 着 色 数 来 描述 所 需要 的 不 同 颜色 的 电线 数 。 解 释 你 的 答案 。 

求 边 着 色 数 

a)C.， 其 中 n 之 3。 b)W,， 其 中 n 宇 3。 

证 明 : 一 个 图 的 边 着 色 数 至 少 与 该 图 的 顶点 的 最 大 度 一 样 。 

证 明 : 车 G 是 含有 n 个 顶点 的 图 ， 在 对 G 的 边 着 色 中 ， 不 超过 n/2 的 边 可 以 着 相同 的 颜色 。 
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* 26. 当 nn 是正 整 数 时 ， 求 K, 的 边 着 色 数 。 

27. 7 个 变量 出 现在 计算 机 程序 的 循环 中 。 这 些 变量 以 及 必须 保存 它们 的 计算 步骤 是 : 1:: 步骤 1 一 6; xu: 
步骤 2; v: 步骤 2 一 4; w: 步骤 1，3 和 5; x: 步骤 1 和 6; y: 步骤 3 一 6; 以 及 >z: 步骤 4 和 5。 在 
执行 期 间 需 要 多 少 个 不 同 的 变 址 寄存 器 来 保存 这 些 变量 ? 

28. 关于 一 个 以 开 , 作为 子 图 的 图 的 着 色 数 能 有 些 什 么 结论 ? 

下 面 的 算法 可 以 用 来 为 简单 图 着 色 。 首 先 ， 以 度 递减 的 顺序 列 出 顶点 ww，v，*…，wv,， 使 得 
deg(w) 宇 deg(vw) 宇 … 宇 deg(v,)。 把 颜色 1 指定 给 w 和 在 表 中 不 与 vw 相 邻 的 下 一 个 顶点 ( 若 存 在 一 个 这 样 
的 顶点 )， 并 且 继 续 指 定 给 每 一 个 在 表 中 不 与 已 经 指定 了 颜色 1 的 顶点 相 邻 的 顶点 。 然 后 把 颜色 2 指定 给 表 
中 还 没有 着 色 的 第 一 个 顶点 。 继 续 把 颜色 2 指定 给 那些 在 表 中 还 没有 着 色 且 不 与 指定 了 颜色 2 的 顶点 相 邻 
的 顶点 。 若 还 有 未 着 色 的 顶点 ， 则 指定 颜色 3 给 表 中 还 没有 着 色 的 第 一 个 顶点 ， 并 且 用 颜色 3 继续 对 还 没 
有 着 色 且 不 与 指定 了 颜色 3 的 顶点 相 邻 的 那些 顶点 着 色 。 继 续 这 个 过 程 直到 所 有 顶点 都 着 色 为 止 。 

29. 用 这 个 算法 构造 下 图 的 着 色 。 


8 h i J 
* 30, 用 伪 代 码 描述 这 个 着 色 算法 。 
x 31. 证 明 : 这 个 算法 所 产生 的 着 色 数 可 能 比 着 色 一 个 图 所 需 的 颜色 数 更 多 。 
如 果 一 个 连通 图 G 的 着 色 数 为 &， 但 是 对 于 G 的 任意 一 条 边 e， 从 G 中 删 掉 边 e 后 得 到 的 新 图 的 着 色 
数 都 是 & 一 1， 则 称 G 为 着 色 k 关键 的 。 
32. 证 明 : 只 要 允 是 正 的 奇数 且 z 过 3， 那 么 C 就 是 着 色 3 关键 的 。 
33. 证 明 : 只 要 n 是 正 的 奇数 且 n 宇 3， 那 么 W, 就 是 着 色 4 关键 的 。 
34. 证 明 : W, 不 是 着 色 3 关键 的 。 
35. 证 明 : 如 果 图 G 为 着 色 & 关键 的 ,那么 G 中 的 各 个 顶点 的 度 至 少 是 & 一 1。 
图 G 的 大 重 着 色 是 对 G 的 顶点 指定 含有 k 种 不 同 颜色 的 集合 ， 使 得 相 邻 的 顶点 不 具有 相同 的 颜色 。 
用 Xx,(G) 表 示 使 G 能 用 种 颜色 进行 & 重 着 色 的 最 小 正 整数 n。 例 如 ，X;(Cs)= 二 4。 为 了 看 出 这 一 点 ， 注 
意 ， 如 下 图 所 示 ， 只 用 4 种 颜色 ， 就 可 以 对 C, 的 每 个 顶点 指定 两 种 颜色 ， 使 得 两 个 相 邻 顶点 不 具有 相同 
的 颜色 。 另 外 ， 少 于 4 种 颜色 是 不 够 的 ， 因 为 顶点 ww 和 vw 每 个 都 必须 指定 两 种 颜色 ， 而 且 不 能 对 wv 和 
vs 指定 相同 颜色 。( 关 于 & 重 着 色 的 更 多 信息 ， 见 LMiRo91]。) 


{红色 ， 蓝 色 } vl vw {绿色 ， 黄 色 | 
{绿色 ， 黄 色 } v4 久 {红色 ， 蓝 色 } 
36. 求 下 列 这 些 值 : 
a)X, (Ks) b) Xs CK,) OXs Wi) 
dX, Cs) EX, (Kass) DXs (Ks) 
* g)Xs (Cs) WX, (Ks) 
* 37. 设 CGC 和 互 是 如 图 3 所 示 的 图 。 求 
a)X,(G) DX,(H) OXs(G) d) xs(H) 


38. 若 G 是 二 分 图 旦 & 是 正 整 数 ， 则 xX;(G) 是 什么 ? 
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39. 移动 广播 (或 蜂窝 ) 电 话 的 频率 是 按 地 段 分 配 的 。 每 个 地 段 分 配 一 组 该 地 段 中 的 设备 所 使 用 的 频率 。 
在 产生 干扰 问题 的 地 段 中 不 能 使 用 相同 的 频率 。 解 释 如 何 用 & 重 着 色 来 对 一 个 区 域 里 的 每 个 移动 广 
播 地 段 分 配 & 种 频率 。 

* 40. 证 明 : 每 个 平面 图 G 都 可 以 用 不 超过 6 种 颜色 来 着 色 。[ 提 示 : 对 图 的 顶点 数 用 数学 归纳 法 。 应 用 
10.7 节 推 论 2 来 求 出 满足 deg(v) 三 5 的 顶点 w。 考 虑 删除 w 和 与 其 关联 的 所 有 边 所 获得 的 G 的 子 图 。] 

xx 41. 证 明 : 每 个 平面 图 G 都 可 以 用 不 超过 5 种 颜色 来 着 色 。[ 提 示 : 利用 练习 40 的 提示 。] 
著名 的 艺术 馆 问 题 是 询问 需要 多 少 名 保安 才能 看 护 到 艺术 馆 的 所 有 部 分 ， 这 里 艺术 馆 是 一 个 n 边 形 

的 边界 及 它 所 围 的 内 部 。 为 了 更 精确 地 描述 这 个 问题 ， 需 要 一 些 术语 。 如 果 线 段 xy 上 所 有 的 点 都 在 PP 

边界 上 或 P 内 部 ， 则 称 简 单 多 边 形 P 边界 上 或 P 内 部 的 点 x 覆盖 或 看 见 P 边界 上 或 P 内 部 的 点 y。 如 果 

对 于 己 边 界 上 或 己 内 部 的 每 一 个 点 >， 都 能 够 在 一 个 点 的 集合 中 找到 一 个 看 见 y 的 点 XxX， 就 说 这 个 点 的 

集合 是 简单 多 边 形 的 看 守 集 。 把 看 守 简 单 多 边 形 已 所 需 的 最 少 点数 的 看 守 集 记 为 GCP)。 艺 术 馆 问题 求 

的 就 是 一 个 函数 g(n)， 它 是 所 有 nn 个 顶点 的 简单 多 边 形 P 的 看 守 集 GCP) 的 最 大 值 s 。 也 就 是 说 ，g(z) 

是 一 个 最 小 的 正 整数 ， 使 得 一 个 n 个 顶点 的 简单 多 边 形 P 保证 可 以 被 g (mw) 个 或 更 少 的 保安 看 守 。 

42. 通过 证 明 所 有 的 三 角形 和 四 边 形 都 能 够 用 一 个 点 来 看 卫 ， 证 明 : g(3)= 二 1 和 &(4) 王 1。 

* 43. 证 明 : g(5) 二 1]， 即 所 有 的 五 边 形 都 能 够 被 一 个 点 看 卫 。[ 提 示 : 先 分 出 有 0 个 、1 个 、2 个 项 点 的 内 
角 大 于 180 度 ， 然 后 再 说 明 在 各 种 情况 下 一 个 保安 都 足够 了 。] 

* 44. 首先 运用 练习 42 和 43 的 结果 ， 以 及 5. 2 节 的 引 理 1 证 明 g(6) 三 2， 然后 找 出 一 个 需要 两 名 保安 的 六 
边 形 。 最 后 证 明 g(6) 王 2。 

x* 45. 证 明 : g(n) 宇 | n/3」。[ 提 示 : 考虑 具有 3k 个 顶点 和 k 个 齿 尖 的 梳子 状 的 多 边 形 ， 如 下 图 所 示 的 15 
边 形 一 样 。] 


* 46. 通过 证 明 艺 术 馆 定理 ， 解 决 艺术 馆 问题 。 该 定理 说 一 个 n 个 顶点 的 简单 多 边 形 最 多 需要 Ln/3」 个 保安 
来 守卫 它 的 边界 和 内 部 。[ 提 示 : 运用 5.2 节 的 定理 1 把 这 个 简单 多 边 形 三 角 化 为 n 一 2 个 三 角形 。 然 
后 说 明 只 需要 3 种 颜色 就 能 够 将 三 角形 化 后 的 简单 多 边 形 的 顶点 进行 着 色 ， 使 得 相 邻 的 顶点 都 具有 
不 同 的 颜色 。 使 用 归纳 方法 和 5. 2 节 练 习 23， 最 后 在 所 有 红色 的 顶点 上 安置 保安 ,这 里 红色 是 在 顶 
点 染色 中 用 得 最 少 的 一 种 颜色 。 说 明 在 这 些 点 上 安置 保安 就 是 所 需要 的 全 部 保安 .] 


关键 术语 和 结论 
术语 
无 向 边 (undirected edge) : 与 集合 {u，w 小 关联 的 边 ， 其 中 丸和 w 都 是 顶点 。 
有 向 边 (directed edge) : 与 有 序 对 (wu，v) 关 联 的 边 ， 其 中 和 w 都 是 顶点 。 
多 重 边 (multiple edges) : 连接 同样 一 对 顶点 的 不 同 的 边 。 
环 (loop) : 连接 一 个 顶点 与 它 自身 的 边 。 
无 向 图 (undirected graph) : 一 组 顶点 以 及 连接 这 些 顶 点 的 一 组 无 向 边 。 
简单 图 (simple graph) : 没有 多 重 边 和 环 的 无 向 图 。 

多 重 图 (multigraph) :; 可 能 包含 多 重 边 但 不 包含 环 的 无 向 图 。 
伪 图 (pseudograph) : 可 能 包含 多 重 边 和 环 的 无 向 图 。 
有 向 图 (directed graph) : 一 组 顶点 以 及 连接 这 些 顶点 的 一 组 有 向 边 。 
有 向 多 重 图 (directed multigraph) : 可 能 包含 多 重 有 向 边 的 有 向 图 。 
简单 有 向 图 (simple directed graph) : 不 含 环 和 多 重 边 的 有 向 图 。 


日 考虑 个 顶点 的 简单 多 边 形 P 的 各 种 形态 。 一 一 译 者 注 
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相 邻 (adjacent) : 若 在 两 个 顶点 之 间 有 边 则 它们 是 相 邻 的 。 

关联 (incident) : 若 一 个 顶点 是 一 条 边 的 端点 则 那 条 边关 联 那 个 顶点 。 

deg(z) (无 向 图 中 顶点 也 的 度 ，degree of the vertex v in an undirected graph): 与 v 关 联 的 边 的 
数目 ， 环 贡献 2。 

deg (v)( 带 有 向 边 的 图 中 顶点 vv 的 入 度 ，the in-degree of the vertex v in a graph with directed 
edges) : 以 v 作 为 终点 的 边 的 数目 。 

deg*(v)( 带 有 向 边 的 图 中 顶点 vv 的 出 度 ，the out-degree of the vertex v in a graph with directed 
edges) : 以 v 作 为 起 点 的 边 的 数目 。 

带 有 向 边 的 图 的 基本 无 向 图 (underlying undirected graph of a graph with directed edges) : 通过 
忽略 有 向 边 的 方向 所 获得 的 无 向 图 。 

K,(n 个 顶点 的 完全 图 ，complete graph on n vertices) : 带 n 个 顶点 的 无 向 图 ， 其 中 每 对 顶点 都 
用 一 条 边 连接 。 

二 分 图 (bipartite graph) : 顶点 集 划 分 成 两 个 子 集 合 Vi 和 V 的 图 ， 使 得 每 条 边 都 连接 WwW, 中 的 
顶点 和 V 中 的 顶点 。 序 对 (ww ，Ww: ) 成 为 V 的 二 部 划分 。 

天 。, (完全 二 分 图 ，complete bipartite graph) : 顶点 集 划 分 成 m 个 元 素 的 子 集 和 个 元 素 的 子 
集 ， 使 得 两 个 顶点 被 一 条 边 所 连接 当 且 仅 当 一 个 顶点 属于 第 一 个 子 集 而 另外 一 个 顶点 属于 
第 二 个 子 集 。 

C,( 大 小 为 n 的 图 图 ，cycle of size 2，7 字 3) : 带 有 nn 个 顶点 ，ww，…，v, 和 边 {v，vs}，{v， 
的 图 。 

W,( 大 小 为 n 的 轮 图 ，wheel of size n，n 宇 3): 通过 向 C, 添加 一 个 顶点 以 及 从 这 个 顶点 到 C, 中 
原来 每 个 顶点 的 一 条 边 所 获得 的 图 。 

Q,(n 立方 体 图 ，n-cube，n 宇 1): 用 2" 个 长 度 为 n 的 位 串 作 为 顶点 ， 边 连接 恰好 相差 一 位 的 每 
对 位 串 的 图 。 

图 G 中 的 匹配 (matching in a graph G) : 一 组 边 的 集合 且 任 意 两 边 都 没有 公共 端点 。 

从 Vi 到 V, 的 完全 匹配 M(complete matching M from Vi to V,) : ww 中 的 每 个 顶点 都 是 M 中 的 
边 的 端点 的 匹配 。 

最 大 匹配 (maximum matching) : 在 图 中 所 有 匹配 中 包含 边 数 最 多 的 匹配 。 

孤立 点 (isolated vertex): 度 为 0 的 顶点 。 

悬挂 点 (pendant vertex) : 度 为 1 的 顶点 。 

正则 图 (regular graph) : 所 有 顶点 都 有 相同 的 度 的 图 。 

图 G 二 (V，E) 的 子 图 (subgraph of a graph G 二 (V，E)): 图 (W，F), 其 中 W 是 V 的 子 集 而 下 
是 E 的 子 集 。 | 

GiUG,(G 与 G, 的 并 图 )(G, UG: (union of Gi andG,)): 图 (Vi UV;，E,UE,), 其 中 GG 二 (Vi， 
FE) 和 G,=(V,, E,)., 

邻接 短 阵 (adjacency matrix) : 利用 顶点 的 相 邻 关系 来 表示 图 的 矩阵 。 

关联 给 阵 (incidence matrix) : 利用 边 与 顶点 的 关联 关系 来 表示 图 的 矩阵 。 

同 构 的 简单 图 (isomorphic simple graphs) : 对 简单 图 G 二 (Vi， E, ) 和 简单 图 CC 一 (V， E, ) 来 
说 ， 车 存在 从 Vi 到 Vs 的 一 一 对 应 i 使 得 对 所 有 属于 Vi 的 vw 和 vw 来 说 ， {flvw), 
f(w)}EE, 当 且 仅 当 {w， vw}E€E， 则 G 与 G; 是 同 构 的 。 

同 构 不 变量 (invariant for graph isomorphism) : 同 构 的 图 都 有 或 都 没有 的 性 质 。 

无 向 图 里 从 到 v 的 通路 (path from x to v in an undirected graph) : 一 条 或 多 条 边 的 序列 e ， 
€29 “sy En9 其 中 对 t=a0% dy n 来 说 ， ei 关联 着 {zi， Xin}s 其 中 Xo 二 WW 而 ,41 二 vo 

有 向 图 中 从 到 v 的 通路 (path from x to v in a graph with directed edges) : 一 条 或 多 条 边 的 序列 e ， 
e@，"…，es， 其 中 对 i=0，1，…， n 来 说 ，e; 关联 着 (zx;，zir1)， 其 中 w= 二 w 而 z+i 二 v。 


简单 通路 (simple path) : 不 多 次 包含 一 条 边 的 通路 。 

回路 (circuit) : 在 相同 顶点 处 开始 与 结束 的 通路 ， 通 路 长 度 n 宇 1。 

连通 图 (connected graph) : 在 图 中 每 对 顶点 之 间 都 有 通路 的 无 向 图 。 

图 G 的 割 点 (cut vertex of G) : 一 个 顶点 v， 使 得 G 一 v 是 不 连通 的 。 

图 G 的 割 边 (cut edge of G): 一 条 边 e， 使 得 G 一 e 是 不 连通 的 。 

不 可 分 割 的 图 Cnonseparable graph) : 不 含 割 点 的 图 。 

图 G 的 点 割 集 (vertex cut of G): 图 G 顶 点 集 的 子 集 V'， 使 得 G 一 V' 是 不 连通 的 。 

K(G)( 图 G 的 点 连通 度 ，the vertex connectivity of G): G 中 最 小 的 点 割 集 的 大 小 。 

k- 连 通 图 (k-connected graph): 有 一 个 点 连通 度 不 小 于 上 的 图 。 

图 G 的 边 割 集 (edge cut of G): 图 G 边 的 集合 E'， 使 得 G 一 E' 是 不 连通 的 。 

A(G)( 图 G 的 边 连 通 度 ，the edge connectivity of G): G 中 最 小 的 边 割 集 的 大 小 。 

图 G 的 连通 分 支 (connected component of a graph G): 图 G 的 最 大 连通 子 图 。 

强 连 通 有 向 图 (strongly connected directed graph) : 从 每 个 顶点 到 每 个 顶点 都 存在 有 向 通路 的 有 
向 图 。 

有 向 图 G 的 强 连通 分 支 (strongly connected component of a directed graph G): G 的 最 大 强 连通 . 
子 图 。 

欧 拉 通 路 (Euler path) : 恰好 包含 图 的 每 条 边 一 次 的 通路 。 

欧 拉 回 路 (Euler circuit) : 恰好 包含 图 的 每 条 边 一 次 的 回路 。 

哈密 顿 通路 (Hamilton path) : 恰好 通过 图 的 每 个 顶点 一 次 的 通路 。 

哈密 顿 回路 (Hamilton circuit) : 恰好 通过 图 的 每 个 顶点 一 次 的 回路 。 

加 权 图 (weighted graph) : 为 各 边 指 定数 字 的 图 。 

最 短 通路 问题 (shortest-path problem) : 确定 加 权 图 中 的 通路 以 使 得 这 条 通路 中 的 边 的 权 之 和 
在 指定 的 顶点 之 间 的 所 有 通路 上 是 最 小 值 这 样 的 问题 。 

旅行 商 问 题 (traveling salesperson problem) : 求 访问 图 的 每 个 顶点 恰好 一 次 的 、 总 长 度 最 短 的 
回路 的 问题 。 

平面 图 (planar graph) : 可 以 画 在 平面 上 而 没有 边 交 叉 的 图 。 

平面 图 的 平面 表示 的 面 (regions of a representation of a planar graph) : 该 图 的 平面 表示 把 平面 
所 分 割 成 的 区 域 。 

初等 细 分 (elementary subdivision) ; 删除 无 向 图 的 边 {u，v} 而 且 添 加 新 顶点 ww 以 及 边 {u，w} 和 
边 {w，v}。 

同 胚 (homeomorphic) : 若 两 个 无 向 图 是 从 同一 个 无 向 图 通过 一 系列 初等 细 分 来 获得 的 ， 则 它们 
同 胚 。 

图 着 色 (graph coloring) : 给 图 的 顶点 指定 颜色 ， 使 得 相 邻 的 两 个 顶点 没有 相同 的 颜色 。 

着 色 数 (chromatic number) : 在 图 的 着 色 中 所 需要 的 最 少 颜色 数 。 

结论 

握手 定理 (The handshaking theorem): 设 G=(V, EF) 是 有 m 条 边 的 无 向 图 则 2m = 
> deg() 

霍 尔 婚姻 定理 (Hall”’s marriage theorem) : 带 有 二 部 划分 (V; ，V,) 的 二 分 图 G 二 (V，E) 中 有 一 
个 从 Vi 到 W 的 完全 匹配 当 且 仅 当 对 于 和 的 所 有 子 集 A， 有 |N(A) | 宇 |A|。 

在 连通 多 重 图 中 存在 欧 拉 回路 当 且 仅 当 每 个 顶点 的 度数 都 为 偶数 。 


在 连通 多 重 图 中 存在 欧 拉 通 路 当 且 仅 当 至 多 有 两 个 度数 都 为 奇数 的 顶点 。 
迪克 斯 特 拉 算 法 (Dijkstra’s algorithm): 在 加 权 图 中 求 出 两 个 顶点 之 间 最 短 通 路 的 过 程 ( 见 


10,6 节 。 


图 625 














欧 拉 公式 (Euler7s formula) : r= 二 e 一 v 十 2， 其 中 +、e 和 w 分 别 是 平面 图 的 平面 表示 的 面 数 、 边 


数 和 顶点 数 。 


库 拉 图 斯 基 定 理 (Kuratowski”s theorem): 图 是 非 平面 图 当 且 仅 当 它 包 含 同 胚 于 K;,; 或 K; 的 子 


四 


图 。( 其 证 明 超 出 本 书 范围 .) 
色 定理 (The four color theorem) : 每 个 平面 图 都 可 以 用 不 超过 4 种 颜色 来 着 色 。( 其 证 明 远 远 
超出 本 书 范围 !) 


复习 题 


1. 


mw 


9, 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


2) 定义 : 简单 图 、 多 重 图 、 伪 图 、 有 向 图 、 有 向 多 重 图 。 
b) 用 例子 说 明 : 如 何 用 a) 中 每 种 类 型 的 图 来 建 模 。 例 如 ， 解释 如 何 为 计算 机 网 络 或 飞行 航线 的 不 同方 
面 来 建 模 。 


. 给 出 如 何 用 图 建 模 的 至 少 4 个 例子 。 

.在 无 向 图 中 ， 顶 点 度数 之 和 与 该 图 中 边 数 之 间 的 关系 是 什么 ? 解释 这 个 关系 为 什么 成 立 。 
. 为 什么 在 无 向 图 中 一 定 有 偶数 个 度数 为 奇数 的 顶点 ? 

. 在 有 向 图 中 顶点 的 人 度 之 和 与 出 度 之 和 之 间 的 关系 是 什么 ? 解释 这 个 关系 为 什么 成 立 。 

. 描述 下 列 图 族 。 

a)K,， 在 nn 个 顶点 上 的 完全 图 。 b)K,,,， 在 m 和 n 个 顶点 上 的 完全 二 分 图 。 
co)C,， 带 nn 个 顶点 的 圈 图 。 d)W,， 大 小 为 nn 的 轮 图 。 

e)Q,，n 立方 体 。 


. 在 练习 6 的 图 族 中 ， 每 个 图 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 
. a) 什 么 是 二 分 图 ? hb) 图 K,、C, 和 W 中 哪些 是 二 分 图 ? 


©) 你 如 何 确 定 无 向 图 是 否 为 二 分 图 ? 

a) 描 述 用 来 表示 图 的 3 种 不 同方 法 。 

b) 画 出 至 少 带 5 个 顶点 和 8 条 边 的 简单 图 。 说明 如 何 用 你 在 a) 中 所 描述 的 方法 来 表示 它 。 

a) 两 个 简单 图 是 同 构 的 是 什么 意思 ? 

b) 对 于 简单 图 的 同 构 来 说 ， 不 变量 是 什么 意思 ? 给 出 至 少 5 个 这 样 的 不 变量 的 例子 。 

c) 给 出 带 有 相同 的 顶点 数 、 边 数 和 顶点 度数 但 不 同 构 的 两 个 简单 图 的 例子 。 

gd 是 否 有 一 组 已 知 的 不 变量 可 以 用 来 有 效 地 确定 两 个 简单 图 是 否 同 构 ? 

a) 图 是 连通 的 是 什么 意思 ? 

b) 什 么 是 图 的 连通 分 支 ? 

a) 解 释 如 何 用 邻接 矩阵 来 表示 图 。 

b) 如 何 用 邻接 矩阵 来 确定 从 图 G 的 顶点 集 到 图 互 的 顶点 集 的 函数 是 否 是 同 构 的 ? 

ce) 如 何 用 图 的 邻接 矩阵 来 确定 在 图 的 两 个 顶点 之 间 长 度 为 ”的 通路 数 ? 其 中 > 是正 整数 。 

a) 定 义 无 向 图 中 的 欧 拉 回路 和 欧 拉 通路 。 

b) 描 述 著名 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ， 并 且 解 释 如 何 利用 欧 拉 回路 来 重新 叙述 它 。 

c) 如 何 确定 无 向 图 是 否 具有 欧 拉 通路 ? 

d) 如 何 确定 无 向 图 是 否 具有 欧 拉 回路 ? 

a) 定 义 简单 图 中 的 哈密 顿 回路 。 

b) 给 出 一 些 性 质 ， 这 些 性 质 芍 含 着 简单 图 没有 哈密 顿 回路 。 

给 出 至 少 两 个 可 以 通过 求 出 加 权 图 中 最 短 通路 来 解决 的 问题 的 例子 。 

a) 描 述 求 在 加 权 图 两 个 顶点 之 间 的 最 短 通路 的 迪克 斯 特 拉 算 法 。 

b) 画 出 至 少 带 10 个 顶点 和 20 条 边 的 加 权 图 。 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 出 在 图 中 你 所 选择 的 两 个 顶点 之 
间 的 最 短 通 路 。 

a) 图 是 平面 图 是 什么 意思 ? 

b) 给 出 非 平面 图 简单 图 的 例子 。 

a) 连 通 平面 图 的 欧 拉 公式 是 什么 ? 

b) 如 何 用 平面 图 的 欧 拉 公 式 来 证 明 一 个 简单 图 是 非 平 面 图 ? 
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19. 叙述 关于 图 的 平面 性 的 库 拉 图 斯 基 定 理 ， 并 且 解 释 它 如 何 刻画 了 哪些 图 是 平面 图 。 
20. 2) 定义 图 的 着 色 数 。 
b) 当 nn 是正 整数 时 ， 图 K, 的 着 色 数 是 什么 ? 
c) 当 ?是 大 于 2 的 正 整数 时 ， 图 C, 的 着 色 数 是 什么 ? 
由 ) 当 m 和 nn 都 是 正 整数 时 ， 图 K,,, 的 着 色 数 是 什么 ? 
21. 叙述 四 色 定 理 。 有 没有 不 能 用 4 种 颜色 来 着 色 的 图 ? 
22. 解释 在 建 模 里 如 何 使 用 图 的 着 色 。 至 少 举 两 个 不 同 的 例子 。 


补充 练习 
1. 一 个 带 100 个 顶点 的 50- 正 则 图 有 多 少 条 边 ? 
2. Ks 有 多 少 种 非 同 构 的 子 图 ? 
在 练习 3 一 5 中 ,判断 所 给 的 成 对 的 图 是 否 是 同 构 的 。 






3. Ul U2 U3 U4 VW v2 
us ug 27 Ug va v3 
4. a yi 
Ug U2 Vg V2 
U7 Us V7 V3 
ug U4 ve Va 
Us vs 
VI ey ul 
~ ly 
2 a 1 9 
Lo 了 


v4 V3 Us 
完全 m 部 图 KK; ,,,…,n 的 顶点 划分 成 mm 个 子 集 合 ， 各 有 nh ，nz，…，nm 个 元 素 ， 而 且 顶 点 相 邻 当 
且 仅 当 它们 属于 这 个 划分 的 不 同 子 集合 。 
6. 画 出 下 列 图 。 
a) Ki,2,s b) K;,,,» €) Ki,2,2,3 
*7, 完全 疡 部 图 开 ， ,n,,…,n, 有 多 少 个 顶点 和 多 少 条 边 ? 
8. 证 明 或 反 证 : 在 至 少 有 两 个 顶点 的 有 穷 多 重 图 中 ， 总 是 存在 两 个 度数 相同 的 顶点 。 
9. 设 G= 二 (V，E) 是 无 向 图 ， 并且 令 ACV 和 BCV, 证 明 : 
a) N(AUB)= N(A) UN(B), 
bNCAmnB)IESENCA)mNCB)， 并 且 给 出 NCANMB) 取 NC(A) 八 N(B) 的 例子 。 
10. 设 G==(V， EE) 是 无 向 图 ， 证 明 : 


图 627 


a) 对 于 所 有 的 vEV，| N(v) | 过 deg(v)。 

b) 对 于 所 有 的 vEV，| N(v) | 一 deg(z) 当 且 仅 当 G 是 一 个 简单 图 。 

设 ” 是 正 整数 ，S, ，S; ，…S, 是 集合 S 的 子 集 构成 的 集合 族 ， 这 个 族 的 不 同 代表 系统 (SDR) 是 一 个 
有 序 的 二 元 组 (aa ，as;，…，a,)， 其 中 ,对 i=1, 2, …,n， 有 aiES， 且 对 于 所 有 的 ;天 7， 有 aw 天 oj。 
11. 求 集合 Si=={a, c,， m, e}, Si:={m, a, c, e}, S;={a, p, e, Xx}, S,={zx;, €, nn, a}, Ss={n, 

a，m,，e} 和 Ss 二 {fe，Zx，a，m)}) 的 SDR。 
12. 使 用 霍 尔 婚姻 定理 证 明 : 集合 S 的 有 穷 子 集 S: ， S:, *, S, 有 SDR(ai， CQ2， ”9 ar) 当 且 仅 当 对 于 


4，2，…， 可 的 所 有 子 集 7 有 | [js,| > 17|， 


13. a) 使 用 练习 12 证 明 :; SI 二 {a, b, c}，Ss= 二 {6, c,d}，S; 二 {a, bp，d}，S, = 二 {6，c，d}) 构 成 的 集合 
族 有 一 个 SDR， 不 允许 直接 求 出 一 个 。 

b) 求 出 a) 中 集合 族 的 SDR。 

14. 使 用 练习 12 证 明 : Si 二 {a, 6b, c}, Ss:=={a, c}, S3={c, d, e}, Si:'=1{b, c}, S;={d, e, f}， 
Ss 二 {a,，c，e} 和 S; 二 {a，5b) 构 成 的 集合 族 没有 SDR。 | 
设 u、v 和 w 是 一 个 简单 图 的 3 个 顶点 ,简单 图 G 的 簇 系数 C(G) 是 当 w 和 w 是 邻居 且 w 和 w 是 邻居 

时 , wu 和 了 z 是 邻居 的 概率 。 

15. 设 w、v 和 ww 是 一 个 简单 图 的 3 个 顶点 ， 当 这 些 顶 点 构成 的 所 有 3 对 顶点 之 间 都 有 边 相 连 时 ， 这 3 个 
顶点 构成 一 个 三 角形 。 求 用 图 中 三 角形 个 数 以 及 图 中 长 度 为 2 的 通路 的 条 数 表示 的 C(G) 的 公式 。 
[提示 : 按照 形成 三 角形 的 顶点 的 顺序 计算 图 中 的 每 个 三 角形 一 次 。] 

16. 求 10. 2 节 练 习 20 中 每 个 图 的 簇 系 数 。 

17. 解释 下 列 各 图 中 簇 系数 表示 什么 ? 

a) 好 莱 坞 图 b)“ 人 脸 ” 中 的 朋友 图 
中 图 论 中 的 学 术 合 作 图 d) 人 类 细胞 中 的 蛋白 质 作用 图 
e) 表 示 构 成 万 维 网 的 路 由 器 和 通信 和 链 路 的 图 

18. 对 练习 17 中 的 每 一 个 图 ， 解 释 是 否 可 以 期 望 其 簇 系数 接近 0.01 或 0.10， 并 且 解 释 为 什么 。 

闻 . 简单 无 向 图 的 团 是 一 个 完全 子 图 ， 它 不 包含 在 任何 更 大 的 完全 子 图 中 。 在 练习 19 一 21 中 ， 求 所 给 图 

的 所 有 团 。 

19. a b c 20. 


简单 图 中 顶点 的 支配 集 是 顶点 的 一 个 集合 ， 使 得 其 他 每 个 顶点 都 与 这 个 集合 中 至 少 一 个 顶点 是 相 邻 
的 。 带 最 少 顶 点 数 的 支配 集 称 为 最 小 支配 集 。 在 练习 22 一 24 中 ， 求 所 给 的 图 的 最 小 支配 集 。 
22. a b 23,. 4 e 24. a b C d 
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简单 图 可 用 来 确定 在 棋盘 上 控制 整个 棋盘 的 最 少 皇 后 数 。 一 个 nXn 的 棋盘 具有 n? 个 格子 。 如 下 图 
所 示 ， 在 所 给 位 置 上 的 皇后 控制 着 同行 、 同 列 以 及 包含 这 个 格子 的 两 条 斜 线 上 的 所 有 格子 。 与 此 对 应 的 
简单 图 具有 mn? 个 项 点， 每 个 顶点 表示 一 个 格子 ， 而 且 若 一 个 顶点 所 表示 的 格子 上 的 皇后 控制 着 另外 一 个 
顶点 所 表示 的 格子 ， 则 这 两 个 顶点 是 相 邻 的 。 





33, 


34. 


. 构造 表示 nXn 棋盘 的 简单 图 ， 用 边 表 示 皇 后 对 格子 的 控制 ， 其 中 


a)7 一 3 b)n= 4 


. 解释 一 下 最 小 支配 集 的 概念 如 何 应 用 到 确定 控制 xXn 棋盘 的 最 少 皇后 数 的 问题 。 
. 求 控制 xX 棋盘 的 最 少 皇后 数 ， 其 中 


3)7 一 3 b)n=4 c)7 一 5 


. 假定 G! 和 Hi 是 同 构 的 ， 而 且 G: 和 五, 是 同 构 的 。 证 明 或 反 证 : G1 UG。 和 Hi UH 是 同 构 的 。 
. 证 明 : 下 列 性 质 是 同 构 的 简单 图 都 有 或 都 没有 的 不 变量 。 


a) 连 通 性 b) 哈 密 顿 回路 的 存在 性 中 欧 拉 回 路 的 存在 性 
d) 有 交叉 数 C e) 有 个 孤立 顶点 人 是 二 分 图 


. 如 和 何 从 G 的 邻接 矩阵 求 G 的 邻接 矩阵 ? 其 中 G 是 简单 图 。 
. 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 4 个 顶点 的 连通 简单 二 分 图 ? 
* 32， 


有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 简单 连通 图 ， 并 且 

a) 没 有 任何 顶点 的 度 超过 2? b) 着 色 数 等 于 4? c) 非 平面 图 ? 
车 有 向 图 与 它 的 逆 同 构 ， 则 它 是 自 逆 的 。 
确定 下 列 图 是 否 为 自 逆 的 。 


a) a 





证 明 : 车 有 向 图 G 是 自 逆 的 而 且 互 是 同 构 于 G 的 有 向 图 ， 则 太 也 是 自 逆 的 。 
无 向 简单 图 的 定向 就 是 指定 它 的 各 边 的 方向 ， 使 得 所 得 到 的 有 向 图 是 强 连通 的 。 当 无 向 图 有 定向 时 ， 


这 个 图 称 为 可 定向 的 。 在 练习 35 一 37 中 ， 确 定 给 定 的 图 是 否 是 可 定向 的 。 


35. 


a b Cc 36.a 了 37: b e 
2 i 
e b C d e d Wf 
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关 42. 





.因为 在 城市 中 心 区 交通 流量 正在 增长 ， 所 以 交通 工程 师 正 在 计划 把 目前 所 有 双 行 街道 都 变 成 单行 街 


道 。 解 释 如 何 为 这 个 问题 建 模 。 


， 证 明 : 阁 一 个 图 具有 制 边 ， 则 它 不 是 可 定向 的 。 


竞赛 图 是 简单 有 向 图 ， 使 得 若 x 和 wv 是 图 中 不 同 的 顶点 ， 则 (wu， 功 和 (w，) 中 恰好 有 一 个 是 图 中 的 边 。 


. 有 多 少 种 不 同 的 带 nn 个 顶点 的 竞赛 图 ? 
. 在 竞赛 图 中 一 个 顶点 的 入 度 与 出 度 之 和 是 什么 ? 


证 明 ， 每 个 竞赛 图 都 有 哈密 顿 通路 。 


. 给 定 鸡 群 里 的 两 只 鸡 ， 其 中 一 只 占 优势 。 这 样 就 定义 了 这 个 鸡 群 的 吸食 次 序 。 如 何 用 竞赛 图 来 为 吸 


食 次 序 建 模 ? 


. 设 连通 图 G 有 ?个 顶点 且 点 连通 度 K(G) 一 A。 证 明 : 图 G 至 少 含 有 [An/2] 条 边 。 


车 Kk(G) 二 4(G) 一 mip degv 王 2m/n， 则 称 含有 7 个 顶点 和 wm 条 边 的 连通 图 G 二 (V,，E) 具 有 最 优 连 


通 度 。 


45. 
46. 


* 47, 
48. 


证 明 : 具有 最 优 连通 度 的 连通 图 一 定 是 正则 图 。 

证 明 下 列 各 图 具有 最 优 连通 度 。 

A) Os N23 b)K,, n 宇 3 OR TZ 

求 2 个 带 有 6 个 顶点 ，9 条 边 ， 具 有 最 优 连 通 度 的 非 同 构 的 简单 图 。 

假定 G 是 带 2k 个 度 为 奇数 的 顶点 的 连通 多 重 图 。 证明: 存在 个 子 图 ， 它们 的 并 图 是 G， 其 中 每 个 
子 图 都 有 欧 拉 通 路 并 且 任 何 两 个 子 图 都 没有 公共 边 。[ 提 示 : 向 该 图 添加 条 连接 成 对 的 度 为 奇数 的 
顶点 ， 并 且 利 用 这 个 变 大 了 的 图 的 欧 拉 回 路 。] 

在 练习 49 和 50 中 ,我 们 讨论 一 个 由 佩 特 科 维 奇 (petkovid) 在 [Pe09] 中 提出 的 一 个 智力 题 (基于 


[Arvch80] 中 的 问题 ) 。 设 亚瑟王 召集 2n 个 骑士 开 一 个 重要 的 圆桌 会 议 。 其 中 任意 两 个 人 要 么 是 朋友 ， 要 
么 是 敌人 ， 并 且 每 个 人 在 其 余 2n 一 1 个 人 中 最 多 有 不 超过 ”一 1 个 敌人 。 问 亚瑟王 是 否 可 以 安排 他 的 骑士 
在 圆桌 就 座 ， 使 得 每 个 人 都 和 他 的 两 个 朋友 为 邻 座 。 


49. 


50. 


B, 


* Sl 


a) 证 明 : 用 顶点 表示 骑士 ， 若 两 个 骑士 是 朋友 ， 则 在 图 中 用 边 连 接 这 两 人 。 该 题 可 以 化 简 为 判断 图 
中 是 否 存在 哈密 顿 回 路 。 

b) 解 答 在 上 面 智 力 题 中 的 提出 的 问题 。[ 提 示 : 利用 狄 拉克 定理 。] 

假设 有 8 个 骑士 ，Alynore、Bedivere、De-gore、Gareth、Kay、Lancelot、Perceval 和 Tristan 用 每 个 

人 的 名 字 的 第 一 个 字母 表示 该 骑士 ， 并 在 该 字母 后 面 列 出 他 的 敌人 列表 。 他 们 的 敌人 列表 是 : 

ACD, GG PY Bl(R: Py DD DOAs G LY GR Ds; DD: EBs Es Ps LDs Rr TN PAAs 

K)、T(B，G，L) 。 画 出 表示 这 8 个 骑士 和 他 们 的 朋友 的 图 ， 并 且 求 出 安排 方式 使 得 每 一 个 骑士 都 挨 


着 他 的 两 个 朋友 坐 。 
设 G 是 带 有 nn 个 顶点 的 简单 图 。G 的 带宽 表示 成 B(G) ， 它 是 max{ |i 一 j | |a; 与 ai 是 相 邻 的 } 在 G 的 
顶点 wa ，as ，…，aw 的 所 有 排列 上 所 取 的 最 小 值 。 即 带宽 是 赋 给 相 邻 丁点 的 下 标的 最 大 差 值 在 顶点 
的 所 有 列表 上 所 取 的 最 小 值 。 求 下 列 图 的 带宽 。 
a) 天 5 b) Ki,s c) 天 2,s d) 天 :,3 
e)Qs 人 Cs5 


55. 
56. 
57, 


连通 简单 图 的 两 个 不 同 顶 点 w 和 vw 之 间 的 距离 是 在 v 和 vw 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ( 边 数 )。 图 的 半 
径 是 从 顶点 v 到 其 他 顶点 的 最 大 距离 在 所 有 顶点 v 上 所 取 的 最 小 值 。 图 的 直径 是 在 两 个 不 同 顶 点 之 
间 的 最 大 距离 。 求 下 列 图 的 半径 和 直径 。 

a) Ks b) K,,s CQ d)Cs 


. a) 证 明 : 若 简单 图 G 的 直径 至 少 为 4， 则 它 的 补 图 G 的 直径 不 超过 2。 


b) 证 明 : 车 简单 图 G 的 直径 至 少 为 3， 则 它 的 补 图 G 的 直径 不 超过 3。 


. 假定 一 个 多 重 图 有 2m 个 度 为 奇数 的 顶点 。 证 明 : 任何 包含 该 图 中 每 条 边 的 回路 ， 必 然 至 少 包含 zn 


条 边 超 过 一 次 。 

求 10.6 节 图 3 中 在 顶点 4 与 z 之 间 的 次 最 短 通 路 。 

设计 一 个 算法 ， 求 在 简单 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 的 次 最 短 通 路 。 

求 10.6 节 练 习 3 的 加 权 图 中 ,在 顶点 a 与 z 之 间 经 过 顶点 了 的 最 短 通路 。 
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58. 设计 一 个 算法 ， 求 在 简单 连通 加 权 图 中 两 个 顶点 之 间 经 过 第 三 个 指定 顶点 的 最 短 通路 。 
* 59. 证 明 : 若 G 是 至 少 带 11 个 顶点 的 简单 图 ， 则 G 或 G(G 的 补 图 ) 不 是 平面 图 。 


说 若 图 的 一 组 顶点 集合 中 的 任何 两 个 顶点 都 不 相 邻 ， 则 这 个 顶点 集合 称 为 独立 的 。 图 的 独立 数 是 该 图 


闪 


的 独立 顶点 集中 的 最 大 顶点 个 数 。 

* 60. 下 列 图 的 独立 数 是 什么 ? 
aK, b)C， ce)Q， d) 开 。， 

61. 证 明 : 一 个 简单 图 中 的 顶点 数 小 于 或 等 于 这 个 图 的 独立 数 与 着 色 数 之 积 。 

62. 证 明 : 一 个 图 的 着 色 数 小 于 或 等 于 ”一 ;二 1， 其 中 ) 是 这 个 图 的 顶点 数 ，;i 是 这 个 图 的 独立 数 。 

63. 假定 为 了 生成 带 有 个 顶点 的 随机 简单 图 ， 首 先 选 择 满足 0 过 p 过 1 的 实数 p。 对 C(n，2) 对 不 同 顶点 
中 的 每 一 对 ， 都 生成 一 个 在 0 一 1 之 间 的 随机 数 zx。 若 0 志 z 三 p， 则 用 一 条 边 连 接 这 两 个 顶点 ; 否则 
就 不 连接 这 两 个 顶点 。 

a) 生 成 带 有 m 条 边 的 图 的 概率 是 什么 ? 其 中 0<m 和 Cl(n，2)。 

b) 若 包含 每 一 条 边 的 概率 为 p， 则 在 随机 生成 的 带 有 个 顶点 的 图 中 ， 边 数 的 期 望 值 是 什么 ? 

©) 证 明 : 若 p= 二 1/2， 则 每 一 个 带 nn 个 顶点 的 简单 图 是 等 概率 生成 的 。 

当 向 简单 图 添加 更 多 的 边 (不 添加 顶点 ) 时 ， 都 还 保持 的 性 质 称 为 单调 递增 的 ， 当 从 简单 图 删除 边 (不 
删除 顶点 ) 时 ， 都 还 保持 的 性 质 称 为 单调 递减 的 。 

64. 对 下 列 每 个 性 质 来 说 ， 判 断 它 是 否 为 单调 递增 的 ， 并 判断 它 是 否 为 单调 递减 的 。 

a) 图 G 是 连通 的 b) 图 G 不 是 连通 的 ”0 人 图 G 有 欧 拉 回 路 ”图 G 有 险 密 顿 回路 
e) 图 G 是 平面 图 人 图 G 的 着 色 数 为 4 g) 图 G 的 半径 为 3 有) 图 G 的 直径 为 3 

65. 证 明 ; 图 的 性 质 已 是 单调 递增 的 当 且 仅 当 图 的 性 质 Q 是 单调 递减 的 ， 其 中 Q 是 不 具有 性 质 忆 的 
性 质 。 

66. 假定 P 是 简单 图 的 单调 递增 的 性 质 。 证明: 带 n 个 顶点 的 随机 图 有 性 质 P 的 概率 是 p 的 单调 非 递减 
函数 ， 其 中 p 是 一 条 边 被 挑选 到 该 图 的 概率 。 

计算 机 课题 

按 给 定 的 输入 和 输出 写 出 程序 。 

. 给 定 无 向 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 确 定 每 个 顶点 的 度 。 

. 给 定 有 向 图 的 各 边 所 关联 的 有 序 顶 点 对 ， 确 定 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 。 

. 给 定 简单 图 的 边 列 表 ， 确 定 这 个 图 是 否 为 二 分 图 。 

. 给 定 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ,构造 这 个 图 的 邻接 矩阵。( 要 求 当 存在 环 、 多 重 边 或 有 向 边 时 仍 起 

作用 。) 

. 给 定 图 的 邻接 矩阵 ， 列 出 这 个 图 的 各 边 ， 并 且 给 出 每 条 边 出 现 的 次 数 。 

.给 定 无 向 图 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 以 及 每 条 边 出 现 的 次 数 ， 构 造 这 个 图 的 关联 矩阵 。 

.给 定 无 向 图 的 关联 矩阵 ， 列 出 它 的 各 边 ， 并 且 给 出 每 条 边 出 现 的 次 数 。 

. 给 定 正 整 数 n， 通过 产生 图 的 邻接 矩阵 来 生成 含有 个 顶点 的 无 向 图 ， 使 得 以 相等 的 概率 生成 所 有 含 

有 个 顶点 的 简单 图 。 

9. 给 定 正 整数 x， 通过 产生 图 的 邻接 和 矩阵 来 生成 含有 nn 个 顶点 的 有 向 图 ， 使 得 以 相等 的 概率 生成 所 有 含 
有 个 顶点 的 有 向 图 。 

10. 给 定 两 个 都 带 不 超过 6 个 顶点 的 简单 图 的 边 列表 ， 确 定 这 两 个 图 是 否 是 同 构 的 。 
11. 给 定 图 的 邻接 矩阵 和 正 整 数 x， 求 两 个 顶点 之 间 长 度 为 的 通路 数 (产生 对 有 向 图 和 无 向 图 来 说 都 能 
起 作用 的 程序 ) 。 

* 12. 给 定 简单 图 的 边 列 表 ， 确 定 它 是 否 连通 ， 若 它 不 连通 ， 则 求 连通 分 支 数 。 

13. 给 定 多 重 图 的 各 边 所 关联 的 顶点 对 ， 确 定 它 是 否 有 欧 拉 回路 ， 若 没有 欧 拉 回 路 ， 则 确定 它 是 否 有 欧 
拉 通 路 。 若 存在 欧 拉 通路 或 欧 拉 回路 ， 则 构造 这 样 的 通路 或 回路 。 

x* 14. 给 定 有 向 多 重 图 的 各 边 所 关联 的 有 序 顶 点 对 ， 车 存在 欧 拉 通路 或 欧 拉 回路 ， 则 构造 这 样 的 通路 或 

回路 。 
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15. 给 定 简单 图 的 边 列表 ， 产 生 一 条 哈密 顿 回路 ， 或 者 确定 该 图 没有 这 样 的 回路 。 

16. 给 定 简单 图 的 边 列表 ， 产生 一 条 哈密 顿 通路 ,或 者 确定 该 图 没有 这 样 的 通路 。 

17. 给 定 加 权 连 通 简单 图 的 边 及 其 权 的 列表 ， 以 及 该 图 中 的 两 个 顶点 ， 用 迪克 斯 特 拉 算 法 求 这 两 点 间 最 ” 
短 通路 的 长 度 。 另 外 ， 求 出 这 条 通路 。 

18. 给 定 无 向 图 的 边 的 表 ， 用 10. 8 节 练 习 所 给 的 算法 求 这 个 图 的 着 色 。 

19. 给 定 学 生 及 其 注册 课程 的 表 ， 构 造 期 末 考 试 日 程 表 。 

20. 给 定 各 对 电视 台 之 间 的 距离 以 及 它们 之 间 人 允许 的 最 短 距 离 ， 为 这 些 电视 台 分 配 频率 。 


计算 和 探索 


用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 

. 显示 带 4 个 顶点 的 所 有 简单 图 。 

. 显示 带 6 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 简单 图 。 

. 显示 全 套 的 带 4 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 有 向 图 。 

.随机 地 生成 10 个 不 同 的 简单 图 ， 每 个 带 20 个 顶点 ， 使 得 每 个 这 样 的 图 都 是 以 相等 的 概率 来 生成 的 。 
. 构造 一 种 格雷 码 ， 其 中 码 字 都 是 长 度 为 6 的 位 串 。 

. 构造 马 在 不 同 大 小 的 棋盘 上 的 周游 路 线 。 

. 确定 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 生成 的 每 个 图 是 否 为 平面 图 。 若 你 可 以 做 到 ， 则 确定 每 个 非 平 面 图 的 
厚度 。 

8. 确定 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 生成 的 每 个 图 是 否 连 通 。 若 有 一 个 图 不 连通 ， 则 确定 这 个 图 的 连通 分 


A mm Dr — 


支 数 。 

9. 随机 地 生成 带 10 个 顶点 的 简单 图 。 当 你 生成 了 一 个 带 欧 拉 回路 的 图 时 停止 。 显 示 这 个 图 的 一 个 欧 拉 
回路 。 

10. 随机 地 生成 带 10 个 顶点 的 简单 图 。 当 你 生成 了 一 个 带 哈 密 顿 回路 的 图 时 停止 。 显 示 这 个 图 的 一 个 哈 
密 顿 回路 。 


11. 求 你 在 本 组 练习 的 练习 4 中 所 生成 的 每 个 图 的 着 色 数 。 

12. 求 旅行 推销 员 访 问 美国 50 个 州 的 每 个 首府 所 能 采取 的 最 短路 线 ， 在 各 城市 之 间 坐 直 飞 的 航班 。 

13. 对 每 个 不 超过 10 的 正 整数 4 来 说 ,估计 随机 生成 的 带 个 顶点 的 简单 图 连通 的 概率 ， 方法 是 生成 一 
组 随机 简单 图 并 且 确 定 每 个 图 是 否 连通 。 

14. 研究 这 个 问题 : 确定 Ki,; 的 交叉 数 是 否 为 77、79 或 81。 已 知 它 等 于 这 三 个 数 当 中 的 一 个 。 


写作 课题 

用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 

. 描述 在 1900 年 以 前 图 论 的 起 源 和 发 展 。 

. 讨论 图 论 在 生态 系统 研究 中 的 应 用 。 

. 讨论 图 论 在 社会 学 和 心理 学 中 的 应 用 。 

. 讨论 通过 研究 网 络 图 的 性 质 可 以 了 解 到 什么 ? 

. 解释 在 表示 网 络 的 图 中 ， 如 社交 网 络 、 计 算 机 网 络 、 信 息 网 络 或 生物 学 网 络 ， 社 团结 构 是 什么 ? 定义 
在 这 些 图 中 的 社团 是 什么 ?并且 解 释 在 表示 所 列 的 网 络 类 型 的 图 中 ， 社 团 表示 了 什么 。 

6. 描述 一 些 用 于 在 表示 第 5 题 中 所 列 网 络 类 型 的 图 中 ， 社团 发 现 的 算法 。 

7. 描述 给 定 一 个 图 的 顶点 和 边 ， 在 纸 面 或 屏幕 上 画 出 这 个 图 的 算法 。 在 画图 中 需要 考虑 什么 ， 使 得 其 最 
好 地 显示 了 该 图 的 属性 。 

8. 通过 学 习 相 关 的 社交 网 络 和 通信 网 络 ， 解 释 图 论 如何 帮 助 发 现 犯罪 或 慌 怖 网 络 。 

9. 一 个 输入 、 显 示 和 操纵 各 种 图 的 软件 工具 应 当 具 有 什么 功能 ? 现 有 的 工具 都 具有 这 些 功能 中 的 哪些 ? 

10. 描述 确定 两 个 图 是 否 是 同 构 的 一 些 可 用 算法 和 这 些 算 法 的 计算 复杂 度 。 目 前 已 知 最 有 效 的 算法 是 
什么 ? 

11. 什么 是 子 图 同 构 问 题 及 其 在 化 学 、 生 态 学 、 电 子 电路 设计 和 计算 机 视图 等 方面 有 哪些 重要 应 用 ? 


人 


12. 
1 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 


20. 
. 描述 在 四 色 定 理 的 证 明 中 计算 机 所 扮演 的 角色 。 如 何 肯定 一 个 依赖 计算 机 的 证 明 是 正确 的 ? 
22. 
23. 
24. 
25. 
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解释 什么 是 图 挖掘 ( 它 是 数据 挖掘 的 重要 领域 )， 并 说 明 图 挖掘 中 的 一 些 基本 技术 。 

描述 如 何 用 欧 拉 通 路 来 帮助 确定 DNA 序列 。 

定义 德 布 鲁 因 序列 并 且 讨 论 它们 如 何 出 现在 应 用 中 。 解 释 如 何 用 欧 拉 回 路 来 构造 德 布 鲁 因 序列 。 
描述 中 国 邮 递 员 问 题 并 且 解 释 如 何 解 决 这 个 问题 。 

描述 表明 图 具有 哈密 顿 回路 的 一 些 不 同 条 件 。 

描述 用 来 解决 旅行 推销 员 问 题 的 几 个 不 同 策略 和 算法 。 

描述 判定 一 个 图 是 否 是 平面 图 几 个 不 同 算法 。 每 个 算法 的 计算 复杂 度 是 什么 ? 

在 建 模 中 ， 有 时 把 超大 规模 集成 电路 (VLSD 图 藤 入 到 一 本 书 中 ， 让 顶点 都 在 书 湖 上 而 边 都 在 不 同 的 
书页 上 。 定 义 图 的 书页 数 并 对 "一 3，4，5 和 6 求 包括 K, 在 内 的 各 种 图 的 书页 数 。 

描述 四 色 定 理 的 历史 。 


就 是 否 产生 最 少 颜色 的 着 色 以 及 复杂 度 而 言 ， 描 述 并 比较 给 图 着 色 的 几 个 不 同 算法 。 
解释 在 各 种 不 同 模型 中 如 何 使 用 图 的 多 重 着 色 。 

描述 边 着 色 的 应 用 。 

解释 如 何 将 随机 图 理论 应 用 在 带 特定 性 质 的 图 的 非 构造 性 存在 性 证 明 中 。 
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树 


不 包含 简单 回路 的 连通 图 称 为 树 。 早 在 1857 年 ， 英 国 数学 家 亚 瑟 。 凯 莱 就 用 树 计 数 某 些 
类 型 的 化 合 物 。 本 章 中 的 例子 将 说 明 从 那 时 起 ， 树 已 经 被 用 来 解决 各 种 学 科 分 支 中 的 问题 。 

树 在 计算 机 科学 中 特别 有 用 ， 尤 其 是 在 算法 中 。 例 如 ， 用 树 构造 求 元 素 在 表 中 位 置 的 有 效 
算法 。 可 以 将 树 用 于 算法 ， 构 造 节省 数据 存储 和 传输 成 本 的 有 效 编码 ， 比 如 哈 夫 曼 编码 ;可 以 
用 树 来 研究 诸如 跳棋 和 象棋 这 样 的 博弈 ， 并 且 可 以 帮助 确定 进行 这 些 博 弈 的 取胜 策略 ， 可 以 用 
树 来 为 通过 一 系列 决策 而 完成 的 过 程 建立 模型 。 构 造 这 些 模型 可 以 帮助 确定 排序 算法 等 基于 一 
系列 决策 的 算法 的 计算 复杂 度 。 

通过 深度 优先 搜索 或 宽度 优先 搜索 ， 可 以 系统 地 遍历 图 的 顶点 ， 构 造 出 一 棵 包括 每 个 顶点 
的 树 。 通 过 深度 优先 搜索 来 探索 图 的 顶点 ， 也 称 为 回 滴 ， 人 允许 系统 地 搜索 各 种 问题 的 解 ， 比 如 
确定 在 棋盘 上 如 何 放置 8 个 王后 使 得 这 些 王后 不 能 互相 攻击 。 

可 以 给 树 的 边 赋 权 值 来 为 许多 问题 建立 模型 。 例 如 ， 用 加 权 树 可 以 开发 出 构造 网 络 的 算 
法 ， 使 得 这 些 网 络 含有 最 便宜 的 连接 不 同 网 络 节点 的 电话 线 集 合 。 


11.1 树 的 概述 

第 10 章 说 明了 如 何 用 图 来 建立 模型 和 解决 许多 问题 。 本 章 将 集中 讨论 称 为 树 的 一 种 特殊 
类 型 的 图 ， 之 所 以 这 样 命名 是 因为 这 样 的 图 就 像 是 树 。 例 如 ， 家 族 树 是 表示 族谱 图 的 图 。 家 族 
树 用 顶点 表示 家 族 成 员 并 且 用 边 表示 父子 关系 。 图 1 显示 了 瑞士 数学 世家 伯 努 利家 族 男性 成 员 
的 家 族 树 。 表 示 家 族 树 (限制 成 员 为 一 种 性 别 ， 并 且 没 有 近亲 结婚 ) 的 无 向 图 是 树 的 一 个 例子 。 
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图 1 伯 努 利 数学 世家 


树 是 没有 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 

因为 树 没有 简单 回路 ， 所 以 树 不 含 多 重 边 或 环 。 因 此 任何 树 都 必然 是 简单 图 。 

例 1 在 图 2 所 示 的 图 中 ， 哪 些 图 是 树 ? 

解 G 和 G: 是 树 ， 因 为 都 是 没有 简单 回路 的 连通 图 。G; 不 是 树 ， 因 为 eb,，a，d,， e 是 
这 个 图 中 的 简单 回路 。 最 后 ，G, 不 是 树 ， 因 为 它 不 连通 。 本 
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GI GO» G3 Ga 
图 2 树 和 不 是 树 的 图 的 例子 
任何 一 个 不 包含 简单 回路 的 连通 图 都 是 树 。 不 含 简单 回路 但 不 一 定 连通 的 图 是 什么 ? 


这 些 图 称 为 森林 ， 而 且 具 有 这 样 的 性 质 : 它们 的 每 个 连通 分 支 都 是 树 。 图 3 显示 了 一 个 
森林 。 








这 是 具有 3 个 连通 分 支 的 图 


人 


图 3 森林 的 例子 


通常 把 树 定义 成 具有 在 每 对 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 性 质 的 无 向 图 。 定 理 1 说明 这 个 变 
换 的 定义 与 原来 的 定义 是 等 价 的 。 

一 个 无 向 图 是 树 当 且 仅 当 在 它 的 每 对 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 

证 ”首先 假定 工 是 树 。 则 工 是 没有 简单 回路 的 连通 图 。 设 zx 和 >y 是 T 的 两 个 顶点 。 因 为 
T 是 连通 的 ， 所 以 根据 10. 4 节 定 理 1,， 在 x 和 y 之 间 存 在 一 条 简单 通路 。 而 且 ， 这 条 通路 必然 
是 唯一 的 ， 因 为 假如 存在 第 二 条 这 样 的 通路 ， 那 么 从 工 到 y 的 第 一 条 通路 以 及 将 第 二 条 通路 逆 
转 后 所 得 到 的 从 y 到 z 的 通路 ， 将 组 合 起 来 形成 回路 。 利 用 10. 4 节 练 习 59， 这 蕴含 着 在 工 中 
存在 简单 回路 。 因 此 ， 在 树 的 任何 两 个 顶点 之 间 存在 唯一 简单 通路 。 

现在 假定 在 图 工 的 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 。 则 是 连通 的 ， 因 为 在 它 的 任何 两 
个 顶点 之 间 存 在 通路 。 另 外 ，T 工 没有 简单 回路 。 为 了 看 出 这 是 真 命题 ， 假 定 工 有 包含 顶点 工 和 y 的 
简单 回路 。 则 在 x 和 y 之 间 就 有 两 条 简单 通路 ， 因 为 这 条 简单 回路 包含 一 条 从 z 到 y 的 简单 通路 和 
一 条 从 y 到 工 的 简单 通路 。 因此， 在 任何 两 个 顶点 之 间 存 在 唯一 简单 通路 的 图 是 树 。 4 


11. 1.1 有 根 树 

在 树 的 许多 应 用 中 ， 指 定 树 的 一 个 特殊 顶点 作为 根 。 一 旦 规定 了 根 ， 就 可 以 给 每 条 边 指定 
方向 。 因 为 从 根 到 图 中 每 个 顶点 存在 唯一 通路 (根据 定理 1)， 所 以 指定 每 条 边 是 离开 根 的 方 
向 。 因 此 ， 树 与 它 的 根 一 起 产生 一 个 有 向 图 ， 称 为 有 根 树 。 


桂 635 








ES 国有 根 树 是 指定 一 个 项 点 作为 根 并 且 每 条 边 的 方向 都 离开 根 的 树 。 

也 可 以 递归 地 定义 有 根 树 。 参 考 5. 3 节 来 了 解 如 何 这 样 做 。 通 过 选择 任何 一 个 顶点 来 作为 
根 ， 就 可 以 把 非 有 根 树 变 成 有 根 树 。 注 意 对 根 的 不 同 选择 会 导致 产生 不 同 的 有 根 树 。 例 如 ， 
图 4 显示 通过 在 树 工 中 分 别 指定 a 和 < 作为 根 所 形成 的 有 根 树 。 通 常 在 画 有 根 树 时 把 根 画 在 图 
的 顶端 。 指 示 有 根 树 中 边 的 方向 的 箭头 可 以 省 略 ， 因 为 对 根 的 选择 确定 了 边 的 方向 。 


以 a 为 根 以 c 为 根 
a 9 


C 





4 一 棵 树 以 及 指定 两 个 根 所 形成 的 有 根 树 


树 这 个 术语 起 源 于 植物 学 和 族谱 学 。 假 定 工 是 有 根 树 。 若 是 工 中 的 非 根 顶 点 ， 则 的 父 
母 是 从 x 到 存在 有 向 边 的 唯一 的 顶点 u( 读 者 应 当 证 明 这 样 的 顶点 是 唯一 的 )。 当 ww 是 vv 的 
父母 时 ，v 称 为 x 的 孩子 。 具 有 相同 父母 的 顶点 称 为 兄弟 。 非 根 顶 点 的 祖先 是 从 根 到 该 顶点 通 
路 上 的 顶点 ， 不 包括 该 顶点 自身 但 包括 根 ( 即 该 顶点 的 父母 ， 该 顶点 的 父母 的 父母 等 ， 一 直到 
根 )。 顶 点 vv 的 后 代 是 以 v 作为 祖先 的 顶点 。 树 的 顶点 若 没 有 孩子 则 称 为 树叶 。 有 和 孩子 的 顶点 
称 为 内 点 。 根 是 内 点 ， 除 非 它 是 图 中 唯一 的 顶点 ， 在 这 种 情况 下 ， 它 是 树叶 。 

若 a 是 树 中 的 顶点 ， 则 以 a 为 根 的 子 树 是 由 a 和 a 的 后 代 以 及 这 些 顶 点 所 关联 的 边 所 组 成 
的 该 树 的 子 图 。 

例 2 在 图 5 所 示 的 有 根 树 中 (有 根 a), 求 c 的 父母 ，g 的 孩子 , hh 的 兄弟 ，e 的 所 有 祖先 ， 
8 的 所 有 后 代 ， 所 有 内 点 以 及 所 有 树叶 。 什 么 是 以 g 为 根 的 子 树 ? 

解 c 的 父母 是 2。8g 的 孩子 是 h、i 和 j。h 的 兄弟 是 i 和 7 。e 的 祖先 是 c、 和 a。 的 后 aas 到 芭 
代 是 c、& 和 e。 内 点 是 a、5、c、g、h 和 j。 树 叶 是 4d、e、f、i、k、 江 和 m。 以 g 为 根 的 子 树 
如 图 6 所 示 。 4 





图 5 有 根 树 工 图 6 根 在 g 的 子 树 


在 许多 不 同 的 应 用 中 都 用 到 具有 下 面 性 质 的 有 根 树 : 它们 的 所 有 内 点 都 有 相同 个 数 的 孩 
子 。 在 本 章 后 面 将 用 这 样 的 树 去 研究 涉及 搜索 、 排 序 和 编码 的 问题 。 
一 若 有 根 树 的 每 个 内 点 都 有 不 超过 m 个 孩子 ， 则 称 它 为 m 又 树 。 若 该 树 的 每 个 内 uws 国 
点 都 恰好 有 m 个 孩子 ， 则 称 它 为 满 2 叉 树 。 把 mn 二 2 的 mr 又 树 称 为 二 又 树 。 
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例 3 在 图 7 中 的 有 根 树 ， 对 某 个 正 整 数 m 来 说 是 否 为 满 m 又 树 ? 


人 在， 
人 AN 


图 7 4 个 有 根 树 


解 ”了 是 满 二 又 树 ， 因 为 它 的 每 个 内 点 都 有 2 个 孩子 。T 是 满 三 叉 树 ， 因 为 它 的 每 个 内 
点 都 有 3 个 孩子 。 在 五 中 每 个 内 点 都 有 5 个 孩子 ， 所 以 它 是 满 五 义 树 。 对 任何 m 来 说 ，T, 都 
不 是 满 m 又 树 ， 因 为 它 的 有 些 内 点 有 2 个 孩子 而 有 些 内 点 有 3 个 孩子 。 本 

有 序 根 树 是 把 每 个 内 点 的 孩子 都 排序 的 有 根 树 。 画 有 序 根 树 时 ， 以 从 左 向 右 的 顺序 来 显示 
每 个 内 点 的 孩子 。 注 意 在 常规 方式 下 有 根 树 的 表示 将 确定 它 的 边 的 一 种 顺序 。 我 们 将 在 画图 时 
使 用 边 的 这 种 顺序 ， 但 不 明确 地 指出 有 根 树 是 有 序 的 。 

在 有 序 二 又 树 (通常 只 称 为 二 叉 树 ) 中 ， 若 一 个 内 点 有 2 个 孩子 ， 则 第 一 个 孩子 称 为 左 子 而 第 
二 个 孩子 称 为 右 子 。 以 一 个 顶点 的 左 子 为 根 的 树 称 为 该 顶点 的 左 子 树 ， 而 以 一 个 顶点 的 右 子 为 
根 的 树 称 为 该 项 点 的 右 子 树 。 读 者 应 当 注 意 ， 对 某 些 应 用 来 说 ， 二 叉 树 的 每 个 非 根 顶 点 都 指定 
为 其 父母 的 右 子 或 左 子 。 即 使 当 某 些 顶 点 仅 有 一 个 孩子 也 这 样 做 。 具 体 指 定 方式 视 需要 而 定 。 

可 以 递归 地 定义 有 序 根 树 。5. 3 节 以 这 种 方式 定义 了 二 叉 树 ， 它 是 有 序 根 树 的 一 种 类 型 。 

例 4 在 图 8a 所 示 二 又 树 荆 中 ，4a 的 左 子 和 右 子 是 什么 (其 中 顺序 是 画 法 所 蕴含 的 )? c 的 
左 子 树 和 右 子 树 是 什么 ? 





b) (9) 
图 8 二叉树 和 顶点 c 的 左 子 树 和 右 子 树 
解 da 的 左 子 是 f， 而 右 子 是 g。 在 图 8b 和 图 8c 中 分 别 显示 < 的 左 子 树 和 右 子 树 。 4 


与 图 的 情形 恰好 一 样 ， 不 存在 用 来 描述 树 、 有 根 树 、 有 序 根 树 和 二 叉 树 等 的 标准 术语 。 出 
现 这 种 非 标 准 的 术语 是 因为 在 计算 机 科学 里 大 量 地 使 用 树 ， 而 计算 机 科学 还 是 相对 年 轻 的 领 
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域 。 当 碰 到 关于 树 的 术语 时 ， 读 者 就 应 当 仔 细 地 核对 这 些 术语 所 表示 的 意思 。 


11.1.2 树 作为 模型 

以 树 为 模型 的 应 用 领域 非常 广泛 ， 比 如 计算 机 科学 、 化 学 、 地 理学 、 植 物 学 和 心理 学 等 。 
下 面 将 描述 基于 树 的 各 种 模型 。 

例 5 饱和 碳 和 氢化 合 物 与 树 ”图 可 以 用 来 表示 分 子 ， 其 中 用 顶点 表示 原子 ， 用 边 表示 原子 
之 间 的 化 学 键 。 英国 数学 家 亚 瑟 。 凯 莱 在 1857 年 发 现 了 树 ， 当 时 他 正在 试图 列举 形 如 C, H;,,， 
的 化 合 物 的 同 分 异 构 体 ， 它 们 都 称 为 饱和 碳 氮 化 合 物 。 

在 饱和 碳 氢 化 合 物 的 图 模型 中 ， 用 度 为 4 的 顶点 表示 每 个 碳 原 子 ， 用 度 为 1 的 顶点 表示 每 
个 氢 原 子 。 在 形 如 CH,+; 的 化 合 物 的 表示 图 中 有 3n 十 2 个 顶点 。 在 这 个 图 中 ， 边 数 是 顶点 度 


数 之 和 的 一 半 。 因 此 ， 在 这 个 图 中 有 (4n 十 2n 十 2)/2== H 
3n 十 1 条 边 。 因 为 这 个 图 是 连通 的 ,而且 边 数 比 项 点 数 ， |， Nn 
少 1， 所 以 它 必然 是 树 ( 见 本 节 练 习 15)。 | | | | 
带 有 nn 个 度 为 4 的 顶点 和 2n 十 2 个 度 为 1 的 顶点 的 H 一 C 一 HH 一 C 一 一 Cc 一 一 C 一 H 
非 同 构 的 树 表示 了 形 如 C,H 的 不 同 的 同 分 异 构 体 。_ | ， | 
例如 ， 当 一 4 时 ， 恰 好 存在 2 个 这 种 类 型 的 不 同 的 同 | H—C—H 
| 


分 异 构 体 (读者 需要 验证 )。 所 以 恰好 有 2 个 C, Hi 的 同 
分 异 构 体 。 它 们 的 结构 如 图 9 所 示 。 这 两 种 同 分 异 构 H 
体 称 为 丁 烷 和 异 丁 烷 。 4 丁 烷 异 丁 烷 

例 6 表示 组 织 机 构 ”大 的 组 织 机 构 的 结构 可 以 用 图 9 丁 烷 的 两 种 同 分 异 构 体 
有 根 树 来 建 模 。 在 这 个 树 中 每 个 顶点 表示 机 构 里 的 一 个 职务 。 从 一 个 顶点 到 另外 一 个 顶点 的 边 
的 起 点 所 表示 的 人 是 终点 所 表示 的 人 的 (直接 ) 上 司 。 图 10 就 是 这 样 的 树 。 在 这 个 树 所 表示 的 
组 织 机 构 里 ， 硬 件 开发 主任 直接 为 研发 副 总 经 理工 作 。 4 











图 10 一 家 计算 机 公司 的 组 织 机 构图 


亚 琴 . 凯 莱 (Arthur Cayley，1821 一 1895) 凯 莱 是 一 个 商人 的 儿子 。 他 在 年 纪 很 
小 时 就 在 数字 计算 方面 显示 出 他 的 数学 天 分 。 凯 莱 在 17 岁 时 来 到 剑桥 的 三 一 学 院 学 
习 。 上 学 期 间 ， 他 酷爱 阅读 小 说 ， 在 校 表现 也 极为 优秀 ， 被 选举 为 任期 3 年 的 三 一 学 
院 的 研究 员 和 助教 。 在 这 期 间 ， 凯 莱 开 始 了 对 n 维 几 何 学 的 研究 ， 对 几何 学 和 分 析 学 
做 出 了 巨大 贡献 。 学 习 之 余 ， 他 渐渐 喜欢 上 了 登山 ， 尤 其 是 在 瑞士 度假 时 登山 的 愉快 
经 历 让 他 难以 忘怀 。 由 于 在 剑桥 大 学 没有 合适 的 数学 家 职位 提供 给 他 ， 凯 莱 离 开 了 剑 
桥 ， 转行 学 习 法 律 并 且 在 1849 年 获取 律师 资格 。 尽 管 凯 莱 在 从 事 法 律 工 作 的 同时 还 
继续 着 数学 研究 ， 但 他 依然 在 法 律 界 享有 盛誉 。 在 他 的 律师 生涯 中 ， 凯 莱 写 出 了 三 百 多 篇 关于 数学 研究 
的 论文 。1863 年 ， 剑 桥 大 学 专门 设立 了 一 个 新 的 数学 类 的 职位 并 把 它 给 了 凯 菜 。 尽 管 薪酬 低 于 律师 的 收 
入 ， 凯 莱 还 是 欣然 接受 了 这 份 工作 。 





wns 
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例 7 ”计算 机 文件 系统 ”计算 机 存储 器 中 的 文件 可 以 组 织 成 目录 。 目 录 可 以 包含 文件 和 子 目 
录 。 根 目录 包含 整个 文件 系统 。 因 此 ， 文 件 系 统 可 以 表示 成 有 根 树 ， 其 中 根 表 示 根 目录 ， 内 点 
表示 子 目录 ， 树 叶 表 示 文 件 或 空 目 录 。 在 图 11 中 显示 了 一 个 这 样 的 文件 系统 。 在 该 系统 中 ， 文 
件 khr 属于 目录 rie。( 注 意 文 件 的 链接 ， 同 一 个 文件 有 多 个 路 径 名 ， 会 导致 计算 机 文件 系统 中 有 
回路 。) 本 

例 8 树 形 连 接 并 行 处 理 系统 在 10.2 节 例 17 中 描述 了 多 种 并 行 处 理 的 互联 网 络 。 树 形 
连接 网 络 是 把 处 理 器 互相 连接 的 男 外 一 种 重要 方式 。 表 示 这 样 的 网 络 的 图 是 完全 二 叉 树 ， 即 一 
个 每 个 树叶 都 在 同一 层 上 的 满 二 叉 树 。 这 样 的 网 络 把 n= 二 2 一 1 个 处 理 器 互 连 起 来 ， 其 中 是 
正 整 数 。 一 个 非 根 也 非 树 叶 的 顶点 v 所 表示 的 处 理 器 具有 三 个 双向 连接 ， 一 个 连接 通 向 v 的 父 
母 所 表示 的 处 理 器 ， 两 个 连接 通 向 v 的 两 个 孩子 所 表示 的 处 理 器 。 根 所 表示 的 处 理 器 具有 两 个 
双向 连接 ,分别 通 向 v 的 两 个 孩子 所 表示 的 处 理 器 。 树 叶 所 表示 的 处 理 器 具有 一 个 双向 连接 ， 
通 向 "的 父母 。 图 12 显示 了 一 个 带 7 个 处 理 器 的 树 形 连 接 网 络 。 


根 为 根 目录 / 
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图 11 一 个 计算 机 文件 系统 图 12 带 7 个 处 理 器 的 树 形 连 接 网 络 


下 面 说 明 并 行 计算 是 如 何 使 用 树 形 连接 网 络 的 。 具体 地 说 ,说 明 图 12 中 的 处 理 器 如 何 用 3 
步 来 完成 8 个 数 的 相 加 。 第 一 步 ， 用 P, 将 zx, 和 z, 相 加 、 用 P; 将 zs 和 z 相 加 、 用 Ps 将 zx; 和 
zs 相 加 、 用 Pi; 将 x: 和 zs 相 加 。 第 二 步 , 用 P; 将 却 十 x; 和 十 相 加 、 用 Ps 将 zz; 十 zs 和 
-7 十 zs 相 加 。 第 三 步 ， 用 书 将 Zl 十 十 za 十 和 二; 十 Ze 十 ZT; 十 相 加 。 这 种 方法 要 优 于 串 行 地 
将 8 个 数 相 加 所 需要 的 7 步 ， 串 行 的 步骤 是 依次 把 一 个 数 与 表 中 前 面 各 数 之 和 相 加 。 4 


11.1.3 树 的 性 质 

我 们 常常 需要 知道 树 中 各 种 边 和 顶点 数目 之 间 的 联系 。 
本 豫 。 带 有 nn 个 顶点 的 树 含有 n 一 1 条 边 。 

证 将 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 注 意 对 于 所 有 的 树 来 说 ， 这 里 可 以 选择 一 个 树 根 并 
且 认 为 这 个 树 是 有 根 树 。 

基础 步骤 : 当 n==1 时 ， 有 n==1 个 顶点 的 树 没有 边 。 所 有 对 于 zx 一 1 来 说 ， 定 理 为 真 。 

归纳 步骤 : 归纳 假设 有 个 顶点 的 每 棵 树 都 有 一 1 条 边 ， 其 中 & 是 正 整数 。 假 设 树 工 有 
十 1 个 顶点 并 且 wv 是 T 的 树叶 (wv 必定 存 在 ， 因 为 树 是 有 穷 的 )， 设 多 是 v 的 父母 ， 从 醋 中 删除 
顶点 v 以 及 连接 ww 和 wv 的 边 ， 就 产生 有 个 顶点 的 树 T'， 因 为 所 得 出 的 图 还 是 连通 的 并 且 没 有 
简单 回路 。 根 据 归纳 假设 ，T' 有 一 1 条 边 。 所 以 荆 有 条 边 ， 因 为 全 比 T' 多 1 条 边 ， 即 连接 
v 和 的 边 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 5 要 

树 是 一 个 不 带 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 所 以 ， 当 G 是 一 个 含有 个 顶点 的 无 向 图 时 ， 由 定 
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理 2 可 知 ， 两 个 条 件 : 条 件 1)G 是 连通 的 ; 条 件 2)G 没有 简单 回路 。 这 两 个 条 件 列 含 条 件 3)G 
有 nn 一 1 条 边 。 同 时 ， 当 条 件 1) 和 条 件 3) 成 立时 ， 条件 2) 也 一 定 成 立 ; 当 条 件 2) 和 条 件 3) 成 
立时 ， 条件 1) 也 一 定 成 立 。 也 就 是 说 ， 若 G 是 连通 的 ，G 有 一 1 条 边 ， 则 G 没有 简单 回路 ， 
所 以 G 是 一 棵 树 ( 见 练习 15a))， 并 且 若 G 没 有 简单 回路 ， 并 且 G 有 7 一 1 条 边 ， 则 G 是 连通 
的 ， 所 以 G 是 一 棵 树 ( 见 练习 15b)) 。 同 理 ， 当 条 件 1) 、2)、3) 中 的 两 个 成 立时 ， 第 三 个 也 一 
定 成 立 ， 而 且 G 一 定 是 一 棵 树 。 

计算 满 m 叉 树 中 的 项 点 数 ” 如 定理 3 所 示 ， 带 有 指定 内 点 数 的 满 m 叉 树 的 顶点 数 是 确定 
的 。 与 定理 2 一 样 ， 用 来 表示 树 中 的 顶点 数 。 
外 带 有 i 个 内 点 的 满 m 又 树 含有 nn 二 mi 十 1 个 顶点 。 

证 除了 根 之 外 的 每 个 顶点 都 是 内 点 的 孩子 。 因 为 每 个 内 点 有 m 个 孩子， Rs 
了 根 之 外 还 有 mi 个 顶点 。 因 此 ， 该 树 含有 n= 二 mi 十 1 个 顶点 。 

假定 TT 是 满 m 叉 树 。 设 ;是 该 树 的 内 点 数 ，! 是 树叶 数 。 一 旦 n、i 和 4 中 的 一 个 已 知 ， >: 
外 的 两 个 量 就 随 之 确定 了 。 定 理 4 解释 了 如 何 从 已 知 的 一 个 量 求 出 其 他 两 个 量 。 

一 个 满 区 又 树 车 有 

(Dn 个 顶点 ， 则 有 i==(n 一 1)/m 个 内 点 和 /二 [Cm 一 1)n 十 1]/m 个 树叶 ; 

(iDi 个 内 点 ， 则 有 n= 二 mi 十 1 个 顶点 和 1 二 (m 一 1)i 十 1 个 树叶 ; 

(ii)7 个 树叶 ， 则 有 二 Cml 一 1)/《m 一 ]) 个 顶点 和 i 二 (1 一 1)/(m 一 1) 个 内 点 。 

证 设 nn 表 示 顶 点 数 ，i 表 示 内 点 数 ，l 表示 树 叶 数 。 利 用 定理 3 中 的 等 式 ， 即 n= 二 mi 十 1， 
以 及 等 式 n 二 1 十 i( 这 个 等 式 为 真 ， 因 为 每 一 个 顶点 要 么 是 树叶 要 么 是 内 点 );， 就 可 以 证 明 本 定 





理 的 所 有 三 个 部 分 。 这 里 证 明 (D 。(iD 和 (ii) 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 
在 n= 二 mi 十 1 中 求解 i 得 出 i 二 (n 一 1)/m。 然 后 把 i 的 这 个 表达 式 代 入 等 式 n 二 1 十 i， 就 证 明 
l=n—i=n—(n—1)/m=[(m—1)n+t+l1]/m.。 4 


例 9 说 明 如 何 使 用 定理 4。 

例 9 假定 某 人 寄 出 一 封 连环 信 。 要 求 收 到 信 的 每 个 人 再 把 它 寄 给 另外 4 个 人 人。 有些 人 这 
样 做 了 ， 但 是 其 他 人 则 没有 寄 出 信 。 若 没有 人 收 到 超过 一 封 的 信 ， 而 且 若 读 过 信 但 是 不 寄 出 它 
的 人 数 超过 100 个 后 ， 连 环 信 就 终止 了 ,那么 包括 第 一 个 人 在 内 ， 有 多 少 人 看 过 信 ? 有 多 少 人 
寄 出 过 信 ? 

解 ”可 以 用 4 又 树 表示 连环 信 。 内 点 对 应 于 寄 出 信 的 人 ， 而 树叶 对 应 于 不 寄 出 信 的 人 。 因 
为 有 100 个 人 不 寄 出 信 ， 所 以 在 这 个 有 根 树 中 ， 树 叶 数 是 /二 100。 因 此 ， 由 定理 4 的 Gi) 说 明 ， 
已 经 看 过 信和 的 人 数 是 ==(4，100 一 1)/(4 一 1)= 二 133。 另 外 ， 内 点 数 是 133 一 100 王 33， 所 以 33 
个 人 寄 出 过 信 。 4 

平衡 的 m 叉 树 ”经 常 需要 使 用 这 样 的 有 根 树 ， 它们 是 "平衡 的 ， 所 以 在 每 个 顶点 的 子 树 
都 包含 大 约 相 同 长 度 的 通路 。 下 面 的 一 些 定义 将 解释 这 个 概念 。 在 有 
根 树 中 顶点 vv 的 层 是 从 根 到 这 个 顶点 的 唯一 通路 的 长 度 。 根 的 层 定义 
为 0。 有 根 树 的 高 度 就 是 顶点 层 数 的 最 大 值 。 换 句 话说， 有 根 树 的 层 
数 是 从 根 到 任意 顶点 的 最 长 通路 的 长 度 。 

例 10 求 图 13 所 示 的 有 根 树 中 每 个 顶点 的 层 数 。 这 棵 树 的 高 度 
是 多 少 ? 

解 根 a 在 0 层 上 。 顶 点 6、; 和 k 都 在 1 层 上 。 顶点 c、e、f 和 / 
都 在 2 层 上 。 顶 点 d、g、i、m 和 nn 都 在 3 层 上 。 最 后 ,顶点 hh 在 4 层 





上 。 因 为 任意 顶点 的 最 大 层 数 是 4， 所 以 这 棵 树 的 高 度 为 4。 对 ”图 13 一 棵 有 根 树 
车 一 棵 高 度 为 h 的 m 了 叉 树 的 所 有 树叶 都 在 h 层 或 h 一 1 层 ， 则 这 
棵 树 是 平衡 的 。 


例 11 在 图 14 所 示 的 一 些 有 根 树 中 ， 哪些 有 根 树 是 平衡 的 ? 
解 T, 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 层 和 4 层 上 。 然 而 ，T 不 是 平衡 的 ， 因 为 它 
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有 树叶 在 2 层 、3 层 和 4 层 上 。 最 后 ，T， 是 平衡 的 ， 因 为 它 所 有 的 树叶 都 在 3 层 上 。 


人 OA 


Lk] 
图 14 一 些 有 根 树 


在 m 叉 树 中 树叶 数 的 界 ”常常 用 到 m 叉 树 中 树叶 数 的 上 界 。 定 理 5 用 m 叉 树 的 高 度 给 出 
一 个 这 样 的 界 。 

EE 绰 国 在 高 度 为 h 的 m 又 树 中 至 多 有 m’* 个 树叶 。 

证 本 证 明 对 高 度 使 用 数学 归纳 法 。 首 先 ， 考 虑 高 度 为 1 的 m 叉 树 。 这 些 树 都 是 由 一 
和 不 超过 m 个 孩子 所 组 成 的 ， 每 个 孩子 都 是 树叶 。 因 此 在 高 度 为 1 的 m 叉 树 中 有 不 超过 mi == 
m 个 树叶 。 这 是 归纳 论证 的 基础 步 又 。 

现在 假定 对 高 度 小 于 有 的 所 有 m 又 树 来 说 ， 这 个 结果 都 为 真 。 这 是 归纳 假设 。 设 了 是 高 
度 为 h 的 m 又 树 。 工 的 树叶 都 是 通过 删除 从 根 到 每 个 在 1 层 的 顶点 的 边 所 获得 的 工 的 子 树 的 树 
叶 ， 如 图 15 所 示 。 

这 些 子 树 的 高 度 都 小 于 或 等 于 h 一 1。 所 以 根据 归纳 假设 ,每 个 这 样 的 有 根 树 都 至 多 有 
m1! 个 树叶 。 因 为 最 多 有 m 棵 这 样 的 子 树 ， 每 个 子 树 最 多 有 m*“! 个 树叶 ， 所 以 在 这 个 有 根 树 
中 最 多 有 m，* m1! 二 m' 个 树叶 。 这 样 就 完成 了 归纳 论证 。 4 





图 15 证 明 的 归纳 步骤 


ES 若 一 哥 高 度 为 及 的 m 又 树 带 有 1 个 树叶 ， 则 有 h 宇 [log,l]。 若 这 棵 Mm 又 树 是 满 的 和 平 
衡 的 ， 则 二 [log,11( 这 里 使 用 向 上 取 整 函数 。[z] 是 大 于 或 等 于 工 的 最 小 整数 )。 

证 ”从 定理 5 知道 /过 mw*。 取 以 m 为 底 的 对 数 就 证 明 log,l 三 h。 因 为 hh 是 整数 ， 所 以 有 
h 宇 log,11 .现在 假定 这 棵 树 是 平衡 的 。 于 是 每 个 树叶 都 在 层 或 4 一 1 层 上 ， 而 且 因 为 树 的 高 度 为 
h， 所 以 在 hh 层 至 少 有 一 个 树叶 。 所 以 必然 有 超过 mw 下 个 树叶 ( 见 本 节 练 习 30)。 因 为 mw， 所 以 
mm 过 1m 。 在 这 个 不 等 式 中 取 以 m 为 底 的 对 数 就 得 出 一 1<log,l1<<h。 因 此 h= [log,i1。 < 





练习 
1. 下 面 哪些 图 是 树 ? 


A VA El 


2. 下 面 哪些 图 是 树 ? 


2 
| 


3. 回答 下 列 图 中 有 根 树 的 问题 。 
a 


— 





UU 
a) 哪 个 顶点 是 根 ? b) 哪 些 顶 点 是 内 点 ? 中 哪些 顶点 是 树叶 ? 
d) 哪 些 顶 点 是 7 的 孩子 ? e) 哪 些 顶 点 是 hh 的 父母 ? 人 哪些 顶点 是 o 的 兄弟 ? 
g) 哪 些 顶 点 是 m 的 祖先 ? h) 哪 些 顶 点 是 5 的 后 代 ? 


4. 对 于 下 图 所 示 的 有 根 树 ， 回 答 练习 3 所 列 出 的 相同 问题 。 
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10. 


11. 


* 卫 2。 


* 13. 


* 14. 
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. 练习 3 中 的 有 根 树 对 某 个 正 整数 m 来 说 ， 是 否 是 满 m 叉 树 ? 
. 练习 4 中 的 有 根 树 对 某 个 正 整数 m 来 说 ， 是 否 是 满 x 叉 树 ? 
. 练习 3 中 的 有 根 树 的 每 个 顶点 的 层 数 是 什么 ? 

. 练习 4 中 的 有 根 树 的 每 个 顶点 的 层 数 是 什么 ? 

. 画 出 练习 3 中 的 树 以 下 列 顶 点 为 根 的 子 树 。 


a)a b)e Ce 

画 出 练习 4 中 的 树 以 下 列 顶 点 为 根 的 子 树 。 

a)a b)c c)e 

a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 3 个 顶点 的 无 根 树 ? 

b) 有 和 多少 种 非 同 构 的 带 有 3 个 顶点 的 有 根 树 ( 使 用 有 向 图 的 同 构 )? 

a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 4 个 顶点 的 无 根 树 ? 

b) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 4 个 顶点 的 有 根 树 ( 使 用 有 向 图 的 同 构 )? 

a) 有 多 少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 顶点 的 无 根 树 ? 

b) 有 和 多少 种 非 同 构 的 带 有 5 个 项 点 的 有 根 树 ( 使 用 有 向 图 的 同 构 )? 

证 明 : 简单 图 是 树 当 且 仅 当 它 是 连通 的 ， 但 是 删除 它 的 任何 一 条 边 就 产生 不 连通 的 图 。 

设 G 是 带 有 x 个 顶点 的 简单 图 。 证明: 

a)G 是 树 当 且 仅 当 G 是 连通 的 并 且 有 ?一 1 条 边 。 

b)G 是 树 当 且 仅 当 G 没有 简单 回路 并 且 有 ?一 1 条 边 。[ 提 示 : 为 了 证 明 当 G 没有 简单 回路 并 且 有 一 
1 条 边 时 G 是 连通 的 ,证明 G 不 能 有 多 于 1 个 的 连通 分 部 。] 

哪些 完全 二 分 图 K，,, 是 树 ， 其 中 m 和 nn 都 是 正 整 数 ? 

带 有 10 000 个 顶点 的 树 有 多 少 条 边 ? 

带 有 100 个 内 点 的 满 5 叉 树 有 和 多少 个 顶点 ? 

带 有 1000 个 内 点 的 满 二 叉 树 有 多 少 条 边 ? 

带 有 100 个 顶点 的 满 3 又 树 有 和 多少 个 树叶 ? 

假定 1000 个 人 参加 象棋 巡回 赛 。 若 一 个 选手 输 掉 一 盘 就 遭 到 淘汰 ， 而 且 比 赛 进行 到 只 有 一 位 参加 者 还 
没有 输 过 为 止 ， 则 利用 这 个 巡回 赛 的 有 根 树 模型 来 确定 为 了 决 出 冠军 必须 下 多 少 盘 棋 ( 假 定 没 有 平局 ) 。 
一 封 连环 信 开 始 时 有 一 个 人 寄 出 一 封 信 给 其 他 5 个 人 。 收 到 此 信和 的 每 个 人 要 么 寄 出 信 给 从 来 没有 收 
到 过 此 信 的 其 他 5 个 人 ， 要么 不 把 它 寄 给 任何 人 。 假定 在 这 个 连环 终止 以 前 有 10 000 个 人 寄 出 过 此 

信 ， 并 且 没 有 人 收 到 超过 一 封 信 。 有 多 少 人 收 到 过 信 ? 又 有 多 少 人 收 到 过 信 但 是 没有 寄 出 它 ? 

一 封 连环 信 开 始 时 一 个 人 寄 出 一 封 信 给 其 他 10 个 人 。 要 求 每 个 人 寄 出 此 信 给 其 他 10 个 人 ， 而 且 每 封 信 都 

包含 该 连环 中 前 面 6 个 人 的 列表 。 除 非 表 中 不 足 6 个 名 字 ， 否 则 每 个 人 都 寄 一 美元 给 表 中 的 第 一 个 人 ， 从 

表 中 删除 这 个 人 的 名 字 ， 把 其 他 5 个 人 的 名 字 向 上 移动 一 位 ， 并 且 把 他 自己 的 名 字 插 和 人 到 表 的 末尾 。 若 没 

有 人 中 断 这 个 连环 ， 并 且 每 人 至 多 收 到 一 封 信 ， 则 这 个 连环 中 的 一 个 人 最 终 将 收 到 多 少 钱 ? 


. 要 么 画 出 带 有 76 个 树叶 且 高 度 为 3 的 满 m 叉 树 ， 其 中 mm 是正 整 数 ， 要 么 证 明 这 样 的 树 不 存在 。 
25. 
. 一 棵 满 x 又 树 有 81 个 树叶 并 且 高 度 为 4。 


要 么 画 出 带 有 84 个 树叶 且 高 度 为 3 的 满 m 叉 树 ， 其 中 m 是 正 整 数 ， 要 么 证 明 这 样 的 树 不 存在 。 


a) 给 出 m 的 上 界 和 下 界 。 

b) 若 工 也 是 平衡 的 ， 则 m 是 多 少 ? 

一 棵 完全 m 叉 树 是 其 中 每 个 树叶 都 在 同一 层 上 的 满 m 叉 树 。 
构造 高 度 为 4 的 完全 二 叉 树 和 高 度 为 3 的 完全 3 叉 树 。 

高 度 为 h 的 完全 m 叉 树 具有 多 少 个 顶点 和 多 少 个 树叶 ? 

证 明 : 

a) 定 理 4 的 让 。 b) 定 理 4 的 iii)。 

证 明 : 高 度 为 h 的 满 r 又 平衡 树 具有 超过 m”' 个 树叶 。 

在 包含 总 共 nn 个 顶点 的 t+ 棵 树 的 森林 中 有 多 少 条 边 ? 

解释 如 何 用 树 来 表示 由 章 、 章 中 节 、 节 中 小 节 组 成 的 书 的 目录 表 。 
下 面 的 饱和 碳 氢 化 合 物 有 多 少 种 不 同 的 同 分 异 构 体 ? 

a) Cs Hs b)C; Hiz c) Cs Hu 
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34. 在 组 织 机 构 树 中 下 述 对 象 分 别 表 示 什 么 内 容 ? 


a) 一 个 顶点 的 父母 b) 一 个 顶点 的 孩子 c) 一 个 顶点 的 兄弟 
d) 一 个 顶点 的 祖先 e) 一 个 顶点 的 后 代 一 个 顶点 的 层 数 
g) 一 棵 树 的 高 度 


35. 对 表示 计算 机 文件 系统 的 有 根 树 ， 回 答 与 练习 34 所 给 的 那些 相同 的 问题 。 
36. a) 画 出 表示 15 个 处 理 器 的 树 形 连 接 网 络 的 有 15 个 顶点 的 完全 二 叉 树 。 
b) 说 明 如 何 用 a) 中 的 15 个 处 理 器 分 四 步 求 16 个 数 之 和 。 
37. 设 n 是 2 的 帘 。 证 明 : 可 以 用 ”一 1 个 处 理 器 的 树 形 连接 网 络 在 log n 步 中 求 出 n 个 数 之 和 。 
* 38. 标记 树 是 其 中 每 个 顶点 都 指定 了 标记 的 树 。 当 在 两 个 标记 树 之 间 存 在 保持 顶点 标记 的 同 构 时 ， 就 把 
这 两 个 标记 树 当 做 同 构 的 。 用 集合 {1，2，3} 中 3 个 不 同 的 数 来 标记 3 个 顶点 的 、 非 同 构 的 标记 树 有 
多 少 种 ? 用 集合 {1，2，3，4} 里 4 个 不 同 的 数 来 标记 四 个 顶点 的 、 非 同 构 的 标记 树 有 多 少 种 ? 
无 根 树 中 顶点 的 离心 度 是 从 这 个 顶点 开始 的 最 长 的 简单 通路 的 长 度 。 若 在 树 中 没有 其 他 顶点 比 一 个 
顶点 的 离心 度 更 小 ， 则 这 个 顶点 就 称 为 中 心 。 在 练习 39 一 41 中 ， 求 每 一 个 所 给 树 的 中 心 。 
40. a d y 41. 4 





42. 证 明 : 为 了 从 无 根 树 产 生 高 度 最 小 的 有 根 树 ， 就 应 当选 择 中 心 来 作为 根 。 
* 43. 证 明 : 树 有 一 个 中 心 或 两 个 相 邻 的 中 心 。 
44. 证 明 : 每 一 棵 树 都 可 以 用 两 种 颜色 来 着 色 。 

有 根 的 斐 波 那 契 树 T, 是 以 下 面 的 方式 递归 地 定义 的 。T 和 亚都 是 包含 单个 顶点 的 有 根 树 ， 而 对 zx 一 
3，4，… 来 说 ， 都 是 由 一 个 根 以 及 以 T-; 作 为 其 左 子 树 并 且 以 T,_, 作 为 其 右 子 树 来 构造 出 的 有 根 树 T, 。 
45. 画 出 前 7 个 有 根 的 斐 波 那 契 树 。 

* 46. 有 根 的 斐 波 那 契 树 T 有 和 多少 个 顶点 、 树 叶 和 内 点 ?其 中 是 正 整 数 。 它 的 高 度 是 多 少 ? 
47. 下 面 这 个 使 用 数学 归纳 法 的 “证 明 ” 错 在 什么 地 方 ? 命题 : 有 ?个 顶点 的 每 棵 树 都 有 长 度 为 ”一 1 的 通 

路 。 基 础 步骤 : 有 1 个 顶点 的 每 棵 树 显然 有 长 度 为 0 的 通路 。 归 纳 步骤: 假设 有 nn 个 顶点 的 树 有 长 度 

为 n 一 1 的 通路 ， 且 这 个 通路 以 作为 终点 。 加 入 顶点 v 和 从 w 到 wv 的 边 。 所 得 出 的 树 有 nn 十 1 个 顶点 

并 且 有 长 度 为 n 的 通路 。 这 样 就 完成 了 归纳 步骤 。 

[x 48. 证 明 : 有 ?个 顶点 的 二 叉 树 中 ， 树 叶 的 平均 深度 是 Q(logn)。 


11.2 树 的 应 用 


11.2.1 引言 

下 面 将 要 运用 树 来 讨论 三 个 问题 。 第 一 个 问题 是 : 应 当 如 何 对 列表 里 的 元 素 进行 排序 ， 以 便 可 
以 容易 地 找到 元 素 的 位 置 ? 第 二 个 问题 是 : 为 了 在 某 种 类 型 的 一 组 对 象 里 找 出 带 有 某 种 性 质 的 对 
象 ， 应 当做 出 一 系列 什么 样 的 决策 ? 第 三 个 问题 是 : 应 当 如 何 用 位 串 来 有 效 地 编码 一 组 字符 ? 


11.2.2 二 叉 搜 索 树 
在 列表 里 搜索 一 些 元 素 ， 是 计算 机 科学 的 一 项 重要 任务 。 主 要 目标 是 实现 一 个 搜索 算法 ， ,ww 加 
当 元 素 都 完全 排序 时 ， 这 个 算法 有 效 地 找 出 元 素 。 这 个 任务 可 以 通过 使 用 二 叉 搜索 树 来 完成 ， 
二 叉 搜索 树 是 一 种 二 叉 树 ,其 中 任何 顶点 的 每 个 孩子 都 指定 为 右 子 或 左 子 ， 没有 顶点 有 超过 一 
个 的 右 子 或 左 子 ， 而 且 每 个 顶点 都 用 一 个 关键 字 来 标记 ， 这 个 关键 字 是 各 元 素 中 的 一 个 。 另 
外 ， 这 样 指定 顶点 的 关键 字 ， 使 得 顶点 的 关键 字 不 仅 大 于 它 的 左 子 树 里 的 所 有 顶点 的 关键 字 ， 
而 且 小 于 它 的 右 子 树 里 的 所 有 顶点 的 关键 字 。 
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这 个 递归 过 程 用 来 形成 元 素 列表 的 二 叉 搜索 树 。 从 只 包含 一 个 顶点 ( 即 根 ) 的 树 开 始 。 指 定 
列表 中 第 一 个 元 素 作为 这 个 根 的 关键 字 。 为 了 添加 新 的 元 素 ， 首 先 比较 它 与 已 经 在 树 中 的 顶点 
的 关键 字 ， 从 根 开始 ， 若 这 个 元 素 小 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 有 左 子 ， 则 向 左 移动 ， 
车 这 个 元 素 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 有 右 子 ， 则 向 右 移动 。 当 这 个 元 素 小 于 所 比 
较 顶 点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 没有 左 子 时 ， 就 插入 以 这 个 元 素 作为 关键 字 的 一 个 新 顶点 ， 并 把 
新 顶点 作为 这 个 顶点 的 左 子 。 同 理 ， 当 这 个 元 素 大 于 所 比较 顶点 的 关键 字 而 且 这 个 顶点 没有 右 
子 时 ， 就 插入 以 这 个 元 素 作 为 关键 字 的 一 个 新 顶点 ， 并 把 新 顶点 作为 这 个 顶点 的 右 子 。 用 例 1 来 
说 明 这 个 过 程 。 

例 1 构造 下 面 这 些 单词 的 二 又 搜索 树 ( 用 字母 顺序 ) : mathematics、physics、geography、 
zoology、meteorology、geology、psychology 和 chemistry。 

解 1 显示 了 构造 这 个 二 叉 搜 索 树 所 用 的 步 又。 单词 mathematics 是 根 的 关键 字 。 因 为 
physics 是 在 mathematics 之 后 (按照 字母 顺序 )， 所 以 给 根 添加 带 关键 字 physics 的 右 子 。 因 为 
geography 是 在 mathematics 之 前 ， 所 以 给 根 添 加 带 关键 字 geography 的 左 子 。 下 一 步 ， 给 带 关键 
字 physics 的 顶点 添加 右 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 zoology， 因 为 zoology 是 在 mathematics 之 后 且 
在 physics 之 后 。 同 理 ， 给 带 关键 字 physics 的 顶点 添加 左 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 meteorology。 
给 带 关键 字 geography 的 顶点 添加 右 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 geology。 给 带 关键 字 zoology 的 顶 
点 添加 左 子 ， 并 且 给 其 指定 关键 字 psychology。 给 带 关键 字 geography 的 顶点 添加 左 子 ,并且 给 
其 指定 关键 字 chemistry( 读 者 应 当 完成 在 每 步 上 所 需 的 所 有 比较 ) 。 本 

Vathemayes Mathematics Mathematics Mathematics 


Physics 
Physics Geography Physics Geography 


Zoology 


Zoology > Mathematics 
Physics > Mathematics Geography < Mathematics Zoology > Physics 


Mathematics Mathematics Mathematics Mathematics 
Geography 
Physics 本 Physics 
Geography 
Geology 
Meteorology Zoology Meteorology 


Psychology Meteorology Psychology 
Psychology > Mathematics 
Meteorology > Mathematics Geology < Mathematics Psychology > Physics Chemistry < Mathematics 
Meteorology < Physics Geology > Geography Psychology < Zoology Chemistry < Geography 





图 1 构造 二 叉 搜 索 树 


一 旦 建立 了 二 叉 搜 索 树 ， 就 需要 一 种 在 二 又 搜索 树 中 查找 元 素 的 方法 ， 以 及 添加 新 元 素 的 
方法 。 算 法 1 是 插入 算法 ， 尽 管 看 上 去 它 只 是 在 二 叉 搜索 树 上 添加 新 顶点 ,但 实际 上 它 可 以 完 
成 上 面 提 到 的 两 个 任务 。 也 就 是 说 ， 如 果 一 个 元 素 工 存在 ， 算 法 1 可 以 在 二 叉 搜 索 树 查找 该 元 
素 zx; 如 果 一 个 元 素 工 不 存在 ， 也 可 以 添加 该 元 素 zx。 在 下 面 的 伪 代 码 中 , "是 当前 正在 查看 
的 顶点 ，label(v) 是 该 顶点 的 关键 字 。 算 法 从 根 开始 查看 。 如 果 v 的 关键 字 等 于 z， 那 么 算法 就 
找到 了 z 的 位 置 并 结束 ;如 果 工 比 z 的 关键 字 小 ， 就 向 v 的 左 子 顶 点 移动 并 重复 这 个 过 程 ， 如 
果 工 比 v 的 关键 字 大 ， 就 向 v 的 右 子 顶点 移动 并 重复 这 个 过 程 。 如 果 在 任何 一 步 ， 要 移动 到 的 
子 顶 点 并 不 存在 ， 那 么 就 知道 在 这 棵 二 又 搜索 树 中 没有 z， 然 后 就 添加 一 个 以 z 为 关键 字 项 点 
作为 这 个 子 顶 点 。 
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算法 1 在 二 又 搜索 树 中 查找 或 添加 一 个 元 素 
procedure insertion(T， 二 又 搜索 树 ，z: 元 素 ) 
v :三 TT 的 根 
{一 个 不 在 工 中 具有 值 null 的 顶点 } 
while v 关 null 并 且 label(vw) 关 zz 
证 zx<<label(z)then 
站 wv 的 左 子 关 null then v :二 vv 的 左 子 
else 添加 新 顶点 作为 v 的 左 子 并 且 设 置 v :二 null 
else 
站 w 的 右 子 关 null then v :二 vw 的 右 子 
eise 给 工 添加 新 顶点 作为 w 的 右 子 并 且 设 置 v :二 null 
让 全 的 根 二 null then 给 树 添加 顶点 v 并 且 用 z 标记 它 
else if wv 为 null 或 label(v) 关 xz then 用 二 标记 新 顶点 
return v{v 二 xz 的 位 置 } 














例 2 说 明了 如 何 使 用 算法 1 在 二 又 搜索 树 中 插 人 一 个 新 元 素 。 

例 2 运用 算法 1 在 例 1 的 二 又 搜索 树 中 插 人 oceanography 这 个 词 。 

解 算法 1 从 vv 开始，v 等 于 工 的 根 顶 点 ， 是 当前 查看 的 顶点 。 因 此 label(v) 一 mathematics。 

因为 v 了 关 null， 且 label(z) = 二 mathematics 二 oceanography， 所 以 接 下 来 就 查看 根 的 右 子 顶 
点 。 右 子 存在 ， 因 此 和 置 当 前 查看 的 顶点 v 等 于 这 个 右 子 。 这 一 步 ， 有 v 关 null， 且 label(w) = 
physics 之 oceanography， 所 以 要 查看 v 的 左 子 。 左 子 存 在 ， 因 此 置 当 前 查看 的 顶点 v 等 于 这 个 
左 子 。 在 这 一 步 ， 有 v 关 null， 且 label(v) 二 metereology 二 oceanography， 所 以 试图 查看 v 的 右 
子 。 但是， 这 个 右 子 并 不 存在 ， 所 以 添加 一 个 新 的 顶点 作为 v 的 右 子 ( 此 时 就 是 关键 字 为 
oceanography 的 顶点 )， 然 后 置 v: = 二 null,。 因 为 vz=null， 所 以 现在 跳出 了 while 循环 。 因 为 
的 根 不 是 null 而 v 王 null， 所 以 使 用 算法 结束 处 的 else 证 语句 让 新 顶点 以 oceanography 为 关 
键 字 。 4 

现在 我 们 来 确定 这 个 过 程 的 计算 复杂 度 。 假 定 有 7 个 元 素 的 列表 的 二 叉 搜 索 树 个 。 可 以 从 
T 这 样 构造 一 个 满 二 又 树 U: 在 必要 时 添加 无 标记 的 顶点 ， 使 得 每 个 带 关键 字 的 顶点 都 有 两 个 
孩子 。 这 个 做 法 在 图 2 里 说 明 。 一 旦 这 样 做 了 ， 就 容易 找 出 新 元 素 的 位 置 ， 或 者 添加 新 元 素 作 
为 关键 字 而 不 添加 顶点 。 


到 U 


未 标记 的 顶点 加 了 圆圈 
图 2 添加 无 标记 顶点 以 得 到 一 个 满 二 又 搜索 树 


添加 一 个 新 元 素 所 需要 的 最 多 比较 次 数 ， 等 于 在 U 中 从 根 到 树叶 的 最 长 通路 的 长 度 。U 的 
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内 点 都 是 TT 的 顶点 。 所 以 U 有 个 内 点 。 现 在 可 以 利用 11.1 节 定 理 4 的 部 分 让 来 得 出 U 有 
n 十 1 个 树叶 。 利 用 11. 1 节 的 推论 1， 可 以 看 出 U 的 高 度 大 于 或 等 于 h 二 [logC(n 十 1)1。 所 以 ,为 
了 添加 某 个 元 素 必 须 至 少 执行 Tlog(n 十 1)1 次 比较 。 注 意 若 U 是 平衡 的 ， 则 它 的 高 度 是 
[logCn 十 1)1( 根 据 11. 1 节 的 推论 1)。 因 此 ， 车 二 叉 搜 索 树 是 平衡 的 ， 则 确定 一 个 元 素 的 位 置 
或 者 添加 一 个 元 素 所 需要 的 比较 次 数 不 超 过 [log(n 十 1)] 次 。 当 给 二 又 搜 索 树 添加 一 些 元 素 时 ， 
该 树 可 能 变 得 不 平衡 。 因 为 平衡 的 二 叉 搜 索 树 给 出 二 又 搜 索 的 最 优 的 最 坏 情形 复杂 度 ， 所 以 添 
加 元 素 时 重新 平衡 二 又 搜索 树 的 算法 已 经 设计 出 来 。 感 兴趣 的 读者 可 以 查阅 关于 数据 结构 的 参 
考 文献 来 了 解 这 些 算法 。 


11.2.3 决策 树 

有 根 树 可 以 用 来 为 一 系列 决策 求解 问题 建立 模型 。 例 如 ， 二 又 搜索 树 可 以 用 来 基于 一 系列 
比较 来 找 出 元 素 的 位 置 ， 其 中 每 次 比较 都 说 明 是 否 已 经 找到 了 元 素 的 位 置 ， 或 者 是 否 应 当 向 右 
或 向 左 进入 子 树 。 其 中 每 个 内 点 都 对 应 着 一 次 决策 ， 这 些 顶 点 的 子 树 都 对 应 着 该 决策 的 每 种 可 
能 结果 ， 这样 的 有 根 树 称 为 决策 树 。 问 题 的 可 能 解 对 应 着 这 个 有 根 树 中 通 向 树叶 的 通路 。 例 3 
说 明了 决策 树 的 一 个 应 用 。 - 

例 3 假定 有 重量 相同 的 7 枚 硬币 和 重量 较 轻 的 一 枚 伪 币 。 为 了 用 一 架 天 平 确定 这 8 枚 硬 
币 中 哪个 是 伪 币 ， 需 要 多 少 次 称 重 ? 给 出 找 出 这 个 伪 币 的 算法 。 

解 ”在 天 平 上 每 次 称 重 结果 有 三 种 可 能 性 。 分 别 是 : 两 个 托盘 有 相同 的 重量 ， 第 一 个 托盘 
较 重 ， 或 第 二 个 托盘 较 重 。 所 以 ， 称 重 序列 的 决策 树 是 3 元 树 。 在 决策 树 中 至 少 有 8 个 树叶 ， 
因为 有 8 种 可 能 的 结果 (因为 每 枚 硬币 都 可 能 是 较 轻 的 伪 币 )， 而 且 每 种 可 能 的 结果 必须 至 少 用 
一 个 树叶 来 表示 。 确 定 伪 币 所 需要 的 最 大 称 重 次 数 是 决策 树 的 高 度 。 从 11. 1 节 的 推论 1 得 出 
决策 树 的 高 度 至 少 是 [log:81 王 2。 因 此 ， 至 少 需要 两 次 称 重 。 

用 两 次 称 重 来 确定 伪 币 是 可 行 的 。 说 明 如 何 这 样 做 的 决策 树 如 图 3 所 示 。 4 

基于 比较 的 排序 算法 的 复杂 度 “已 经 开发 了 许多 不 同 的 排序 算法 。 为 了 确定 一 个 具体 的 排 
序 算法 是 否 有 效 ， 就 要 确定 这 个 算法 的 复杂 度 。 用 决策 树 作为 模型 ， 可 以 求 出 基于 二 元 比较 的 
排序 算法 的 最 坏 情形 复杂 度 的 下 界 。 

可 以 用 决策 树 为 排序 算法 建立 模型 并 且 确定 对 这 些 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 的 估计 。 注 意 给 
定 对 个 元 素 ， 这 些 元 素 有 zl 种 可 能 的 排序 ， 因 为 这 些 元 素 的 n! 种 排列 中 的 每 一 个 都 可 以 是 
正确 的 顺序 。 本 书 研究 的 排序 算法 以 及 最 常用 的 排序 算法 都 基于 二 元 比较 ， 即 一 次 比较 两 个 元 
素 。 每 次 这 样 的 比较 都 缩小 了 可 能 的 顺序 集合 。 而 且 ， 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 可 以 表示 成 二 
叉 决 策 树 ， 其 中 每 个 内 点 表示 两 个 元 素 的 一 次 比较 。 每 个 树叶 表示 n 个 元 素 的 n! 种 排列 中 的 
一 种 。 
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图 3 找 出 伪 币 位 置 的 决策 树 。 每 种 最 终结 果 的 下 面 一 行 是 伪 币 
例 4 图 4 显示 了 给 列表 a、2、< 里 的 元 素 排 序 的 决策 树 。 4 








图 4 对 3 个 不 同 元 素 进行 排序 的 决策 树 


基于 二 元 比较 的 排序 的 复杂 度 是 用 二 元 比较 的 次 数 来 度量 的 。 排 序 有 7 个 元 素 的 列表 所 需 
要 的 最 多 比较 次 数 就 给 出 了 这 个 算法 的 最 坏 情 形 复杂 度 。 所 用 的 最 多 比较 次 数 等 于 表示 这 个 排 
序 过 程 的 决策 树 里 的 最 长 通路 长 度 。 换 句 话 说 ， 所 需要 的 最 多 比较 次 数 等 于 这 个 决策 树 的 高 
度 。 因 为 带 n! 个 树叶 的 二 叉 树 的 高 度 至 少 是 [logn! 1( 利 用 11. 1 节 推 论 1)， 所 以 如 定理 1 所 
说 ， 至 少 需 要 [logn! 1 次 比较 。 

定理 基于 二 元 比较 的 排序 算法 至 少 需 要 [logn! | 次 比较 。 

可 以 用 定理 1 给 出 基于 二 元 比较 的 排序 算法 所 用 比较 次 数 的 大 OO 估计。 只 需要 根据 3. 2 节 
练习 72 注意 到 [logn! | 是 8(n log n)， 这 是 算法 的 计算 复杂 度 经 常 使 用 的 一 个 参照 函数 。 推 论 1 
是 这 个 估计 的 结果 。 
推 放 基于 二 元 比较 的 排序 算法 排序 nn 个 元 素 所 用 的 比较 次 数 是 Qn log nn)。 

推论 1 的 一 个 结论 是 ， 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 在 最 坏 情形 下 使 用 BCn log nn) 次 比较 来 排 
序 n 个 元 素 是 最 优 的 ， 其 他 这 类 算法 都 没有 更 好 的 最 坏 情形 复杂 度 ， 在 这 个 意义 下 ， 基 于 二 元 
比较 的 排序 算法 是 最 优 的 。 注 意 根 据 5. 4 节 定 理 1 可 以 看 出 ， 在 这 个 意义 下 归并 排序 算法 是 最 
优 的 。 

对 于 排序 算法 的 平均 情形 复杂 度 也 可 以 证 明 类 似 的 结果 。 基 于 二 元 比较 的 排序 算法 所 用 的 
平均 比较 次 数 是 表示 这 个 排序 算法 的 决策 树 中 的 平均 树叶 深度 。 根 据 11. 1 节 练 习 48 知道 ， 有 
NN 个 顶点 的 二 叉 树 的 平均 树叶 深度 是 0 (log N)。 当 令 N= 二 nl 并 且 注 意 因 为 log n! 是 
B@(n log n)， 所 以 是 Q(log n1) 的 函数 也 是 QCn log n) 时 ， 就 会 得 出 下 面 的 估计 。 

基于 二 元 比较 的 排序 算法 排序 坟 个 元 素 所 用 的 平均 比较 次 数 是 Qn log 7)。 


11.2.4 前 绎 码 

考虑 这 样 的 问题 : 用 位 串 来 编码 英语 字母 表 里 的 字母 (其 中 不 区 分 小 写 和 大 写字 母 )。 可 以 
用 长 度 为 5 的 位 串 来 表示 每 个 字母 ， 因 为 只 有 26 个 字母 而 且 有 32 个 长 度 为 5 的 位 串 。 当 每 个 
字母 都 用 5 位 来 编码 时 ， 用 来 编码 数据 的 总 位 数 是 5 乘 以 文本 中 的 字符 数 。 有 没有 可 能 找 出 这 
些 字母 的 编码 方案 ， 使 得 在 编码 数据 时 使 用 的 位 更 少 ?” 若 可 能 ， 那 么 就 可 以 节省 存储 空间 而 且 
缩短 传输 时 间 。 

考虑 用 不 同 长 度 的 位 串 来 编码 字母 。 较 短 的 位 串 用 来 编码 出 现 较 频繁 的 字母 ， 较 长 的 位 串 
应 当 用 来 编码 不 经 常 出 现 的 字母 。 当 用 可 变 长 的 位 数 来 给 字母 编码 时 ， 就 必须 用 某 种 方法 来 确 
定 每 个 字母 的 位 在 何 处 开始 和 结束 。 例 如 ,， 若 把 e 编 码 成 0， 把 a 编码 成 1， 而 把 t 编码 成 01， 
则 位 串 0101 可 能 对 应 着 eat、tea、eaea 或 tt。 

为 了 保证 没有 位 串 对 应 着 多 个 字母 的 序列 ， 可 以 令 一 个 字母 的 位 串 永 远 不 出 现在 另 一 个 字 
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母 的 位 串 的 开头 部 分 。 具 有 这 个 性 质 的 编码 称 为 前 缀 码 。 例 如 ， 把 编码 成 0、 把 a 编码 成 10、 
而 把 t 编码 成 11 的 编码 就 是 前 级 码 。 从 编码 一 个 单词 的 字母 的 唯一 位 串 可 以 恢复 这 个 单词 。 
例如 ， 串 10110 是 ate 的 编码 。 为 了 看 明白 这 一 点 ， 注 意 开始 的 1 不 表 
示 一 个 字符 ， 但 是 10 表示 a( 并 且 它 不 可 能 是 另 一 个 字母 的 位 串 的 开始 
部 分 ) 。 然 后 ， 下 一 个 1 不 表示 一 个 字符 ， 但 是 11 表示 t。 最 后 一 位 0 
表示 e。 

前 缀 码 可 以 用 二 叉 树 来 表示 ， 其 中 字符 是 树 中 树叶 的 标记 。 树 的 
边 也 被 标记 ， 使 得 通 向 左 子 的 边 标 记 为 0 而 通 向 右 子 的 边 标记 为 1。 用 
来 编码 一 个 字符 的 位 串 是 在 从 根 到 以 这 个 字符 作为 标记 的 树叶 的 唯一 
通路 上 标记 的 序列 。 例如， 图 5 中 的 树 表示 把 e 编码 成 0， 把 a 编码 成 
10， 把 t 编 码 成 110， 把 n 编码 成 1110 和 把 s 编码 成 1111 。 

表示 编码 的 树 可 以 用 来 解码 位 串 。 例 如 ， 考 虑 一 个 用 图 5 中 的 纺 
码 编 成 11111011100 的 单词 。 这 个 位 串 可 以 这 样 解码 : 从 根 开 始 ， 用 图 5 表示 前 级 码 
位 的 序列 来 形成 一 条 到 树叶 为 止 的 通路 。 每 个 0 位 都 使 得 通路 向 下 到 的 二 又 树 
达 通 向 通路 中 最 后 一 个 顶点 的 左 子 的 边 ， 而 每 个 1 位 都 对 应 到 最 后 一 个 顶点 的 右 子 。 所 以 ， 开 
头 的 1111 对 应 这 样 的 通路 : 从 根 开始 ， 向 右前 进 四 次 ， 到 达 以 s 作为 标记 的 树叶 ， 因 为 串 
1111 是 s 的 编码 。 从 第 五 位 继续 进行 ， 在 向 右 再 向 左 之 后 ， 就 到 达 下 一 个 树叶 ， 这 时 访问 到 以 
a 作为 标记 的 顶点 ， 它 的 编码 是 10。 从 第 七 位 开始 ， 在 向 右 三 次 然后 向 左 之 后 ,访问 到 了 标记 
为 n， 编 码 为 1110 的 顶点 。 最 后 ， 末 位 0 指向 用 e 标 记 的 树叶 。 因 此 ， 原 来 的 单词 是 sane。 

可 以 从 任何 二 叉 树 来 构造 一 个 前 缀 码 ， 其 中 每 个 内 点 的 左边 都 用 0 标记 ， 而 右边 都 用 1 标 
记 ， 树 叶 都 用 字符 标记 。 字 符 都 用 从 根 到 这 个 树叶 的 唯一 通路 中 的 边 的 标记 所 组 成 的 位 串 来 
编码 。 

wm 哈 夫 曼 编 码 ” 现 在 介绍 一 种 算法 ， 这 种 算法 用 一 个 字符 串 中 符号 的 出 现 频率 ( 即 出 现 概率 ) 

作为 输入 ， 并 产生 编码 这 个 字符 串 的 一 个 前 缀 码 作为 输出 ， 在 这 些 符号 的 所 有 可 能 的 二 又 前 级 
码 中 ， 这 个 编码 使 用 最 少 的 位 。 这 个 所 谓 哈 夫 曼 编 码 的 算法 是 大 卫 。 险 夫 曼 于 1951 年 做 麻 省 
理工 学 院 的 研究 生 时 发 表 在 一 篇 学 期 论文 中 的 。( 注 意 ， 这 个 算法 假定 已 知 字符 串 中 每 个 符号 
出 现 多 少 次 ， 所 以 可 以 计算 每 个 符号 的 出 现 频率 ， 方 法 是 用 这 个 符号 出 现 的 次 数 除 以 这 个 字符 
串 的 长 度 。) 哈 夫 曼 编码 是 数据 压缩 中 的 基本 算法 ， 数 据 压缩 的 目的 在 于 减少 表示 信息 所 需要 的 
位 数 。 哈 夫 曼 编码 广泛 用 于 压缩 表示 文本 的 位 串 ， 并 且 在 压缩 视频 和 图 像 文 件 方面 也 起 到 重要 
作用 。 


i 





大 卫 ， 哈 夫 曼 (David A. Huffman，1925 一 1999) ” 哈 夫 曼 在 俄 交 俄 州长 大 。 他 18 
岁 时 毕业 于 俄亥俄 州立 大 学 并 获得 电机 工程 学 士 学 位 。 此 后 ， 他 在 美国 海军 服役 ， 在 
一 稻 驱 逐 舰 上 担任 雷达 维护 官 ， 该 驱逐 舰 在 第 二 次 世界 大 战 后 主要 负责 在 亚洲 水 域 执 
行 扫 雷 任务 。 后 来 ， 他 从 俄亥俄 州立 大 学 获得 硕士 学 位 并 从 麻 省 理工 学 院 获 得 电机 工 
程 的 博士 学 位 。1953 年 ， 哈 夫 曼 成 为 麻 省 理工 学 院 的 一 名 教员 ， 并 在 那 任教 多 年 ， 直 
到 1967 年 他 创建 了 加 州 大 学 桑 塔 。 克 鲁 茨 分 校 计算 机 科学 系 才 离开 。 他 在 该 系 的 发 
展 中 起 到 了 举足轻重 的 作用 ， 并 在 那里 度 过 了 最 后 的 职业 生涯 ， 直 到 1994 年 才 退 休 。 

哈 夫 曼 在 信息 论 与 编码 、 雷 达 与 通信 的 信号 设计 、 异 步 逻辑 电路 的 设计 过 程 等 方面 的 卓越 贡献 而 为 
世人 所 知 。 哈 夫 曼 在 零 曲 率 表面 上 的 工作 使 得 他 开发 出 把 纸 和 乙烯 基 塑 料 折 又 成 非 同 寻常 的 形状 的 独创 
技术 。 这 些 形状 被 许多 人 当做 艺术 品 并 且 在 多 个 展览 中 公开 展 出 。 但 是 ， 让 喻 夫 曼 一 举 成 名 的 ， 还 是 他 
在 麻 省 理工 学 院 读 研 期 间 所 写 的 一 篇 学 期 论文 中 开发 出 的 哈 夫 曼 编码 。 

哈 夫 曼 喜 爱 户外 探险 ， 经 常 远 足 和 旅游 。 当 他 年 近 60 岁 高 龄 时 ， 他 还 获得 了 水 肺 潜水 员 的 资格 。 他 
饲养 毒蛇 作为 宠物 。 
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算法 2 给 出 了 哈 夫 曼 编 码 算法 。 给 定 符号 及 其 频率 ， 目 标 是 构造 一 个 有 根 的 二 又 树 ， 其 中 
符号 是 树叶 的 标记 。 算 法 从 只 含有 一 个 顶点 的 一 些 树 构成 的 森林 开始 ， 其 中 每 个 顶点 有 一 个 符 
号 作为 标记 ， 并 且 这 个 顶点 的 权 就 等 于 所 标记 符号 的 频率 。 在 每 一 步 ， 都 把 具有 最 小 总 权 值 的 
两 个 树 组 合成 一 个 单独 的 树 ， 方 法 是 引入 一 个 新 的 根 ， 把 具有 较 大 的 权 的 树 作为 左 子 树 ， 把 具 
有 较 小 的 权 的 树 作 为 右 子 树 。 另 外 ， 把 这 个 树 的 两 个 子 树 的 权 之 和 作为 这 个 树 的 总 权 值 。( 虽 
然 可 以 规定 在 具有 相同 的 权 的 树 之 间 进 行 选 择 以 打破 平局 的 过 程 ， 但 是 这 里 将 不 具体 指定 这 样 
的 过 程 。) 当 构造 出 了 一 个 树 ， 即 森林 缩小 为 单个 树 时 ， 算 法 就 停止 。 


算法 2 哈 夫 曼 编码 
procedure Huffman(C: 具有 频率 zw: 的 符号 ca, ，;i 一 1，2，…，7) 
F :三 n 个 有 根 树 的 森林 ， 每 个 有 根 树 由 单个 顶点 a; 组 成 并 且 赋 权 w， 
while 下 不 是 树 
把 下 中 满足 w(T) 宇 wT ) 的 权 最 小 的 有 根 树 和 TT' 换 成 具有 新 树 根 的 一 个 树 ， 
这 个 树 根 以 工作 为 左 子 树 并 且 以 工作 为 右 子 树 。 
用 0 标记 树 根 到 T 的 新 边 ， 并 且 用 1 标记 树 根 到 T' 的 新 边 。 
把 w( 了 十 w(T') 作 为 新 树 的 权 。 
{符号 a; 的 哈 夫 曼 编码 是 从 树 根 到 a; 的 唯一 通路 上 的 边 的 标记 的 连接 } 








例 5 说 明 如 何 用 算法 2 来 对 6 个 符号 进行 编码 。 

例 5 用 哈 夫 曼 编码 来 编码 下 列 符号 ， 这 些 符 号 具有 下 列 频率 : A : 0.08, B:0.10, C: 
0.12，D :0.15,，E:0.20,，F: 0.35。 编 码 一 个 字符 串 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 

解 图 6 表示 了 编码 这 些 符号 所 用 的 步 又 。 所 产生 的 编码 为 : A 是 111，B 是 110，C 是 
011，D 是 010, E 是 10, F 是 00。 使 用 这 种 编码 来 编码 一 个 符号 所 用 的 平均 位 数 是 

3。0.08 十 3 。0. 10 十 3。0. 12 十 3。0.15 十 2。0. 20 十 2。0. 35 一 2. 45 < 

注意 哈 夫 曼 编 码 是 贪心 算法 。 在 每 一 步 蔡 换 具 有 最 小 权 的 两 棵 树 ， 在 没有 任何 二 叉 前 缀 码 
能 使 用 更 少 的 位 来 编码 这 些 符 号 的 情况 下 ， 这 样 做 就 导出 了 最 优 编码 。 在 本 节 末 把 哈 夫 曼 编码 
是 最 优 的 证 明 留 作 练习 32。 

哈 夫 曼 编码 有 许多 变种 。 例 如 ， 不 编码 单个 符号 ， 可 以 编码 指定 长 度 的 符号 块 ， 比 如 两 个 
符号 的 块 。 这 样 做 有 可 能 减少 编码 这 个 字符 串 所 需要 的 位 数 ( 参 看 本 节 练 习 30) 。 也 可 以 用 两 
个 以 上 的 符号 来 编码 这 个 符号 串 中 的 原始 符号 (参看 本 节 练 习 28 前 面 的 说 明 )。 另 外 ， 当 事先 
不 知道 一 个 字符 串 中 每 个 符号 的 频率 时 ， 可 以 使 用 一 种 变种 ， 即 所 谓 的 自 适应 哈 夫 曼 编 码 ( 参 
见 LSa00]) ， 使 得 在 读 这 个 字符 串 的 同时 来 进行 编码 。 


11.2.5 博弈 树 

可 以 用 树 来 分 析 某 些 类 型 的 游戏 ， 比 如 轿 叉 游戏 、 取 石子 游戏 、 跳 棋 和 和 象棋。 在 每 一 种 游 
戏 中 ， 两 个 选手 轮流 进行 移动 。 每 个 选手 知道 男 一 个 选手 的 移动 并 且 游 戏 不 存在 偶然 因素 。 使 
用 博弈 树 为 这 样 的 游戏 建立 模型 ， 这 些 树 的 顶点 表示 当 游 戏 进行 时 游戏 所 处 的 局 面 ， 边 表示 在 
这 些 局 面 之 间 合 乎 规则 的 移动 。 由 于 博弈 树 常常 很 大 ， 所 以 通过 用 同一 个 顶点 表示 所 有 对 称 的 
局 面 来 简化 博弈 树 。 但 是 ， 如 果 一 个 游戏 的 不 同 移动 序列 导致 同一 个 局 面 ， 则 可 以 用 不 同 的 顶 
点 来 表示 这 个 局 面 。 根 表示 起 始 的 局 面 。 通 常 的 约定 是 用 方 框 表示 偶数 层 的 顶点 并 且 用 圆圈 表 
示 奇 数 层 的 顶点 。 当 游戏 处 在 偶数 层 顶点 所 表示 的 局 面 时 ， 就 轮 到 第 一 个 选手 移动 。 当 游戏 处 
在 奇数 层 顶点 所 表示 的 局 面 时 ， 就 轮 到 第 二 个 选手 移动 。 博 弈 树 所 表示 的 游戏 可 以 永远 不 结 
束 ， 比 如 进入 了 无 穷 循 环 ， 因 此 博弈 树 可 以 是 无 穷 的 ， 但 是 对 于 大 多 数 游戏 来 说 ， 都 存在 一 些 
规则 导致 有 穷 的 博弈 树 。 

博弈 树 的 树叶 表示 游戏 的 终局 。 给 每 个 树叶 指定 一 个 值 ， 表 示 游 戏 在 这 个 树叶 所 代表 的 局 
面 终 止 时 第 一 个 选手 的 得 分 。 对 于 非 胜 即 负 的 游戏 ， 用 1 来 标记 圆圈 所 表示 的 终结 顶点 以 表示 
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第 一 个 选手 获胜 ， 用 一 1 来 标记 方 框 所 表示 的 终结 顶点 以 表示 第 二 个 选手 获胜 。 对 于 允许 平局 
的 游戏 ， 用 0 来 标记 平局 所 对 应 的 终结 顶点 。 注 意 ， 对 于 非 胜 即 负 的 游戏 ， 为 终结 顶点 指定 
值 ， 这 个 值 越 高 ， 第 一 个 选手 的 结局 就 越 好 。 

8 0 0.15 020 0.35 ,最初 


0.12 0.15 0.18 0.20 0. 
全 @ 9 第 1 步 


已 
和 


0.18 0.20 0.27 033 第 2 步 


第 3 步 


第 4 步 


第 5 步 





6 例 5 中 符号 的 哈 夫 曼 编码 


例 6 展示 了 一 个 非常 著名 的 和 经 过 深入 研究 的 游戏 的 博弈 树 。 

例 6 取石 子 游戏 ”取石 子 游戏 是 这 样 的 ， 在 游戏 的 开始 ， 有 几 堆 石头 。 两 个 选手 轮流 移 
动 石头 ， 一 个 合法 的 移动 包括 从 其 中 一 堆 取 走 一 块 或 多 块 石头 ， 而 不 去 移动 其 余 的 所 有 石头 。 
不 能 进行 合法 移动 的 选手 告 负 。( 也 可 以 规定 取 走 最 后 一 块 石头 的 选手 告 负 ， 因 为 不 允许 没有 
石头 堆 的 局 面 .) 图 7 所 示 的 博弈 树 表示 了 这 种 形式 的 给 定 开 局 的 取石 子 游戏 ， 其 中 有 3 堆 石 
头 ， 分别 包 含 2 块 、2 块 和 1 块 石头 。 用 不 同 堆 中 石头 数 的 无 序 表 来 表示 每 个 局 面 ( 堆 的 顺序 无 
关 紧 要 ) 。 第 一 个 选手 的 初始 移动 可 以 导致 3 种 可 能 的 局 面 ， 因 为 这 个 选手 可 以 从 有 2 块 石头 
的 堆 中 取 走 1 块 石头 ( 留 下 包含 1 块 、1 块 和 2 块 石头 的 3 堆 )， 可 以 从 包含 2 块 石 头 的 堆 中 取 
走 2 块 石头 ( 留 下 包含 2 块 和 1 块 石 头 的 2 堆 )， 或 者 从 包含 1 块 石头 的 堆 中 取 走 1 块 石头 ( 留 下 
包含 2 块 石头 的 2 堆 )。 当 只 剩 下 包含 1 块 石头 的 1 堆 时 ， 就 不 可 能 进行 合法 移动 了 ， 所 以 这 
样 的 局 面 就 是 终局 。 由 于 取石 子 游戏 是 非 胜 即 负 的 游戏 ， 所 以 用 十 1 标记 表示 第 一 个 选手 获胜 
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的 终结 顶点 ， 用 一 1 标记 表示 第 二 个 选手 获胜 的 终结 顶点 。 4 
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二 1 十 1 


如 果 第 一 个 选手 获胜 ， 

J DOD 口 长 

= = ET 和 如 果 第 二 个 选手 获胜 ， 

终结 顶点 标记 为 -1 

图 7 取石 子 游戏 的 博弈 树 

例 7 井 字 游戏 ” 井 字 游戏 的 博弈 树 非常 大 ， 这 里 不 能 画 出 ， 尽 管 计算 机 能 轻而易举 地 构 
造 出 这 样 的 树 。 图 8a 显示 了 井 字 游戏 的 博弈 树 的 一 部 分 。 注 意 ， 由 于 对 称 的 局 面 是 等 价 的 ， 
所 以 只 需要 考虑 图 8a 所 示 的 3 种 可 能 的 初始 移动 。 在 图 8b 中 ， 还 显示 了 这 个 博弈 树 的 一 个 导 
致 终局 的 子 树 ， 其 中 一 个 能 够 获胜 的 选手 进行 了 制胜 的 移动 。 4 


XIO :el Le PR X X X|XIO XI|IXIO XIXIO XIXIO 
O O X X 
O O XIOIX XIOIX OIOIX OIOIX 
St | | 0 赢 9 
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X OlIOIX XIOIO 
X XIOIX XIOIX 
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图 8 井 字 游 戏 的 部 分 博弈 树 
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可 以 用 某 种 方式 递归 地 定义 博弈 树 中 所 有 顶点 的 值 ， 使 得 可 以 确定 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 
策略 时 这 个 游戏 的 结果 。 所 谓 策略 ， 就 意味 着 一 组 规则 ， 这 些 规 则 说 明 一 个 选手 如 何 移动 来 赢 
得 游戏 。 第 一 个 选手 的 最 优 策略 就 是 把 这 个 选手 的 得 分 最 大 化 的 策略 ， 第 二 个 选手 的 最 优 策略 
就 是 把 这 个 得 分 最 小 化 的 策略 。 现 在 递归 地 定义 顶点 的 值 。 

ES 请 亦 树 中 顶点 的 值 递 归 地 定义 为 : 

iD 一 个 树叶 的 值 是 当 游 戏 在 这 个 树叶 所 表示 的 局 面 里 终止 时 第 一 个 选手 的 得 分 。 

让 偶数 层 内 点 的 值 是 这 个 内 点 的 孩子 的 最 大 值 ， 奇 数 层 内 点 的 值 是 这 个 内 点 的 孩子 的 最 
小 值 。 

使 第 一 个 选手 移动 到 具有 最 大 值 的 孩子 所 表示 的 局 面 并 且 第 二 个 选手 移动 到 具有 最 小 值 的 
孩子 所 表示 的 局 面 的 策略 称 为 最 小 最 大 策略 。 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 ， 通 过 计算 树 
根 的 值 就 可 以 确定 谁 将 赢得 游戏 ， 这 个 值 称 为 树 的 值 。 这 是 定理 3 的 结论 。 

EEE 国 博 弃 树 项 点 的 值 说 明 ， 如 果 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 从 博弈 树 的 某 一 
个 顶点 所 表示 的 局 面 开 始 进行 游戏 ， 则 这 个 顶点 的 值 表明 第 一 个 选手 的 得 分 。 

证 将 用 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 

基础 步骤 : 如 果 这 个 顶点 是 树叶 ， 则 通过 定义 指定 给 这 个 顶点 的 值 就 是 第 一 个 选手 的 
得 分 。 
归纳 步骤 :归纳 假设 一 个 顶点 的 孩子 的 值 就 是 第 一 个 选手 的 得 分 ， 假 定 从 这 些 顶 点 所 表示 的 
每 一 个 局 面 中 开始 进行 游戏 。 需 要 考虑 两 种 情形 ， 即 当 轮 到 第 一 个 选手 时 和 当 轮 到 第 二 个 选手 时 。 

当 轮 到 第 一 个 选手 时 ， 这 个 选手 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 移 动 到 具有 最 大 值 的 孩子 所 表示 的 
局 面 。 根 据 归 纳 假设 ， 当 从 这 个 孩子 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 并 且 遵 循 最 小 最 大 策略 时 ， 这 个 值 
就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 根 据 偶数 层 内 点 的 值 的 定义 的 递归 步骤 (作为 其 孩子 的 最 大 值 )， 当 从 
这 个 顶点 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 时 ， 这 个 顶点 的 值 就 是 这 个 得 分 。 

当 轮 到 第 二 个 选手 时 ， 这 个 选手 遵循 最 小 最 大 策略 并 且 移 动 到 具有 最 小 值 的 孩子 所 表示 的 
局 面 。 根据 归纳 假设 ， 当 从 这 个 孩子 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 并 且 遵 循 最 小 最 大 策略 时 ， 这 个 值 
就 是 第 一 个 选手 的 得 分 。 根 据 把 奇数 层 内 点 的 值 作为 其 孩子 的 最 小 值 的 递归 定义 ， 当 从 这 个 顶 
点 所 表示 的 局 面 开 始 游戏 时 ， 这 个 顶点 的 值 就 是 这 个 得 分 。 4 


评注 ”通过 扩展 定理 3 的 证 明 ， 可 以 证 明 对 于 两 个 选手 来 说 最 小 最 大 策略 都 是 最 优 策略 。 


例 8 解释 最 小 最 大 过 程 如 何 工作 。 它 显示 了 为 例 6 的 博弈 树 中 的 内 点 所 指定 的 值 。 注 意 可 
以 缩短 所 需要 的 计算 ， 注 意 对 于 非 胜 即 负 游戏 来 说 ， 一 旦 找到 方 框 顶点 具有 十 1 值 的 一 个 孩 
子 ， 则 方 框 顶点 的 值 也 是 十 1， 因 为 十 1 是 最 大 可 能 的 得 分 。 同 样 , 一旦 找到 圆圈 项 点 具有 一 1 
值 的 一 个 孩子 ， 则 这 个 值 也 是 这 个 圆圈 顶点 的 值 。 

例 8 例 6 构造 了 具有 包含 2 块 、2 块 和 1 块 的 3 堆 石 头 的 开局 的 取石 子 游 戏 的 博弈 树 。 图 9 说 
明了 这 个 博弈 树 的 顶点 的 值 。 这 些 顶 点 的 值 是 这 样 计 算 的 : 使 用 树叶 的 值 并 且 每 次 向 上 计算 1 层 。 
这 个 图 的 右边 空白 处 说 明 究竟 使 用 孩子 的 最 大 值 还 是 最 小 值 来 求 出 每 层 内 点 的 值 。 例 如 ， 一 且 求 出 
了 树 根 的 3 个 孩子 的 值 ，1、 一 1 和 一 1， 则 这 样 求 出 树 根 的 值 : 计算 max(1， 一 1， 一 1 二 1。 由 于 根 
的 值 是 1， 所 以 得 出 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 第 一 个 选手 获胜 。 4 

有 些 著名 游戏 的 博弈 树 可 能 非 同 寻 常 地 大 ， 因 为 这 些 游戏 有 多 种 移动 选择 。 例 如 ， 据 估计 
象棋 的 博弈 树 有 多 达 10” 个 顶点 ! 由 于 博弈 树 规模 的 原因 ， 也 许 不 可 能 直接 使 用 定理 3 来 研究 
这 样 的 游戏 ， 所 以 设计 了 各 种 方法 来 帮助 确定 好 的 策略 以 及 确定 游戏 的 结果 。 一 种 称 为 8 剪 
枝 的 有 用 技巧 减少 了 许多 计算 ， 它 剪 掉 不 能 影响 祖先 顶点 的 值 的 那 部 分 博弈 树 ( 关 于 -8 剪 枝 的 
信息 ， 参 考 [Gr90]) 。 另 一 种 有 用 的 方法 是 使 用 求 值 函 数 ， 当 精确 地 计算 博弈 树 中 内 点 值 不 可 
行 时 ， 它 就 估计 这 些 值 。 例 如 ， 在 井 字 游戏 中 ， 可 以 使 用 不 含 圈 O(O 用 来 表示 第 二 个 选手 的 
移动 ) 的 直行 ( 行 、 列 、 对 角 线 ) 数 减 去 不 含义 X(X 用 来 表示 第 一 个 选手 的 移动 ) 的 直行 数 来 作 
为 一 个 局 面 的 求 值 函 数 。 这 个 求 值 函数 给 出 了 关于 哪个 选手 在 游戏 中 占 优 的 一 些 倾 向 。 一 旦 插 
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入 求 值 函数 的 值 ， 遵 循 最 小 最 大 策略 使 用 规则 就 可 以 计算 出 游戏 的 值 。 科 学 家 研制 出 用 来 下 棋 
的 计算 机 程序 ， 比 如 著名 的 深蓝 程序 ， 都 是 基于 复杂 的 求 值 函数 。 关 于 计算 机 如 何 下 棋 的 更 多 


信息 请 参看 [Le91] 。 
+ 22 1 最 大 


yy x 
十 | 十 1 
十 ] 一 +1 一 1 +1 


十 1 
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| = -1 -1 -1 
图 9 说 明 取 石子 游戏 中 顶点 的 值 


练习 
1. 用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单词 的 二 叉 搜索 树 : banana、peach、apple、pear、coconut、mango 和 
papaya。 
2. 用 字母 顺序 建立 下 面 这 些 单词 的 二 叉 搜 索 树 : oenology、phrenology、campanology、ornithology、 
ichthyology、limnology、alchemy 和 astrology。 
3. 为 了 在 练习 1 的 搜索 树 里 找 出 下 面 每 个 单词 的 位 置 或 者 添加 它们 ， 而 且 每 次 都 重新 开始 ， 分 别 需要 多 
少 次 比较 ? 
a) pear b)banana c)kumdquat d)orange 
4. 为 了 在 练习 2 的 搜索 树 里 找 出 下 面 每 个 单词 的 位 置 或 者 添加 它们 ， 而 且 每 次 都 重新 开始 ， 分 别 需 要 多 
少 次 比较 ? 
a) palmistry b)etymology c)paleontology d) glaciology 
5. 用 字母 顺序 构造 下 面 句 子 里 的 单词 的 二 又 搜索 树 :“The quick brown fox jumps over the lazy dog”。 
6. 为 了 在 4 枚 硬币 中 找 出 一 枚 较 轻 的 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ?描述 用 这 些 次 数 的 称 重 来 找 出 较 轻 的 
伪 币 的 算法 。 
7. 车 一 枚 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 那么 为 了 在 4 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ? 描述 
用 同样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 
* 8. 若 一 枚 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 或 者 轻 或 者 重 ， 那 么 为 了 在 8 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 需 要 用 天 平 
称 多 少 次 ? 描述 用 同样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 
* 9. 若 一 枚 伪 币 比 其 他 硬币 较 轻 ， 那 么 为 了 在 12 枚 硬币 中 找 出 这 枚 伪 币 ， 需 要 用 天 平 称 多 少 次 ? 描述 用 
同样 的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 的 算法 。 
* 10. 4 枚 硬币 中 一 枚 可 能 是 伪 币 。 伪 币 与 其 他 硬币 质量 不 等 ， 或 者 轻 或 者 重 。 那 么 为 了 确定 是 否 有 一 个 伪 
币 ， 若 有 伪 币 ， 确 定 它 是 比 其 他 硬币 较 重 还 是 较 轻 ， 使 用 一 台 天 平 称 ， 需 要 称 多 少 次 ? 描述 用 同样 
的 称 重 次 数 来 找 出 这 枚 伪 币 并 且 确 定 它 是 较 轻 还 是 较 重 的 算法 。 
11. 求 排序 4 个 元 素 所 需要 的 最 少 比较 次 数 并 且 设计 一 个 能 够 依 此 次 数 实现 的 算法 。 
* 12. 求 排序 5 个 元 素 所 需要 的 最 少 比较 次 数 并 且 设 计 一 个 能 够 依 此 次 数 实现 的 算法 。 
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竞赛 图 排序 是 通过 构造 有 序 二 又 树 来 进行 排序 的 排序 算法 。 用 将 成 为 树叶 的 顶点 来 表示 待 排序 的 元 
素 。 就 像 构 造 表示 循环 赛 比赛 胜 者 的 树 那样 ， 一 次 构造 这 个 树 的 一 层 。 从 左 向 右 ， 比 较 成 对 的 相 邻 元 素 ， 
加 入 用 所 比较 的 两 个 元 素 中 较 大 的 那个 来 标记 的 一 个 父母 顶点 。 在 每 一 层 顶 点 的 标记 之 间 进 行 类 似 的 比 
较 ， 直 到 到 达 了 用 最 大 元 素 标 记 的 树 根 为 止 。22、8、14、17、3、9、27、11 的 竞赛 图 排序 所 构造 的 树 
如 下 图 a 所 示 。 一 旦 确定 了 最 大 元 素 ， 具 有 这 个 标记 的 树叶 就 重新 标记 为 一 上 2， 定义 为 比 每 个 元 素 都 小 。 
从 这 个 顶点 直到 树 根 的 通路 上 所 有 项 点 的 标记 都 重新 计算 ,如 下 图 b 所 示 。 这 样 就 产生 了 第 二 大 元 素 。 
这 个 过 程 继续 进行 下 去 ， 直 到 整个 表 都 已 经 排序 为 止 。 


22 是 第 二 大 元 素 





a) b) 
13. 完成 列表 22、8、14、17、3、9、27、11 的 竞赛 图 排序 。 说 明 在 每 个 步骤 上 顶点 的 标记 。 
14. 用 竞赛 图 排序 来 排序 列表 17、4、1、5、13、10、14、6。 
15. 用 伪 码 描述 竞赛 图 排序 。 
16. 假设 对 于 某 个 正 整 数 来 说 ， 待 排序 元 素 的 个 数 等 于 2 ， 若 使 用 竞赛 图 排序 来 求 这 个 列表 的 最 大 
元 素 ， 确 定 竞赛 图 排序 所 用 的 比较 次 数 。 


17. 用 竞赛 图 排序 求 第 二 大 元 素 、 第 三 大 元 素 …… ， 直 到 第 (n 一 1) 大 (或 第 二 小 ) 元 素 所 使 用 的 比较 次 数 
是 多 少 ? 
18. 证 明 : 竞赛 图 排序 需要 Bln log nn) 次 比较 来 排序 含有 nn 个 元 素 的 列表 。[ 提 示 : 假设 对 于 某 个 正 整 数 & 


来 说 ，* 王 2， 搬入 适当 数目 的 哑 元 ， 比 如 一 2， 定 义 为 比 所 有 整数 都 小 。] 
19. 下 面 哪些 编码 是 前 级 码 ? 

a)a: 11, e: 00, t: 10, s: 01 

b)a:0, e:1,t:01, s: O001 

c)a: 101, e: 11, t: 001, s: 011, n: 010 

d)a: 010, e: 11, t: 011, s: 1011, n: 1001, 1: 10101 
20. 构造 表示 下 面 编 码 方案 的 前 级 码 的 二 叉 树 。 

a)a: 11l, e:0, t: 101, s: 100 

b)a: 1, e: 01, t: 001, s: 0001, n : 00001 

c)a: 1010, e: 0, t: 11, s: 1011, n: 1001, 1: 10001 
21. 若 编码 方案 是 用 下 面 的 树 来 表示 ， 那 么 什么 是 a、e、i、k、o、p 和 的 编码 ? 





22. 给 定编 码 方案 a: 001，b : 0001，e: 1，r: 0000，s:0100,，t:011，x:01010， 找 出 用 下 面 的 位 串 
来 表示 的 单词 。 


23. 


24. 


25. 
26. 


27. 
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a)01110100011 b)0001110000 ec)0100101010 6G)01100101010 

用 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 给 定 频率 的 如 下 符号 : a : 0.20, b:0.10, c:0.15, d: 0.25, e:0.30。 

编码 一 个 符号 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 

用 哈 夫 曼 编 码 来 编码 具有 给 定 频率 的 如 下 符号 : 

A:0.10, B:0.25, C:0.05, D:0.15, EE:0.30, 下 : 0.07，G :0.08。 编码 一 个 符号 所 需要 的 平 

均 位 数 是 多 少 ? 

为 如 下 符号 和 频率 构造 两 个 不 同 的 哈 夫 曼 编码 : t: 0.2, u:0.3, v:0.2, w:0.3。 

a) 以 两 种 不 同 的 方式 用 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 这 些 频 率 的 符号 : a : 0.4, b:0.2, c:0.2, d:0.1, 
e :0.1， 在 算法 中 用 不 同 的 方式 打破 平局 。 第 一 种 ， 在 算法 的 每 个 阶段 从 权 最 小 的 树 中 选择 顶点 
数 最 多 的 两 个 树 来 组 合 。 第 二 种 ， 在 每 个 阶段 从 权 最 小 的 树 中 选择 顶点 数 最 少 的 两 个 树 来 组 合 。 

b) 计 算 用 每 种 编码 来 编码 一 个 符号 所 需要 的 平均 位 数 并 且 对 每 种 编码 计算 这 个 位 数 的 方差 。 对 于 编 
码 一 个 符号 所 需要 的 位 数 的 方差 ， 哪 种 打破 平局 的 过 程 所 产生 的 会 小 一 些 ? 

为 英文 字母 表 的 字母 构造 哈 夫 曼 编码 ， 其 中 典型 英文 文本 中 字母 的 频率 如 下 表 所 示 。 


A N 
B O 
Cc P 
D Q 
E R 
F S 
G 下 
HH U 
I V 
J Ww 
K X 
L ¥ 
M Z 





假设 m 是 正 整数 且 m 宇 2。 对 于 六 个 符号 的 集合 来 说 ， 类 似 于 二 又 哈 夫 曼 编码 的 构造 ， 可 以 构造 六 


叉 哈 夫 曼 编码 。 在 初始 步骤 ， 把 由 ((N 一 1)mod(m 一 1)) 十 1 个 权 最 小 的 单个 顶点 所 组 成 的 树 组 合成 以 这 
些 顶 点 作为 树叶 的 一 棵 树 。 在 每 个 后 续 步 又 ， 把 权 最 小 的 mr 棵 树 组 合成 一 棵 x 叉 树 。 


28. 
29. 


30. 


31. 


32. 
33. 


34. 


用 伪 码 描述 m 叉 哈 夫 曼 编码 算法 。 

使 用 符号 0、1 和 2， 用 三 又 (m= 二 3) 哈 夫 曼 编码 来 编码 具有 给 定 频率 的 这 些 字 母 : A : 0.25, EE: 

O30 Nv 10, RU 05, TT012, Zs C18, 

考虑 具有 频率 A : 0.80，B : 0.19，C : 0.01 的 三 个 符号 A、B 和 C。 

a) 为 这 三 个 符号 构造 哈 夫 曼 编码 。 

b) 通 过 把 两 个 符号 的 块 AA、AB、AC、BA、BB、BC、CA、CB 和 CC 分 组 ， 形 成 9 个 符号 的 一 个 新 
的 集合 。 为 这 9 个 符号 构造 哈 夫 曼 编码 ， 假 设 在 原始 文本 中 符号 的 出 现 是 独立 的 。 

ec) 比较 a) 中 三 个 符号 的 哈 夫 曼 编码 与 b) 构 造 的 9 个 双 符 号 块 的 哈 夫 曼 编 码 来 编码 文本 所 需要 的 平均 
位 数 。 哪 一 种 编码 方式 更 有 效 ? 

给 定 n 十 1 个 符号 xz! ， Den or i LEI 它们 在 一 个 符号 串 中 分 别 出 现 1， 万 ， fi， 9 fn 次 ， 其 

中 f; 是 第 j 个 斐 波 那 契 数 。 当 在 哈 夫 曼 编码 算法 的 每 个 阶段 考虑 所 有 可 能 的 打破 平局 的 选择 时 ， 用 

来 编码 一 个 符号 的 最 大 位 数 是 多 少 ? 

证 明 : 对 于 所 有 的 二 又 前 绥 码 来 说 ， 如 果 使 用 最 少 的 位 来 表示 一 个 符号 串 ， 哈 夫 曼 编码 是 最 优 的 。 

画 出 取石 子 游戏 的 博弈 树 ， 假 设 开 局 包括 分 别 有 2 块 和 3 块 石头 的 两 堆 石头 。 在 画 这 棵 树 的 时 候 ， 

用 同一 个 顶点 表示 相同 移动 所 导致 的 对 称 局 面 。 求 出 这 个 博弈 树 每 个 顶点 的 值 。 如 果 两 个 选手 都 遵 

循 最 优 策略 ， 则 哪个 选手 获胜 ? 

画 出 取石 子 游戏 的 博弈 树 ， 假 设 开局 包括 分 别 有 1 块 、2 块 和 3 块 石头 的 三 堆 石头 。 在 画 这 棵 树 的 时 

候 ， 用 同一 个 顶点 表示 相同 移动 所 导致 的 对 称 局 面 。 求 出 这 棵 博弈 树 每 个 顶点 的 值 。 如 果 两 个 选手 


um 加 
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都 遵循 最 优 策略 ， 则 哪个 选手 获胜 ? 

35. 假设 在 取石 子 游戏 中 修改 获胜 选手 的 得 分 ,使 得 当 n 是 到 达 终 局 前 所 做 合法 移动 的 步 数 时 得 分 就 是 n 
美元 。 求 第 一 个 选手 的 得 分 ,假设 开局 包括 : 
a) 分 别 有 1 块 和 3 块 石头 的 两 堆 石头 。 

b) 分 别 有 2 块 和 4 块 石头 的 两 堆 石头 。 
c) 分 别 有 1 块 、2 块 和 3 块 石头 的 三 堆 石 头 。 

36. 假设 在 取石 子 游戏 的 一 个 变种 中 ， 人 允许 一 个 选手 要 么 从 一 堆 取 走 1 块 以 上 的 石头 ， 要 么 把 两 堆 石头 
合并 成 一 堆 ， 只 要 至 少 还 剩 下 一 个 石头 。 画 出 这 个 游戏 变种 的 博弈 树 ， 假 设 开 局 由 分 别 含有 2 块 、2 
块 和 1 块 石 头 的 3 堆 石头 组 成 。 求 出 这 棵 博弈 树 中 每 个 顶点 的 值 ， 并 且 确 定 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 
策略 时 哪个 选手 获胜 。 

37. 画 出 井 字 游戏 博弈 树 从 下 列 每 个 局 面 开始 的 子 树 。 确 定 每 个 子 树 的 值 。 


"olx|xX  。 基本 as 人 6 人 
xlolo olx|x O | X|o 
X O | | x|o 


38. 假设 井 字 游戏 的 前 4 步 移动 如 下 图 所 示 。 第 一 个 选手 (用 X 标 记 其 移动 ) 是 否 总 能 获胜 ? 


xialx ™ xlolx | Ee 演 
x 
O O O 


39. 证 明 : 如 果 取 石子 游戏 从 包含 相同 数目 的 两 堆 石头 开始 ， 而 且 这 个 数目 至 少 是 2， 则 当 两 个 选手 都 遵 
循 最 优 策略 时 第 二 个 选手 获胜 。 

40. 证 明 : 如 果 取 石子 游戏 从 包含 不 同 数目 的 两 堆 石 头 开 始 ， 则 当 两 个 选手 都 遵循 最 优 策略 时 第 一 个 选 
手 获胜 。 

41. 跳棋 博弈 树 的 根 有 多 少 个 孩子 ? 有 多 少 个 孙子 ? 

42. 取石 子 游戏 博弈 树 的 根 有 多 少 个 孩子 ? 有 多 少 个 孙子 ? 假设 开局 是 : 

a) 分 别 有 4 块 和 5 块 石 头 的 堆 。 

b) 分 别 有 2 块 、3 块 和 4 块 石头 的 堆 。 

©) 分 别 有 1 块 、 2 块 、3 块 和 4 块 石头 的 堆 。 

d) 分 别 有 2 块 、2 块 、3 块 、3 块 和 5 块 石头 的 堆 。 

43. 画 出 井 字 游 戏 博 弈 树 前 两 步 移动 所 对 应 的 层 。 指 明正 文中 所 提 到 的 求 值 函数 的 值 ， 这 个 函数 给 局 面 
指定 不 含 〇 的 直行 数 减 去 不 含 X 的 直行 数 来 作为 这 一 层 每 个 顶点 的 值 ， 并 且 在 求 值 函数 给 出 这 些 顶 
点 的 正确 值 的 假设 下 ， 对 这 些 顶 点 计算 树 的 值 。 

44. 用 伪 码 描述 当 两 个 选手 都 遵循 最 小 最 大 策略 时 确定 博弈 树 的 值 的 算法 。 


11.3 树 的 遍历 


11.3.1 引言 

有 序 根 树 常 常用 来 保存 信息 。 掌 握 一 些 访问 有 序 根 树 的 每 个 项 点 以 存 取 数 据 的 算法 是 非常 
必要 的 。 下 面 将 介绍 几 个 重要 的 访问 有 序 根 树 中 所 有 顶点 的 算法 。 有 序 根 树 也 可 以 用 来 表示 各 
种 类 型 的 表达 式 ， 比 如 由 数字 、 变 量 和 运算 所 组 成 的 算术 表达 式 。 对 用 来 表示 这 些 表 达 式 的 有 
序 根 树 来 说 ， 它 的 顶点 的 一 些 不 同 的 列表 在 这 些 表达 式 的 求 值 中 很 有 用 。 


11.3.2 通用 地 址 系统 

遍历 有 序 根 树 所 有 顶点 的 过 程 ， 都 依赖 于 孩子 的 顺序 。 在 有 序 根 树 中 ， 一 个 内 点 的 孩子 从 
左 向 右 地 显示 在 表示 这 些 有 向 图 的 图 形 中 。 

下 面 将 描述 一 种 完全 地 排序 有 序 根 树 顶点 的 方法 。 为 了 产生 这 个 顺序 ， 必 须 首 先 标记 所 有 
的 顶点 。 如 下 递归 地 完成 这 件 事 : 
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1) 用 整数 0 标记 根 。 然后 用 1，2，3，…，& 从 左 向 右 标 记 它 的 & 个 孩子 (在 1 层 上 )。 

2) 对 在 半 层 上 带 标记 A 的 每 个 顶点 v， 按 照 从 左 向 右 画 出 它 的 个 孩子 的 顺序 ， 用 A. 1， 
A.2，…，A. 上 标记 它 的 &, 个 孩子 。 

遵循 这 个 过 程 ， 对 n 宇 1 来 说 ,在 nn 层 上 的 顶点 v 标记 成 Tz. zx.….z,， 其 中 从 根 到 wv 的 唯 
一 通路 经 过 1 层 的 第 z 个 顶点 ， 以 及 2 层 的 第 z 个 顶点 ， 以 此 类 推 。 这 样 的 标记 称 为 有 根 树 
的 通用 地 址 系统 。 

可 以 利用 顶点 在 通用 地 址 系统 里 标记 的 字典 顺序 将 这 些 顶 点 完全 排序 。 若 存在 i(0i<n) 
满足 zi 二 yy ， TZz 一 yz 9 Zi 一 yi-l， 并 且 zi 二 y;; 或 者 若 ?< mm 并 且 对 i==1， 人 n 来 说 
Zi 一 和 %， 那 么 标记 zi.z. ….z 的 顶点 就 小 于 标记 yi. y2.…. ym 的 顶点 。 

例 1 在 如 图 1 所 示 的 有 序 根 树 的 顶点 的 旁边 ， 显 示 了 通用 地 址 系统 的 标记 。 这 些 标记 的 
字典 顺序 是 

0 

| 





3.1.2.1 | 3.1.2.3 | 
3.1.2.2 3.1.2.4 


1 有 序 根 树 的 通用 地 址 系统 


11. 3.3 遍历 算法 

系统 地 访问 有 序 根 树 每 个 顶点 的 过 程 称 为 遍历 算法 。 下 面 描述 三 个 最 常用 的 算法 : 前 序 遍 
历 、 中 序 遍历 和 后 序 遍 历 。 这 些 算法 都 可 以 递归 地 定义 。 首 先 定义 前 序 遍 历 。 
定 》 设 丁 是 带 根 r 的 有 序 根 树 。 若 工 只 包含 r， 则 7 是 工 的 前 序 遍 历 。 否 则 ， 假 定 
TI，T,，…，T, 是 的 以 r 为 根 的 从 左 向 右 的 子 树 。 前 序 遍 历 首先 访问 r。 它 接着 以 前 序 来 遍 
历 T， 然 后 以 前 序 来 人 遍历 T,，， 以 此 类 推 ， 直 到 以 前 序 遍 历 了 了 为 止 。 

读者 应 当 验 证 ， 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 给 出 了 与 利用 通用 地 址 系统 所 得 出 的 顺序 相同 的 顶点 
顺序 。 图 2 说 明 如 何 执行 前 序 遍 历 。 

例 2 说明 前 序 遍 历 。 

例 2 前 序 遍 历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 中 的 顶点 ? 

解 的 前 序 遍 历 的 步骤 如 图 4 所 示 。 这 样 以 前 序 来 遍历 T， 首 先 列 出 根 a， 接 着 依次 是 带 sw 二) 
根 5 的 子 树 的 前 序列 表 ， 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 前 序列 表 和 带 根 a 的 子 树 的 前 序列 表 。 
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步骤 2: 步骤 3: 步骤 n+1: 
前 序 访问 TL 前 序 访问 也 前 序 访问 7 
2 前 序 遍历 3 有 序 根 树 工 








前 序 遍 历 : 访问 根 ， 从 左 
至 右 访 问 子 树 


本 


Ba de a 
@ ©® @ 久 © 


4 工 的 前 序 记 历 
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带 根 5 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 6， 然 后 以 前 序列 出 带 根 e 的 子 树 的 顶点 ， 然 后 以 前 序 
列 出 带 根 f 的 子 树 ( 它 只 有 力 的 顶点 。 带 根 4 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 4， 接着 是 带 根 g 的 
子 树 的 前 序列 表 ， 接 着 是 带 根 有 的 子 树 ( 它 只 有 h)， 接 着 是 带 根 i 的 子 树 ( 它 只 有 个 。 

带 根 e 的 子 树 的 前 序列 表 首 先 列 出 e， 接 着 是 带 根 7 的 子 树 ( 它 只 有 力 的 前 序列 表 ， 接 着 是 
带 根 的 子 树 的 前 序列 表 。 带 根 g 的 子 树 的 前 序列 表 是 g 接着 !， 接 着 是 m。 带 根 的 子 树 的 
前 序列 表 是 &，n，o， 力 。 所 以 ， TT 的 前 序 遍 历 是 a， b, e, Jj», k, n, o, p, f, c,d, g, 1, 





ms hey Eo S| 
现在 将 定义 中 序 遍 历 。 
设 工 是 带 根 关 的 有 序 根 树 。 若 工 只 包含 r， 则 7 是 工 的 中 序 遍 历 。 否 则 ， 假 定 
T，T;,，…*，T, 是 本 中 以 r 为 根 的 从 左 向 右 的 子 树 。 中 序 遍 历 首先 以 中 序 来 遍历 人 ， 然 后 访 


问 ~。 它 接着 以 中 序 来 遍历 T,， 中 序 遍 历 Ti ， 以 此 类 推 ， 直 到 以 中 序 遍 历 了 了 ,为止 。 
图 5 说 明 如 何 执行 中 序 遍 历 。 例 3 说 明 对 一 棵 特定 的 树 ， 如 何 执行 中 序 遍历 。 


步骤 2: 访问 r 
中 序 遍历 






步骤 1: 步骤 3: 步骤 z+1: 
中 序 访问 中 序 访问 也 中 序 访问 7 
图 5 中 序 遍历 


例 3 中 序 遍 历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 工 中 的 顶点 ? 

解 的 中 序 遍 历 的 步 又 显示 在 图 6 中 。 中 序 遍 历 首 先是 带 根 2 的 子 树 的 中 序 遍 历 ， 然 后 是 
根 c、 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 中 序列 表 和 带 根 4 的 子 树 的 中 序列 表 。 

带 根 5 的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 e 的 子 树 的 中 序列 表 ， 然 后 是 根 5， 以 及 根 f/。 带 根 
4 的 子 树 的 中 序列 表 ， 首 先是 带 根 g 的 子 树 的 中 序列 表 ， 接 着 是 根 4， 接 着 是 根 h， 接 着 是 
根 i。 . 

带 根 e 的 子 树 的 中 序列 表 是 7 ， 接 着 是 根 e， 接 着 是 带 根 & 的 子 树 的 中 序列 表 。 带 根 g 的 子 
树 的 中 序列 表 是 :/，g，m。 带 根 的 子 树 的 中 序列 表 是 n,，k，o，p。 所 以 ， 这 个 有 根 树 的 中 序 





兴 历 是 了 7 6 ni Ey O05 py bs fs a Cy Yr gr Ws ds hy To 本 
现在 定义 后 序 遍 历 。 

图 设 丁 是 带 根 r 的 有 了 序 根 树 。 若 丁 只 包含 r， 则 是 本 的 后 序 人 遍历。 否则， 假定 

TI，T,，…，T, 是 本 中 以 7 为 根 的 从 左 向 右 的 子 树 。 后 序 遍 历 首 先 以 后 序 来 遍历 全， 然后 以 


后 序 来 遍历 T，*…… 然后 以 后 序 来 遍历 T,， 最 后 访问 r。 

图 7 说明 后 序 遍 历 是 如 何 执行 的 。 例 4 说 明 后 序 遍 历 如 何 工作 。 

例 4 后 序 遍 历 以 什么 顺序 访问 图 3 所 示 的 有 序 根 树 工 中 的 顶点 ? | 

解 工 的 后 序 遍 历 的 步骤 显示 在 图 8 里 。 后 序 遍 历 首 先是 带 根 6 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 然 后 
是 带 根 c 的 子 树 ( 它 只 有 c) 的 后 序 遍 历 ， 带 根 4 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 a。 

带 根 的 子 树 的 后 序 遍 历 首 先是 带 根 e 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 /， 接 着 是 根 5。 带 根 
qd 的 子 树 的 后 序 遍 历 首 先是 带 根 g 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 h， 接 着 是 根 i， 接 着 是 根 4 。 

带 根 e 的 子 树 的 后 序 遍 历 是 根 i， 接 着 是 带 根 的 子 树 的 后 序 遍 历 ， 接 着 是 根 e。 带 根 g 的 
子 树 的 后 序 遍 历 是 i/，m，g。 带 根 率 的 子 树 的 后 序 遍 历 是 x，o，p，k。 因 此 ， 有 根 树 全 的 后 序 
遍历 是 j, n, o, p, k; e, f, b; c, l, m, g, h, i, d, a。 可 


Expa 语 


Eapeds3 


aa 
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中 序 遍 历 : 访问 最 左 子 树 ， 
访问 根 ， 从 左 至 右 访 问 其 
他 子 树 
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图 6 工 的 中 序 遍 历 
/ ”步骤 m+1: 访问 7 





步骤 1: 步骤 2: 步 又 n: 
后 序 访问 TI 后 序 访问 75 后 序 访问 
图 7 后 序 遍 历 


有 些 简易 的 方法 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 列 出 有 序 根 树 的 顶点 。 首 先 从 根 开 始 ， 沿 着 边 移动 ， 
围绕 有 序 根 树 画 一 条 曲线 ， 如 图 9 所 示 。 可 以 按照 前 序列 出 顶点 : 当 曲线 第 一 次 经 过 一 个 顶点 
时 ， 就 列 出 这 个 顶点 。 可 以 按照 中 序列 出 顶点 : 当 曲 线 第 一 次 经 过 一 个 树叶 时 ， 就 列 出 这 个 树 
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叶 ， 当 曲线 第 二 次 经 过 一 个 内 点 时 就 列 出 这 个 内 点 。 可 以 按照 后 序列 出 顶点 : 当 曲 线 最 后 一 次 
经 过 一 个 顶点 而 返回 这 个 顶点 的 父母 时 ， 就 列 出 这 个 顶点 。 当 在 图 9 中 的 有 根 树 这 样 做 时 ， 结 果 是 
前 序 遍 历 给 出 ws By ds hy Ba Ls jy Es 万 E，Ri; 中 序 遍 历 给 出 h, d, b, i, e, Jj, a, f, c, k, 
8; 后 序 遍 历 给 出 h，d，, i， J» e, b, f» k, g, c, a。 

这 些 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 遍历 有 序 根 树 的 算法 ， 最 容易 用 递归 来 表示 。 


后 序 遍 历 : 从 左 至 右 
访问 子 树 ,访问 根 


二 入 





yn ome en 
© ©® @ @ ® © ee ee © ©® ee e@ ee 
图 8 械 的 后 序 遍 历 

算法 1 前 序 遍 历 

procedure preorder(T;， 有 序 根 树 》 

r :一 下 的 根 

列 出 > 

for 从 左 到 右 的 7 的 每 个 孩子 c 

T(c) :一 以 < 为 根 的 子 树 








preorder( TCe)) 
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图 9 以 前 序 、 中 序 和 后 序 来 遍历 有 序 根 树 的 快捷 方法 





算法 2 中 序 遍历 

procedure inorder(T:， 有 序 根 树 ) 

r :一 工 的 根 

证 -是 树叶 then 列 出 > 

else 
! :一 从 左 到 右 的 -的 第 一 个 孩子 
T(D :一 以 Z 为 根 的 子 树 
inorder( T(7)) 
列 出 x 
for 除 i 外 从 左 到 右 的 x 的 每 个 孩子 < 

T(c) :三 以 c 为 根 的 子 树 
中 inorder( T(c)) 








算法 3 后 序 遍 历 

procedure postorder(T: 有 序 根 树 ) 

r :一 工 的 根 

for 从 左 到 右 的 -的 每 个 孩子 c 
T(c) :二 以 c 为 根 的 子 树 
postorder( T(c)) 

列 出 > 











注意 ， 当 规定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 编码 了 有 序 根 数 
的 结构 。 也 就 是 说 ， 当 指定 树 的 前 序 遍 历 或 者 后 序 遍 历 所 生成 的 顶点 列表 和 每 个 顶点 的 孩子 数 
目 时 ， 有 序 根 树 是 唯一 确定 的 (见习 题 26 和 27)。 特 别 地 ， 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 编码 了 有 序 
m 叉 树 的 结构 。 然 而 ， 当 不 规定 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 前 序 遍 历 和 后 序 遍 历 都 没有 编码 有 序 根 
树 的 结构 (见习 题 28 和 29) 。 


11.3.4 中 缀 、 前 缀 和 后 缀 记 法 

可 以 用 有 序 树 来 表示 复杂 的 表达 式 ， 比 如 复合 命题 、 集 合 的 组 合 ， 以 及 算术 表达 式 。 例 
如 ， 考 虑 由 运算 十 (加 )、 一 ( 减 )、* ( 乘 ) 、/( 除 ) 、 人 +〈 寡 ) 所 组 成 的 算术 表达 式 的 表示 。 我 们 
将 用 括号 来 说 明 运 算 次 序 。 有 序 根 树 可 以 用 来 表示 这 样 的 表达 式 ， 其 中 内 点 表示 运算 ， 树 叶 表 
示 变 量 或 数字 。 每 个 运算 都 作用 在 它 的 左 子 树 和 右 子 树 上 (以 此 顺序 ) 。 

例 5 表示 表达 式 ((z 十 y)^ 和 2) 十 ((zx 一 4)/3) 的 有 序 根 树 是 什么 ? 


解 ”这 个 表达 式 的 二 又 树 可 以 自 底 向 上 来 构造 。 首 先 ， 构 造 表 达 式 x 十 y 的 子 树 ， 然 后 ， 
加 入 这 个 子 树 作 为 表示 (Cz 十 y) 人 2 的 更 大 子 树 的 一 部 分 。 同 样 ， 构 造 表 达 式 z 一 4 的 子 树 ， 然 
后 ， 加 入 这 个 子 树 到 表示 (z 一 4)/3 的 子 树 中 。 最 后 ， 组 合 表 示 (z 十 y) 个 2 与 (z 一 4)V/3 的 子 树 
来 形成 表示 ((Cz 十 y) 个 2) 十 ((Cz 一 4)/3) 的 有 序 根 树 。 这 些 步骤 显示 在 图 10 中 。 | 





10 表示 ((z 十 y) 咎 2) 十 ((z 一 4)/3) 的 二 叉 树 


对 表示 一 个 表达 式 的 二 叉 树 进行 中 序 遍 历 ， 产 生 原 来 的 表达 式 ， 其 中 元 素 和 运算 都 是 按 原 
有 的 次 序 出 现 ， 例 外 的 是 一 元 和 运算， 它们 紧 随 运算 对 象 。 例 如 ， 图 11 中 的 二 叉 树 分 别 表示 表 
达 式 (z 十 y)/(Cz 十 3) 、(Cz 十 (y/z)) 十 3 和 xz 十 (y/(z 十 3))， 对 它们 的 中 序 人 遍历 都 得 出 中 缀 表达 
式 z 十 y/z 十 3。 为 了 让 这 样 的 表达 式 无 二 义 性 ， 当 遇 到 运算 时 ， 就 有 必要 在 中 序 遍 历 里 包含 括 
号 。 以 这 种 方式 获得 的 带 完整 括号 的 表达 式 称 为 中 缀 形式 。 


+ + 
pn Se pa 3 i / 
brk i /) 
ert 学 A 
图 11 表示 (x 十 y)/(z 十 3)、(Zz 十 (y/ZX)) 十 3 和 Zz 十 (y/(z 十 3)) 的 有 根 树 


当 以 前 序 遍 历 表 达 式 的 有 根 树 时 ， 就 获得 它 的 前 缀 形式 。 写 成 前 缀 形式 的 表达 式 称 为 波兰 
记 法 ， 它 的 名 字 来 源 于 逻辑 学 家 扬 ， 武 卡 谢 维 奇 。 用 前 级 记 法 表示 的 表达 式 ( 其 中 每 个 运算 都 
有 规定 的 运算 对 象 数 ) 都 是 无 二 义 性 的 ， 所 以 在 这 样 的 表达 式 中 不 需要 括号 。 对 这 个 事实 的 验 
证 留 给 读者 作为 练习 。 

例 6 (Cz 十 y) 和 2) 十 ((z 一 4)/3) 的 前 级 形式 是 什么 ? 

解 ”通过 遍历 图 11 所 示 的 表示 这 个 表达 式 的 二 义 树 ， 就 可 以 获得 它 的 前 缀 形式 。 这 样 就 
产生 十 个 十 zy2/ 一 43。 | 

在 表达 式 的 前 缀 形式 里 ， 二 元 运算 符 ( 比 如 十 ) 在 它 的 两 个 运算 对 象 之 前 。 因 此 ， 可 以 从 右 
向 左 地 求 前 级 形 式 的 表达 式 的 值 。 当 遇 到 一 个 运算 符 时 ， 就 对 在 这 个 运算 对 象 右边 紧 接 着 的 两 
个 运算 对 象 来 执行 相应 的 运算 。 另 外 ， 当 一 个 运算 执行 时 ， 就 认为 结果 是 新 的 运算 对 象 。 

例 7 前 级 表达 式 十 一 * 235/f+234 的 值 是 什么 ? 

解 ”如 图 12 所 示 ， 用 从 右 向 左 的 步骤 求 这 个 表达 式 的 值 ， 并 用 右边 的 运算 对 象 来 执行 运 
算 。 这 个 表达 式 的 值 是 3。 4 

通过 以 后 序 遍 历 表达 式 的 二 叉 树 ， 就 可 以 获得 它 的 后 缀 形式 。 写 成 后 缀 形式 的 表达 式 称 为 
逆 波 兰 记 法 。 用 逆 波 兰 记 法 表示 的 表达 式 都 是 无 二 义 性 的 ， 所 以 不 需要 括号 。 对 这 个 事实 的 验 内 六 
证 留 给 读者 。 在 20 世纪 70 年 代 和 80 年代， 道 波 兰 记 法 在 电子 计算 器 中 广泛 使 用 。 
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例 8 (Cz 十 y) 和 2) 十 ((z 一 4)/3) 的 后 缀 形式 是 什么 ? 

解 ” 这 个 表达 式 的 后 缀 形式 是 这 样 获 得 的 : 执行 图 10 所 示 的 表示 二 叉 树 的 后 序 遍 历 ， 这 
样 就 产生 后 缀 表达 式 zy 十 2 ^ zx 4 一 3 /十 。 二 

在 表达 式 的 后 级 形式 里 ， 二 元 运算 都 是 在 它 的 两 个 运算 对 象 之 后 。 所 以 ， 为 了 从 一 个 表达 
式 的 后 缀 形式 求 它 的 值 ， 就 从 左 向 右 地 进行 ， 当 一 个 运算 符 后 面 跟着 两 个 运算 对 象 时 ， 就 执行 
这 个 运算 。 在 一 个 运算 执行 之 后 ， 这 个 运算 的 结果 就 成 为 一 个 新 的 运算 对 象 。 

例 9 后 级 表达 式 7 2 3 * 一 4 个 93/ 十 的 值 是 什么 ? 

解 ” 如 图 13 所 示 ， 求 这 个 表达 式 的 值 所 用 的 步骤 是 这 样 的 : 从 左边 开始 ， 当 两 个 运算 对 


象 后 面 接着 一 个 运算 符 时 ， 就 执行 这 个 运算 。 这 个 表达 式 的 值 是 4。 S| 
4 ve 
i | 
273=8 SG 

3 兴 “到 条 二 

和 5 | % 哲 党 
8/4=2 a 

Ee A 
| li 
2*3=0 14=1 
Ws Ur 
RS 9/3=3 
5 1 3 + 
| SS "i 
1+2=3 1+3=4 

表达 式 的 值 :3 表达 式 的 值 : 4 

图 12 求 一 个 前 缀 表达 式 的 值 图 13 求 一 个 后 缀 表达 式 的 值 


有 根 树 可 以 用 来 表示 其 他 类 型 的 表达 式 ， 比 如 表示 复合 命题 、 集 合 组 合 的 表达 式 。 在 这 些 
例子 里 会 出 现 如 命题 否定 这 样 的 一 元 运算 符 。 为 了 表示 这 样 的 运算 符 及 其 运算 对 象 ， 就 用 顶点 
表示 运算 符 并 且 用 这 个 顶点 的 孩子 表示 运算 对 象 。 

例 10 求 表示 复合 命题 C( (请 Ada))** (HpV -9) 的 有 序 根 树 。 然 后 用 这 个 有 根 树 求 这 个 表 
达 式 的 前 级 、 后 级 和 中 缀 形式 。 

| 解 ” 这 个 复合 命题 的 有 序 根 树 是 自 底 向 上 地 构造 的 。 首 先 ， 构造 -4p 和 -1g 的 子 树 ( 其 中 把 
5 当做 一 元 运算 符 ) 。 另 外 ， 构 造 pq 的 子 树 。 然 后 构造 4CpAgq) 和 (Hp)V (m9) 的 子 树 。 最 
后 ， 用 这 两 个 子 树 来 构造 最 终 的 有 根 树 。 这 个 过 程 的 步骤 显示 在 图 14 中 。 





14 构造 一 个 复合 命题 的 有 根 树 
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求 表 达 式 的 前 级、 后 级 和 中 缀 形式 : 分 别 以 前 序 、 后 序 和 中 序 来 遍历 这 个 有 根 树 ( 包 
含 括号 ) 。 这 些 遍 历 分 别 给 出 全 AzaVv5zpndq、zaA 人 5DznocdnaVve 人 和 (( 廊 人 Ad))e((D 力 ) V 
(Ts 

因为 前 缀 表达 式 和 后 缀 表达 式 都 是 无 二 义 性 的 ， 而 且 不 用 来 回 扫描 就 容易 求 出 它们 的 值 ， 
所 以 它们 在 计算 机 科学 里 大 量 使 用 。 这 样 的 表达 式 对 编译 器 的 构造 是 特别 有 用 的 。 


练习 

在 练习 1 一 3 中 ， 对 给 定 的 有 序 根 树 构 造 通用 地 址 系统 。 然 后 利用 这 个 通用 地 址 系统 用 顶点 的 标记 的 
字典 顺序 来 排序 顶点 。 
1. 2. 3. 


4. 假定 在 有 序 根 树 中 顶点 v 的 地 址 是 3. 4. 5. 2. 4。 
a)v 是 在 哪 一 层 ? 
b)v 的 父母 的 地 址 是 什么 ? 
Ov 的 兄弟 最 少 有 和 多少? 
d) 若 "具有 这 个 地 址 ， 那 么 在 工 里 最 少 可 能 有 多 少 个 顶点 ? 
e) 求 其 他 必然 出 现 的 地 址 。 
5. 假定 在 有 序 根 树 工 中 ， 地 址 最 大 的 顶点 的 地 址 是 2. 3. 4. 3. 1。 是 否 有 可 能 确定 工 中 的 顶点 数 ? 
6. 有 序 根 树 的 树叶 能 和 否 具 有 下 面 的 通用 地 址 表 ? 若 能 ， 则 构造 出 这 样 的 有 序 根 树 。 
mi ls dss TaD Sl dr ds ed Brae Bl By 
| /gy ey Wt NW ER Eh Py ,Ss Ws 


Unks | 





扬 . 武 卡 谢 维 奇 (Jan Lukasiewicz，1878 一 1956) ” 武 卡 谢 维 奇 出 生 在 勒 沃 的 一 个 
说 波兰 语 的 家 庭 。 在 他 出 生 时 ， 勒 沃 还 是 奥地利 的 一 部 分 ， 现 在 则 属于 乌克兰 。 他 的 
父亲 是 奥地利 军队 的 上 尉 。 武 卡 谢 维 奇 上 高 中 时 开始 对 数学 感 兴 趣 。 他 在 勒 沃 大 学 的 
本 科 和 研究 生 阶段 兼 修 数 学 和 和 哲 学。 在 读 完 博士 后 ， 武 卡 谢 维 奇 留 校 当 了 讲师 ， 并 在 
1911 年 被 提拔 为 教授 。1915 年 当 华 沙 大 学 作为 波兰 的 大 学 重新 开办 学 时 ， 武 卡 谢 维 
奇 应 邀 加 入 。1919 年 他 担任 波兰 教育 大 臣 。 从 1920 年 到 1939 年 ， 他 重 返 华沙 大 学 担 
任教 授 ， 并 曾 两 度 任 这 所 大 学 的 校长 。 

武 卡 谢 维 奇 是 著名 的 逻辑 学 华沙 学 派 的 共同 发 起 人 之 一 。1928 年 ， 他 出 版 了 著名 的 教材 《数理 逻辑 
基础 》(Elements of Mathematical Logic) 。 在 他 的 影响 下 ， 数 理 逻 辑 在 波兰 成 为 数学 和 科学 专业 本 科 生 的 
必修 课程 。 他 的 讲座 独 具 个 人 魅力 ， 甚 至 吸引 了 人 文学 科 的 学 生 。 

武 卡 谢 维 奇 和 他 的 妻子 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 遭 受 了 极 大 的 人 迫害， 这 些 都 在 他 死 后 出 版 的 自传 中 有 
所 记载 。 战 后 ， 他 们 在 比利时 过 着 流放 生活 。 幸 运 的 是 ，1949 年 他 获得 在 都 柏林 的 爱尔兰 皇家 科学 院 的 
职务 。 

武 卡 谢 维 奇 一 生 都 致力 于 数理 逻辑 的 研究 。 他 关于 三 值 逻 辑 的 研究 是 对 这 个 领域 的 重要 贡献 。 不 过 ， 
在 数学 和 计算 机 科学 界 他 最 为 著名 的 ， 是 他 引入 了 无 插 号 记 法 ， 现 今 称 为 波兰 记 法 。 
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国旗 
在 练习 7 一 9 中 ， 确 定 前 序 遍 历 访问 所 给 的 有 序 根 树 的 顶点 的 顺序 。 





使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 7 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 8 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 中 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 9 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 7 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 8 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
使 用 后 序 遍 历 ， 以 什么 顺序 访问 练习 9 中 有 序 根 树 的 顶点 ? 
用 二 叉 树 来 表示 表达 式 ((z 十 2) 人 3) * (y 一 (3 十 xX)) 一 5。 表 示 方 式 应 采用 : 


a) 前 级 记 法 b) 后 缀 记 法 ©) 中 缀 记 法 

用 二 叉 树 来 表示 表达 式 (z 十 xy) 十 (zx/y) 和 zxz 十 ((zy 十 Zz)/y)。 表 示 方 式 应 采用 : 

a) 前 级 记 法 b) 后 缀 记 法 ©) 中 缀 记 法 

用 有 序 根 树 来 表示 复合 命题 4C(pAg)(HpV -9) 和 (pA (qe*-p))V 49。 表示 方式 应 采用 : 
a) 前 缀 记 法 b) 后 缀 记 法 © 中 缀 记 法 

用 有 序 根 树 来 表示 (AN 门 B) 一 (AU (B 一 A))。 表 示 方 式 应 采用 : 

a) 前 级 记 法 b) 后 缀 记 法 ©) 中 缀 记 法 


.有 多 少 种 方式 给 字符 串 -pA 人 gpV -4 完全 加 上 括号 以 便 产 生 中 缀 表达 式 ? 
. 有 多 少 种 方式 给 字符 串 A 门 B 一 AUB 一 A 完全 加 上 括号 以 便 产 生 中 缀 表达 式 ? 
22. 


画 出 下 面 用 前 级 记 法 写 出 的 每 个 算术 表达 式 所 对 应 的 有 序 根 树 。 然 后 用 中 缀 记 法 写 每 个 表达 式 。 
a) 十 关于 一 5 3 214,， Db) 个 十 2 3 一 5.1 CO /93+# 24—76 

下 面 每 个 前 级 表达 式 的 值 是 什么 ? 

a)—* 2/843 b) 人 x*33x*425 

二 二 个 3 昌 订 浊 误 计 6 一 和 2 d)# 十 3 十 3 个 3 十 3 3 3 

下 面 每 个 后 级 表达 式 的 值 是 什么 ? 

A)521 寺 4 十 盾 ” 肋 9 3 757 2 一 站 忆 32 人 骂人 咎 53 一 847 一 


构造 前 序 遍 历 为 a， b, f,c, g» h, i, d, e, Jj， R， 2 的 有 序 根 树 ， 其 中 a 有 4 个 孩子 ， c 有 3 个 孩 


子 , 7 有 2 个 孩子 5 和 e 都 有 1 个 孩子 ， 所 有 其 他 顶点 都 是 树叶 。 


证 明 : 当 指 定 了 有 序 根 树 的 前 序 遍历 所 生成 的 顶点 列表 ， 并 且 指 定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 这 个 有 


序 根 树 是 唯一 确定 的 。 


证 明 : 当 指 定 了 有 序 根 树 的 后 序 遍历 所 生成 的 顶点 列表 ， 并 且 指 定 了 每 个 顶点 的 孩子 数 时 ， 这 个 有 


序 根 树 是 唯一 确定 的 。 | 


证 明 : 下 图 所 示 的 两 个 有 序 根 树 的 前 序 遍 历 产生 相同 的 顶点 列表 。 注 意 这 个 结果 不 与 练习 26 的 命题 


相 了 矛盾， 因为 在 这 两 个 有 序 根 树 中 内 点 的 孩子 数 是 不 同 的 。 
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30. 
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证 明 : 下 图 所 示 的 两 个 有 序 根 树 的 后 序 遍 历 产生 相同 的 顶点 列表 。 注 意 这 个 结果 不 与 练习 27 里 的 命 
题 相 矛 盾 ， 因 为 在 这 两 个 有 序 根 树 中 内 点 的 孩子 数 是 不 同 的 。 


a a 


EC | h C d beg h 

在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 前 级 记 法 表示 的 合式 公式 是 用 下 面 的 规则 来 递归 地 定义 的 : 
iD 若 工 是 符号 ， 则 z 是 用 前 缀 记 法 表示 的 合式 公式 ; 

iD 若 X 和 了 都 是 合式 公式 且 * 是 运算 符 ， 则 * XY 是 合式 公式 。 

下 列 哪些 公式 是 在 符号 {z+，y，z} 和 二 元 运算 符 集 {X ， 十 ，o} 上 的 合式 公式 ? 


3a) X 十 十 工 》 工 bo 工 y 义工 z G)XXoZZ XXX 开 3 d)X 十 o 工 工 0 工 工 工 
证 明 : 在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 前 缀 记 法 表示 的 任何 合式 公式 所 包含 的 符号 数 都 比 运 算 符 
数 恰好 多 一 个 。 


给 出 在 符号 集合 和 二 元 运算 符 集合 上 用 后 级 记 法 表示 的 合式 公式 的 定义 。 

给 出 在 符号 {z+，y，z} 和 二 元 运算 符 集 {十 ，X ，o} 上 带 3 个 以 上 运算 的 、 用 后 缀 记 法 表示 的 合式 公 
式 的 6 个 例子 。 

把 用 前 缀 记 法 表示 的 合式 公式 的 定义 推广 到 这 样 的 符号 和 运算 符 集合 上 ， 其 中 运算 符 可 能 不 是 二 
元 的 。 


11.4 生成 树 


11.4.1 引言 


考虑 图 1a 所 示 的 简单 图 所 表示 的 缅 因 州 的 道路 系统 。 在 冬天 保持 道路 通畅 的 唯一 方式 就 


是 经 常 扫 雪 。 高 速 公 路 部 门 希望 只 扫 尽 可 能 少 的 道路 上 的 雪 ， 而 确保 总 是 存在 连接 任何 两 个 乡 
镇 的 干净 道路 。 如 何 才能 做 到 这 一 点 ? 


至 少 扫除 5 条 道路 上 的 雪 才 能 保证 在 任何 两 个 乡镇 之 间 有 一 条 通路 。 图 1b 显示 了 一 些 这 


样 的 道路 集合 。 注 意 表示 这 些 道 路 的 子 图 是 树 ， 因 为 它 是 连通 的 并 且 包 含 6 个 顶点 和 5 条 边 。 


这 个 问题 是 用 包含 原来 简单 图 的 所 有 项 点、 边 数 最 小 的 连通 子 图 来 解决 的 。 这 样 的 图 必然 


是 树 。 


设 G 是 简单 图 。G 的 生成 树 是 包含 G 的 每 个 顶点 的 G 的 子 图 。 
有 生成 树 的 简单 图 必然 是 连通 的 ， 因 为 在 生成 树 中 ， 任 何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 。 反 过 来 





也 是 对 的 ， 即 每 个 连通 图 都 有 生成 树 。 在 证 明 这 个 结果 之 前 将 给 出 一 个 例子 。 


例 1 找 出 图 2 所 示 的 简单 图 的 生成 树 。 
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Etna QidTown Etna Old Town 
a pb 各 ad 
Orono Orono 
Herman Bangor Herman | Bangor 
Hampden Hampden e 8 
a) 一 个 道路 系统 b) 需要 除雪 的 道路 集 
图 1 图 2 简单 图 C 


解 图 G 是 连通 的 , 但 它 不 是 树 ， 因 为 它 包 含 简单 回路 。 删 除 边 {a，e}。 这 样 就 消除 了 一 
个 简单 回路 ， 而 且 所 得 出 的 子 图 仍然 是 连通 的 并 且 仍 然 包 含 G 的 每 个 顶点 。 其 次 删除 边 {e， 放 } 
以 便 消除 第 二 个 简单 回路 。 最 后 ， 删 除 边 {(c，g} 以 便 产 生 一 个 没有 简单 回路 的 简单 图 。 这 个 子 
图 是 生成 树 ， 因 为 它 是 包含 G 的 每 个 顶点 的 树 。 图 3 说 明了 用 来 产生 这 个 生成 树 的 边 的 删除 


序列 。 
a b d a b € d a b C d 
€ 8 e 8 e 8 
x 六 
删除 边 : {a, e] {e,f} {c, 8} 
a) b) c) 


图 3 通过 删除 形成 简单 回路 的 边 来 产生 G 的 一 个 生成 树 
图 3 所 示 的 生成 树 不 是 唯一 的 G 的 生成 树 。 例 如 ， 图 4 所 示 的 每 个 树 都 是 G 的 生成 树 。 


4 
a b C d a b 6 d 
| wha e 8 
外 8 f 
a b d a b C d 
a e 8 
e f 8 f 


图 4 G 的 一 些 生成 树 

ES 有 简单 图 是 连通 的 当 且 仅 当 它 有 生成 树 。 

证 首先， 假定 简 单 图 G 有 生成 树 工 。 工 包含 G 的 每 个 顶点 。 另 外 ， 在 工 的 任何 两 个 顶点 
之 间 都 有 在 工 中 的 通路 。 因 为 工 是 G 的 子 图 ， 所 以 在 G 的 任何 两 个 顶点 之 间 都 有 通路 。 因 此 ， 
G 是 连通 的 。 

现在 假定 G 是 连通 的 。 若 G 不 是 树 ， 则 它 必 然 包 含 简 单 回 路 。 从 这 些 简 单 回 路 中 的 一 个 
里 删除 一 条 边 。 所 得 出 的 子 图 少 了 一 条 边 ， 但 是 仍然 包含 G 的 所 有 顶点 并 且 是 连通 的 。 这 个 子 
图 仍然 是 连通 的 ， 因 为 当 两 个 顶点 由 包含 这 条 被 删除 边 的 通路 相连 接 时 ， 它 们 被 一 条 不 包含 这 


条 边 的 通路 相连 接 。 我 们 可 以 通过 在 原来 的 通路 中 ， 在 被 删除 的 边 的 位 置 ， 插 入 一 条 带 有 被 删 
除 边 的 简单 的 回路 构造 这 样 的 通路 。 若 这 个 子 图 不 是 树 ， 则 它 有 简单 回路 ， 所 以 像 前 面 那 样 ， 
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删除 一 个 简单 回路 里 的 一 条 边 。 重 复 这 个 过 程 直到 没有 简单 回路 为 止 。 这 是 可 能 的 ， 因 为 在 图 
里 只 有 有 穷 的 边 数 。 当 没有 简单 回路 剩 下 时 ， 这 个 过 程 终止 。 产 生 一 棵 树 ， 因 为 在 删除 边 时 这 
个 图 保持 连通 。 这 棵 树 是 生成 树 ， 因 为 它 包含 G 的 每 个 顶点 。 4 

例 2 说明 ， 在 数据 网 络 里 生成 树 是 重要 的 。 

例 2 IP 组 播 在 网 络 互 连 协 议 (IP) 网 络 上 的 组 播 里 ， 生 成 树 起 到 重要 的 作用 。 为 了 从 源 ,加 
计算 机 发 送 数 据 到 多 个 接收 计算 机 (每 个 接收 计算 机 是 一 个 子 网 )， 可 以 分 别 发 送 数 据 到 每 个 计 
算 机 。 这 种 类 型 的 网 络 称 为 单 点 广播 ， 效率 很 低 ， 因 为 在 网 络 上 发 送 了 存 有 相同 数据 的 多 个 副 
本 。 为 了 更 有 效 地 传送 数据 到 多 个 接收 计算 机 ， 就 使 用 I 组 播 。 在 IP 组 播 里 ， 一 个 计算 机 在 
网 络 上 发 送 数据 的 单一 副本 ， 当 数据 到 达 中 间 路 由 器 时 ， 就 把 数据 分 发 到 一 个 或 更 多 的 其 他 路 
由 器 ， 以 便 接收 计算 机 都 在 它们 不 同 的 子 网 里 最 终 接 收 到 这 些 数据 。( 路 由 器 是 专门 在 网 络 子 
网 之 间 分 发 耻 数据 报 的 计算 机 。 在 组 播 时 ， 路 由 器 使 用 D 类 地 址 ， 每 个 都 表示 接收 计算 机 可 
以 加 入 的 一 个 会 话 ， 见 6. 1 节 例 17。) 

为 了 让 数据 尽 可 能 快 地 到 达 接 收 计算 机 ， 在 数据 穿 过 网 络 的 通路 里 就 不 应 当 存 在 环 路 (在 
图 论 术 语 中 它们 是 回路 ) 。 即 ， 一 旦 数据 已 经 到 达 一 个 具体 的 路 由 器 ， 数 据 就 再 也 不 应 当 返 回 
这 个 路 由 器 。 为 了 避免 环 路 ， 组 播 路 由 器 用 网 络 算法 来 构造 图 中 的 生成 树 ， 这 个 图 以 组 播 源 、 
路 由 器 和 包含 接收 计算 机 的 子 网 来 作为 顶点 ， 以 边 表示 计算 机 和 路 由 器 之 间 的 连接 。 这 个 生成 
树 的 根 就 是 组 播 源 。 包 含 接 牧 计算 机 的 子 网 就 是 这 个 树 的 树叶 (注意 不 包含 接收 计算 机 的 子 网 
都 不 包含 在 这 个 图 里 )。 图 5 说 明 这 些 内 容 。 4 

IP 网 络 组 播 生 成 树 





a) b) 


口 路 由 
9 子 网 
@ 带 接收 站 的 子 网 


图 5 一 个 组 播 生成 树 


11. 4.2 深度 优先 搜索 

定理 1 的 证 明 给 出 了 通过 从 简单 回路 删除 边 来 找 出 生成 树 的 算法 。 这 个 算法 是 低 效 的 ， 因 uw 癌 
为 它 要 求 找 出 简单 回路 。 另 一 种 不 采用 删除 边 来 构造 生成 树 的 方法 是 ， 通 过 依次 添加 边 来 建立 
生成 树 。 这 里 将 给 出 基于 这 个 原理 的 两 个 算法 。 

可 以 用 深度 优先 搜索 来 建立 连通 简单 图 的 生成 树 。 我 们 将 形成 一 个 有 根 树 ， 而 这 个 生成 oo 辣 
树 将 是 这 个 有 根 树 的 基本 无 向 图 。 任 意 选 择 图 中 一 个 顶点 作为 根 。 通 过 依次 添加 边 来 形成 从 
这 个 顶点 开始 的 通路 ， 其 中 每 条 新 边 都 与 通路 上 的 最 后 一 个 顶点 以 及 还 不 在 通路 上 的 一 个 顶 
点 相关 联 。 继 续 尽 可 能 地 添加 边 到 这 条 通路 。 若 这 条 通路 经 过 图 的 所 有 顶点 ， 则 由 这 条 通路 
组 成 的 树 就 是 生成 树 。 不 过 ， 若 这 条 通路 没有 经 过 图 中 的 所 有 顶点 ， 则 必须 添加 其 他 的 顶点 


fave 
Eraptes Es 


670 第 11 章 











和 边 。 退 到 通路 中 的 倒数 第 二 个 项 点 ， 若 有 可 能 ， 则 形成 从 这 个 顶点 开始 的 经 过 还 没有 访问 
过 的 顶点 的 通路 。 若 不 能 这 样 做 ， 则 后 退 到 通路 中 的 另 一 个 顶点， 即 在 通路 里 后 退 两 个 项 
点 ， 然 后 再 试 。 

重复 这 个 过 程 ， 从 所 访问 过 的 最 后 一 个 顶点 开始 ， 在 通路 上 一 次 后 退 一 个 顶点 ， 只 要 有 可 
能 就 形成 新 的 通路 ， 直 到 不 能 添加 更 多 的 边 为 止 。 因 为 这 个 图 有 有 穷 的 边 数 并 且 是 连通 的 ， 所 
以 这 个 过 程 以 产生 生成 树 而 告终 。 在 这 个 算法 的 一 个 阶段 上 通路 末端 的 顶点 将 是 有 根 树 中 的 树 
叶 ， 而 在 其 上 开始 构造 一 条 通路 的 顶点 将 是 内 点 。 

读者 应 当 注 意 这 个 过 程 的 递归 本 质 。 另 外 ， 注 意 若 图 中 的 顶点 是 排序 的 ， 则 当 总 是 选择 在 
该 顺序 里 可 用 的 第 一 个 顶点 时 ， 在 这 个 过 程 的 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 就 全 都 是 确定 的 。 不 过 ， 
将 不 总 是 明显 地 对 图 的 顶点 排序 。 

深度 优先 搜索 也 称 为 回 湖 ， 因 为 这 个 算法 返回 以 前 访问 过 的 顶点 以 便 添加 边 。 例 3 说 明了 
回溯 。 

例 3 用 深度 优先 搜索 来 找 出 图 6 所 示 图 G a d i J 
的 生成 树 。 

解 图 7 显示 了 用 深度 优先 搜索 产生 G 的 生 
成 树 的 步骤 。 任 意 地 从 顶点 了 开始 。 一 条 通路 是 
这 样 建立 的 : 依次 添加 与 还 不 在 通路 上 的 顶点 相 
关联 的 边 ， 只 要 有 可 能 就 这 样 做 。 这 样 就 产生 通 
路 f/，g，h，k，j( 注 意 也 可 能 建立 其 他 的 通路 ) 。 





下 一 步 ， 回 溯 到 有。 不 存在 从 开始 ， 包 含 还 没 图 6 图 G 
有 访问 过 的 顶点 的 通路 。 所 以 回溯 到 有 h。 形 成 通路 h，i。 然 后 回溯 到 g， 然 后 再 回溯 到 f。 从 了 
建立 通路 f/，4d，e，c，a。 然 后 再 回溯 到 c 并 且 形 成 通路 c<，5。 这 样 就 产生 了 生成 树 。 4 
天 站 天 
6 





7 G 的 深度 优先 搜索 


一 个 图 的 深度 优先 搜索 所 选择 的 边 称 为 树 边 。 这 个 图 所 有 其 他 的 边 都 必然 连接 一 个 顶点 与 
这 个 顶点 在 树 中 的 祖先 或 后 代 。 这 些 边 都 称 为 背 边 (练习 43 要 求证 明 这 个 事实 )。 

例 4 图 8 中 突出 了 从 顶点 了 开始 的 深度 优 a d i 
先 搜索 所 找到 的 树 边 ， 用 粗 线 显示 这 些 树 边 。 用 
细 黑 线 显示 缘 边 (e， 胜 和 (f，h)。 

我 们 已 经 解释 了 如 何 用 深度 优先 搜索 来 求 图 
的 生成 树 。 但 是 ， 迄 今 为 止 的 讨论 还 没有 指出 深 
度 优先 搜索 的 递归 本 质 。 为 了 弄 清 楚 深度 优先 搜 
索 的 递归 本 质 ， 需 要 几 个 术语 。 当 执行 深度 优先 
搜索 的 步骤 时 ， 当 把 顶点 "加 入 树 时 说 从 顶点 w ”图 8 例 4 中 深度 优先 搜索 的 树 边 和 背 边 
开始 探索 ， 当 最 后 一 次 回溯 回 到 wv 时 说 从 顶点 v 结束 探索 。 理 解 算法 的 递归 本 质 所 需要 的 关键 
事实 是 ， 当 加 入 连接 顶点 v 到 顶点 w 的 边 时 ， 在 回 到 v 完 成 从 vv 的 探索 之 前 就 结束 了 从 也 
的 探索 。 
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算法 1 构造 了 带 顶 点 ww，…，w, 的 图 G 的 生成 树 ， 首 先 选择 顶点 wv, 作为 树 根 。 开 始 时 令 
工 是 只 有 这 一 个 顶点 的 树 。 在 每 个 步 又， 加 入 一 个 新 顶点 到 工 以 及 从 已 在 工 中 的 一 个 顶点 到 
这 个 新 顶点 的 一 条 边 ， 并 且 从 这 个 新 顶点 开始 探索 。 注 意 当 算法 完成 时 ， 工 没有 简单 回路 ， 因 
为 没有 加 入 连接 两 个 已 在 树 中 的 顶点 的 边 。 另 外 ， 工 在 构造 时 保持 连通 (用 数学 归纳 法 可 以 轻 
而 易 举 地 证 明 最 后 这 两 个 事实 )。 由 于 G 是 连通 的 ， 所 以 G 的 每 个 顶点 都 被 算法 访问 到 并 加 入 
到 树 中 (读者 可 以 验证 ) 。 因 此 了 是 G 的 生成 树 。 





算法 1 深度 优先 搜索 
procedure DFS(G: 带 顶 点 vw， …，w 的 连通 图 ) 
T: 二 只 包含 顶点 也 的 树 
VisitCm ) 
procedure visitC(vu:; G 的 顶点 ) 
for 与 v 相 邻 并 且 还 不 在 TT 中 的 每 个 顶点 包 
加 入 顶点 多 和 边 {v，w} 到 工 


Visit(rw) 














现在 分 析 深 度 优 先 搜索 算法 的 计算 复杂 度 。 关 键 事实 是 对 于 每 个 顶点 v 来 说 ， 当 在 搜索 中 
首次 遇 到 顶点 v 时 ， 就 调用 过 程 visit(v) 并 且 以 后 不 再 调用 这 个 过 程 。 假 设 G 的 邻接 表 是 可 用 
的 (参见 10. 3 节 )， 那 么 求 出 与 v 相 邻 的 顶点 不 需要 任何 计算 。 当 遵循 算法 的 步骤 时 ， 至 多 检 
查 每 条 边 两 次 以 确定 是 否 加 入 这 条 边 及 其 一 个 端点 到 树 中 。 因 此 ， 过程 DFS 用 O(e) 或 O(n) 
个 步 又 来 构造 一 个 生成 树 ， 其 中 e。e 和 分 别 是 G 的 边 数 和 顶点 数 。( 注 意 一 个 步骤 包括 : 检查 
一 个 顶点 是 否 已 在 正在 构造 的 树 中 ， 如 果 这 个 顶点 还 不 在 树 中 ， 则 加 入 这 个 顶点 和 对 应 的 边 。 
还 利用 了 不 等 式 e<n(n 一 1)/2， 对 于 任意 简单 图 来 说 这 个 不 等 式 都 成 立 。) 

深度 优先 搜索 可 以 作为 解决 许多 不 同 问题 的 算法 的 基础 。 例 如 ， 可 以 用 来 求 图 中 的 通路 和 
回路 、 求 图 的 连通 分 支 ， 并 且 可 以 用 来 求 连通 图 的 割 点 。 将 要 看 到 ， 深 度 优先 搜索 是 用 来 搜索 
计算 困难 问题 的 解 的 回溯 技术 的 基础 (参见 LGrYe05]、[Ma89] 和 [CoLeRiSt09] 对 基于 深度 优先 
搜索 算法 的 讨论 ) 。 


11.4.3 宽度 优先 搜索 

也 可 以 通过 使 用 宽度 优先 搜索 来 产生 简单 图 的 生成 树 。 同 样 ， 将 构造 一 个 有 根 树 ， 而 这 个 
有 根 树 的 基本 无 向 图 就 形成 了 生成 树 。 从 图 的 顶点 中 任意 地 选择 一 个 根 。 然 后 添加 与 这 个 顶点 
相关 联 的 所 有 边 。 在 这 个 阶段 所 添加 的 新 顶点 成 为 生成 树 在 第 1 层 上 的 顶点 。 将 新 项 点 任意 排 
序 。 下 一 步 ， 按 顺序 访问 第 1 层 上 的 每 个 顶点 ， 只 要 不 产生 简单 回路 ， 就 将 与 这 个 顶点 相关 联 的 
每 条 边 添 加 到 树 中 .。 任 意 排序 第 一 层 的 每 个 顶点 的 孩子 。 这 样 就 产生 了 树 在 第 2 层 上 的 顶点 。 遵 
循 相同 的 过 程 ， 直 到 已 经 添加 了 树 中 的 所 有 顶点 。 因 为 在 图 中 的 边 数 是 有 限 的 ， 所 以 这 个 过 程 
会 终止 。 在 产生 了 包含 图 中 每 一 个 顶点 的 树 之 后 ， 生 成 树 也 就 产生 
了 。 例 5 给 出 了 宽度 优先 搜索 的 一 个 例子 。 

例 5 用 宽度 优先 搜索 来 找 出 图 9 所 示 的 图 的 生成 树 。 

解 ”图 10 显示 了 宽度 优先 搜索 过 程 的 各 步 又。 选择 顶点 e 作 为 “ 
根 。 然 后 添加 与 。 相 关联 的 所 有 边 ， 所 以 添加 了 从 e。 到 5、4d、f 和 i 的 
边 。 这 4 个 顶点 都 是 在 树 的 第 1 层 上 。 下 一 步 ， 添 加 从 第 1 层 上 的 顶 
点 到 还 不 在 树 上 的 相 邻 顶点 的 边 。 因 此 ， 添 加 从 5 到 a 和 c 的 边 ， 从 d 
到 有 ,从 f 到 j 和 g， 以 及 从 i 到 的 边 。 新 顶点 a、c、h、j、g 和 
都 是 在 第 2 层 上 。 下 一 步 ， 添 加 从 这 些 顶 点 到 还 不 在 树 上 的 相 邻 顶点 
的 边 。 这 样 就 添加 从 g 到 7 以 及 从 & 到 疡 的 边 。 4 


| 


| 
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图 10 G 的 宽度 优先 搜索 


算法 2 的 伪 码 描述 了 宽度 优先 搜索 。 在 这 个 算法 中 ， 假 设 连通 图 G 的 顶点 排序 为 ww ，…， 
ww。 在 算法 中 ， 我 们 用 "处 理 ? 来 描述 这 个 过 程 : 只 要 还 没有 产生 简单 回路 ， 就 加 入 与 正在 处 理 
的 当前 顶点 相 邻 的 新 顶点 和 对 应 的 边 到 树 中 。 


算法 2 宽度 优先 搜索 

procedure BFS(G: 带 顶 点 ww，…，mw 的 连通 图 ) 
了 T :一 只 包含 顶点 立 的 树 

工 :一 空 表 

把 ww 放 入 尚未 处 理 顶 点 的 表 工 中 


while 工 非 空 
删除 工 中 第 一 个 顶点 v 
for v 的 每 个 邻居 也 
if w 既 不 在 工 中 也 不 在 TT 中 then 
加 入 也 到 表 工 的 末尾 
加 入 区 和 边 {v， ww} 到 工 








现在 分 析 宽 度 优先 搜索 的 计算 复杂 度 。 对 于 图 中 的 每 个 顶点 v 来 说 ,检查 所 有 与 v 相 邻 的 顶点 
并 加 入 每 个 尚未 访问 过 的 顶点 到 树 工 中 。 假 设 图 的 邻接 表 是 可 用 的 ， 确 定 哪 些 顶点 与 给 定 顶 点 相 邻 
就 不 需要 任何 计算 。 如 同 在 深度 优先 搜索 算法 的 分 析 中 那样 ， 我 们 检查 每 条 边 至 多 两 次 来 确定 是 否 
应 当 加 入 这 条 边 及 其 尚未 在 树 中 的 端点 。 所 以 宽度 优先 搜索 算法 使 用 O(e) 或 OC ) 个 步骤 。 

宽度 优先 搜索 是 图 论 中 最 有 用 的 算法 之 一 。 特 别 是 ， 它 可 以 作为 求解 各 种 问题 的 算法 的 基 
础 。 例如: 求 图 的 连通 分 支 的 算法 、 判 断 图 是 否 是 二 分 图 的 算法 以 及 求 图 中 两 个 顶点 之 间 具 有 
最 少 边 数 的 通路 的 算法 ， 这 些 算法 都 可 以 使 用 宽度 优先 搜索 进行 构造 。 


11.4.4 ”回溯 的 应 用 

有 些 问 题 只 能 通过 执行 对 所 有 可 行 解 的 穷 举 搜索 来 解决 。 系 统 地 搜索 出 一 个 解 的 一 种 方式 
是 使 用 决策 树 ， 其 中 每 个 内 点 都 表示 一 次 决策 ， 而 每 个 树叶 都 表示 一 个 可 行 解 。 为 了 通过 回溯 
来 求 出 一 个 解 ， 首 先 尽 可 能 地 做 出 一 系列 决策 来 尝试 得 出 一 个 解 。 可 以 用 决策 树 里 的 通路 来 表 
示 决 策 序 列 。 一 旦 知道 了 决策 序列 的 任何 扩展 都 不 能 得 出 解 ， 就 回溯 到 父母 顶点 并 且 若 有 可 
能 ， 则 用 另 一 个 决策 序列 来 尝试 得 出 一 个 解 。 继 续 这 个 过 程 ， 直 到 找到 一 个 解 ， 或 者 证 明 没有 
解 存 在 为 止 。 例 6 到 例 8 说 明了 回溯 的 用 处 。 

例 6 图 着 色 如何 用 回溯 来 判定 是 否 可 以 用 并 种 颜色 给 一 个 图 着 色 ? 

解 ” 以 下 面 的 方式 用 回溯 来 解决 这 个 问题 。 首 先 选择 某 个 顶点 “并且 指定 它 的 颜色 为 1。 
然后 挑选 第 二 个 顶点 6， 而且 若 5 不 与 a 相 邻 ， 则 指定 它 的 颜色 为 1。 否 则 ， 指 定 5 的 颜色 为 2。 
然后 来 到 第 三 个 顶点 c。 若 有 可 能 ， 则 对 “用 颜色 1。 和 否则 若 有 可 能 ， 则 用 颜色 2。 只 有 当 颜 色 
1 和 颜色 2 都 不 能 用 时 才 使 用 颜色 3。 继 续 这 个 过 程 ， 只 要 有 可 能 就 为 每 个 新 顶点 指定 n 种 颜 
色 中 的 一 种 ， 而 且 总 是 使 用 表 中 第 一 种 允许 的 颜色 。 若 遇 到 不 能 用 种 颜色 中 任何 一 种 来 着 色 
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的 顶点 时 ， 则 回 湖 到 最 后 一 次 所 指定 的 顶点 ， 并 且 若 有 可 能 就 用 表 中 下 一 种 允许 的 颜色 改变 最 
后 着 色 的 顶点 的 颜色 。 若 不 可 能 改变 这 个 颜色 ， 则 再 回溯 到 更 前 面 指 定 的 顶点 ， 一 次 后 退 一 
步 ， 直 到 有 可 能 改变 一 个 顶点 的 颜色 为 止 。 然 后 只 要 有 可 能 就 继续 指定 新 顶点 的 颜色 。 若 使 用 
n 种 颜色 的 着 色 存 在 ， 则 可 以 通过 回溯 来 产生 (但 是 这 个 过 程 是 极其 低 效 的 )。 

具体 地 说 ， 考 虑 用 3 种 颜色 来 着 色 图 11 所 示 的 图 。 图 11 所 示 的 树 说 明了 如 何 用 回溯 来 构 
造 3 着色。 在 这 个 过 程 中 ， 首 先 用 红色 ， 其 次 用 蓝 色 ， 最 后 用 绿色 。 显 然 不 用 回溯 也 可 以 求解 
这 个 简单 的 例子 ， 这 里 只 是 为 了 能 够 比较 好 地 说 明 这 项 技术 。 

a 红 


a 红 b 蓝 
e d 2 
~ a 红 ,b 蓝 ,c 红 4 红 ,5 蓝 ,c 绿 
a b c pa 所 
a 红 ,b 蓝 ,c 红 , d 绿 a 红 ,b 蓝 ,c 绿 , 4 红 


a 红 ,b 蓝 , c 绿 , 4 红 ,e 绿 
图 11 用 回溯 给 图 着 色 


在 这 棵 树 中 ， 从 根 开 始 的 表示 指定 红色 给 a 的 最 初 的 通路 ， 导 致 a 红色 、b 蓝 色 、c 红色 
而 d 绿色 的 着 色 。 当 以 这 种 方式 来 着 色 a、5、c 和 只 时 ， 就 不 可 能 用 三 种 颜色 中 的 任何 一 种 来 
着 色 ee。 所以， 回溯 到 表示 这 个 着 色 的 顶点 的 父母 。 因 为 没有 其 他 颜色 可 以 用 在 & 上 ， 所 以 再 
回溯 一 层 。 然 后 改变 c 的 颜色 为 绿色 。 通 过 接着 指定 红色 给 d 和 绿色 给 e， 就 获得 这 个 图 的 
着 色 。 4 

例 7 nn 皇后 问题 皇后 问题 问 : 在 nXn 棋盘 上 如 何 放 置 n 个 皇后 ， 使 得 没有 两 个 皇后 
可 以 互相 攻击 。 如 何 用 回溯 来 解决 n 皇后 问题 ? 

解 为 了 解决 这 个 问题 ， 必 须 在 nXn 棋盘 上 找 出 n 个 位 置 ， 使 得 这 些 位 置 中 没有 两 个 皇 
后 是 在 同一 行 上 、 同 一 列 上 或 在 同一 斜 线 上 (和 斜 线 是 由 对 某 个 m 来 说 满足 i 十 j 王 m 或 对 某 个 m 
来 说 满足 i 一 二 m 的 所 有 位 置 的 (i, 门 组 成 的 )。 将 用 回溯 来 解决 n 皇后 问题 。 从 空 棋盘 开始 。 
在 & 十 1 阶段 ， 尝 试 在 棋盘 上 第 十 1 列 里 放置 一 个 新 皇后 ， 其 中 在 前 & 列 里 已 经 有 了 皇后 。 检 
查 第 十 1 列 里 的 格子 ， 从 第 一 行 的 格子 开始 ， 寻 找 放置 这 个 皇后 的 位 置 ， 使 得 它 不 与 已 经 在 
棋盘 上 的 皇后 在 同一 行 或 在 同一 斜 线 上 (已 经 知道 它 不 在 同一 列 里 ) 。 若 不 可 能 在 第 & 十 1 列 里 
找到 放置 皇后 的 位 置 ， 则 回 湖 到 第 直列 里 皇后 放置 的 位 置 。 在 这 一 列 里 下 一 个 允许 的 行 里 放置 
皇后 ， 若 这 样 的 行 存在 。 若 没有 这 样 的 行 存在 ， 则 继续 回溯 。 

具体 地 说 ， 图 12 显示 了 四 皇后 问题 的 回 湖 解 法 。 在 这 种 解法 里 ， 在 第 一 行 第 一 列 里 放置 
一 个 皇后 。 然 后 在 第 二 列 的 第 三 行 里 放置 一 个 皇后 。 不 过 ， 这 样 就 使 得 不 可 能 在 第 三 列 里 放置 
一 个 皇后 。 所 以 就 回溯 并 且 在 第 二 列 的 第 四 行 里 放置 一 个 皇后 。 当 这 样 做 时 ， 就 可 以 在 第 三 列 
的 第 二 行 里 放置 一 个 皇后 。 但 是 没有 办 法 在 第 四 列 里 添加 一 个 皇后 。 这 说 明 当 在 第 一 行 第 一 列 
里 放置 一 个 皇后 时 就 得 不 出 解 。 回 溯 到 空 棋 盘 ， 在 第 一 列 第 二 行 里 放置 一 个 皇后 。 这 样 就 得 出 
图 12 所 示 的 解 。 4 

例 8 子 集 之 和 考虑 下 面 的 问题 。 给 定 一 组 正 整 数 xz, ，zx; ，…，z, 的 集合 ， 求 这 组 整数 
的 集合 的 一 个 子 集 ， 使 其 和 为 M。 如 何 用 回溯 来 解决 这 个 问题 ? 


un 加 


674 第 11 章 








解 ”从 空 无 一 个 元 素 的 和 来 开始 。 通 过 依次 添加 元 素来 构造 这 个 和 。 若 当 添 加 这 个 序列 里 
的 一 个 整数 到 和 里 而 这 个 和 仍然 小 于 M 时 ， 则 子 集中 包含 这 个 整数 。 若 得 出 使 得 添加 任何 一 
个 元 素 就 大 于 M 的 一 个 和 ， 则 通过 去 掉 这 个 和 的 最 后 一 个 元 素来 回溯 。 

图 13 显示 了 下 面 这 个 问题 的 回溯 解法 ， 求 (31，27，15，11，7，5} 的 一 个 和 等 于 39 的 子 集 。 4 














图 12 四 皇后 问题 的 回溯 解法 图 13 用 回溯 求 等 于 39 的 和 


11. 4.5 有 向 图 中 的 深度 优先 搜索 

可 以 轻而易举 地 修改 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 ， 使 得 以 有 向 图 作为 输入 时 它们 也 能 运 
行 。 但 是 ， 输 出 不 一 定 是 生成 树 ， 而 可 能 是 森林 。 在 这 两 个 算法 中 ， 只 有 当 一 条 边 从 正在 访问 
的 顶点 出 发 并 且 到 一 个 尚未 加 入 的 顶点 时 才 加 入 这 条 边 。 如 果 在 其 中 任何 一 个 算法 的 某 个 阶段 
找 不 到 从 已 经 加 入 的 顶点 到 尚未 加 入 的 顶点 的 边 ， 则 算法 加 入 的 下 一 个 顶点 成 为 生成 森林 中 一 
个 新 树 的 根 。 这 一 点 在 例 9 中 解释 。 

例 9 给 定 图 14a 所 示 的 图 作为 输入 ， 深度 优 先 搜索 的 输出 是 什么 ? 


d @i 





a) b) 
图 14 有 向 图 的 深度 优先 搜索 
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解 ” 从 顶点 4 开始 深度 优先 搜索 并 且 加 入 顶点 5、c 和 8g 以 及 相对 应 的 边 ， 直 到 无 路 可 
走 。 回 溯 到 <， 但 是 仍然 无 路 可 走 ， 于 是 回溯 到 5， 这 里 加 入 顶点 上 和 ee 以 及 对 应 的 边 。 回 淹 
最 终 又 回 到 a。 然 后 在 & 开始 一 个 新 的 树 并 且 加 入 顶点 关 、L 上 、& 和 了 以 及 对 应 的 边 。 回 溯 到 A， 
然后 到 :， 然 后 到 及 并且 回 到 4。 最 后 ,在 i 开始 一 个 新 的 树 ， 完 成 深度 优先 搜索 。 输 出 如 
图 14b 所 示 。 4 

有 向 图 中 的 深度 优先 搜索 是 许多 算法 的 基础 (参见 [GrYe05]、[Ma89] 和 [CoLeRiSt09])。 
它 可 以 用 来 确定 有 向 图 是 否 具有 回路 ， 可 以 用 来 完成 图 的 拓扑 排序 ， 也 可 以 用 来 求 有 向 图 的 强 
连通 分 支 。 

用 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 在 网 络 搜索 引 警 上 的 应 用 来 结束 本 节 。 

例 10 网 络 晤 蛛 为 了 给 网 站 建立 索引 ，Google 和 Yahoo 等 著名 的 搜索 引擎 从 已 知 的 
网 站 开始 系统 地 探索 网 络 。 这 些 搜索 引擎 使 用 所 谓 的 网 络 蜂 蛛 (或 网 络 息 虫 、 网 络 机 器 人 ) 
的 程序 来 访问 网 站 并 且 分 析 其 内 容 。 网 络 蜂 蛛 同时 使 用 深度 优先 搜索 和 宽度 优先 搜索 来 创 
建 索 引 。 如 10.1 节 例 5 所 述 ， 可 以 用 所 谓 的 网 络 图 的 有 向 图 来 为 网 页 和 网 页 之 间 的 链接 
建立 模型 。 用 顶点 表示 网 页 ， 用 有 向 边 表 示 链 接 。 利 用 深度 优先 搜索 ， 选 择 一 个 初始 的 网 
页 ， 沿 着 一 个 链接 (如 果 存 在 这 样 的 链接 的 话 ) 到达 第 二 个 网 页 ， 沿 着 第 二 个 网 页 的 一 个 链 
接 ( 如 果 存 在 这 样 的 链接 ) 到 达 第 三 个 网 页 ， 等 等 ， 直 到 找到 一 个 没有 新 的 链接 的 网 页 为 
止 。 然 后 使 用 回溯 来 检查 前 面 阶段 的 链接 去 寻找 新 的 链接 ， 等 等 。( 由 于 实际 限制 ， 网 络 
蜂 蛛 在 深度 优先 搜索 中 的 搜索 深度 是 有 限 的 。) 利 用 宽度 优先 搜索 ， 选 择 一 个 初始 的 网 页 并 
且 沿 着 这 个 网 页 上 的 一 个 链接 到 达 第 二 个 网 页 ， 然 后 沿 着 初始 网 页 上 的 第 二 个 链接 (如 果 
存在 ) ， 以 此 类 推 ， 直 到 已 经 走 过 了 初始 网 页 上 的 所 有 链接 为 止 。 然 后 逐 页 地 沿 着 下 一 层 
网 页 上 的 链接 ， 以 此 类 推 。 4 


练习 
1. 为 了 产生 生成 树 ， 必 须 从 带 有 个 顶点 和 m 条 边 的 连通 图 里 删除 多 少 条 边 ? 
在 练习 2 一 6 中 ， 通 过 删除 简单 回路 里 的 边 来 求 所 示 图 的 生成 树 。 

b 


d 


2. a 





7. 求 下 面 每 个 图 的 生成 树 。 
a) Ks b) K,., c) 开 1 
dd) Q; e) Cs f) Ws 
在 练习 8 一 10 中 ， 画 出 所 给 的 简单 图 的 所 有 生成 树 。 


8. 人 9. 4 s 10. 
h 


#11 


* 12, 
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C d e 
下 面 的 每 个 简单 图 各 有 多 少 棵 不 同 的 生成 树 ? 


a)K; b)K, c¢) K,., d)Cs 
下 面 的 每 个 简单 图 各 有 多 少 棵 不 同 构 的 生成 树 ? 
a)K; b)K, CK; 


在 练习 13 一 15 中 ， 用 深度 优先 搜索 来 构造 所 给 的 简单 图 的 生成 树 。 选 择 a 作为 这 棵 生成 树 的 根 并 且 


假定 顶点 都 以 字母 顺序 来 排序 。 





16. 
17, 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23, 


n m 
用 宽度 优先 搜索 来 构造 练习 13 一 15 中 每 个 简单 图 的 生成 树 。 选 择 a 作为 每 棵 生成 树 的 根 。 
用 深度 优先 搜索 求 下 列 这 些 图 的 生成 树 。 
a)Ws (参见 10. 2 节 例 7)， 从 度数 为 6 的 顶点 开始 b) Ks 
C) Ks , 从 度数 为 3 的 顶点 开始 d)Q; 
用 宽度 优先 搜索 求 练习 17 中 的 每 个 图 的 生成 树 。 
描述 轮 图 W, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 n 的 顶点 开始 ， 其 中 是 整数 满 
足 n 宇 3( 参 见 10. 2 节 例 7)。 说 明 答案 的 合理 性 。 
描述 完全 图 K, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 m 的 顶点 开始 ， 其 中 是 正 整 
数 。 说 明 答案 的 合理 性 。 
描述 完全 二 分 图 K,,, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 从 度数 为 m 的 顶点 开始 ， 其 中 兽 
和 nn 都 是 正 整 数 。 说 明 答 案 的 合理 性 。 
描述 立方 体 图 Q, 的 宽度 优先 搜索 和 深度 优先 搜索 所 产生 的 树 ， 其 中 对 是 正 整 数 。 
假定 一 家 航空 公司 必须 压缩 它 的 航班 以 节省 资金 。 若 它 原来 的 航线 如 下 图 所 示 ， 则 可 以 中 断 哪些 飞 
行 以 保持 在 所 有 城市 对 之 间 的 服务 (其 中 从 一 个 城市 飞 往 另 一 个 城市 可 能 需要 换 乘 飞机 )? 
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24. 解释 如 何 用 宽度 优先 搜索 或 深度 优先 搜索 来 排序 连通 图 的 顶点 。 


* 25 


26 


28. 


29. 
30. 


. 证 明 : 在 连通 简单 图 里 项 点 v 和 w 之 间 的 最 短 通路 的 长 度 ， 等 于 在 以 v 为 根 的 G 的 宽度 优先 生成 树 


里 的 层 数 。 


.用 回溯 来 试验 使 用 3 种 颜色 对 10. 8 节 练 习 7 一 9 中 每 个 图 的 着 色 。 
27. 


用 回溯 来 对 下 面 的 ? 值 解决 风 皇 后 问题 。 

a)7 一 3 b)n=5 c)7 一 6 

用 回溯 来 求 集 合 {27，24，19，14，11，8} 的 和 为 下 列 值 的 子 集 ， 若 存在 的 话 。 

a)20 b)41 c)60 

解释 如 何 用 回溯 来 找 出 图 中 的 哈密 顿 通路 或 哈密 顿 回路 。 

a) 解 释 如 何 用 回溯 来 找 出 迷 富 的 出 路 ， 给 定 出 发 位 置 和 出 口 位 置 。 考 虑 把 迷宫 划分 成 位 置 ， 其 中 在 
每 个 位 置 上 的 移动 包括 四 种 可 能 性 之 一 (上 、 下 、 右 、 左 ) 。 

b) 找 出 在 下 面 的 迷宫 里 从 标记 为 X 的 出 发 位 置 到 出 口 的 通路 。 


X 


出 口 
图 G 的 生成 森林 是 包含 G 的 每 个 顶点 的 森林 ， 使 得 当 两 个 顶点 在 G 里 有 通路 时 ， 这 两 个 顶点 就 在 同 


一 个 树 里 。 


31。 
32. 
33. 
34. 


35. 
36. 
37。 
38. 
39. 
40， 
41. 
42. 
43. 


44. 
45. 


证 明 : 每 个 有 穷 简单 图 都 有 生成 森林 。 

在 图 的 生成 森林 里 有 多 少 棵 树 ? 

对 带 有 个 顶点 、m 条 边 和 c 个 连通 分 支 的 图 来 说 ， 必 须 删 除 多 少 条 边 才 能 产生 它 的 生成 森林 ? 

设 G 是 连通 图 。 证 明 : 如 果 工 是 用 宽度 优先 搜索 构造 的 G 的 生成 树 ， 则 G 的 不 在 T 中 的 边 必 定 连接 
这 个 生成 树 中 在 同一 层 上 或 相差 一 层 的 顶点 。 

解释 如 何 使 用 宽度 优先 搜索 求 无 向 图 中 两 个 顶点 之 间 最 短 通路 的 长 度 。 

设计 一 个 基于 宽度 优先 搜索 的 算法 ， 判 断 一 个 图 是 否 有 简单 回路 ， 如 果 有 ， 找 出 该 回路 。 

设计 一 个 基于 宽度 优先 搜索 的 算法 ， 求 一 个 图 的 连通 分 支 。 

解释 如 何 使 用 宽度 优先 搜索 和 如 何 使 用 深度 优先 搜索 判断 一 个 图 是 否 为 二 分 图 。 

哪 种 连通 的 简单 图 恰好 只 有 一 棵 生成 树 ? 

设计 基于 删除 形成 简单 回路 的 边 来 构造 图 的 生成 树 的 算法 。 

设计 基于 深度 优先 搜索 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 

设计 基于 宽度 优先 搜索 来 构造 图 的 生成 森林 的 算法 。 

设 G 是 连通 图 。 证 明 : 如 果 工 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 G 的 生成 树 ， 则 G 的 不 在 工 中 的 边 必 定 是 背 
边 ， 换 名 话说， 这 条 边 必 定 连 接 一 个 顶点 到 这 个 顶点 在 工 中 的 祖先 或 后 代 。 

什么 情况 下 ， 连 通 简单 图 的 一 条 边 一 定 在 该 图 的 每 棵 生成 树 中 ? 

对 于 哪些 图 来 说 ， 无 论 选择 哪个 顶点 作为 树 根 ， 深 度 优 先 搜 索 和 宽度 优先 搜索 都 产生 同样 的 生成 树 ? 
说 明 答案 的 合理 性 。 


. 用 练习 43 证 明 : 如 果 G 是 含有 nn 个 顶点 的 连通 简单 图 并 且 G 不 含 长 度 为 的 简单 通路 ， 则 G 至 多 含 


有 (& 一 1)n 条 边 。 


. 用 数学 归纳 法 证 明 : 宽度 优先 搜索 按照 顶点 在 所 得 出 的 生成 树 中 的 层 数 的 顺序 来 访问 这 些 顶 点 。 
. 用 伪 码 来 描述 深度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 它 把 整数 n 指定 给 在 搜索 中 访问 的 第 n 个 顶点 。 证 明 : 这 


个 编号 对 应 着 生成 树 的 前 序 遍 历 所 建立 的 顶点 的 编号 。 


. 用 伪 码 来 描述 宽度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 它 把 整数 m 指定 给 在 搜索 中 访问 的 第 m 个 顶点 。 
. 假设 G 是 有 向 图 并 且 工 是 用 宽度 优先 搜索 构造 的 生成 树 。 证 明 : G 的 每 条 边 都 连接 同一 层 的 两 个 顶 


点 、 连 接 一 个 顶点 到 低 一 层 的 一 个 顶点 或 者 连接 一 个 顶点 到 更 高 层 的 一 个 顶点 。 


. 证 明 : 如 果 G 是 有 向 图 并 且 T 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 生成 树 ， 则 不 在 这 个 生成 树 上 的 每 条 边 都 是 
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连接 祖先 到 后 代 的 前 进 边 、 连 接 后 代 到 祖先 的 后 退 边 ， 或 者 连接 一 个 顶点 到 从 前 访问 过 的 子 树 的 一 
个 顶点 的 交叉 边 。 
* 52. 描述 深度 优先 搜索 的 一 个 变种 ， 当 算法 完全 处 理 完 一 个 顶点 时 ， 它 把 最 小 可 用 的 正 整 数 指定 给 这 个 
顶点 。 证 明 : 在 这 个 编号 中 ， 每 个 顶点 的 编号 大 于 其 孩子 的 编号 并 且 孩 子 的 编号 从 左 到 右 递 增 。 
设 和 Ti 都 是 一 个 图 的 生成 树 。 和 五 之 间 的 距离 是 五 和 三 中 非 区 和 Ts 所 共有 的 边 的 数目 。 
53. 求 图 2 所 示 图 G 的 在 图 3c 和 图 4 里 所 示 的 每 对 生成 树 之 间 的 距离 。 
* 54. 假定 T, 、T。 和 T， 都 是 简单 图 G 的 生成 树 。 证 明 : 在 TT 和 TT 之 间 的 距离 不 超过 T 和 T: 之 间 的 距 
离 与 T 和 Ts 之 间 的 距离 的 和 ，。 
xx 55. 假定 T， 和 T。 都 是 简单 图 G 的 生成 树 。 另 外 ,假定 e 是 在 T 里 但 不 在 T; 里 的 一 条 边 。 证 明 : 存在 
在 T; 里 但 不 在 Ti 里 的 一 条 边 ex， 使 得 若 从 TT 里 删除 ei 而 添加 es 到 TT 里， 则 工 仍然 是 生成 树 ， 
并 且 若 从 Ts 里 删除 ez 而 添加 e 到 Ts 里 ， 则 Ti 仍然 是 生成 树 。 
* 56. 证 明 :; 通过 依次 删除 一 条 边 而 添加 另外 一 条 边 ， 就 有 可 能 从 任何 一 个 生成 树 得 出 一 个 生成 树 的 序列 。 
有 向 图 的 有 根 生成 树 是 由 这 个 图 的 边 组 成 的 有 根 树 ， 使 得 这 个 图 的 每 个 顶点 都 是 树 中 一 条 边 的 终点 。 
57, 对 10. 5 节 练 习 18 一 23 中 的 每 个 有 向 图 来 说 ， 求 这 个 图 的 有 根 生成 树 ， 或 者 确定 不 存在 这 样 的 树 。 
* 58. 证 明 : 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 都 相等 的 连通 有 向 图 具有 有 根 生 成 树 。[ 提 示 : 使 用 欧 拉 回路 .。] 
* 59. 给 出 构造 每 个 顶点 的 人 度 和 出 度 都 相等 的 连通 有 向 图 的 有 根 生 成 树 的 算法 。 
* 60. 证 明 : 如 果 G 是 有 向 图 并 且 了 是 用 深度 优先 搜索 构造 的 生成 树 ， 则 G 含 有 回路 当 且 仅 当 G 含有 相对 
于 生成 树 了 的 背 边 ( 参 见 练习 51) 。 
* 61. 用 练习 60 来 构造 一 个 确定 有 向 图 是 否 含有 回路 的 算法 。 


11.5 最 小 生成 树 
11.5.1 引言 
小 一 个 公司 计划 建立 一 个 通信 网 络 来 连接 它 的 5 个 计算 机 中 心 。 可 以 用 租用 的 电话 线 连 接 这 


些 中 心 的 任何 一 对 。 应 当 建 立 哪些 连接 ， 以 便 保证 在 任何 两 个 计算 机 中 心 之 间 都 有 通路 ， 且 网 
络 的 总 成 本 最 小 ? 可 以 用 图 1 所 示 的 带 权 图 为 这 个 问题 建 模 ， 其 中 顶点 表示 计算 机 中 心 ， 边 表 
示 可 能 租用 的 电话 线 ， 边 上 的 权 是 边 所 表示 的 电话 线 的 月 租 费 。 通 过 找 出 一 棵 使 各 边 的 权 之 和 
为 最 小 的 生成 树 ， 就 可 以 解决 这 个 问题 。 这 样 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 。 





图 1 说 明 计算 机 网 络 中 的 线路 的 月 租 费 的 加 权 图 


11.5.2 最 小 生成 树 算 法 
有 大 量 的 问题 可 以 这 样 解决 : 求 加 权 图 里 的 一 棵 生成 树 ， 使 得 这 棵 树 的 各 边 的 权 之 和 为 
最 小 。 
ER 连通 加 权 图 里 的 最 小 生成 树 是 具有 边 的 权 之 和 最 小 的 生成 树 。 
| 下 面 将 给 出 构造 最 小 生成 树 的 两 个 算法 。 这 两 个 算法 都 是 通过 添加 还 没有 使 用 过 的 、 具 有 
特定 性 质 的 、 权 最 小 的 边 来 进行 的 。 这 些 算法 都 是 贪心 算法 。 回 顾 3. 1 节 ， 贪 心算 法 是 在 每 个 
步 又 上 都 做 最 优选 择 的 算法 。 在 算法 的 每 个 步骤 上 都 最 优化 ， 并 不 能 保证 产生 全 局 最 优 解 。 不 
过 ， 本 节 里 给 出 的 构造 最 小 生成 树 的 这 两 个 算法 都 是 产生 最 优 解 的 贪心 算法 。 
mi 要 讨论 的 第 一 个 算法 最 早 由 捷克 的 数学 家 Vojtéch Jarnik 在 1930 年 发 现 ， 并 把 它 发 表 于 捷 
克 的 一 个 期 刊 上 。 当 罗伯特 ， 普 林 在 1957 年 重新 给 出 这 个 算法 时 ， 该 算法 就 变 得 很 著名 了 。 
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因此 ， 该 算法 称 为 普 林 (Prim) 算 法 (有 时 也 称 为 prim-Jarnik 算法 ) 。 为 了 执行 普 林 算 法 ， 首 先 
选择 带 最 小 权 的 边 ， 把 它 放 进 生成 树 里 。 依 次 向 树 里 添加 与 已 在 树 里 的 顶点 关联 的 且 不 与 已 在 
树 里 的 边 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 边 。 当 已 经 添加 了 n 一 1 条 边 时 就 停止 。 

本 节 稍 后 将 证 明 这 个 算法 产生 任何 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 算 法 1 给 出 普 林 算 法 的 伪 码 
描述 。 


算法 1 普 林 算 法 
procedure Prim(G: 带 n 个 顶点 的 连通 加 权 无 向 图 ) 
T :王权 最 小 的 边 


for i :一 1] to n—2 
e :一 与 工 里 顶点 关联 且 若 添加 到 工 里 则 不 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 边 
全 :二 添加 e 之 后 的 T . 
return T{( 工 是 G 的 最 小 生成 树 } 








注意 ， 当 有 超过 一 条 满足 相应 条 件 的 带 相同 权 的 边 时 ， 在 算法 的 这 个 阶段 里 对 所 添加 
的 边 的 选择 就 不 是 确定 的 。 需 要 排序 这 些 边 以 便 让 选择 是 确定 的 。 在 本 节 剩 下 的 部 分 将 不 
再 考虑 这 个 问题 。 男 外 注意 ， 所 给 的 连通 加 权 简 单 图 可 能 有 多 于 一 个 的 最 小 生成 树 ( 见 练 
习 9) 。 

例 1 和 例 2 说 明 如 何 使 用 普 林 算 法 。 

例 1 用 普 林 算 法 设计 连接 图 1 所 表示 的 所 有 计算 机 的 具有 最 小 成 本 的 通信 网 络 。 

解 ”办 法 是 求 图 1 的 最 小 生成 树 。 普 林 算 法 是 这 样 执行 的 : 选择 权 最 小 的 初始 边 ， 并 且 依 
次 添加 与 树 里 顶点 关联 的 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 。 在 图 2 中 ， 加 颜色 的 边 表示 普 林 算 法 所 产 
生 的 最 小 生成 树 ， 并 且 显 示 在 每 个 步骤 上 所 做 的 选择 。 4 


旧金山 





1 {芝加哥 ， 亚 特 兰 大 } $ 700 
2 {亚特兰大 ， 纽 约 } $ 800 
3 { 芝 加 哥 ， 有 旧金山 } $1200 
4 { 旧 金山 ， 丹 佛 } $ 900 

总 计 : $3600 


图 2 图 1 加 权 图 的 最 小 生成 树 





罗伯特 . 克 雷 . 普 林 (Robert Clay Prim， 生 于 1921 年) 普 林 1921 年 出 生 在 得 克 

萨 斯 的 斯 威 特 沃 特 。1941 年 ， 普 林 获 得 普林斯顿 大 学 电机 工程 学 士 学 位 ，1949 年 获 

得 数学 博士 学 位 。1941 年 到 1944 年 ， 普 林 在 通用 电气 公司 担任 工程 师 。1944 年 到 

1949 年 ， 他 担任 美国 海军 军械 实验 室 的 工程 师 和 数学 家 。1948 年 到 1949 年 担任 普 林 

斯 顿 大 学 的 助理 研究 员 。 除 此 之 外 ， 他 担任 过 的 其 他 职务 还 包括 1958 年 到 1961 年 间 

担任 贝尔 电话 实验 室 的 数学 与 力学 研究 主任 ， 以 及 桑 地 亚 公司 的 研究 副 总 裁 。 目 前 ， 
他 已 经 退休 。 
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例 2 用 普 林 算 法 求 图 3 所 示 的 图 的 最 小 生成 树 。 
umns 解 ” 用 普 林 算法 构造 的 最 小 生成 树 显示 在 图 4 中 。 依 
次 选择 的 边 都 显示 在 图 中 。 4 
将 要 讨论 的 第 二 个 算法 是 约瑟夫 ， 克 和 鲁 斯 卡尔 在 1956 年 
发 现 的 ， 尽管 在 此 之 前 已 经 有 人 阐述 过 这 一 算法 的 基本 思路 。 
为 了 执行 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 ， 要 选择 图 中 权 最 小 的 一 条 边 。 
依次 添加 不 与 已 经 选择 的 边 形成 简单 回路 的 权 最 小 的 
边 。 在 已 经 挑选 了 ”一 1 条 边 之 后 就 停止 。 
把 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 对 每 个 连通 加 权 图 都 产生 最 小 生成 树 
的 证 明 留 作 练习 。 算 法 2 给 出 了 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 伪 代 码 。 图 3 一 个 带 权 图 
选择 边 





Do 下 mm 一 
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一 局 
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总 计 : 





图 4 用 普 林 算法 构造 的 最 小 生成 树 








算法 2 ” 克 鲁 斯 卡尔 算法 

procedure Kruskal(G: 带 n 个 顶点 的 加 权 连 通 无 向 图 ) 

T: 二 空 图 

for z :一 1 to 7 一 1 
e:= 一 G 中 权 最 小 的 任 一 边 且 当 添 加 到 了 里 时 不 形成 简单 回路 边 
T :一 工 添加 e 

return T{T 是 G 的 最 小 生成 树 } 


ums 

















约瑟夫 伯 纳 德 . 克 鲁 斯 卡尔 (Joseph Bernard Kruskal，1928 一 2010) 克 和 鲁 斯 卡 
尔 于 1928 年 出 生 在 纽约 。 他 的 父亲 经 营 皮 毛 生 意 ， 和 母亲 在 电视 上 教授 手工 折纸 。 克 和 鲁 
斯 卡尔 来 到 芝加哥 大 学 学 习 ，1954 年 他 从 普林斯顿 大 学 获得 博士 学 位 。 他 是 普林斯顿 
和 威斯康星 大 学 的 数学 教师 ， 随 后 他 在 密 软 根 大 学 任 助理 教授 。1959 年 ， 他 成 为 贝尔 
实验 室 的 技术 委员 会 成 员 ， 并 一 直 担任 这 个 职务 到 20 世纪 90 年 代 末 期 退休 为 止 。 当 克 
鲁 斯 卡尔 还 在 读 研 究 生 二 年 级 的 时 候 ， 他 发 现 了 最 小 生成 树 算法 。 当 时 他 还 不 能 肯定 关 
于 这 个 题目 所 写 的 两 页 半 的 论文 是 否 值 得 发 表 ， 后 来 经 其 他 人 说 服 之 后 才 递 交 上 去 。 他 
的 研究 兴趣 包括 统计 语言 学 和 心理 测量 学 。 除 了 最 小 生成 树 的 成 果 之 外 ， 克 和 鲁 斯 卡尔 还 因为 对 多 维 分 级 的 
贡献 而 著名 。 另 外 ， 值 得 一 提 的 是 克 重 斯 卡尔 的 两 个 兄弟 马丁 和 威廉 也 是 著名 的 数学 家 。 
um 历史 注解 ”约瑟夫 。 克 和 鲁 斯 卡尔 和 罗伯特 。 普 林 在 20 世纪 50 年 代 中 期 提出 了 构建 最 小 生成 树 的 算法 。 
不 过 ， 他 们 不 是 首先 发 现 这 个 算法 的 人 。 例 如 ， 人 类 学 家 扬 。 切 卡 诺 夫 斯 基 (Jan Czekanowski) 在 1909 年 
的 研究 中 就 涵盖 了 求 最 小 生成 树 所 需要 的 许多 想法 。1926 年 ， 奥 塔 卡 。 勃 鲁 乌 卡 (Otakar Boruvka) 在 与 
构造 电力 网 有 关 的 工作 中 描述 了 构造 最 小 生成 树 的 方法 。 正 如 书 中 提 到 的 ， 现 今 的 普 林 算 法 实际 上 是 由 
沃 伊 切 克 。 亚 尔 尼克 (Vojtgch Jarnik) 在 1930 年 发 现 的 。 





树 681 





读者 应 当 注 意 普 林 算 法 与 克 鲁 斯 卡尔 算法 的 区 别 。 在 普 林 算 法 里 ， 选 择 与 已 在 树 中 的 一 个 
顶点 相关 联 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 ; 相对 地 ， 在 克 鲁 斯 卡尔 算法 里 ， 选 择 不 一 定 与 已 在 树 
中 的 一 个 顶点 相关 联 且 不 形成 回路 的 权 最 小 的 边 。 注 意 ， 在 普 林 算 法 里 ， 若 没有 对 边 排序 ， 则 
在 这 个 过 程 的 某 个 阶段 上 ， 对 添加 的 边 来 说 就 可 能 有 多 于 一 种 的 选择 。 因 此 ， 为 了 让 这 个 过 程 
是 确定 的 ， 就 需要 对 边 进 行 排序 。 例 3 说 明 如 何 使 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 。 

例 3 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 图 3 所 示 的 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

解 ” 在 图 5 里 显示 这 个 最 小 生成 树 和 在 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 每 个 阶段 上 对 边 的 选择 。 本 

选择 边 
{c, d} 
{k, /1} 
{b, f} 
{c, 8} 
{a, b} 
hj 
{b, c} 
{7, x} 
{g, h} 
人 了) 
{a, e} 


Do、wm 上 mmP 一 


_ OO 
Ro oni- 莹 


总 计 1 





a) b) 
图 5 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 产生 的 最 小 生成 树 


现在 将 证 明 普 林 算 法 产生 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

证 设 G 是 一 个 连通 加 权 图 。 假 定 普 林 算 法 依次 选择 的 边 是 e，e;，…，e,-1。 设 S 是 以 
e1，e2，"…，e,-1 作 为 边 的 树 ， 而 设 S 是 以 el，e，…，e 作为 边 的 树 。 设 工 是 包含 边 ei， 
ez，…，e 的 G 的 最 小 生成 树 ， 其 中 & 是 满足 下 列 性 质 的 最 大 整数 : 存在 着 包含 普 林 算 法 所 选 
择 的 前 & 条 边 的 最 小 生成 树 。 若 证 明了 S 二 TT， 则 该 定理 得 证 。 

假定 SS 天 了 所 以 ke n= 因此 ， 了 包含 边 &1， Ei "yn 但 是 不 包含 ek+io 考虑 由 到 
和 ey1 所 组 成 的 图 。 因 为 这 个 图 是 连通 的 并 且 有 条 边 ， 若 是 树 ， 边 过 多 了 ， 所 以 它 必然 包含 
简单 回路 。 这 个 简单 回路 必然 包含 ea: ， 因 为 在 工 里 没有 简单 回路 。 另 外 ， 在 这 个 简单 回路 中 
必然 有 不 属于 Su 的 边 ， 因 为 Si;; 是 一 棵 树 。 通 过 从 er 的 一 个 端点 开始 ， 该 端点 也 是 边 ei， 
ez， ”9 6Ek 之 一 的 端点 ， 并 且 沿 着 回路 直到 它 到 达 一 条 不 在 Se 里 的 边 为 止 ， 就 可 以 找 出 一 条 
不 在 St+: 里 的 边 e， 它 有 一 个 端点 也 是 边 ea ，e@ ，…，ex 之 一 的 端点 。 

通过 从 工 里 删除 e 并 且 添 加 ex ， 就 获得 带 "一 1 条 边 的 树 工 ( 它 是 树 ， 因 为 它 没有 简单 回 
路 ) 。 注 意 树 人 包含 6 €29 """» Ektlo 另外 ， 因 为 普 林 算 法 在 第 & 十 1 个 步骤 上 选择 ei4i， 并 
且 在 这 个 步骤 上 e 也 是 可 用 的 ， 所 以 ei 的 权 就 小 于 或 等 于 e 的 权 。 根 据 这 个 观察 结果 就 得 出 
全 也 是 最 小 生成 树 ， 因 为 它 的 边 的 权 之 和 不 超过 工 的 边 的 权 之 和 。 这 与 对 & 的 选择 相 矛 盾 ，& 
是 使 得 包含 e; ， 7 的 最 小 生成 树 存 在 的 最 大 整数 。 因此 , k= 二 n 一 1 并 且 S=T，。 所 以 普 
林 算法 产生 最 小 生成 树 。 4 

可 以 证 明 ( 参 见 [CoLeRiSt09]) 为 了 求 出 具有 x 条 边 和 个 顶点 的 图 的 最 小 生成 树 ， 克 重 斯 卡 
尔 算法 需要 用 OCm log m) 次 运算 来 完成 ， 而 普 林 算法 需要 用 O( log 办 次 运算 来 完成 。 因 此 ， 对 
于 稀 朴 图 来 说 ， 使 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 更 好 。 在 稀 朴 图 中 ， 闷 远 远 小 于 C(n，2) 二 n(n 一 1)/2， 即 
具有 个 顶点 的 无 向 图 的 可 能 的 总 边 数 。 否 则 ， 这 两 个 算法 的 复杂 度 没有 什么 差别 。 


练习 
1. 下 图 所 表示 的 道路 都 还 没有 铺设 路 面 。 边 的 权 表 示 在 成 对 的 乡镇 之 间 的 道路 长 度 。 哪 些 道路 应 当铺 设 
路 面 ， 以 便 在 每 对 乡镇 之 间 都 有 铺设 路 面 的 道路 ， 而 且 使 得 铺设 的 道路 的 长 度 最 短 ? (注意 : 这 些 乡 
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镇 都 在 内 华 达 州 。) 


Manhattan 









Ey > 
Tonopah Warm Springs 
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Deep Springs Gold 
Point «5 


Beatty 


在 练习 2 一 4 中， 用 普 林 算 法 求 所 给 的 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 
a 1 3. 





用 克 重 斯 卡尔 算法 设计 在 本 节 开 头 所 描述 的 通信 网 络 。 

用 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 求 练习 2 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

用 克 重 斯 卡尔 算法 求 练习 3 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

用 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 求 练习 4 里 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

找 出 具有 多 于 一 棵 最 小 生成 树 的 、 带 有 最 少 可 能 边 数 的 连通 加 权 简 单 图 。 

加 权 图 里 的 最 小 生成 森林 是 权 最 小 的 生成 森林 。 解 释 如 何 修改 善 林 算法 和 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 来 构造 最 
小 生成 森林 。 

连通 加 权 无 向 图 的 最 大 生成 树 是 带 最 大 可 能 的 权 的 生成 树 。 

设计 与 普 林 算 法 类 似 的 、 构 造 连通 加 权 图 的 最 大 生成 树 的 算法 。 

设计 与 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 类 似 的 、 构 造 连通 加 权 图 的 最 大 生成 树 的 算法 。 

求 练习 2 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 

求 练习 3 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 

求 练习 4 里 加 权 图 的 最 大 生成 树 。 

求 在 本 节 开 头 所 提出 问题 中 连接 5 个 计算 机 中 心 的 次 最 便宜 的 通信 网 络 。 

设计 求 连通 加 权 图 里 次 最 短 生成 树 的 算法 。 

证 明 : 连通 加 权 图 里 权 最 小 的 边 ， 必 然 属于 任何 一 个 最 小 生成 树 。 

证 明 : 车 所 有 边 的 权 都 不 相同 ， 则 连通 加 权 图 里 有 唯一 的 最 小 生成 树 。 

假定 连接 图 1 里 城市 的 计算 机 网 络 必 须 包 含 纽约 与 丹佛 之 间 的 直接 连接 。 那 么 应 当 包含 哪些 其 他 的 
连接 ， 使 得 在 每 两 个 计算 机 中 心 之 间 都 存在 连接 ， 并 且 费 用 最 少 ? 

求 图 3 的 加 权 图 里 包含 边 {e， 革 和 {g，&} 的 总 权 最 小 的 生成 树 。 
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22. 
23. 


描述 一 个 算法 ， 它 求 连通 加 权 无 向 简单 图 里 包含 所 规定 的 一 组 边 的 权 最 小 的 生成 树 。 
用 伪 码 表达 练习 22 设计 的 算法 。 
索 林 (Sollin) 算 法 从 连通 加 权 简 单 图 G 二 (V，E) 这 样 产生 最 小 生成 树 : 依次 添加 成 组 的 边 。 假 定 对 V 


中 的 顶点 进行 了 排序 。 这 样 产生 边 的 一 个 顺序 ， 其 中 若 zw 先 于 由， 或 者 若 w 二 ww 并 且 w 先 于 vw， 则 
{uo，vo}) 先 于 {wu ，w}。 这 个 算法 首先 同时 选择 每 个 顶点 关联 的 权 最 小 的 边 。 在 平局 情形 下 选择 在 上 述 
顺序 里 的 第 一 条 边 。 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 的 图 ， 即 一 些 树 组 成 的 一 个 森林 (练习 24 要 求证 明 
这 个 事实 )。 其 次 ,对 森林 中 的 每 棵 树 ， 同 时 选择 在 该 树 中 一 个 顶点 与 在 不 同 的 一 棵 树 中 顶点 之 间 的 最 短 
的 边 。 同 样 在 平局 情形 下 选择 在 上 述 顺序 里 的 第 一 条 边 。( 这 样 就 产生 出 一 个 没有 简单 回路 的 图 ， 它 包含 
比 在 这 一 步 之 前 出 现 的 更 少 的 树 。 参 见 练习 24。) 继 续 进行 同时 添加 连接 树 的 边 的 过 程 ， 直 到 已 经 选择 了 
n 一 1 条 边 为 止 。 在 这 个 阶段 已 经 构造 了 一 棵 最 小 生成 树 。 


< 24. 
25. 


* 26. 
i 275 
* 28. 
* 29, 
* 30。 


* 31, 


32. 
33. 


证 明 : 在 索 林 算法 的 每 个 阶段 ， 边 的 添加 都 产生 一 个 森林 。 

用 索 林 算法 产生 下 列 加 权 图 的 最 小 生成 树 。 

a) 图 1 b) 图 3 

用 伪 代 码 表达 索 林 算法 。 

证 明 : 索 林 算法 产生 连通 无 向 加 权 图 里 的 最 小 生成 树 。 

证 明 : 当 输入 为 含有 个 顶点 的 无 向 图 时 ， 索 林 算 法 的 第 一 步 产生 至 少 包含 |z"/21| 条 边 的 森林 。 
证 明 : 若 在 索 林 算法 的 某 个 中 间 步 骤 存 在 ~ 棵 树 ， 则 算法 的 下 一 次 迭代 至 少 添加 「 /21 条 边 。 

证 明 : 当 输 入 为 含有 ?个 顶点 的 无 向 图 时 ， 在 已 经 完成 索 林 算法 的 第 一 步 ， 并 且 已 经 & 一 1 次 执行 索 
林 算 法 的 第 二 步 之 后 ， 还 剩 下 不 超过 | n/2*」 棵 树 。 

证 明 : 索 林 算法 至 少 需要 log n 次 迭代 ， 以便 从 带 有 个 顶点 的 连通 无 向 加 权 图 产生 一 棵 最 小 生 
成 树 。 

证 明 : 克 重 斯 卡尔 算法 产生 最 小 生成 树 。 

证 明 : 若 G 是 各 边 权 值 都 不 同 的 加 权 图 ， 则 对 于 G 中 的 每 条 简单 回路 ， 该 回路 中 权 值 最 大 的 边 不 属 
于 G 的 任何 一 棵 最 小 生成 树 。 

当 克 和 鲁 斯 卡尔 发 明了 按 权 值 递增 的 顺序 增加 不 形成 简单 回路 的 边 的 求 最 小 生成 树 的 算法 时 ， 他 还 发 


明了 另外 一 个 称 为 逆 删 除 的 算法 。 该 算法 从 连通 图 中 依次 删除 不 使 图 变 成 不 可 连通 的 权 值 最 大 的 边 。 


34. 
35, 


用 伪 码 描述 逆 删 除 算法 。 
证 明 : 若 输 入 为 各 边 权 值 都 不 同 的 加 权 图 ， 则 逆 删 除 算法 总 能 产生 最 小 生成 树 。[ 提 示 : 用 练习 33。] 


关键 术语 和 结论 
术语 
树 (tree) : 没有 简单 回路 的 连通 无 向 图 。 


森林 (forest) : 没有 简单 回路 的 无 向 图 。 
有 根 树 (rooted tree) : 具有 一 个 规定 的 顶点 ( 称 为 根 )， 使 得 从 这 个 根 到 任意 其 他 顶点 有 唯一 通 


路 的 有 向 图 。 


子 树 (subtree) : 树 的 子 图 ， 该 子 图 本 身 也 是 一 棵 树 。 

有 根 树 中 顶点 的 父母 (parent of v in a rooted tree) : 使 得 (u，) 是 有 根 树 的 一 条 边 的 顶点 u。 
有 根 树 中 顶点 vv 的 孩子 (child of a vertex v in a rooted tree): 以 v 作 为 父母 的 任何 顶点 。 

有 根 树 中 顶点 的 兄弟 (sibling of a vertex v in a rooted tree) : 与 v 具 有 相同 父母 的 顶点 。 

有 根 树 中 顶点 也 的 祖先 (ancestor of a vertex v in a rooted tree): 在 从 根 到 wv 的 通路 上 的 任何 


顶点 。 


有 根 树 中 顶点 的 后 代 (descendant of a vertex v in a rooted tree) : 以 作为 祖先 的 任何 顶点 。 
内 点 (internal vertex):; 具有 孩子 的 顶点 。 

树叶 (leaf) : 没有 孩子 的 顶点 。 

顶点 的 层 (level of a vertex) : 从 根 到 这 个 顶点 的 通路 的 长 度 。 

树 的 高 度 (height of a tree): 树 里 顶点 的 最 大 层 数 。 
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m 又 树 (m-ary tree): 每 个 内 点 都 有 不 超过 m 个 孩子 的 树 。 

满 m 又 树 (full m-ary tree): 每 个 内 点 都 有 恰好 m 个 孩子 的 树 。 

二 叉 树 (binary tree) : 满足 m= 二 2 的 m 叉 树 ( 可 以 指定 每 个 孩子 作为 父母 的 左 子 或 右 子 )。 

有 序 树 (ordered tree) : 对 每 个 内 点 的 孩子 都 线性 地 排序 的 树 。 

平衡 树 (balanced tree) : 每 个 顶点 都 是 在 h 层 或 h 一 1 层 上 的 树 ， 其 中 有 是 这 棵 树 的 高 度 。 

二 又 搜索 树 (binary seaich tree) : 二 义 树 ， 在 其 中 以 元 素 对 顶点 进行 标记 ， 使 得 一 个 顶点 的 标 
记 大 于 这 个 顶点 的 左 子 树 里 所 有 顶点 的 标记 ， 并且 小 于 这 个 顶点 的 右 子 树 里 所 有 顶点 的 
标记 。 

决策 树 (decision tree) : 性 质 如 下 的 有 根 树 ， 在 其 中 每 个 顶点 表示 一 次 决策 的 可 能 输出 ， 而 树叶 
表示 可 能 的 解 。 

博弈 树 (game tree) : 顶点 表示 博弈 过 程 中 的 局 面 ， 边 表示 这 些 局 面 间 的 合法 移动 的 有 根 树 。 

前 组 码 (prefix code) : 一 种 编码 ， 其 中 一 个 字符 的 编码 永远 不 是 另外 一 个 字符 的 编码 的 前 级 。 

最 小 最 大 策略 (minmax strategy) : 第 一 个 选手 和 第 二 个 选手 分 别 移动 到 具有 最 大 值 和 最 小 值 的 
孩子 顶点 所 表示 的 局 面 的 策略 。 

博弈 树 里 顶点 的 值 (value of a vertex in a game tree): 对 于 树叶 来 说 ， 就 是 当 游 戏 在 这 个 树叶 所 
表示 的 局 面 里 结束 时 第 一 个 选手 的 得 分 。 对 于 分 别 在 偶数 或 奇数 层 上 的 内 点 来 说 ， 就 是 这 
个 内 点 的 孩子 的 最 大 值 或 最 小 值 。 

树 的 遍历 (tree traversal) : 树 的 顶点 的 列表 。 

前 序 遍 历 (preorder traversal) : 通过 递归 地 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 一 一 列 出 根 ， 接 着 列 出 
第 一 棵 子 树 ， 接 着 以 从 左 到 右 的 出 现 顺序 列 出 其 余子 树 。 

中 序 遍 历 (inorder traversal) : 通过 递归 地 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 一 一 列 出 第 一 棵 子 树 ， 接 
着 列 出 根 ， 接 着 以 从 左 到 右 的 出 现 顺 序列 出 其 余子 树 。 

后 序 遍 历 (postorder traversal) : 通过 递归 地 定义 的 有 序 根 树 的 顶点 列表 一 一 以 从 左 到 右 的 出 现 
顺序 列 出 各 子 树 ， 接 着 列 出 根 。 

中 级 记 法 (infix notation): 从 表示 表达 式 ( 包 括 全 套 插 号) 的 二叉树 的 中 序 遍 历 所 获得 的 表达 式 
形式 。 

前 缓 记 法 ， 或 波兰 记 法 (prefix(or Polish) notation) ， 从 表示 表达 式 的 二 叉 树 的 前 序 遍 历 所 获得 
的 表达 式 形 式 。 

后 缓 记 法 ， 或 逆 波 兰 记 法 (postfix(or reverse Polish)notation) : 从 表示 表达 式 的 二 叉 树 的 后 序 遍 
历 所 获得 的 表达 式 形 式 。 

生成 树 (spanning tree) : 包含 图 的 所 有 顶点 的 树 。 

最 小 生成 树 (minimum spanning tree) : 边 的 权 之 和 最 小 的 生成 树 。 


结论 

一 个 图 是 树 ， 当 且 仅 当 在 它 的 任何 两 个 顶点 之 间 都 存在 唯一 简单 通路 。 

带 有 ?个 顶点 的 树 具有 7 一 1 条 边 。 

带 有 i 个 内 点 的 满 m 叉 树 具有 mi 十 1 个 顶点 。 

在 满 mr 叉 树 的 顶点 数 、 树 叶 数 和 内 点 数 之 间 的 关系 ( 见 11. 1 节 定 理 4) 。 

在 高 度 为 h 的 满 m 叉 树 中 至 多 有 m" 个 树叶 。 

车 m 叉 树 有 7 个 树叶 ， 则 它 的 高 度 h 至 少 是 [log,11。 若 这 树 也 是 满 的 和 平衡 的 ， 则 它 的 高 度 就 
是 [log,i1]。 

哈 夫 曼 编 码 (Huffman coding) : 给 定 一 组 符号 的 频率 ， 为 这 些 符 号 构造 最 优 二 元 码 的 过 程 。 

深度 优先 搜索 ， 或 回溯 (depth-first search，or backtracking) : 构造 生成 树 的 过 程 ， 通 过 添加 形 
成 通路 的 边 ， 直 到 不 可 能 这 样 做 为 止 ， 然 后 沿 这 条 通路 往 回 移动 ， 直 到 找到 可 以 形成 新 的 
通路 的 顶点 为 止 。 
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宽度 优先 搜索 (breadth-first search) : 构造 生成 树 的 过 程 ， 通 过 依次 添加 与 上 次 添加 的 边 相 关联 


的 所 有 边 ， 除 非 形成 简单 回路 。 


普 林 算 法 (Primys algorithm): 产生 加 权 图 里 最 小 生成 树 的 过 程 ， 通 过 依次 添加 与 已 经 在 树 里 


的 顶点 相关 联 的 所 有 边 中 权 最 小 的 边 ， 使 得 再 添加 边 时 不 会 产生 简单 回路 。 


克 鲁 斯 卡尔 算法 (Kruskal”s algorithm) : 产生 加 权 图 里 最 小 生成 树 的 过 程 ， 通 过 依次 添加 还 不 


在 树 里 的 权 最 小 的 边 ， 使 得 再 添加 边 时 不 会 产生 简单 回路 。 


复习 题 

a) 定义 树 。b) 定 义 森 林 。 

在 树 的 顶点 之 间 能 否 有 两 条 不 同 的 简单 通路 ? 
至 少 给 出 3 个 例子 说 明 如 何 用 树 建 模 。 

a) 定 义 有 根 树 和 这 样 的 树 的 根 。 

b) 定 义 有 根 树 中 顶点 的 父母 和 顶点 的 孩子 。 
中 什么 是 有 根 树 中 的 内 点 、 树 叶 和 子 树 ? 


Fa di 和 总 


d) 画 出 至 少 带 10 个 顶点 的 有 根 树 ， 其 中 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 3。 指 出 树 根 、 每 个 顶点 的 父母 、 每 个 


顶点 的 孩子 、 内 点 和 树叶 。 
.a) 带 nn 个 顶点 的 树 有 多 少 条 边 ? 
b) 为 确定 带 有 个 顶点 的 森林 里 的 边 数 ， 你 需要 知道 什么 值 ? 
. 3) 定义 满 m 又 树 。 
b) 若 满 m 叉 树 有 i 个 内 点 ， 则 它 有 多 少 个 顶点 ?此 树 有 和 多少 个 树叶 ? 
a) 什 么 是 有 根 树 的 高 度 ? 
b) 什 么 是 平衡 树 ? 
©) 高 度 为 h 的 m 叉 树 可 以 有 多 少 个 树叶 ? 
. a) 什 么 是 二 叉 搜 索 树 ? 
b) 描 述 构造 二 叉 搜索 树 的 算法 。 
ce) 构造 单词 vireo、warbler、egret、grosbeak、nuthatch 和 kingfisher 的 二 叉 搜 索 树 。 
a) 什 么 是 前 缀 码 ? 
b) 二 又 树 如 何 表 示 前 缀 码 ? 
10. a) 定 义 前 序 遍 历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍 历 。 
b) 给 出 至 少 带 12 个 顶点 的 二 叉 树 的 前 序 遍 历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍 历 的 实例 。 
11. a) 解 释 如 何 用 前 序 遍 历 、 中 序 遍 历 和 后 序 遍历 来 求 算术 表达 式 的 前 缀 形式 、 中 缀 形式 和 后 缀 形式 。 
b) 画 出 表示 ((z 一 3) 十 ((zx / 4) 十 (z 一 y) 和 3)) 的 有 序 根 树 。 
ce) 求 在 b) 里 的 表达 式 的 前 级 和 后 绥 形 式 。 
12. 证 明 : 排序 含有 ?个 元 素 的 列表 ， 排 序 算法 所 使 用 的 比较 次 数 至 少 是 [log z! | 
13. a) 描 述 哈 夫 曼 编 码 算法 ， 这 个 算法 求 一 组 给 定 频率 的 符号 的 最 优 编码 。 
b) 用 哈 夫 曼 编 码 求 下 列 符号 和 频率 的 最 优 编码 : A : 0.2, B:0.1, C:0.3, C:0.4。 


un 


Py 


D 


» 


14. 画 出 取石 子 游戏 的 博弈 树 ， 假 设 初始 局 面 由 两 堆 石头 组 成 ， 分 别 含有 1 块 和 4 块 石头 。 假 如 两 个 选 


手 都 遵循 最 优 策略 的 话 ， 谁 将 赢得 游戏 呢 ? 
15. a) 什 么 是 简单 图 的 生成 树 ? 

b) 哪 些 简单 图 具有 生成 树 ? 

c) 描 述 需 要 求 出 简单 图 的 生成 树 的 应 用 ， 至 少 举 两 个 不 同 的 应 用 。 
16. a) 描 述 求 简单 图 里 生成 树 的 两 个 不 同 算法 。 


b) 用 你 所 选择 的 至 少 带 8 个 顶点 和 15 条 边 的 图 ， 来 解释 你 在 a) 里 所 描述 的 两 个 算法 是 如 何 求 简单 图 


的 生成 树 的 。 
17. a) 解 释 如 何 用 回 漳 来 确定 能 否 用 种 颜色 来 着 色 简 单 图 。 


b) 用 例子 说 明 如 何 用 回溯 来 证 明 : 色 数 等 于 4 的 图 不 能 用 3 种 颜色 来 着 色 , 但 是 可 以 用 4 种 颜色 
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来 着 色 。 


18. a) 什 么 是 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 ? 


b) 至 少 描述 出 两 个 不 同 的 、 需 要 求 出 连通 加 权 图 的 最 小 生成 树 的 应 用 。 


19. a) 描 述 求 最 小 生成 树 的 普 林 算 法 和 克 重 斯 卡尔 算法 。 


b) 用 至 少 带 8 个 顶点 和 15 条 边 的 图 ， 来 解释 克 鲁 斯 卡尔 算法 和 普 林 算 法 是 如 何 求 最 小 生成 树 的 。 


补充 练习 


* 1 


nw bh 


-a 


证 明 : 简单 图 是 树 当 且 仅 当 它 不 包含 简单 回路 ， 并 且 添 加 连接 两 个 不 相 邻 顶点 的 一 条 边 产生 的 新 图 恰 
好 有 一 条 简单 回路 图 (这 里 包含 相同 边 的 回路 只 算 作 一 个 ) 。 


. 有 多 少 种 非 同 构 的 带 6 个 顶点 的 有 根 树 ? 
. 证 明 : 每 一 个 至 少 有 一 条 边 的 树 都 至 少 有 两 个 悬挂 点 。 


证 明 : 有 "一 1 个 悬挂 点 的 、 带 有 ?个 顶点 的 树 必 然 同 构 于 天:,: 。 


. 带 有 ?个 顶点 的 树 的 顶点 的 度 之 和 是 什么 ? 
. 假定 中，d ，…，d 是 和 为 2n 一 2 的 个 正 整数 。 证明: 存在 一 个 带 有 ?个 顶点 的 树 ， 使 得 这 些 顶 点 


的 度 为 di， dao， (2 


. 证 明 : 每 个 树 都 是 可 平面 图 。 


8. 证 明 : 每 个 树 都 是 二 分 图 。 
9. 证 明 : 每 个 森林 都 可 以 用 两 种 颜色 来 着 色 。 


Ee 


k 度 B 树 是 一 个 有 根 树 ， 它 的 所 有 树叶 都 是 在 同一 层 上 ， 它 的 根 具有 至 少 两 个 并 且 至 多 & 个 孩子 ， 


除了 非 根 就 是 树叶 ， 并 且 除 了 根 外 每 个 内 点 有 至 少 [k/2] 个 但 不 超过 个 孩子 。 当 用 B 树 来 表示 计算 机 文 
件 时 ， 就 可 以 有 效 地 访问 这 些 文件 。 


10. 
亲生 卫 。 
* 12, 


画 出 3 种 不 同 的 高 度 为 4 的 3 度 B 树 。 

给 出 高 度 为 h 的 & 度 B 树 里 树叶 数 的 上 界 和 下 界 。 

给 出 有 7 个 树叶 的 & 度 B 树 的 高 度 的 上 界 和 下 界 。 

二 项 式 树 B; (i 二 0，1，2，…) 是 如 下 递归 定义 的 有 序 根 树 : 

基础 步骤 : 二 项 式 树 B。 是 具有 单个 顶点 的 树 。 

递归 步骤 : 设 k 是 非 负 整数 。 为 了 构造 二 项 式 树 Bi+ ， 把 Bi 的 一 个 副本 加 入 B 的 第 二 个 副本 , 方 


法 是 加 入 一 条 边 ， 这 条 边 让 Bx 的 第 一 个 副本 的 根 成 为 B 的 第 二 个 副本 的 最 左 子 。 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


对 k= 二 0，。1y 2， 3 4 面 出 3B。 

B: 有 多 少 个 顶点 ? 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

求 B; 的 高 度 。 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

Bi 在 深度 7 有 多 少 个 顶点 ?其 中 0 之 j 二 k。 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

B 的 根 的 度数 是 多 少 ? 证 明 你 的 答案 是 正确 的 。 

证 明 : Bs 中 度数 最 大 的 顶点 是 根 。 

车 有 根 树 下 满足 下 面 的 递归 定义 ， 则 称 它 为 Se 树 。 若 它 只 有 一 个 顶点 ， 则 它 是 So。 树 。 对 二 0 来 


说 ， 若 通过 把 一 个 S,_1 树 的 根 作为 一 个 新 树 的 根 ， 把 另外 一 个 Se-: 树 的 根 作为 新 树 的 根 的 孩子 ， 从 两 个 


19. 
20. 
¥* 21. 


1 树 来 建立 一 个 新 树 ， 则 这 个 新 树 是 S; 树 。 

对 & 王 0，1，2，3，4， 画 出 一 个 Si 树 。 

证 明 : Si 树 有 2* 个 顶点 并 且 在 & 层 上 有 唯一 一 个 项 点。 在 & 层 上 的 这 个 顶点 称 为 柄 。 

假定 工 是 带 有 柄 的 Sx 树 。 证 明 : 下 可 以 从 根 分别 为 王 ， ra"…re-1 的 不 相交 的 树 Toy Tvy es wT 
来 获得 ， 其 中 v 不 在 这 些 树 的 任何 一 个 中 ， 对 i 二 0，1，…,，& 一 1 来 说 ，T; 是 通过 对 i 二 0，1,，…， 
k 一 2， 连 接 v 到 wo 并且 连接 r; 到 ~i+i 得 到 的 S; 树 。 

有 序 根 树 在 层 顺 序 下 的 顶点 列表 从 根 开始 ， 接 着 是 从 左 到 右 在 1 层 上 的 顶点 ， 从 左 到 右 在 2 层 上 的 


, 顶点， 以 此 类 推 。 


22. 
23. 
* 24. 


列 出 11. 3 节 图 3 和 图 9 中 的 有 序 根 树 在 层 顺序 下 的 顶点 列表 。 
设计 列 出 有 序 根 树 在 层 顺序 下 的 顶点 列表 的 算法 。 
设计 一 种 算法 ,确定 一 组 通用 地 址 能 否 成 为 有 根 树 的 树叶 地 址 。 
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25, 设计 从 树叶 的 通用 地 址 来 构造 有 根 树 的 算法 。 

图 的 割 集 是 边 的 集合 ， 使 得 删除 这 些 边 就 产生 一 个 子 图 ， 这 个 子 图 的 连通 分 支 比 原来 的 图 要 多 ， 但 
是 这 些 边 的 任何 真子 集 都 没有 这 个 性 质 。 
26. 证 明 : 图 的 割 集 必然 与 这 个 图 的 任何 生成 树 都 有 至 少 一 条 公共 边 。 

仙人 掌 图 是 连通 图 ， 其 中 没有 边 是 在 多 于 一 条 的 简单 回路 上 ， 这 些 简 单 回路 不 经 过 除了 起 点 以 外 的 
任何 顶点 超过 一 次 ， 而 且 不 在 除了 终点 以 外 的 其 他 地 方 经 过 起 点 (其 中 不 认为 由 相同 的 边 所 组 成 的 两 个 回 
路 是 不 同 的 )。 
27. 下 面 的 图 哪些 是 仙人 掌 图 ? 


中 


28. 树 是 否 必然 是 仙人 掌 图 ? 
29. 证 明 : 若 在 树 里 添加 一 条 回路 ， 它 包含 一 些 起 止 于 树 里 顶点 上 的 新 边 ， 则 形成 一 个 仙人 掌 图 。 
* 30. 证 明 : 若 在 连通 图 里 ， 每 条 不 经 过 任何 顶点 ( 除 起 点 以 外 ) 超 过 一 次 的 回路 都 包含 奇数 条 边 ， 则 这 个 
图 必然 是 仙人 掌 图 。 
简单 图 G 的 限制 度数 生成 树 具 有 下 面 性 质 ， 在 这 个 树 中 顶点 的 度 不 能 超过 某 个 规定 的 界限 。 限 制度 
数 生成 树 在 运输 系统 的 模型 (该 模型 在 交叉 路 口 处 的 道路 数目 是 有 限 的 )、 在 通信 网 络 的 模型 (该 模型 进入 
一 个 结 点 的 连接 数目 是 有 限 的 ) 等 很 多 模型 中 都 很 有 用 。 
在 练习 31 一 33 中 ， 求 所 给 图 的 限制 度数 生成 树 ， 其 中 每 个 顶点 的 度 都 小 于 或 等 于 3， 或 者 证 明 不 存 
在 这 样 的 生成 树 。 
31. 32. b 


wr en 
2 语 


34. 证 明 : 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 2 的 简单 图 的 限制 度数 生成 树 包含 该 i 二 条 哈密 顿 通路 ， 
35. 若 可 以 用 整数 1，2，…，n 来 标记 带 有 个 顶点 的 树 的 顶点 ， 使 得 相 邻 项 点 的 标记 之 差 的 绝对 值 都 
是 不 同 的 ， 则 称 这 棵 树 为 优美 的 。 证 明 : 下 面 的 树 都 是 优美 的 。 


毛虫 图 是 含有 一 条 简单 通路 的 树 ， 使 得 不 包含 在 这 条 通路 中 的 每 个 顶点 都 与 这 条 通路 中 的 一 个 顶点 
相 邻 。 
36. 练习 35 的 图 ， 哪 些 是 毛虫 图 ? 
37. 带 6 个 顶点 的 互 不 同 构 的 毛虫 图 有 和 多少 种 ? 
xx 38. a) 证 明 或 反 证 : 其 边 形成 一 条 唯一 通路 的 所 有 树 都 是 优美 的 。 
b) 证 明 或 反 证 : 所 有 的 毛虫 图 都 是 优美 的 。 
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39, 


40. 
41. 


42. 


43. 


44. 


假设 在 一 个 很 长 的 位 串 中 ， 位 0 出 现 的 频率 是 0.9， 位 1 出 现 的 频率 是 0.1， 并 且 位 都 是 独立 地 出 
现 的 。 

a) 为 4 个 2 位 的 块 00、01、10 和 11 构造 哈 夫 曼 编 码 。 用 这 个 编码 来 编码 一 个 位 串 ， 所 需要 的 平均 位 
数 是 多 少 ? 

b) 为 8 个 3 位 的 块 构造 哈 夫 曼 编码 。 用 这 个 编码 来 编码 一 个 位 串 ， 所 需要 的 平均 位 数 是 多 少 ? 
假设 G 是 没有 回路 的 有 向 图 。 描 述 如 何 用 深度 优先 搜索 来 完成 G 的 顶点 的 拓扑 排序 。 

假定 e 是 加 权 图 里 与 顶点 v 关联 的 一 条 边 ， 使 得 e 的 权 不 超过 与 顶点 v 关联 的 任何 其 他 边 的 权 。 证 
明 : 存在 一 棵 包含 这 条 边 的 最 小 生成 树 。 

3 对 夫妇 到 达 一 条 河流 的 岸 边 。 每 个 妻子 都 容易 嫉妒 ， 当 她 的 丈夫 与 其 他 的 妻子 (或 其 他 人 ) 在 一 起 ， 
但 是 她 不 在 场 时 ， 她 就 不 信任 她 的 丈夫 。6 个 人 如 何 用 一 条 只 能 装载 不 超过 两 个 人 的 船 来 渡河 ， 使 得 
每 位 丈夫 无 法 与 妻子 之 外 的 女人 单独 相处 ?解答 时 使 用 图 论 模型 。 

证 明 : 若 在 加 权 图 里 没有 两 条 边 具 有 相同 的 权 ， 则 在 每 个 最 小 生成 树 里 都 包含 着 与 项 点 v 关联 的 权 
最 小 的 边 。 

求 下 面 两 个 图 的 最 小 生成 树 ， 其 中 在 生成 树 里 每 个 顶点 的 度 都 不 超过 2。 

a) 4 局 b) 5 





e £ 2 8 
设 G=(V，E) 是 有 向 图 , > 是 G 中 的 顶点 。 以 7 为 根 的 G 的 树 形 图 是 G 的 子 图 T= 二 (V，F), 使 得 T 


的 基本 无 向 图 是 G 的 基本 无 向 图 的 生成 树 且 对 于 每 个 vEV, 在 工 中 都 有 一 条 从 ”~ 到 wv 的 通路 (考虑 边 的 
方向 ) 。 


45. 


46. 


47. 


证 明 : G==(V，E) 的 子 图 T=(V，F) 是 以 7+ 为 根 的 G 的 树 形 图 ， 当 且 仅 当 工 包含 r， 工 中 没有 简单 
回路 ， 对 工 中 每 一 个 非 ~ 的 顶点 wzEV，deg (o) 一 1。 

证 明 : 有 向 图 G==(V，E) 有 一 个 以 + 为 根 的 树 形 图 ， 当 且 仅 当 每 一 个 顶点 vEY， 有 一 条 从 > 到"v 的 

有 向 通路 。 

在 本 练习 中 ， 将 开发 一 个 求 有 向 图 G=(V，E) 的 强 连 通 分 支 的 算法 。 当 有 一 条 从 v 到 的 有 向 通路 

时 ， 顶 点 wEV 是 从 顶点 vEV 可 到 达 。 

a) 解 释 如 何 用 有 向 图 G 中 的 宽度 优先 搜索 ， 求 从 顶点 vwEC 可 达 的 所 有 顶点 。 

b) 解 释 如 何 用 Ge 中 的 宽度 优先 搜索 ， 求 从 顶点 v€G 可 达 的 所 有 顶点 。(G”™ 是 把 G 中 所 有 边 的 方 
向 取 反 后 得 到 的 有 向 图 。) 

c) 解 释 如 何 使 用 a) 和 b) 构 造 一 个 求 有 向 图 G 的 强 连通 分 支 的 算法 ， 并 且 解 释 你 所 设计 的 算法 的 正 
确 性 。 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


© ADD 王 


. 给 定 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 确 定 这 个 图 是 不 是 树 。 

. 给 定 有 根 树 的 相 邻 矩阵 和 这 棵 树 的 一 个 顶点 ， 求 出 这 个 顶点 的 父母 、 孩 子 、 祖 先 、 后 代 和 层 数 。 
. 给 定 有 根 树 的 边 的 列表 和 这 棵 树 的 一 个 顶点 ， 求 出 这 个 顶点 的 父母 、 孩 子 、 祖 先 、 后 代 和 层 数 。 
. 给 定 元 素 的 列表 ， 构 造 包 含 这 些 元 素 的 二 又 搜索 树 。 

. 给 定 二 又 搜索 树 和 一 个 元 素 ， 在 这 个 二 又 搜 索 树 里 求 出 这 个 元 素 的 位 置 或 添加 这 个 元 素 。 

.给 定 有 序 根 树 的 边 的 有 序列 表 ， 末 出 它 的 边 的 通用 地 址 。 

. 给 定 有 序 根 树 的 边 的 有 序列 表 ， 以 前 序 、 中 序 和 后 序列 出 它 的 顶点 。 

. 给 定 前 级 形式 的 算术 表达 式 ， 求 它 的 值 。 

.给 定 后 级 形 式 的 算术 表达 式 ， 求 它 的 值 。 


10. 给 定 一 组 符号 的 频率 ， 用 哈 夫 曼 编码 来 求 这 些 符号 的 最 优 编码 。 


11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


树 689 











给 定 取 石子 游戏 的 开局 ， 确 定 第 一 个 选手 的 最 优 策略 。 

给 定 连通 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 用 深度 优先 搜索 找 出 这 个 图 的 生成 树 。 

给 定 连通 无 向 简单 图 的 相 邻 矩 阵 ， 用 宽度 优先 搜索 找 出 这 个 图 的 生成 树 。 

给 定 一 组 正 整 数 和 一 个 正 整数 N， 利 用 回溯 求 这 些 整数 的 一 个 子 集 ， 使 其 和 为 N。 

给 定 无 向 简单 图 的 相 邻 矩阵 ， 若 有 可 能 ， 则 利用 回溯 ， 用 3 种 颜色 为 这 个 图 着 色 。 

给 定 一 个 正 整数 xn， 利用 回溯 来 解决 n 皇后 问题 。 

给 定 加 权 无 向 连通 图 的 边 的 列表 和 它们 的 权 ， 用 普 林 算 法 求 这 个 图 的 最 小 生成 树 。 

给 定 加 权 无 向 连通 图 的 边 的 列表 和 它们 的 权 ， 用 克 鲁 斯 卡尔 算法 求 这 个 图 的 最 小 生成 树 。 


计算 和 探索 


用 


7 
8. 


一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 面 的 练习 。 

. 显示 所 有 的 带 有 6 个 顶点 的 树 。 

. 显示 全 部 的 互 不 同 构 的 带 有 7 个 顶点 的 树 。 

. 根据 ASCII 码 字符 在 典型 输入 中 出 现 的 频率 ， 构 造 它 们 的 哈 夫 曼 编码 。 

. 对 ?一 1，2，3，4，5，6， 计 算 K, 的 不 同 的 生成 树 的 个 数 。 当 是 正 整数 时 ， 猜 想 这 种 生成 树 的 个 数 


的 公式 。 


.对 于 nn 二 100、n 二 1000 和 二 10 000 来 说 ， 比 较 排 序 个 从 小 于 1 000 000 的 正 整 数 的 集合 中 随机 选择 


的 正 整 数 所 需要 的 比较 次 数 ， 使 用 选择 排序 、 插 入 排序 、 归 并 排序 和 快速 排序 。 


.对 于 不 超过 10 的 所 有 正 整 数 n 来 说 ， 计 算 在 nXn 棋盘 上 放置 n 个 皇后 ， 使 得 这 些 皇 后 不 能 互相 攻击 


的 不 同方 式 数 。 
求 把 美国 50 个 州 的 首府 互相 连接 起 来 的 图 的 最 小 生成 树 ， 其 中 每 条 边 上 的 权 是 首府 之 间 的 距离 。 
画 出 4X4 棋盘 上 跳棋 游戏 的 完全 博弈 树 。 


写作 课题 
用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


oD- 


. 解释 凯 莱 如 何 用 树 来 枚 举 特定 类 型 的 碳水 化 合 物 的 个 数 。 

. 解 炎 在 研究 进化 论 时 ， 如 何 使 用 树 表示 祖先 关系 。 

,讨论 分 层 的 簇 树 以 及 如 何 使 用 它们 。 

. 定义 AVL 树 ( 有 时 也 称 为 高 度 平 衡 树 ) 。 解 释 如 何以 及 为 什么 在 许多 不 同 的 算法 中 都 用 到 AVL 树 。 

. 定义 四 叉 树 并 解释 如 何 用 四 叉 树 来 表示 图 像 。 描 述 如 何 通过 操纵 对 应 的 四 叉 树 来 旋转 、 缩 放 和 转换 


图 像 。 


. 定义 一 个 堆 ， 并 解释 如 何 把 树 转化 成 堆 。 堆 为 什么 在 排序 中 有 用 ? 

. 描述 针对 连续 读 人 字符 时 字母 频率 发 生变 化 的 数据 压缩 的 动态 规划 算法 ， 比 如 自 适 应 哈 夫 曼 编码 。 
. 解释 如 何 用 -8 剪 枝 来 简化 对 博弈 树 的 值 的 计算 。 

. 描述 下 棋 程序 (比如 深蓝 ) 所 使 用 的 技术 。 

. 为 树 网 这 种 类 型 的 图 下 定义 。 解 释 这 种 图 如 何 用 在 非常 大 的 系统 集成 和 并 行 计算 中 。 

. 讨论 在 全 组 播 中 避免 路 由 器 之 间 回 路 所 用 的 算法 。 

. 描述 基于 深度 优先 搜索 来 求 图 的 断 点 的 算法 。 

. 描述 基于 深度 优先 搜索 来 求 有 向 图 的 强 连通 分 支 的 算法 。 

. 描述 在 Web 上 不 同 搜索 引擎 的 网 络 私 虫 和 网 络 蜘蛛 所 用 的 搜索 技术 。 

. 描述 求 图 的 最 小 生成 树 的 算法 ， 使 得 生成 树 上 任意 顶点 的 最 大 度数 不 超过 一 个 固定 的 常数 &A。 
. 就 复杂 度 和 应 用 场合 而 言 ， 对 一 些 最 重要 的 排序 算法 进行 比较 。 

. 讨论 构造 最 小 生成 树 的 算法 的 历史 和 起 源 。 

. 描述 产生 随机 树 的 算法 。 
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布尔 代数 


计算 机 和 其 他 电子 设备 中 的 电路 都 有 输入 和 和 输出， 输入 是 0 或 1， 输 出 也 是 0 或 1。 电 路 
可 以 用 任何 具有 两 个 不 同 状态 的 基本 元 件 来 构造 ， 开 关 和 光学 装置 都 是 这 样 的 元 件 ， 开 关 可 
能 处 于 开 或 关 的 位 置 ， 光 学 装置 可 能 是 点 亮 或 未 点 亮 的 。1854 年 ， 乔治 ， 布 尔 (George 
Boole) 在 《The Laws of Thought)》 一 书 中 第 一 次 给 出 了 逻辑 的 基本 规则 。1938 年 ， 克 劳 德 。 香 
农 (Claude Shannon) 揭 示 了 怎么 用 逻辑 的 基本 规则 来 设计 电路 ， 这 些 基 本 规则 形成 了 布尔 代 
数 的 基础 。 本 章 将 逐步 展开 布尔 代数 基本 性 质 的 讨论 。 电 路 的 操作 可 以 用 布尔 函数 来 定义 ， 
这 样 的 布尔 函数 对 任意 一 组 输入 都 能 指出 其 输出 的 值 。 构 造 电 路 的 第 一 步 是 用 由 布尔 代数 的 
基本 运算 构造 的 表达 式 来 表示 布尔 函数 。 我 们 将 介绍 一 个 能 产生 这 些 表 达 式 的 算法 ， 所 得 到 
的 表达 式 可 能 包含 一 些 宛 余 运算 。 本 章 的 后 面部 分 将 描述 一 个 求 表 达 式 的 方法 ， 求 得 的 表达 
式 中 所 包含 的 和 与 积 的 个 数 是 表示 一 个 布尔 函数 所 需 数 量 中 最 少 的 。 将 要 展开 讨论 的 这 些 方 
法 称 为 卡 诺 (Karnaugh) 图 方法 和 奎 因 莫 可 拉 斯 基 (Quine-McCluskey) 方 法 ， 它们 对 于 有 效 电 路 
的 设计 十 分 重要 。 


12. 1 布尔 函数 
12.1.1 引言 


布尔 代数 提供 的 是 集合 {0，1} 上 的 运算 和 规则 ， 这 个 集合 及 布尔 代数 的 规则 还 可 以 用 来 研 
究 电子 和 光学 开关 。 我 们 用 得 最 多 的 三 个 布尔 代数 运算 是 补 、 布 尔 和 与 布尔 积 。 元 素 的 补 用 上 
划 线 加 以 标记 ， 其 定义 为 : 0=1，1= 二 0。 布尔 和 记 为 十 或 OR， 它 的 值 如 下 : 
1 二 1 二 1，1 和 十 0 二 1，0 十 1 = 二 1，0 十 0 二 0 
布尔 积 记 为 。 或 AND， 它 的 值 如 下 : 
11:1=1, 1.60= 二 0, 0。e。1=0, 0。0 一 0 
在 不 引起 混淆 时 ， 可 以 删 去 。， 就 像 写 代数 积 时 一 样 。 除 非 使 用 括号 ， 否 则 布尔 运算 的 优 
先 级 规则 是 : 首先 计算 所 有 补 ， 然 后 是 布尔 积 ， 然 后 是 布尔 和 ， 如 例 1 所 示 。 
例 1 计算 1. 0 二 (CO 二 1) 的 值 。 
解 ”根据 补 、 布 尔 积 与 布尔 和 的 定义 ， 得 到 
1。0 十 (0 十 1) =0 十 1 
一 0 十 0 4 
一 0 
补 、 布 尔 和 与 布尔 积分 别 对 应 于 逻辑 运算 7”、V 和 人 ， 且 0 对 应 于 了 ( 假 )，1 对 应 于 T( 真 )。 
布尔 代数 中 的 恒等式 可 以 直接 转换 为 复合 命题 中 的 等 价 式 。 反 之 ， 复 合 命题 中 的 等 价 式 也 可 以 
转换 为 布尔 代数 中 的 恒等式 。 本 节 后 面部 分 将 会 介绍 ， 为 什么 这 些 转 换 产 生 有 效 的 逻辑 等 价 式 
和 布尔 代数 恒等式 。 例 2 显示 了 如 何 把 布尔 代数 恒等式 转换 为 命题 逻辑 等 价 式 。 
例 2 把 例 1 中 的 恒等式 1. 0 十 (0 十 1) 二 0 转换 成 逻辑 等 价 式 。 
解 ” 把 恒等式 中 的 1 转换 成 T、0 转换 成 Ff、 布尔 和 转换 成 析 取 、 布 尔 积 转 换 成 合 取 、 补 
转换 成 否定 ， 就 可 以 得 到 人 逻辑 等 价 式 
(TAF)V-J (TVR =F 4 
下 面 的 例 3 显示 了 如 何 把 命题 逻辑 等 价 式 转换 为 布尔 代数 恒等式 。 
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例 3 把 逻辑 等 价 式 (TAT) VE T 转 换 成 布尔 代数 恒等式 。 

解 ”把 逻辑 等 价 式 中 的 了 转换 成 1、 卫 转换 成 0、 析 取 转 换 成 布尔 和 、 合 取 转 换 成 布尔 积 、 
否定 转换 成 补 ， 就 可 以 得 到 布尔 代数 恒等式 
(1.1)+0=1 本 


12. 1.2 布尔 表达 式 和 布尔 函数 

设 B 二 {0, 1}, 则 B"={(zi， zi， "ZX,) |xi;€E€B，1<i<n} 是 由 0 和 1 能 构成 的 所 及 n 
元 组 的 集合 。 变 元 x 如 果 仅 从 B 中 取 值 ， 则 称 该 变 元 为 布尔 变 元 ， 即 它 的 值 只 可 能 为 0 或 1。 
从 B" 到 B 的 函数 称 为 n 元 布尔 函数 。 

例 4 从 布尔 变 元 有 序 对 的 取 值 集合 到 集合 {0，1}) 的 函数 F(x，y) 二 zy 就 是 一 个 2 元 布尔 


函数 ， 且 F(1，1)= 二 0，F(1,0) 二 1]，F(0,，1) 二 0，F(0，0) 二 0。 下 的 值 如 表 1 所 示 。 本 
布尔 函数 也 可 用 由 变 元 和 布尔 运算 构成 的 表达 式 来 表示 。 关 于 变 元 表 1 
ZI19 IT29 “9 Tn 的 布尔 表达 式 可 以 递归 地 定义 如 下 : 


DO, Ly rs sp 是 布尔 表达 式 ; 

2) 如 果 巨 和 包 是 布尔 表达 式 ， 则 巨 、(EE,) 和 (EE 十 E,) 是 布尔 表 
达 式 。 

每 个 布尔 表达 式 表 示 一 个 布尔 函数 ， 此 函数 的 值 是 通过 在 表达 式 中 
用 0 和 1 替换 变 元 得 到 的 。 在 12. 2 节 中 我 们 将 介绍 怎么 用 布尔 表达 式 来 表示 布尔 函数 。 

例 5 求 由 F(z，y，z) 二 zy 十 z 表 示 的 布尔 函数 的 值 。 

解 ” 这 个 函数 的 值 由 表 2 表示 。 本 














克 劳 德 ， 艾 尔 伍德 .香农 (Claude Elwood Shannon，1916 一 2001) 1916 年 ， 香 农 
出 生 于 密歇根 州 的 配 托 斯 基 (Petoskey) ， 并 在 盖 劳 得 (Gaylod) 长 大 。 他 的 父亲 是 商人 
同时 也 是 遗嘱 检验 法 官 ， 母 亲 是 语言 教师 兼 中 学 校长 。1936 年 ， 他 毕业 于 密歇根 大 
学 ， 之 后 他 来 到 了 麻 省 理工 学 院 继续 学 业 ， 并 得 到 了 一 份 维护 微分 分 析 器 的 工作 。 这 
种 机 器 是 由 轴 和 齿轮 构成 的 机 械 计算 装置 ， 由 他 的 硕士 论文 指导 老师 文 那 瓦 。 布 什 
(Vannevar Bush) 构 建 。 他 的 硕士 论文 写 于 1936 年 ， 主 要 研究 微分 分 析 器 的 逻辑 性 质 。 
他 在 论文 中 第 一 次 提出 了 布尔 代数 在 开关 电路 设计 中 的 应 用 ， 使 得 这 几乎 成 为 了 20 
世纪 最 著名 的 硕士 论文 。1940 年 ， 他 在 麻 省 理工 学 院 获 得 博士 学 位 ， 同 年 加 入 贝尔 实验 室 。 在 这 里 他 主 
要 负责 数据 有 效 传输 方面 的 工作 ， 他 也 是 首 批 用 位 表示 信息 的 人 之 一 。 同 时 ， 他 还 从 事 确 定 电 话 线 所 能 
承载 的 流量 方面 的 研究 。 香 农 对 信息 论 做 出 了 卓越 的 贡献 。 在 20 世纪 50 年 代 初 期 ,他 是 人 工 智能 的 主 
要 莫 基 人 之 一 。1956 年 ， 他 来 到 麻 省 理工 学 院 继续 从 事 信息 论 研究 。 

香农 有 不 合 传统 的 一 面 。 他 被 认为 是 以 火箭 为 动力 的 塑料 玩具 飞盘 的 发 明 者 。 他 曾 在 贝尔 实验 室 的 
门厅 里 骑 着 单 轮 脚 踏 车 ， 并 同时 要 着 4 个 球 ， 也 因此 成 了 家 喻 户 晓 的 名 人 人。 香农 50 岁 就 退休 了 ， 但 在 其 
后 的 十 多 年 中 还 零星 地 发 表 了 一 些 文章 。 他 在 晚年 将 精力 主要 放 在 了 研制 一 些 宠物 用 品 上 ， 例 如 他 建造 
了 机 动 化 的 跳跃 用 高 跷 杖 。 和 香农 曾 经 说 过 一 句 很 有 意思 的 话 :“ 我 可 以 想象 ， 我 们 成 为 机 器 人 ， 狗 成 为 人 
的 时 代 将 会 到 来 ,我 为 机 器 鼓 气 加 油 .” 这 人 句 话 发 表 在 1987 年 的 (Omni Magazine》 杂 志 上 。 
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注意 ,布尔 函数 还 可 用 图 形 来 表示 ,方法 是 : 将 nn 元 二 进 制 数组 与 4 方 体 的 顶点 一 一 对 
应 ， 再 标 出 那些 函数 值 为 1 的 项 点。 

例 6 例 5 中 从 B 到 B 的 函数 F(z，y，z) 二 xy 十 z 可 如 下 表示 : 标 出 满足 FCz，y，z) 一 1 
的 卫 个 3 元 组 (tly 57 0 O07 C0» 1T, 0 和 (05 0 





0) 所 对 应 的 顶点 。 如 图 1 所 示 ， 这 些 顶 点 用 实心 的 黑 圈 标 出 。 4 

nn 个 变 元 的 布尔 函数 下 和 G 是 相等 的 ， 当 上 且 仅 当 Fb ， 包 ，…， 忆 ) 一 
GlB1,b，…，b,)， 其 中 61，6b,，…，, ,b, 属于 B. 表示 同一 个 函数 的 不 
同 的 布尔 表达 式 称 为 是 等 价 的 。 例 如 ， 布 尔 表 达 式 zy、zy 十 0 和 zy* 1 
都 是 等 价 的 。 布尔 函数 下 的 补 函 数 是 F， 其 中 F(z，…， zx,) 王 
F(zi， ,Zs)。 设 下 和 G 是 n 元 布尔 函数 ， 函 数 的 布尔 和 下 十 G 与 布 
尔 积 FG 分 别 定义 为 


(F+O (mw ys) = RP(B mT,) | G(r sm ) 
(FGIMNRi os) = P(r ym) G(R ye ys) 
2 元 布尔 函数 是 从 一 个 4 个 元 素 的 集合 到 B 的 函数 ， 这 4 个 元 素 是 B= 二 {0，1)}) 中 元 素 构 成 
的 元 素 对 ，B 是 有 2 个 元 素 的 集合 。 因 此 有 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 。 在 表 3 中， 我 们 列 出 了 
这 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 的 值 ， 这 16 个 不 同 的 2 元 布尔 函数 记 为 J Tos "3 Piss 


表 3 16 个 2 元 布尔 函数 


已 
1 1 0 0 0 0 0 0 


0 





1 1 0 
1 1 | 
1 0 1 


0 0 
0 0 
1 0 





例 7 有 和 多少 个 不 同 的 nn 元 布尔 函数 ? 

解 ” 由 计数 的 乘积 法 则 可 知 : 有 2" 个 由 0 和 1 构成 的 不 同 的 n 元 组 。 因 为 布尔 函数 就 是 对 
这 2" 个 元 组 中 的 每 一 个 进行 赋值 ， 所 以 乘积 法 则 表明 有 2” 个 不 同 的 元 布尔 函数 。 本 

表 4 列 出 了 1 一 6 元 不 同 布尔 函数 的 个 数 。 这 种 函数 的 个 数 增 长 非常 快 。 


表 4 度 布尔 函数 的 个 数 








65 536 
4294967 296 
18 446 744 073 709 551 616 






12.1.3 布尔 代数 恒等式 
布尔 代数 有 许多 恒等式 ， 表 5 列 出 了 其 中 最 重要 的 恒等式 。 这 些 恒等式 对 于 电路 设计 的 简 
化 特别 有 用 。 表 5 中 的 每 个 恒等式 都 可 以 用 表 来 证 明 。 例 8 就 以 这 种 方法 证 明了 一 个 分 配 律 。 
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其 余 性 质 的 证 明 留 作 练习 。 
表 5 布尔 恒等式 








工 十 yz 三 (ZX 十 y) (Xz 十 z) 


ZX(y 二 2z2)=zxy+zxz 








ZX 十 (y 十 z) 二 (zx 十 y) 十 z 
Z(yZ) 一 (Zy) 工 





例 8 证 明 分 配 律 zx(y 十 z) 王 zy 十 zz 是 正确 的 。 
解 ” 表 6 表示 了 此 恒等式 的 验证 。 这 个 恒等式 成 立 ， 因 为 此 表 的 最 后 两 列 相同 。 司 








x(y 二 z) 





< 











OO OO ~ pp OO OO ~ ~ 


1 
1 
1 
0 
0 
0 
0 
0 





OO OO oO oO oO oo ~ ~ 
SO OO ©O oO oO ~ OO pp» 





© 





读者 应 该 将 表 5 中 的 布尔 恒等式 与 1. 3 节 表 6 中 的 逻辑 等 价 式 和 2. 2 节 表 1 中 的 集合 恒 等 
式 相 比较 。 所 有 这 些 都 是 一 个 更 抽象 结构 中 恒等式 集合 的 特殊 情形 。 每 个 恒等式 集合 都 可 以 通 
过 适当 的 转换 得 到 。 例 如 ， 通 过 把 布尔 变 元 变 为 命题 变 元 、0 变 为 了 、1 变 为 T、 布 尔 和 变 为 析 
取 、 布 尔 积 变 为 合 取 以 及 补 变 为 否定 ， 这 样 就 可 以 把 表 5 中 的 布尔 恒等式 转换 成 逻辑 等 价 式 ， 
如 例 9 所 示 。 

例 9 把 表 5 中 的 分 配 律 zx 十 yz 一 (Zz 十 y)(Cz 十 z) 转 换 成 逻辑 等 价 式 。 

解 ” 为 了 把 布尔 恒等式 转换 成 逻辑 等 价 式 ， 首 先 需 要 把 布尔 变 元 变 为 命题 变 元 。 这 里 的 布 
尔 变 元 z+、y 和 zz 分 别 变 为 命题 变 元 p、g 和 r。 然 后 把 布尔 和 变 为 析 取 ， 布 尔 积 变 为 合 取 (注意 
在 这 个 布尔 恒等式 中 ，0、1 和 补 都 没有 出 现 ) 。 这 样 就 把 此 布尔 恒等式 转换 成 了 膛 辑 等 价 式 

pVlgA7n a=(pVaq A(pV7) 

此 逻辑 等 价 式 是 1. 3 节 表 6 中 命题 逻辑 的 一 个 分 配 律 。 a 

布尔 代数 中 的 恒等式 可 以 用 来 证 明 其 他 的 恒等式 ， 如 例 10 所 示 。 

例 10 用 表 5 所 示 的 布尔 代数 的 其 他 恒等式 证 明 吸 收 律 x(x 十 y) 二 x( 这 称 为 吸收 律 ， 因 为 
将 zx 十 y 吸收 进而 保持 xz 不 变 。) 

解 ” 推 导 此 恒等式 的 步骤 以 及 每 步 使 用 的 定律 如 下 : 


xemiez 
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ZX(X 十 y) 二 (x 十 0)(z 十 y) 布尔 和 的 同一 律 


oO 布尔 和 对 布尔 积 的 分 配 律 

Yd 布尔 积 的 交换 律 4 
= 二 四 布尔 积 的 支配 律 

一 工 布尔 和 的 同一 律 


12. 1.4 对 偶 性 

表 5 中 的 恒等式 都 是 成 对 出 现 的 (除了 双重 补 律 、 单 位 元 性 质 及 零 元 性 质 外 ) 。 为 了 解释 每 
一 对 人 重 等 式 中 两 个 式 子 的 关系 ， 我 们 使 用 “对 偶 ” 这 个 概念 。 一 个 布尔 表达 式 的 对 偶 可 用 如 下 方 
法 得 到 : 交换 布尔 和 与 布尔 积 ， 并 交换 0 与 1 。 

例 11 写 出 z(Cy 十 0) 和 元 。 1 十 (7 十 z) 的 对 偶 。 

解 ”在 这 两 个 表达 式 中 交换 符号 十 和 “。 以 及 0 和 1， 就 产生 它们 的 对 偶 ， 这 两 个 对 偶 分 别 
是 x 十 (y*。1) 和 (十 0) (3z)。 本 

布尔 表达 式 所 表示 的 布尔 函数 下 的 对 偶 是 由 这 个 表达 式 的 对 偶 所 表示 的 函数 ， 这 个 对 偶 函 
数 记 为 天 ， 它 不 依赖 于 表示 下 的 那个 特定 的 布尔 表达 式 。 对 于 由 布尔 表达 式 表 示 的 函数 的 恒 
等 式 ， 当 取 恒 等 式 两 边 的 函数 的 对 偶 时 ， 等 式 仍然 成 立 ( 原 因 参 见 练习 30) ， 此 结果 叫做 对 偶 
性 原理 ， 它 对 于 获得 新 的 恒等式 十 分 有 用 。 

例 12 通过 取 对 偶 的 方法 ， 用 吸收 律 x(z 十 y) = 二 z 构 造 一 个 恒等式 。 

解 ” 取 此 恒等式 两 边 的 对 偶 ， 得 到 恒等式 xz 十 zy 二 x， 它 也 称 为 吸收 律 ， 见 表 5。 本 


12.1.5 布尔 代数 的 抽象 定义 

虽然 本 节 着 重 讨论 布尔 函数 和 表达 式 ， 但 所 有 的 结论 都 可 以 转换 成 关于 命题 的 结论 ， 也 可 
以 转换 成 关于 集合 的 结论 。 因 此 ， 抽 象 地 定义 布尔 代数 十 分 有 用 。 一 旦 一 个 特定 的 结构 被 证 明 
是 布尔 代数 ， 则 所 有 关于 布尔 代数 的 一 般 结 果 都 可 应 用 于 这 个 特定 的 结构 。 

布尔 代数 可 以 用 多 种 方法 来 定义 ， 最 常用 的 方法 是 指明 运算 所 必须 满足 的 性 质 ， 如 定义 1 
所 示 。 

一 个 布尔 代数 是 一 个 集合 B， 它 有 两 个 二 元 运算 V 和 八 、 元 素 0 和 1， 以 及 一 个 
一 元 运算 ， 且 对 吾 中 的 所 有 元 素 和 >z， 下 列 性 质 成 立 : 


| 
和 i 

CC on 
Nt Ce 
i 分 配 律 


xXNAN(yVz)=(zAyV (zrAz) 

使 用 定义 1 所 给 的 定律 ， 可 以 证 明 ， 对 于 每 个 布尔 代数 , 许多 其 他 的 定律 成 立 ， 例 如 短 等 
律 和 支配 律 。( 见 练习 35 一 42。) 

以 前 讨论 过 ，B 二 {0，1} 连 同 OR、AND 运算 及 “ 补 ” 运 算 满 足 所 有 这 些 性 质 。 有 nn 个 变 元 
的 所 有 命题 构成 的 集合 ， 连 同 V 和 人 运算 、E 和 T 及 "“ 非 ?运算 ， 也 满足 布尔 代数 的 所 有 性 质 ， 
这 可 以 从 1. 3 节 中 的 表 6 看 出 来 。 类 似 地 ， 一 个 全 集 U 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 ， 连 同 并 和 交 运 
算 、 空 集 和 全 集 以 及 集合 的 补 运 算是 一 个 布尔 代数 ， 这 可 以 从 2.2 节 的 表 1 中 看 出 来 。 所 以 ， 


为 
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了 建立 关于 布尔 表达 式 、 命 题 和 集合 的 结果 ， 我 们 只 要 证 明 关 于 抽象 布尔 代数 的 结果 即 可 。 
布尔 代数 也 可 以 用 第 9 章 中 所 讨论 的 格 的 概念 来 定义 。 一 个 格 工 是 一 个 偏 序 集 ， 其 每 对 


元 素 xz、y 都 有 一 个 最 小 上 界 ， 记 为 lub(x，y)， 也 有 一 个 最 大 下 界 ， 记 为 glbCz，y) 。 给 定 工 
的 两 个 元 素 和 y， 我 们 可 以 定义 工 的 两 个 运算 V 和 人 如 下 : XV y= lub(zx,，y)， 
工人 y 一 glb(z，y) 。 


要 使 一 个 格 工 成 为 定义 1 中 所 定义 的 布尔 代数 ， 它 必须 还 有 两 个 性 质 。 第 一 ， 它 必须 是 有 


补 的 。 为 使 一 个 格 成 为 有 补 的 ， 它 必须 有 一 个 最 小 元 素 0 和 一 个 最 大 元 素 1， 且 对 格 的 每 个 元 


素 


zz， 必 须 存 在 一 个 元 素 元 ， 使 得 zxVE 苞 =1 且 工人 元 =0。 第 二 ， 它 必须 是 分 配 的 。 也 就 是 说 ， 


对 于 工 中 的 每 个 zx、y 和 xz, XzV (yAz)= 二 (TVy)A(zVz) 且 xXA(yVz)= 二 (zy)V (xzAz)。 证 
明 有 补 分 配 格 是 布尔 代数 已 在 第 9 章 练习 39 中 留 作 补充 练习 。 


练习 


1. 


7. 
8. 
9. 


10. 
11. 
5 12. 
13. 


求 下 列表 达 式 的 值 。 
a)l* 0 b)1 二 1 c)0。0 d) (1 十 0) 





. 求 满足 下 列 方程 的 布尔 变 元 zx 的 值 (如 果 有 的 话 )。 


a) 工 。 1=0 b)z 十 z 一 0 cC) 工 。]1 一 工 Dz" z=1 


。a) 证 明 (1。1) 十 (0。1 十 0) 王 1。 


b) 通 过 如 下 方式 把 a) 中 的 布尔 恒等式 转换 成 命题 等 价 式 : 0 变 为 F、1 变 为 T、 布 尔 和 变 为 析 取 、 布 尔 
积 变 为 合 取 、 补 变 为 否定 以 及 等 于 号 变 为 命题 逻辑 的 等 价 符号 。 


. a) 证 明 (1*，0) 十 (1，0)==1。 


b) 通 过 如 下 方式 把 a) 中 的 布尔 恒等式 转换 成 命题 等 价 式 : 0 变 为 F、1 变 为 T、 布 尔 和 变 为 析 取 、 布 尔 
积 变 为 合 取 、 补 变 为 否定 以 及 等 于 号 变 为 命题 逻辑 的 等 价 符 号 。 


. 用 表 来 表示 下 列 每 个 布尔 函数 的 值 。 

a)F(zx, y, z)=Zy DF(z, y, z)=zx+yz 
OF(z, y, z)=zy+{zryz) F(zr, y, z)=zx(yzt+yz) 
. 用 表 来 表示 下 列 每 个 布尔 函数 的 值 。 

a)F(z, y, 2)=z b)FCz，y，z) 一 元 "十 奖 
c)F(rz，y，z) 一 工 冯 十 CZyz) d)FCz，y，z) 一 y(CZz 十 元 乏 ) 


用 3 立方 体 Qs 表示 练习 5 中 的 每 个 布尔 函数 ， 将 函数 值 为 1 的 3 元 组 所 对 应 的 顶点 画 成 黑 圈 。 
用 3 立方体 Q 表示 练习 6 中 的 每 个 布尔 函数 ， 将 函数 值 为 1 的 3 元 组 所 对 应 的 顶点 画 成 黑 圈 。 
布尔 变 元 z 和 yy 取 什 么 值 可 满足 zy 一 z 十 y? 
有 多 少 个 不 同 的 7 度 布尔 函数 ? 
用 表 5 中 的 其 他 定律 证 明 吸 收 律 zx 十 zy 一 并 。 
证 明 FCz，y，z) 一 zy 十 zz 十 yz 取 值 为 1 当 且 仅 当 变 元 z、y 和 <z 中 至 少 有 两 个 取 值 为 1 。 
证 明 zy 十 yz 十 和 一 了 十 次 十 zz。 
练习 14 一 23 处 理由 本 节 开 始 定义 的 {0，1} 上 的 加 法 、 乘 法 和 补 所 定义 的 布尔 代数 。 对 每 一 题 ， 采 用 


与 例 8 中 的 表 相 似 的 形式 进行 验证 。 


14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 


验证 双重 补 律 。 
验证 每 等 律 。 

验证 同一 律 。 

验证 支配 律 。 

验证 交换 律 。 

验证 结合 律 。 

验证 表 5 中 的 第 一 个 分 配 律 。 
验证 德 。 摩根 律 。 

验证 单位 元 性 质 。 
验证 零 元 性 质 。 
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布尔 运算 符 旬 的 定义 如 下 : 1 多 1=0, 1 名 0=1, 0 名 1=1, 0 名 0=0。 此 算 子 称 为 “ 异 或 "(XOR) 


算 子 。 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


* 29, 


* 30. 


* 3 
x* 32。 


33. 


34. 


35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 


41. 
42. 


43. 


化 简 下 列表 达 式 。 

a) 工 中 0 bz 由 1 CrOr d)z Dz 
证 明 下 列 恒等式 成 立 。 

a)zBy= (ri+y) ry) b)z By=(zry)+ (zy) 

证 明 工 由 > 一 > 由 z。 

证 明 下 列 等 式 成 立 或 不 成 立 。 

az 中 (> 由 >z)=(z 由 >) 中 > b)z 十 (> 由 z) 王 (z 十 y) 申 (Cz 十 z) 
cz 四 (> 十 z) 一 (zz 四 y) 十 (zz 由 >) 

求 下 列 布 尔 表 达 式 的 对 偶 。 


8a) 工 十 y b) 元 > cC) 工 yz 十 元 了 达 硬 工 冬 十 赤 9 十 款 环 工 

设 下 是 一 个 布尔 函数 ， 它 由 一 个 含有 变 元 区，…，z 的 布尔 表达 式 表示 。 证 明 F(z …， zz) 二 
F(z1, *, zn)。 

设 下 和 G 是 由 个 变 元 的 布尔 表达 式 表 示 的 布尔 函数 且 下 二 G。 证 明 Fr 二 G*， 其 中 F* 和 6G? 分 别 是 


由 表示 下 和 G 的 布尔 表达 式 的 对 偶 表 示 的 布尔 聘 数 。[ 提 示 : 使 用 练习 29 的 结果 。] 


有 多 少 个 不 同 的 布尔 函数 F(x，y，z) 使 得 对 于 布尔 变 元 xz、y、z 的 所 有 值 ，F(3,， 3,，z)= 二 F(z，y，z)。 
有 多 少 个 不 同 的 布尔 函数 F(x，y，z) 使 得 对 于 布尔 变 元 zx、y、z 的 所 有 值 ，F(3,，y,， z)= 二 F(x, 53, z) 二 
下 (xs 2 Zs 

证 明 ， 把 表 6 中 的 布尔 代数 的 德 。 摩根 律 转换 成 逻辑 等 价 式 时 ， 它 就 是 命题 逻辑 中 的 德 * 摩根 律 ( 见 
1. 3 节 中 的 表 6) 。 

证 明 : 把 表 6 中 的 布尔 代数 的 吸收 律 转换 成 逻辑 等 价 式 时 ， 它 就 是 命题 逻辑 中 的 吸收 律 ( 见 1. 3 节 中 
的 表 6) 。 


在 练习 35 一 42 中 ， 用 定义 1 中 的 定律 来 证 明 所 述 性 质 对 每 个 布尔 代数 成 立 。 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 宕 等 律 zxV zx==zx 和 x 八 zx 二 x 对 每 个 元 素 工 成 立 。 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 每 个 元 素 zx 都 有 唯一 的 一 个 补 使 得 IVT=1 且 zx 人 z=0。 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 元 素 0 的 补 是 1， 反之 也 成 立 。 

证 明 双 重 补 律 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 对 每 个 元 素 二， 无 一 z。 

证 明 德 * 摩根 律 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 对 任意 元 素 z 和 y,， (xzVy) 二 x 人 5 有 (zy)=zV3。 

证 明 模 性 质 在 布尔 代数 中 成 立 ， 即 证 明 zA(CyV (rzAz))==(zAy)V(zAz) 且 xzV (yA(zVz))= 
Cx VA CwV ze 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 如 果 zxzV y==0,， 则 z=0 且 y=0; 如 果 zAy=1, 则 z=1 且 y=1。 

在 布尔 代数 中 证 明 ， 一 个 恒等式 的 对 偶 还 是 一 个 恒等式 ， 其 中 ， 人 恒等式 的 对 偶 是 如 下 得 到 的 : 交换 
入 和 V 运算 符 ， 并 交换 元 素 0 和 1。 

证 明 一 个 有 补 的 分 配 格 是 一 个 布尔 代数 。 


12.2 布尔 函数 的 表示 


本 节 将 研究 布尔 代数 的 两 个 重要 问题 。 第 一 个 问题 是 : 给 定 一 个 布尔 函数 的 值 ， 怎 样 才 能 


找到 表示 这 个 布尔 函数 的 布尔 表达 式 ? 这 个 问题 将 通过 证 明 如 下 结论 来 解决 : 任何 一 个 布尔 函 
数 都 可 由 变 元 及 其 补 的 布尔 积 的 布尔 和 表示 。 这 个 问题 的 答案 还 说 明了 任意 布尔 函数 都 可 用 三 
个 布尔 运算 符 (。、 十 和 -) 表 示 。 第 二 个 问题 是 : 有 没有 一 个 更 小 的 运算 符 集合 可 以 用 来 表示 
所 有 的 布尔 函数 ? 我 们 将 通过 证 明 下 列 结论 来 解决 这 个 问题 : 所 有 的 布尔 函数 都 可 以 仅 用 一 个 
运算 符 来 表示 。 这 两 个 问题 在 电路 设计 中 都 有 特殊 的 重要 性 。 


12.2.1 积 之 和 展开 式 


下 面 用 例子 来 说 明 寻 找 表 示 布 尔 函 数 的 布尔 表达 式 的 一 个 重要 方法 。 


布 汞 代数 697 








例 1 函数 Fz， y，z) 和 GClzx，y，z) 如 表 1 所 示 ， 求 表示 这 两 个 函数 的 布尔 表达 式 。 
解 ”我 们 需要 这 样 一 个 表达 式 来 表示 下 : 当 表 1 
2Z 一 z 一 1 且 y 一 0 时 它 的 值 为 1， 和 否则 它 的 值 为 0。 
此 表达 式 可 取 为 zx、y 和 zx 的 布尔 积 ， 这 个 积 x yz 
具有 值 1 当 且 仅 当 z 一 7 一 >* 一 1， 即 当 且 仅 当 = 一 
z=] 且 y=0。 
为 了 表示 G， 我 们 需要 一 个 表达 式 满 足 : 当 
Z 一 y 一 1 且 z 二 0 时 , 或 当 z=z=0 且 y= 二 1 时， 
它 的 值 为 1。 此 表达 式 可 以 取 为 两 个 不 同 的 布尔 
积 的 布尔 和 。 布 尔 积 zyz 具 有 值 1 当 且 仅 当 z== 
2y 一 1 且 z 一 0; 类 似 地 ， 布 尔 积 入 二 具有 值 1 当 且 仅 当 z=z=0 且 y= 二 1。 这 两 个 布尔 积 的 布尔 
和 zyz 十 Ty z 就 表示 G， 因 为 它 具 有 值 1 当 且 仅 当 zx 一 y= 王 1 且 xz 二 0, 或 x 一 z==0 且 y 一 1。 4 
例 1 说 明 一 个 过 程 ， 用 这 个 过 程 可 以 构造 布尔 表达 式 来 表示 具有 给 定 值 的 函数 。 如 果 变 
元 值 的 一 个 组 合 使 得 函数 值 为 1， 则 此 组 合 确 定 了 变 元 或 其 补 的 一 个 布尔 积 。 
布尔 变 元 或 其 补 称 为 文字 。 布 尔 变 元 HH ，Xs，"…，X 的 小 项 是 一 个 布尔 积 yi 
Vs No 其 中 Yi 三 Xi 或 yi 二 TX;。 因 此 小 项 是 nn 个 文字 的 积 ， 每 个 文字 对 应 于 一 个 变 元 。 
一 个 小 项 对 一 个 且 只 对 一 个 变 元 值 的 组 合 取 值 1。 更 确切 地 说 ， 小 项 yy…y, 为 1 当 上 且 仅 
当 每 个 为 1; 并 且 它 成 立 当 且 仅 当 和 三 乙 时 z 为 1，yY 王 去 时 z 为 0。 
例 2 求 一 个 小 项 使 得 当 zz 二 zx 二 0 且 xz, 二 zx 二 zs 二 1 时 ， 它 为 1; 否则 为 0。 
解 ”小 项 云 zs zx; 有 正确 的 值 集合 。 4 
通过 取 不 同 小 项 的 布尔 和 ， 就 能 构造 布尔 表达 式 ， 使 其 具有 给 定 的 值 集合 。 特 别 地 ， 小 项 的 布 
尔 和 具有 值 1 仅 当 和 中 的 某 个 小 项 具有 值 1 时 才 成 立 。 对 于 变 元 值 的 其 他 组 合 ， 它 具有 值 0。 因 此 ， 
给 定 一 个 布尔 函数 ， 可 以 构造 小 项 的 布尔 和 使 得 ， 当 该 布尔 函数 具有 值 1 时 它 的 值 为 1， 当 该 布尔 
函数 具有 值 0 时 它 的 值 为 0。 该 布尔 和 中 的 小 项 与 使 得 该 函数 值 为 1 的 值 的 组 合 相 对 应 。 表 示 布 尔 ,ws 辣 
函数 的 小 项 的 和 称 为 此 函数 的 积 之 和 展开 式 或 析 取 范式 。( 命 题 逻辑 的 析 取 范式 见 1. 3 节 练 习 42。) 
例 3 求 函数 F(z，y，z) 二 (Zz 十 y)z 的 积 之 和 展开 式 。 
解 ” 下面 用 两 种 方法 求 F(zx，y，z) 的 积 之 和 展开 式 。 第 一 种 方法 是 用 布尔 恒等式 将 这 个 .29 并 
积 展开 然后 化 简 。 过 程 如 下 : 
F(z YZ) = (TT 
一 XZ yz 分 配 律 
= Xlz+lyz 同一 律 
一 wy 十 DZ 十 (zx 十 )yZ 单位 元 性 质 
二 zyZ 十 TyZ 十 XyZ 十 TyzZ 分 配 律 
一 ZXyzZ 二 xXxyIZ+ TyT 震 等 律 
构造 积 之 和 展开 式 的 第 二 种 方法 是 ， 对 zx、y 和 
z 所 有 可 能 的 取 值 都 计算 出 下 的 值 ， 这 些 值 见 表 2。 
下 的 积 之 和 展开 式 是 三 个 小 项 的 布尔 和 ， 这 三 个 小 
项 对 应 于 表 2 的 三 行 ， 它 们 使 该 函数 的 值 为 1。 从 
而 F(x, y, 2z)=xzyzZ+rxyZ+iy 河 
也 可 以 通过 取 布 尔 和 的 布尔 积 来 求 一 个 布 
尔 表达 式 ， 使 其 表示 一 个 布尔 函数 ， 所 得 到 的 
展开 式 称 为 这 个 函数 的 合 取 范式 或 和 之 积 展开 
式 ， 这 个 展开 式 可 以 通过 求 积 之 和 展开 式 的 对 
偶而 得 到 。 本 节 练 习 10 描述 了 怎样 直接 求 这 样 的 展开 式 。 
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12.2.2 函数 完备 性 
每 个 布尔 函数 都 可 以 表示 为 小 项 的 布尔 和 。 每 个 小 项 都 是 布尔 变 元 或 其 补 的 布尔 积 。 这 说 
明 每 个 布尔 函数 都 可 以 用 布尔 运算 。、 十 和 来 表示 。 因 为 每 个 布尔 函数 都 可 以 由 这 些 布 尔 运算 
表示 ， 所 以 我 们 称 集合 {。， 十 ，} 是 函数 完备 的 。 还 有 没有 更 小 的 函数 完备 运算 符 集合 呢 ? 如 果 这 
三 个 运算 中 的 某 一 个 能 够 由 其 余 两 个 表示 ， 则 就 还 有 更 小 的 函数 完备 运算 符 集合 。 用 德 ， 摩根 律 可 
以 做 到 这 一 点 。 使 用 等 式 
ZX 十 y= 二 到 7 
可 以 消去 所 有 的 布尔 和 ， 此 等 式 可 如 下 得 到 : 先 对 12. 1 节 中 的 表 5 的 第 二 个 德 。 摩根 律 的 两 
边 求 补 ， 再 应 用 双重 补 律 。 这 意味 着 {，,，} 是 函数 完备 的 。 类 似 地 ， 使 用 等 式 
Zy 一 元 十 7 
可 以 消去 所 有 的 布尔 积 ， 此 等 式 可 如 下 得 到 : 先 对 12. 1 节 中 的 表 5 的 第 一 个 德 。 摩根 律 的 两 
边 求 补 ， 再 应 用 双重 补 律 。 因 此 ，{ 十 ，} 是 函数 完备 的 。 注 意 ，{ 十 ，“。 } 不 是 函数 完备 的 ， 因 
为 用 这 两 个 运算 符 不 可 能 表示 布尔 函数 F(Cz) 王 元 ( 见 练习 19) 。 
我 们 已 经 找到 了 一 些 含 有 两 个 运算 符 的 函数 完备 集合 ， 还 能 不 能 找到 更 小 的 集合 ( 即 只 含 一 
个 运算 的 集合 ) ， 它 仍然 是 函数 完备 运算 符 集 合 呢 ? 这 样 的 集合 是 存在 的 。 定 义 运 算 符 “| ?或 
“NAND ”如 下 : 1|1==0 且 1|0=0|11=0|0 王 1。 定 义 运算 符 “ + ”或 “NOR” 如 下 : 1y1=1y0= 





0y1l=0 且 0y0=1。 集 合 {| } 和 { y } 都 是 函数 完备 的 。 因 为 {，，} 是 函数 完备 的 ， 所 以 要 说 明 
{ |) 是 函数 完备 的 ， 只 要 证 明 两 个 运算 符 。 和 ”都 可 以 只 用 运算 符 | 表 示 ， 这 可 由 下 面 两 式 完成 : 
=z|z 


zy = (zx|y) | (zl|y) 
读者 应 当 验 证 这 些 等 式 ( 见 练习 14)。 证 明 { y }) 的 函数 完备 性 留 给 读者 ( 见 练习 15 和 16) 。 


练习 

1. 求 布 尔 变 元 z、.y、z 或 其 补 的 布尔 积 ， 使 得 它 具 有 值 为 1 当 且 仅 当 
a)z=y=0, z=1 bz=0, y=1, z=0 
r=0, y=z=1 d)z 一 y 王 zx 一 0 

2. 求 下 列 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
8a) 下 ( 工 ，y) 一 元 十 y b) 下 (z，y) 一 工 了 
OF(z, y)=1 DF(rz, y= 

3. 求 下 列 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
a) 下 ( 关 ，y，z) 一 Z 十 y 十 z b)FCz，y，z) 一 (Z 十 z)y 
F(zrz, y, 2)=Zz F(z, y, z)=xy 

4. 求 布尔 函数 F(z，y，z) 的 积 之 和 展开 式 ，F(zx，y，z) 等 于 1 当 且 仅 当 
a)z=0 b)zy 一 0 c)Z 十 y 一 0 d)zyz=0 

5. 求 布尔 函数 下 (w，z，y，z) 的 积 之 和 展开 式 ，F(w，z，y，z) 等 于 1 当 且 仅 当 w、zx、y 和 xz 中 有 奇 
数 个 变 元 的 值 为 1。 


6. 求 布尔 函数 F(z ，zs;，za，Zzxs，Zs) 的 积 之 和 展开 式 ，F(zxi，Zxs。，Zs3，Zs，Zs ) 等 于 1 当 且 仅 当 zz;、 
T2、 TX3、 Ty 和 zs 中 至 少 有 三 个 变 元 的 值 为 Ls 
求 表示 布尔 函数 的 布尔 表达 式 的 另 一 种 方法 是 : 构造 文字 之 布尔 和 的 布尔 积 。 练 习 7 一 11 涉及 这 种 表示 。 
7. 求 布尔 和 ， 它 包含 xz 或、y 或 >、z 或 z， 使 得 它 具 有 值 0 当 且 仅 当 
a)Zz=y=1, z=0 b)z= y=z=0 z=z=0, y=1 
8. 求 文字 之 布尔 和 的 布尔 积 ， 使 得 它 的 值 为 0 当 且 仅 当 z= 二 y==1 且 z= 二 0, 或 者 x 二 z= 二 0 且 > 二 1， 或 者 
Zz 一 y 一 z 一 0。[ 提 示 : 取 练 习 7 的 (a)、(b)、(c) 求 得 的 布尔 和 的 布尔 积 .] 
9. 设 布 尔 和 为 yi 十 yz 十 … 十 y;， 其 中 y; 二 zi 或 y; 二 Tz;。 证明 此 布尔 和 对 且 只 对 变 元 值 的 一 个 组 合 取 0 
值 ， 这 个 组 合 为 ， 车 y= 二,， 则 zi 二 0; 若 y; 二;:， 则 zi 三 1。 这 样 的 布尔 和 叫做 大 项 。 
10. 证 明 : 布尔 函数 可 以 表示 为 大 项 的 布尔 积 。 此 表示 称 为 该 函数 的 和 之 积 展开 式 或 合 取 范 式 。|[ 提 示 : 
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对 于 使 得 函数 值 为 0 的 每 个 变 元 值 组 合 ， 此 积 都 含有 一 个 对 应 的 大 项 。] 
11. 求 练习 3 中 每 个 函数 的 和 之 积 展 开 式 。 
12. 用 运算 符 。 和 -表示 下 列 布尔 函数 。 


a) 工 十 y 十 z b) 并 十 y( 元 十 z) ce) 工 十 d) 工 ( 并 十 7 十 过 ) 
13. 用 运算 十 和 ”表示 练习 12 中 的 布尔 函数 。 
14. 证 明 : 
3) 元 一 工 | 工 bzy=(z|y) | (zl|y) Ozti+y=(z|zx) |(y|y) 
15. 证 明 : 
a)z=zxyzx bzy= (zy zr)y (yyy) cz 十 y 一 (zyy)yCzyy) 


16. 利用 练习 15 证 明 { y } 是 函数 完备 集 。 
17. 用 运算 | 表示 练习 3 中 的 布尔 函数 。 

18. 用 运算 + 表示 练习 3 中 的 布尔 函数 。 

19. 证 明 运算 符 集 {( 十 ，。 } 不 是 函数 完备 的 。 
20. 下 列 运算 符 集 是 否 为 函数 完备 的 呢 ? 


a){ 十 ， ®} b){ ， ®} c){(。， 四 } 
12.3 逻辑 门 电路 
12.3.1 引言 


布尔 代数 用 于 为 电子 装置 的 电路 建立 模型 ， 这 种 装置 的 输入 和 输出 都 可 以 认为 是 集合 vw 癌 
{0，1} 中 的 元 素 。 计 算 机 或 其 他 的 电子 装置 就 是 由 许多 电路 构成 的 。 电 路 可 以 根据 布尔 代数 的 规 
则 来 设计 ， 这 些 规则 已 经 在 12. 1 节 和 12. 2 节 中 讨论 过 。 电 路 的 基本 元 件 是 1. 2 节 中 介绍 过 的 所 谓 
的 门 ， 每 种 类 型 的 门 实现 一 种 布尔 运算 。 本 节 将 定义 几 种 类 型 的 门 。 应 用 布尔 代数 的 结果 ， 使 用 这 
些 门 就 可 以 设计 电路 来 执行 各 种 任务 。 在 本 章 所 讨论 的 电路 中 ， 输 出 都 只 与 输入 有 关 ， 而 与 电路 的 
当前 状态 无 关 。 换 句 话说， 这 些 电路 都 没有 存储 能 力 ， 这 样 的 电路 叫做 组 合 电路 或 门 电路 。 

我 们 将 使 用 三 种 元 件 来 构造 组 合 电路 ， 第 一 种 是 反 相 器 ， 它 以 布尔 值 作为 输入 ， 并 产生 此 
布尔 值 的 补 作为 输出 。 用 来 表示 反 相 器 的 符号 如 图 1a 所 示 ， 进 人 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开 
元 件 的 输出 画 在 右边 。 

第 二 种 元 件 是 或 门 (OR gate) ， 其 输入 是 两 个 或 两 个 以 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布尔 
和 。 用 来 表示 或 门 的 符号 如 图 1b 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 右边 。 

第 三 种 元 件 是 与 门 (AND gate) ， 其 输入 是 两 个 或 两 个 以 上 的 布尔 值 ， 输 出 是 这 些 值 的 布尔 
积 。 用 来 表示 与 门 的 符号 如 图 lc 所 示 ， 进 入 元 件 的 输入 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 画 在 右边 。 


< 一 一 | >o 一 一 全 
* 》 


a) 反 相 器 b) 或 门 c) 与 门 
图 1 门 的 基本 类 型 
与 门 和 或 门 允许 有 多 个 输入 ， 进 入 元 件 的 输入 都 画 在 左边 ， 离 开元 件 的 输出 都 画 在 右边 。 
具有 个 输入 的 与 门 和 或 门 如 图 2 所 示 。 


;| X1 
总 er 

: XIX2* "Xn : XI 十 XD 十 十 Xin 
Xn > Xn 


图 2 具有 7 个 输入 的 门 


12. 3.2 门 的 组 合 

使 用 反 相 器 、 或 门 和 与 门 的 组 合 可 以 构造 组 合 电路 。 在 构造 电路 的 组 合 时 ， 某 些 门 可 能 有 
公共 的 输入 。 有 两 种 方法 可 以 描述 公共 输入 ,一 种 方法 是 用 分 支 标 出 使 用 给 定 输入 的 所 有 门 ; 
另 一 种 方法 是 对 每 个 门 ， 分 别 标 出 其 输入 。 图 3 说 明了 这 两 种 方法 ， 其 中 的 门 有 相同 的 输入 
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值 。 注 意 , 一 个 门 的 输出 可 能 作为 男 一 个 元 件 或 更 多 元 件 的 输入 ， 如 图 3 所 示 。 图 3 中 的 两 个 
图 描述 了 输出 为 zy 十 zy 的 电路 。 

例 1 构造 产生 下 列 输 出 的 电路 : a) (zx 十 y)T; b)z(y 十 Z); c) (zx 十 y 十 z)TYZ。 

解 ” 产生 这 些 输出 的 电路 如 图 4 所 示 。 q 


Xy+Xxy 


Xy+Xy 





图 3 画 相 同 电 路 的 两 种 方法 





图 4 产生 例 1 中 输出 的 电路 


12.3.3 电路 的 例子 

下 面 给 出 一 些 具 有 实际 功能 的 电路 。 . 

例 2 某 个 组 织 的 一 切 事务 都 由 一 个 三 人 委员 会 决定 。 每 个 委员 对 提出 的 建议 可 以 投 赞 成 
票 或 反对 票 。 一 个 建议 如 果 得 到 了 至 少 两 张 赞 成 票 就 获 通 过 。 设 计 一 个 电路 ， 判 断 建议 是 否 获 
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解 ” 如 果 第 一 个 委员 投 赞成 票 ， 则 令 x 二 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 zx 二 0。 如 果 第 ,33 区 
二 个 委员 投 赞 成 票 ， 则 令 y= 二 1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 y= 二 0。 如 果 第 三 个 委员 投 赞成 
票 ， 则 令 z==1; 如 果 这 个 委员 投 反 对 票 ， 则 令 z= 二 0。 必 须 设计 一 个 电路 使 得 对 于 输入 zx、y 和 
z， 如 果 其 中 至 少 有 两 个 为 1， 则 此 电路 产生 输出 1。 具 有 这 样 输出 值 的 一 个 布尔 函数 表示 是 
Zy 十 zz 十 yz( 见 12. 1 节 练 习 12) 。 实 现 这 个 函数 的 电路 如 图 5 所 示 。 4 

例 3 有 时 候 灯 需要 由 多 个 开关 来 控制 ， 因 此 有 必要 设计 这 样 的 电路 : 当 灯 不 亮 时 ， 殴 击 
任何 一 个 开关 都 可 以 使 此 灯 变 亮 ; 反之 ， 当 灯 是 打开 时 ， 谢 击 任何 一 个 开关 都 可 以 使 灯 不 亮 。 
在 有 两 个 开关 和 三 个 开关 的 两 种 情形 下 ， 设 计 电路 来 完成 这 个 任务 。 

解 ”首先 设计 使 用 两 个 开关 的 电路 来 控制 灯 。 当 第 一 个 开关 关闭 时 ， 令 z= 二 1; 当 它 打开 时 ， 
令 K 二 0。 当 第 二 个 开关 关闭 时 , 令 y 一 1; 当 它 打开 时 ， 令 y= 二 0。 当 灯亮 时 , 令 F(zx，») 二 1; 当 
灯 不 亮 时 ， 令 F(z，y) 二 0。 我 们 可 以 随意 地 假定 : 当 两 个 开关 都 是 关闭 的 时 候 ， 灯 是 亮 的 ， 即 
F(1，1) 二 1。 这 个 假定 决定 了 下 的 所 有 其 他 值 ， 当 两 个 开关 中 有 一 个 是 打开 的 时 候 ， 灯 变 灭 了 ， 
故 F(1，0) 二 FC(0，1) 二 0; 当 第 二 个 开关 也 被 打开 的 时 候 ， 灯 又 变 亮 了 ， 故 F(0，0) 二 1。 表 1 列 出 
了 这 些 值 。 我 们 可 以 看 到 F(x，y) 二 xy 十 区。 实现 这 个 函数 的 电路 如 图 6 所 示 。 


x XZ 
Xy+XZ+ yz 
Z 





图 6 由 两 个 开关 控制 灯 的 电路 


现在 设计 有 三 个 开关 的 电路 。 设 zx、> 和 z 是 三 个 布尔 变 元 ， 它 们 分 别 表示 这 三 个 开关 是 
否 是 关闭 的 。 当 第 一 个 开关 处 于 关闭 时 ， 令 z=1; 当 它 处 于 打开 时 ， 令 z= 二 0。 当 第 二 个 开关 
处 于 关闭 时 ， 令 和 一 1; 当 它 处 于 打开 时 ， 令 y 二 0。 当 第 三 个 开关 处 于 关闭 时 ， 令 z 一 1; 当 它 处 
于 打开 时 ， 令 z 一 0。 灯 亮 时 ， 令 F(x， y, 2z)==1; 表 2 
灯 不 亮 时 , 令 F(zx，y，z) 二 0。 当 所 有 开关 都 关 
闭 时 ， 我 们 可 以 随意 地 指定 灯 是 亮 的 ， 即 F(1， 
1，1) 王 1， 这 确定 了 互 的 所 有 其 他 值 。 当 一 个 开 
关 被 打开 时 ， 灯 就 变 灭 ， 故 F(1，1，0) 王 丰 (1， 
0，1) 王 F(0，1，1) 王 0。 当 第 二 个 开关 被 打开 时 ， 
灯 又 变 亮 了 ， 故 FII，0，0) 王 F(O0，1，0) 王 F(0， 
0y 1) 一 1。 最 后 ， 当 三 个 开关 都 打开 时 ， 灯 又 变 
灭 了 , 故 F(0，0，0)=0。 这 个 函数 的 值 如 
表 2 所 示 。 





F(x, y, z) 





-| 








OO OO oO ~ ~ ~|% 
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函数 下 可 以 表示 成 积 之 和 展开 式 : F(z，y，z) 一 Zyz 十 ZyZ 十 元 yz 十 元 yz 。 实 现 这 个 函数 
的 电路 如 图 7 所 示 。 4 


过 





XYyZ+ XIZ + XYZ+ XI 





7 由 3 个 开关 混合 控制 灯 的 电路 


12. 3.4 加 法 器 

下 面 说 明 如 何 用 逻辑 电路 从 两 个 正 整数 的 二 进 制 表示 来 实现 加 法 。 我 们 先 构造 一 些 分 支 电 
路 ， 然 后 再 从 这 些 分 支 电路 来 构造 加 法 电路 。 首 先 构 造 电路 来 计算 zx 十 y， 其 中 工 和 y 是 两 位 。 
因为 z 和 yy 的 值 为 0 或 1， 所 以 此 电路 的 输入 就 表 3 半 加 法 器 的 输入 和 输出 


输入 输出 


是 z 和 y。 输 出 由 两 位 s 和 c 构成 其 中 s 和 cc 分 
别 是 和 位 与 进位 。 因 为 这 种 电路 具有 多 个 输出 ， 
所 以 称 为 多 重 输出 电路 。 又 由 于 此 电路 只 是 将 两 
位 相 加 ， 而 没有 考虑 以 前 加 法 所 产生 的 进位 ， 所 
以 这 样 电路 称 为 半 加 法 器 。 表 3 说 明了 半 加 法 器 
的 输入 和 输出 。 由 此 表 可 以 看 出 c 一 zy 且 > 一 zy 
十 zy 二 (x 十 y) (zy)。 因 此 图 8 所 示 的 电路 计算 
了 z 与 y 的 和 位 s 与 进位 c。 














和 =(x+y)(xy) 


8 半 加 法 器 
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当 两 位 与 一 个 进位 相 加 时 ， 我 们 用 全 加 法 器 来 计算 和 位 与 进位 。 全 加 法 器 的 输入 是 位 
表 4 全 加 法 器 的 输入 和 输出 


工 和 位 y 以 及 进位 c;:， 输 出 是 和 位 ;与 
新 的 进位 car。 全 加 法 器 的 输入 和 输出 
如 表 4 所 示 。 

全 加 法 器 的 两 个 输出 ， 和 位 ;与 进位 
cix1， 可 分 别 由 积 之 和 展开 式 zyci 十 
XI TTRy CE 与 zyet ry cz ye 
十 zyc; 表示 。 但 我 们 并 不 直接 构造 全 加 
法 器 ， 而 是 使 用 半 加 法 器 来 产生 所 需 的 
输出 。 使 用 半 加 法 器 构造 全 加 法 器 的 方 
法 如 图 9 所 示 。 

最 后 ， 图 10 说 明了 怎样 用 全 加 法 器 和 
半 加 法 器 来 计算 两 个 3 位 整数 (zzzzo)， 与 
(ym%)z 之 和 (ssssm)z。 注 意 ， 和 中 的 
最 高 位 s 是 由 进位 c 产生 的 。 











§ = XyC; + Xei + WE; + Wye) 
Ci 






Ci#l = XVCi+ XYEi+ 





x XYyci + Tyci 
， [ay 
9 全 加 法 器 图 10 用 全 加 法 器 和 半 加 法 器 将 
两 个 3 位 整数 相 加 
练习 
在 练习 1 一 5 中 ， 求 所 给 电路 的 输出 。 

有 党 2 

学 

y 》 
3 这 4. x 
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8. 


9. 


10. 
11, 


12. 
* 13 


* 14. 


. 用 反 相 器 、 与 门 和 或 门 构造 产生 下 列 输出 的 电路 : 


3a) 元 十 y b) (xi+y)z 
c) 并 yz 十 元 了 丈 d) (元 十 z)(y 十 乏 ) 


. 试 设计 一 个 电路 来 实现 5 个 人 的 多 数 表 决 器 。 


试 设计 一 个 由 4 个 开关 混合 控制 灯 的 电路 ， 使 得 当 灯亮 时 ， 按 任意 一 个 开关 都 可 使 它 不 亮 ， 或 者 当 电 
灯 不 亮 时 ， 按 任意 一 个 开关 都 可 使 它 变 亮 。 

说 明 如 何 可 以 使 用 全 加 法 器 和 半 加 法 器 来 计算 两 个 5 位 整数 的 和 。 

一 个 半 减 法 器 的 输入 是 两 位 ， 输 出 是 差 位 和 借 位 。 试 用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 一 个 半 减 法 器 电路 。 
一 个 全 减法 器 的 输入 是 两 位 及 一 个 借 位 ， 输 出 是 差 位 和 借 位 。 试 用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 一 个 全 
减法 器 电路 。 

使 用 练习 10 和 11 中 的 电路 计算 两 个 4 位 整数 的 差 ， 其 中 第 一 个 整数 大 于 第 二 个 整数 。 

构造 一 个 电路 来 比较 2 位 整数 (zizo)* 和 (yi yo)*， 使 得 当 第 一 个 整数 大 于 第 二 个 时 ， 输 出 1， 否 则 输 
出 0。 

构造 一 个 计算 2 位 整数 (zizo)* 与 (yyo)2 之 积 的 电路 。 此 电路 应 该 有 4 个 输出 位 。 

与 非 (NAND) 门 和 或 非 (NOR) 门 也 是 电路 中 常用 的 两 种 门 ， 如 果 使 用 这 两 种 门 来 表示 电路 ， 就 没有 


必要 使 用 其 他 类 型 的 门 了 。 这 两 种 门 的 记号 如 下 : 


1 


XNANDy XNORy 
六 x 
» | y = 六 i 


使 用 与 非 门 构造 具有 下 列 输 出 的 电路 : 
3) 元 b)z 十 y C)Zy d)Z 工 由 y 


x 16. 使 用 或 非 门 构造 具有 练习 15 中 的 输出 的 电路 。 
* 17. 试用 与 非 门 构造 半 加 法 器 。 


* 18 


19, 


da 
深 


. 试用 或 非 门 构造 半 加 法 器 。 


多 路 转 接 器 是 一 种 开关 电路 ， 它 根据 控制 位 的 值 将 某 组 输入 位 输出 。 

用 与 门 、 或 门 和 反 相 器 构造 一 个 多 路 转 接 器 ， 它 的 4 科 输 入 是 zo。、zi、zs 和 xz3， 控 制 位 是 co 和 01。 
构造 此 电路 使 得 x; 为 输出 ， 其 中 i 是 2 位 整数 (cico) 的 值 。 

组 合 电路 的 深度 可 如 下 定义 : 初始 输入 的 深度 为 0; 如果 一 个 门 有 个 输入 ， 且 其 深度 分 别 为 d1， 
，*…，d,， 则 它 的 输出 的 深度 为 max(d!，d,，…，d,) 十 1。 这 个 值 也 定义 为 该 门 的 深度 。 组 合 电 路 的 


度 为 该 电路 中 门 的 最 大 深度 。 
20. 求 下 列 电路 的 深度 : 
a) 例 2 中 构造 的 3 人 多 数 表决 器 。 b) 例 3 中 构造 的 2 个 开关 控制 灯 的 电路 。 
c) 图 8 所 示 的 半 加 法 器 。 d) 图 9 所 示 的 全 加 法 器 。 


12.4 电路 的 极 小 化 
12.4.1 引言 


组 合 电路 的 效率 依赖 于 门 的 个 数 及 排列 。 在 组 合 电路 的 设计 过 程 中 ， 首 先 构造 一 个 表 ， 对 


于 每 种 可 能 的 输入 值 ， 此 表 说 明 对 应 的 输出 值 。 对 于 任 一 个 电路 ， 总 可 以 用 “ 积 之 和 展开 式 ” 找 
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到 一 组 逻辑 门 来 实现 这 个 电路 。 但 是 ， 积 之 和 展开 式 可 能 包含 许多 不 必要 的 项 。 在 一 个 积 之 和 
展开 式 中 ， 若 其 中 的 一 些 项 只 在 一 个 变 元 处 不 一 样 ， 即 在 某 个 项 中 此 变 元 本 身 出 现 ， 而 在 另 一 
个 项 中 此 变 元 的 补 出 现 ， 则 这 些 项 可 以 合并 。 例 如 ， 考 虑 这 样 的 电路 ， 它 输出 1 当 且 仅 当 z= 
y 一 z 一 1， 或 z= 一 zx 一 1 且 y= 一 0。 此 电路 的 积 之 和 展开 式 为 zyz 十 x yz， 在 这 个 展开 式 的 两 个 积 
中 ， 只 有 一 个 变 元 以 不 同 的 形式 出 现 ， 即 y。 它 们 可 以 如 下 合并 : 
ZyZ 十 并 ?ze 三 (7y 十 y)(zz) 
一 1 。(zz) 

这 样 ，zz 也 是 一 个 表示 这 个 电路 的 布尔 表达 式 ， 但 包含 更 少 的 运算 符 。 图 1 说 明了 这 个 
电路 两 个 不 同 实现 ， 第 二 个 电路 只 使 用 一 个 ， 
门 ， 但 第 一 个 却 使 用 了 三 个 门 和 一 个 反 相 器 。 ? 

这 个 例子 说 明 ， 在 一 个 电路 的 积 之 和 展开 
式 中 ， 将 一 些 项 合并 会 导出 这 个 电路 更 简单 的 
表达 式 。 下 面 将 描述 化 简 积 之 和 展开 式 的 两 个 
过 程 。 

这 两 个 过 程 的 目的 都 是 产生 表示 布尔 函数 》 
满足 下 列 条 件 的 积 之 和 ， 它 在 该 布尔 函数 的 所 
有 积 之 和 表达 式 中 ， 包 含 最 少 的 布尔 积 而 且 包 “ 
含 最 少 的 文字 。 寻 求 这 种 积 之 和 称 为 布尔 函数 、 让 
的 最 小 化 。 最 小 化 布尔 郴 数 可 以 为 这 个 函数 构 :了 了 |) 一 
造 一 个 电路 ， 这 个 电路 在 最 小 化 布尔 表达 式 的 
所 有 电路 中 ， 用 最 少 的 门 并 在 电路 中 对 AND i 
门 和 OR 门 有 最 少 的 输入 。 

直到 20 世纪 60 年 代 早期 ， 逻 辑 门 都 是 单独 的 组 件 。 为 了 降低 成 本 ， 采 用 最 少 的 门 得 到 期 
望 的 结果 是 非常 重要 的 。 在 20 世纪 60 年 代 中 期 ， 集 成 电路 技术 的 发 展 使 得 将 多 个 门 组 合 到 一 
个 芯片 成 为 可 能 。 即 使 现在 可 以 用 非常 低 的 成 本 对 许多 芯片 构建 非常 复杂 的 集成 电路 ， 布 尔 函 
数 的 最 小 化 仍然 十 分 重要 。 

减少 芯片 上 门 数量 可 以 得 到 更 可 靠 的 电路 ， 并 降低 芯片 的 生产 成 本 。 同 时 ， 最 小 化 还 可 以 
在 同一 芯片 上 设计 更 合适 的 电路 。 而 且 ， 最 小 化 减少 了 电路 中 对 门 的 输入 的 个 数 。 这 就 减少 了 
用 电路 计算 输出 结果 所 用 的 时 间 。 此 外 ， 因 为 在 构建 逻辑 门 的 电路 时 采用 了 特殊 的 技术 ， 所 以 
使 得 门 的 输入 是 有 限 的 。 

在 第 一 个 过 程 中 ， 我 们 介绍 20 世纪 50 年 代 发 明 的 手动 最 小 化 电路 的 、 著 名 的 卡 诺 图 (或 
K 图 ) 。K 图 在 最 多 6 个 变量 的 最 小 化 电路 中 非常 有 用 ， 尽 管 对 于 五 六 个 变量 来 说 已 经 变 得 相 
当 复杂 。 第 二 个 过 程 将 介绍 20 世纪 60 年 代 发 明 的 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 。 这 是 一 个 自动 的 最 
小 化 组 合 电路 的 过 程 ， 可 以 用 计算 机 程序 实现 。 

布尔 函数 最 小 化 的 复杂 度 ”遗憾 的 是 ， 最 小 化 有 许多 变量 的 布尔 函数 需要 深入 的 计算 。 已 
经 证 明 这 个 问题 是 NP 完全 问题 ( 见 3. 3 节 和 [Ka93])， 因 此 ， 最 小 化 布尔 电路 的 多 项 式 时 间 算 
法 也 不 太 可 能 存在 。 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方法 具有 指数 复杂 度 。 实 际 上 ， 只 能 用 于 文字 数量 不 超 
过 10 的 情况 。 自 从 20 世纪 70 年 代 ， 在 最 小 化 组 合 电路 方面 开发 了 大 量 的 新 算法 ( 见 L[Ha93] 和 
[KaBe04])。 但 是 ， 最 好 的 算法 也 只 能 计算 不 超过 25 个 变量 的 电路 的 最 小 化 。 也 可 以 用 启发 式 
(或 者 经 验 式 ) 方 法 对 有 许多 变量 的 布尔 表达 式 进行 简化 ， 但 不 一 定 是 最 小 化 。 


12. 4.2 卡 诺 图 
对 于 表示 电路 的 一 个 布尔 表达 式 ， 为 了 减少 其 中 项 的 个 数 ， 有 必要 去 发 现 可 以 合并 的 项 。 
如 果 布 尔 函 数 所 包含 的 变 元 相对 较 少 ， 可 以 用 一 种 图 形 法 来 发 现 能 被 合并 的 项 ， 此 方法 称 为 卡 





XyZ 十 XYZ 





un 
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诺 图 (或 者 K 图 ), 它 是 由 Maurice Karnaugh 在 1953 年 发 现 的 。 他 的 方法 建立 在 更 早 的 
E. W. Veitch 工作 的 基础 上 (Veitch 的 方法 通常 只 适用 于 6 个 或 者 6 个 以 下 变 元 的 函数 ) 。 卡 诺 
图 给 出 了 一 种 化 简 积 之 和 展开 式 的 可 视 化 方法 ， 但 此 方法 不 适合 机 械 化 。 下 面 首 先 说 明 怎 么 用 
卡 诺 图 来 化 简 包 含 2 个 变 元 的 布尔 函数 的 展开 式 ， 然 后 说 明 如 何 用 卡 诺 图 来 化 简 包 含 3 个 变 元 
和 4 个 变 元 的 布尔 函数 ， 最 后 ， 我 们 将 介绍 卡 诺 图 的 扩展 概念 ， 可 用 于 化 简 包 含 4 个 以 上 变 元 
的 布尔 函数 。 

在 具有 两 个 变 元 zx 和 y 的 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 中 ， 有 4 种 可 能 的 
小 项 。 具 有 这 两 个 变 元 的 布尔 函数 的 卡 诺 图 由 4 个 方 格 组 成 ， 如 果 一 个 小 
项 在 此 展开 式 中 出 现 ， 则 表示 这 个 小 项 的 方 格 就 被 放置 1。 如 果 有 些 方 格 
所 表示 的 小 项 只 有 一 处 文字 不 同 ， 则 称 这 两 个 方 格 是 相 邻 的 。 例 如 ， 表 
示 Zy 的 方 格 与 表示 zy 的 方 格 和 表示 zy 的 方 格 都 相 邻 。4 个 方 格 及 其 表 
示 的 项 如 图 2 所 示 。 





a 找 出 直列 各 式 的 卡 诺 图 : a) zy 十 zy; b)zx5 十 Ey; c)z5 十 zy 十 图 2 0 
解 ” 当 一 个 方 格 所 表示 的 小 项 在 积 之 和 展开 式 中 出 现时 ， 我 们 就 在 这 个 方 格 中 放置 一 个 
1。3 个 卡 诺 图 如 图 3 所 示 。 4 


bed 
bed 
闪 1 


a) b) C) 
3 例 1 中 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 


我 们 可 以 从 卡 诺 图 中 识别 出 能 够 合并 的 小 项 。 在 卡 诺 图 中 ,一 旦 有 两 个 方 格 是 相 邻 的 ， 则 
由 这 两 个 方 格 所 表示 的 小 项 就 可 合并 成 一 个 积 ， 且 此 积 只 涉及 其 中 的 一 个 变 元 。 例 如 ，zy 和 
翅 y 是 由 两 个 相 邻 的 方 格 表示 的 ， 它 们 可 以 合并 成 y， 因 为 zy 十 元 7 一 (Zz 十 元 )7 一 7。 而 且 ， 如 果 
所 有 4 个 方 格 都 是 1， 则 4 个 小 项 可 以 合并 成 一 个 项 ， 即 布尔 表达 式 1， 它 不 涉及 任何 变 元 。 
在 卡 诺 图 中 ， 如 果 有 些小 项 能 够 合并 ， 则 在 卡 诺 图 中 ， 我 们 将 表示 这 些小 项 的 方 格 所 组 成 的 块 
用 圆圈 圈 起 来 ， 然 后 找 出 对 应 的 积 之 和 。 其 目的 是 尽 可 能 找 出 最 大 的 块 ， 并 以 最 少 的 块 覆盖 所 
有 的 1， 在 此 过 程 中 ， 首 先 使 用 最 大 的 块 ， 并 总 是 使 用 最 大 的 可 能 块 。 

例 2 化 简 例 1 中 的 积 之 和 展开 式 。 

解 ” 用 这 些 展开 式 的 卡 诺 图 对 小 项 进行 分 组 的 方式 如 图 4 所 示 。 这 些 积 之 和 式 的 最 小 展开 
式 是 a)y; b)zy 二 Ty; c) 元 十 y。 4 


us 


莫 里 斯 . 卡 诺 (Maurice Karnaugh， 生 于 1924 年 ) 卡 诺 出 生 于 纽约 。 他 从 纽约 城 
市 学 院 获 得 学 士 学 位 ， 从 耶鲁 大 学 获得 硕士 和 博士 学 位 。1952 年 至 1966 年 ， 卡 诺 一 
直 在 贝尔 实验 室 从 事 技 术 工 作 ，1966 年 至 1970 年 ， 他 担任 AT&T 公司 联邦 系统 事业 
部 的 研发 主管 。1970 年 ， 卡 诺 加 入 IBM 并 成 为 一 名 研究 员 。 卡 诺 对 数字 技术 在 计算 
和 远程 通信 和 领域 的 应 用 做 出 了 重要 贡献 。 他 目前 的 研究 兴趣 包括 计算 机 中 基于 知识 的 
系统 和 启发 式 搜索 方法 。 
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二 


a) b) ©) 
图 4 例 2 中 的 积 之 和 展开 式 的 化 简 
3 个 变 元 的 卡 诺 图 被 分 成 8 个 方 格 的 矩形 ， 这 些 方 格 代表 由 3 个 变 元 组 成 的 8 个 可 能 的 小 
项 。 两 个 方 格 称 为 是 相 邻 的 ， 如 果 它 们 表示 的 小 项 只 在 一 个 文字 处 不 一 样 。 一 种 画 3 个 变 元 卡 
诺 图 的 方法 如 图 5a 所 示 。 这 个 卡 诺 图 可 以 认为 是 贴 在 圆柱 体 的 表面 上 ， 如 图 5b 所 示 。 在 这 个 
圆柱 体 的 表面 上 ， 两 个 方 格 有 公共 边界 当 且 仅 当 它们 是 相 邻 的 。 





xXyz XDz 


Xyz XYz 





a) b) 
5 3 个 变 元 的 卡 诺 图 
为 了 化 简 3 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 ， 我 们 用 卡 诺 图 来 识别 由 可 以 合并 的 小 项 组 成 的 块 。 两 
个 相 邻 方 格 组 成 的 块 代 表 了 一 对 可 以 合并 成 两 个 文字 的 积 的 小 项 ，2X2 和 4X1 方 格 组 成 的 块 
代表 可 以 合并 成 一 个 文字 的 小 项 ， 全 部 8 个 方 格 组 成 的 块 表 示 一 个 不 包含 任何 文字 的 积 ， 即 代 


yz 2 到 汉 yz p23 到 次 2 yz 3 到 Be 





T= Tyz + Tyz + Xz + yz 1 = xyz + XxyZ+ XZ+ Xz + 
Tyz + HZ + H+ Tz 
d) ©) 
图 6 3 个 变 元 的 卡 诺 图 中 的 块 
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对 应 于 卡 诺 图 中 全 是 1 的 块 的 文字 之 积 称 为 极 小 化 函数 的 隐 含 。 如 果 这 个 全 1 的 块 没 有 包 
含 在 一 个 更 大 的 由 1 组 成 的 表示 更 少 文字 的 积 的 块 中 ， 则 称 它 为 素 隐 含 。 

我 们 的 目的 是 在 图 中 标 出 最 大 可 能 块 ， 然 后 用 最 大 块 优先 法 则 以 最 少 的 块 覆盖 图 中 所 有 的 
1。 最 大 可 能 的 块 总 是 会 被 选取 ， 但 如 果 卡 诺 图 中 只 有 一 个 块 覆盖 一 个 1， 则 必须 选取 它 ， 这 
样 的 块 表示 本 原 素 隐 含 。 通 过 使 用 素 隐 含 对 应 的 块 来 覆盖 图 中 所 有 的 1， 就 可 以 用 素 隐 含 之 和 
来 表达 积 之 和 。 注 意 ， 以 最 少 的 块 覆盖 所 有 的 1 可 能 有 不 止 一 种 方法 。 

例 3 说 明了 如 何 使 用 三 变 元 卡 诺 图 。 

例 3 用 卡 诺 图 最 小 化 下 列 积 之 和 展开 式 : 

(a)xyz+ryZ+iyzt+iyT 

(b)zyzt+ryz+iyzi+iy+iyT 

(c)zryzt ryz+r yzryIZ+Ry+ TI TyIZ 

(d)zxyz 二 zyz+iye 二 Tyz 

解 这 些 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 如 图 7 所 示 。 块 的 分 组 表明 ， 这 些 积 之 和 展开 式 的 最 
小 表达 式 为 : a)zz 十 yz 十 Tyz; b)3 十 Zz; c)z 十 7 十 z; d)zz 十 元 y。 在 d) 中 ， 注意 素 隐 含 
Zz 和 元 7 是 本 原 素 隐 含 ， 但 素 隐 含 yz 则 不 是 本 原 的 ， 因 为 它 履 盖 的 方 格 被 其 他 两 个 素 隐 含 
覆盖 了 。 4 





yz 4 驳 yz yz 23 取 yz 





图 7 三 变 元 卡 诺 图 的 使 用 
四 变 元 卡 诺 图 是 被 分 成 16 个 方 格 的 正方 形 ， 这 些 方 格 代表 由 4 个 变 元 组 成 的 16 个 可 能 的 


小 项 。 一 种 画 四 个 变 元 卡 诺 图 的 方法 如 图 8 所 示 。 

两 个 方 格 是 相 邻 的 当 且 仅 当 它们 表示 的 小 项 只 在 一 个 
文字 处 不 一 样 。 因 此 ， 每 个 方 格 都 与 另外 4 个 方 格 相 邻 。4 
个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 可 以 认为 是 贴 在 圆 环 面 上 ， 
因此 相 邻 的 方 格 具 有 公共 的 边界 ( 见 练习 28)。4 个 变 元 的 
积 之 和 展开 式 的 化 简 也 是 通过 识别 一 些 块 来 实现 的 ， 这 些 
块 可 能 由 2、4、8 或 16 个 方 格 组 成 ， 它 们 代表 的 小 项 可 以 
合并 。 每 个 表示 小 项 的 方 格 都 必须 产生 更 少 个 文字 的 积 ， 


加 加 四书 
或 者 包含 在 展开 式 中 。 在 图 9 中 ， 给 出 了 一 些 块 的 例子 ， 十 加 | me | me | me 
这 些 块 表示 3 个 文字 的 积 、2 个 文字 的 积 或 1 个 文字 的 积 。 


就 像 2 个 或 3 个 变 元 卡 诺 图 一 样 ， 我 们 的 目的 也 是 在 图 图 8 四 变 元 卡 诺 图 
中 标 出 1 构成 的 对 应 于 素 隐 含 的 最 大 块 ， 然 后 用 最 大 块 优先 法 则 以 最 少 的 块 覆盖 所 有 的 1。 也 
总 是 使 用 最 大 可 能 块 。 例 4 说 明了 四 变 元 卡 诺 图 的 使 用 。 






yz 2 yz 
上 
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XZ = WXyZ + WAXTZ 十 Z= wxyz+ wxyz+ 贱 绽 十 


WXyzZ + DZ WE + WXYZ + WEYZ + WXYZ + WXpz 
c) d) 


图 9 四 变 元 卡 诺 图 中 的 块 


例 4 用 卡 诺 图 化 简 下 列 积 之 和 展开 式 : 

a)wryz 二 wryz+ wryz+wrzyzi+ wr y+wryztur YYWIyLTYUIyT 

本 

解 这些 展开 式 的 卡 诺 图 如 图 10 所 示 。 用 所 示 的 块 可 导出 如 下 的 积 之 和 : a)wyz 十 wz 十 
wTZI+DTy+Wr yr; byzZ+wTyi+iT; cc)Z 十 ZE 十 岂 元 y 。 读者 应 该 确定 ， 在 每 部 分 中 是 否 
4 4 


yz 到 死 yz 况 ba 这 yz yz 歼 交 





a) b) c) 
图 10 四 变 元 卡 诺 图 的 使 用 
卡 诺 图 可 以 实际 用 于 化 简 五 变 元 或 六 变 元 的 布尔 函数 ,但 对 更 多 变 元 的 布尔 函数 就 很 少 使 
用 卡 诺 图 了 ， 因 为 它们 非常 复杂 。 然 而 ， 卡 诺 图 中 用 到 的 概念 在 更 新 的 算法 中 起 着 重要 的 作 
用 。 而且， 掌握 这 些 概 念 有 助 于 理解 这 些 新 算法 及 实现 算法 的 计算 机 辅助 设计 (CAD) 程 序 。 在 
介绍 这 些 概念 时 ， 会 用 到 前 面 化 简 三 变 元 、 四 变 元 布尔 函数 的 内 容 。 


wu 
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用 于 化 简 两 变 元 、 三 变 元 和 四 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 分 别 是 用 2X2、2X4 和 4X4 的 矩形 
构建 的 。 而 且 ， 在 顶 行 和 底 行 、 最 左 列 和 最 右 列 中 的 相应 方 格 是 相 邻 的 ， 因 为 它们 表示 的 小 项 
只 在 一 个 文字 处 不 同 。 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 构造 有 4 个 以 上 变 元 的 布尔 函数 卡 诺 图 。 我 们 使 
用 包含 284 行 和 2 列 的 矩形 (这 些 卡 诺 图 包含 2" 个 方 格 ， 因 为 [n/21 十 Ln/2」=n)。 其 中 行 和 
列 的 安排 需要 满足 如 下 条 件 : 如 果 两 个 小 项 只 在 一 个 文字 处 不 同 ， 则 表示 这 两 个 小 项 的 方 格 是 
相 邻 的 或 者 通过 特别 指定 相 邻 行 和 相 邻 列 之 后 被 认为 是 相 邻 的 。 因 此 (但 不 只 限于 此 原因 )， 用 
格雷 码 ( 见 10. 5 节 ) 安 排 卡 诺 图 的 行 和 列 。 其 中 通过 指明 1 对 应 于 变量 的 出 现 和 0 对 应 于 变量 
的 补 的 出 现 ， 可 以 将 位 串 和 积 关联 起 来 。 例 如 ， 在 一 个 10 变 元 卡 诺 图 中 ,格雷 码 01110 标记 
的 行 对 应 于 积 元 xz; zs Xx, 云 。 

例 5 用 于 化 简 四 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 有 两 行 两 列 。 行 和 列 均 用 格雷 码 11、10、00、01 
来 安排 。 行 分 别 表示 积 wz、 了 世 瑟 、 五 二 和 垃 z 。 列 分 别 对 应 积 yz、yz、yz 和 yz。 使 用 格雷 码 并 
且 认为 第 1 行 和 最 末 行 、 第 1 列 和 最 末 列 的 方 格 相 邻 ， 我 们 确保 只 在 一 个 变 元 上 不 同 的 小 项 总 
是 相 邻 的 。 4 

例 6 为 了 化 简 五 变 元 的 布尔 函数 ,我 们 使 用 2 二 8 列 和 2 二 4 行 的 卡 诺 图 。 使 用 格雷 码 
11、10、00、01 标记 4 行 ， 分 别 对 应 于 zix;、zi 五 、 五 五 和 五 心 。 使 用 格雷 码 111、110、 
100、101、001、000、010、011 标记 8 列 ， 分 别 对 应 项 zyZXs、 Zazx, Ts、ZXs 区 Ts 、ZX3 ,Xs 、 
五 元 Zi 、 五 ; 元 五 、XKi Th 二 和 ;Xixs。 使 用 格雷 码 标记 行 和 列 确 保 相 邻 方 格 表示 的 小 项 只 在 一 
个 变 元 上 不 同 。 然 而 ， 要 确保 所 有 只 在 一 个 变 元 上 不 同 的 小 项 表示 的 方 格 是 相 邻 的 ， 我 们 认为 
顶 行 和 底 行 的 方 格 是 相 邻 的 ， 第 1 列 和 第 8 列 , 第 1 列 和 第 4 列 , 第 2 列 和 第 7 列 , 第 3 列 和 
第 6 列 ， 第 5 列 和 第 8 列 方 格 的 是 相 邻 的 (读者 可 自行 验证 ) 。 4 

为 了 用 卡 诺 图 化 简 n 变 元 的 布尔 函数 ， 首 先 应 画 出 合适 大 小 的 卡 诺 图 。 我 们 在 积 之 和 扩展 
式 中 的 小 项 对 应 的 所 有 方 格 中 放 人 1， 然 后 确定 函数 的 所 有 素 隐 含 。 要 做 到 这 一 点 ,我们 寻找 
由 2* 个 聚 复方 格 ( 全 包含 1) 组 成 的 块 ， 其 中 1 委 & 委 ”。 这 些 块 对 应 于 ”一 & 个 文字 的 积 。( 练 习 
33 要 求 读 者 对 此 进行 验证 。) 而 且 ， 若 2 个 方 格 ( 全 包含 1) 的 块 没 有 包含 在 一 个 2 一 个 方 格 ( 全 
含 1) 组 成 的 块 中 ， 则 这 2 个 方 格 的 块 表示 一 个 素 隐 含 ， 因 为 没有 一 个 删除 一 个 文字 后 得 到 的 
文字 积 还 能 用 全 是 1 的 方 格 组 成 的 块 表示 。 

例 7 在 化 简 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 有 一 个 表示 两 个 文字 之 积 的 8 个 方 格 全 是 1 的 
块 ， 若 它 没 有 包含 在 一 个 16 个 方 格 全 是 1 且 表 示 单 个 文字 的 块 中 ， 则 此 块 是 素 隐 含 的 。 a 

一 旦 所 有 的 素 隐 含 确定 后 ， 我 们 的 目标 是 找 出 具有 如 下 性 质 的 这 些 素 隐 含 的 最 小 可 能 子 
集 : 子 集中 的 素 隐 含 覆 盖 了 卡 诺 图 中 所 有 包含 1 的 方 格 。 首 先 应 选择 本 原 素 隐 含 ， 因 为 每 个 本 
原 素 隐 含 由 一 个 块 表示 ， 这 个 块 覆盖 了 不 能 由 其 他 素 隐 含 覆盖 的 是 1 的 方 格 。 然 后 增加 其 他 素 
隐 含 以 确保 覆盖 图 中 所 有 为 1 的 方 格 。 当 变 元 的 数量 较 大 时 ， 这 最 后 一 步 会 极为 复杂 。 


12. 4.3 无 需 在 意 的 条 件 

在 某 些 电路 中 ， 由 于 输入 值 的 一 些 组 合 从 未 出 现 过 ， 所 以 我 们 只 关心 电路 对 输入 值 的 其 他 
组 合 的 输出 ， 这 使 得 我 们 在 生产 具有 所 需 输 出 的 电路 时 有 很 大 自由 ， 因 为 对 于 所 有 不 出 现 的 输 
入 值 的 组 合 ， 其 输出 值 可 以 任意 选择 。 对 于 这 种 组 合 的 函数 值 称 为 无 需 在 意 条 件 。 在 卡 诺 图 
中 ， 对 于 那些 其 函数 值 可 以 任意 选择 的 变 元 值 组 合 ， 用 4 对 其 做 记号 。 在 化 简 过 程 中 ， 我 们 可 
以 将 这 些 输入 值 的 组 合 赋值 1， 以 便 在 卡 诺 图 中 得 到 最 大 的 块 。 例 8 说 明了 这 一 点 。 

例 8 用 二 进 制 数字 对 十 进 制 表达 式 进行 编码 的 一 种 方法 是 : 对 十 进 制 表达 式 中 的 每 一 
位 ， 在 编码 的 二 进 制 表达 式 中 用 4 位 对 其 编码 。 例 如 ，873 的 编码 为 100001110011。 十 进 制 表 
达 式 的 这 种 编码 方式 称 为 二 进 制 编码 的 十 进 制 展开 式 。 因 为 有 16 个 4 位 二 进 制 数 ， 但 只 有 10 
个 十 进 制 数字 ， 所 以 还 有 6 个 4 位 二 进 制 数 没 有 用 来 对 数 进 行 编码 。 假 设 现在 需要 构造 一 个 电 
路 使 得 ， 如 果 十 进 制 数 大 于 或 等 于 5， 则 输出 1; 若 十 进 制 数 小 于 5， 则 输出 0。 怎么 仅 用 与 
门 、 或 门 和 反 相 器 来 构造 这 个 电路 ? 
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解 以 Fl(w，z，y，z) 表 示 此 电路 的 输出 ， 其 中 wzyz 是 一 个 十 进 制 数 的 二 进 制 扩 展 式 。 
下 的 值 如 表 1 所 示 ， 图 11a 是 下 的 卡 诺 图 ， 其 中 无 须 在 意 位 置 都 是 4。 我 们 可 以 将 d 包括 在 块 
中 或 者 将 它 剔 除 ， 这 样 块 就 有 很 多 可 能 的 选择 。 例 如 ， 如 果 剔 除 所 有 的 过 方 格 ， 则 形成 如 
图 11b 所 示 的 块 ， 所 产生 的 表达 式 为 wT 了 十 Try 十 Wrz。 如 果 包 插 某 些 4 而 剔除 其 余 的 ， 则 形 
成 的 块 如 图 11c 所 示 ， 且 所 产生 的 表达 式 为 wT 十 如 zy 十 zyz。 最 后 ， 如 果 包 括 所 有 的 4 块 ， 
且 使 用 如 图 11d 所 示 的 块 ， 则 产生 最 简单 的 积 之 和 展开 式 ， 即 FCz，y，z) 一 记 十 zy 十 zz。 本 
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Cy d) 
图 11 表明 其 无 需 在 意 位 置 的 卡 诺 图 
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12. 4.4 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 
ms 我 们 已 经 看 到 ， 可 以 用 卡 诺 图 将 布尔 函数 展开 为 形 如 积 之 和 的 极 小 表达 式 。 但 当 变 元 超过 
4 个 时 ， 卡 诺 图 就 变 得 难以 使 用 。 而 且 ， 卡 诺 图 的 使 用 还 要 依赖 于 用 目测 方法 将 项 分 成 组 。 鉴 
于 这 些 原因 ， 需 要 可 以 机 械 化 的 过 程 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 就 是 这 样 一 
种 过 程 ， 它 可 以 用 于 含有 任意 多 个 变 元 的 布尔 函数 。 此 方法 是 由 W.V 奎 因 和 E.J 莫 可 拉 斯 基 
于 20 世纪 50 年 代 提 出 的 。 奎 因 - 英 可 拉 斯 基 方 法 由 两 部 分 组 成 ， 第 一 部 分 寻找 可 能 包含 在 积 
之 和 的 最 小 展开 式 中 的 候选 项 ， 第 二 部 分 才 确 定 哪 些 项 将 真正 使 用 。 下 面 用 例 9 来 说 明 这 个 过 
程 是 怎样 通过 将 隐 含 合并 到 含有 更 少 文字 的 隐 含 来 进行 的 。 
例 9 下 面 说 明 怎么 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 寻找 等 价 于 zyz 十 zz 十 yz 十 过 十 元 yz 的 极 


小 展开 式 。 


我 们 用 位 串 来 表示 此 展开 式 中 的 小 项 。 如 果 z 
出 现 ， 则 第 一 位 为 1; 如 果 元 出 现 ， 则 第 一 位 为 0。 
如 果 y 出 现 ， 则 第 二 位 为 1; 如 果 7 出 现 ， 则 第 二 位 
为 0。 如 果 z 出 现 ， 则 第 三 位 为 1; 如果 z 出 现 ， 则 
第 三 位 为 0。 然 后 根据 对 应 位 串 中 1 的 个 数 来 对 这 些 
项 进行 分 组 。 这 些 信息 如 表 2 所 示 。 

可 以 合并 的 小 项 只 在 一 个 文字 处 不 同 。 所 以 ， 





对 于 两 个 可 以 合并 的 小 项 ， 在 表示 它们 的 位 串 中 ，1 的 个 数 仅 相差 1。 当 两 个 小 项 合并 成 一 个 
积 时 ， 这 个 积 只 含有 两 个 文字 。 两 个 文字 的 积 可 以 如 下 表示 : 以 短 划 线 来 表示 没有 出 现 的 变 
元 。 例 如 ， 位 串 101 和 001 所 表示 的 小 项 zyz 和 yz 可 以 合并 成 yz， 而 yz 可 以 用 位 串 -01 表 
示 。 表 3 列 出 了 所 有 可 以 合并 的 成 对 小 项 以 及 它们 合并 后 所 产生 的 积 。 

下 一 步 ， 对 于 由 两 个 文字 构成 的 积 ， 如 果 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 ， 则 将 它们 合并 成 一 个 文 
字 。 两 个 这 样 的 积 能 够 合并 的 条 件 是 : 它们 所 包含 的 文字 是 两 个 相同 变 元 的 文字 ， 并 且 只 有 其 
中 一 个 变 元 的 文字 不 一 致 。 就 表示 这 些 积 的 串 来 说 ， 它 们 必定 在 相同 位 置 有 一 个 短 划 线 ， 且 在 
其 余 的 两 个 位 置 中 必定 有 一 个 位 置 的 内 容 不 相同 。 我 们 可 以 将 串 -11 和 -01 所 表示 的 积 yz 和 yz 
合并 成 >， 并 用 串 -1 表示 。 所 有 能 够 以 这 种 方式 合并 的 项 如 表 3 所 示 。 








测试 和 逻辑 设计 


爱德华 . 莫 可 拉 斯 基 (Edward J. McCluskey， 生 于 1929 年 ) 莫 可 拉 斯 基 生 于 1929 
年 ， 就 读 于 鲍 登 学 院 和 麻 省 理工 学 院 ， 并 于 1956 年 获得 麻 省 理工 学 院 电子 工程 学 博士 
学 位 。1955 年 ， 葛 可 拉 斯 基 进 入 贝尔 电话 实验 室 ， 并 在 那里 工作 了 五 年 。1959 年 到 
1966 年 ， 莫 可 拉 斯 基 在 普林斯顿 大 学 担任 电子 工程 学 教授 ， 并 在 1961 年 到 1966 年 期 间 
， 兼任 在 普林斯顿 大 学 计算 中 心 主任 一 职 。1967 年 ， 他 在 斯 坦 福 大 学 担任 计算 机 科学 和 
电子 工程 学 教授 ， 并 于 1969 年 到 1978 年 期 间 ， 担 任 数字 系统 实验 室 的 主任 。 莫 可 拉 斯 
基 的 研究 范围 很 广泛 ， 涉 及 计算 机 科学 的 许多 领域 ， 包 括 容 错 计算 、 计 算 机 体系 结构 、 
。 他 现在 是 斯 坦 福 大 学 可 靠 性 计算 中 心 的 主任 ， 同 时 也 是 美国 计算 机 协会 的 会 员 。 
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在 表 3 中 ， 我 们 还 指出 了 哪些 项 可 以 用 来 形成 更 少 文字 的 积 ， 在 极 小 展开 式 中 不 需要 这 些 
项 。 下 一 步 是 找 出 积 的 一 个 极 小 集合 ， 使 之 可 以 用 来 表示 此 布尔 函数 。 我 们 从 那些 还 没有 被 用 
来 形成 更 少 文字 之 积 的 积 着 手 。 再 下 一 步 ， 我 们 构造 表 4， 通 过 合并 原来 项 所 形成 的 每 一 个 候 
选 积 构 成 此 表 的 行 ， 原 来 的 项 构成 列 。 如 果 积 之 和 展开 式 中 原来 的 项 被 用 来 形成 这 个 候选 积 ， 
则 在 相应 的 位 置 打上 X ， 此 时 称 此 候选 项 覆盖 了 原来 的 小 项 。 我 们 需要 至 少 一 个 积 ， 它 覆盖 原 
来 的 每 一 个 小 项 。 因 此 ,一 旦 此 表 的 某 一 列 只 有 一 个 X， 则 此 X 所 在 的 行 所 对 应 的 积 必定 被 使 
用 。 从 表 4 可 以 看 出 ，z 和 zy 都 是 必需 的 。 所以， 最 后 的 答案 是 = 十 元 7。 a 





就 像 例 9 所 说 明 的 那样 ， 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 用 下 面 一 系列 步骤 来 化 简 一 个 积 之 和 展开 式 。 

1) 将 由 个 变 元 构成 的 每 一 个 小 项 表示 成 一 个 长 度 为 n 的 位 串 ， 如 果 zi 出 现 ， 则 此 串 的 第 
i 个 位 置 为 1; 如果: 出 现 ， 则 此 串 的 第 i 个 位 置 为 0。 

2) 根 据 串 中 1 的 个 数 将 串 分 组 。 

3) 确 定 所 有 这 样 ”一 1 个 变 元 的 积 ， 它 们 可 以 通过 取 展 开 式 中 小 项 的 布尔 和 得 到 。 将 能 够 
合并 的 小 项 表示 成 位 串 ， 且 这 些 串 只 在 一 个 位 置 不 相同 。 将 这 些 n 一 1 个 变 元 的 积 用 如 下 的 串 
表示 : 如 果 z; 出 现在 此 积 中 ， 则 此 串 的 第 i 个 位 置 为 1; 如 果 云 出 现 ， 则 此 位 置 为 0; 如 果 此 
积 中 没有 涉及 xz; 的 文字 ， 则 此 位 置 为 短 划 线 。 

4) 确 定 所 有 这 样 "一 2 个 变 元 的 积 ， 它 们 可 以 取 为 在 前 一 个 步 又 形成 的 "一 1 个 变 元 的 积 的 
布尔 和 。 将 能 够 合并 的 ”一 1 个 变 元 的 积 ， 表 示 成 如 下 的 串 : 在 同一 位 置 有 一 个 短 划 线 ， 且 只 
在 一 个 位 置 不 相同 。 

5) 只 要 可 能 ， 继 续 将 布尔 积 合 并 成 更 少 变 元 的 积 。 

6) 找 到 所 有 这 样 的 布尔 积 : 它们 虽然 出 现 ， 但 还 没有 被 用 来 形成 少 一 个 文字 的 布尔 积 。 

7) 找 到 这 些 布 尔 积 的 最 小 集合 ， 使 得 这 些 积 之 和 表示 此 布尔 函数 。 这 可 以 用 如 下 方法 来 完 
成 : 构造 一 个 表 ， 列 出 哪些 积 覆盖 了 哪些 小 项 。 每 一 个 小 项 必定 被 至 少 一 个 积 覆 盖 。 使 用 此 表 
的 第 一 步 是 找到 所 有 的 本 原 素 隐 含 。 每 个 本 原 素 隐 含 必须 被 包含 ， 因 为 它 是 覆盖 某 个 小 项 的 唯 


威 拉 德 . 冯 ， 奥 曼 ， 奎 因 (Wilard Van Orman Quine，1908 一 2000) 奎 因 生 于 俄 
效 俄 州 阿 克 伦 郡 ， 早 年 就 读 于 奥 柏 林学 院 ， 之 后 考 人 哈佛 大 学 ， 并 于 1932 年 获得 哲 
学 博士 学 位 。1933 年 ， 他 成 为 哈佛 大 学 的 初级 研究 员 ，3 年 后 他 在 该 学 院 任 职 并 执教 
终身 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 在 美国 海军 服役 ,破译 来 自 德国 潜艇 的 密码 。 奎 因 对 
算法 有 着 浓厚 的 兴趣 ， 而 不 是 硬件 方面 。 他 发 明 的 现今 称 为 “ 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 ”， 
在 当时 是 一 种 数理 逻辑 的 教学 设备 ， 而 不 仅仅 是 化 简 开 关 电 路 的 方法 。 奎 因 是 20 世 
纪 最 著名 的 哲学 家 之 一 。 他 对 知识 理论 、 数 理 逻辑 、 集 合 论 以 及 语言 和 逻辑 哲学 都 做 
出 了 重要 的 贡献 。 他 1937 年 出 版 的 《数理 逻辑 的 新 基础 (New Foundations of Mathematical Logic) 和 1960 
年 出 版 的 《词语 和 对 象 》(Word and Object) 都 有 着 深远 的 影响 。1978 年 他 从 哈佛 大 学 退 体 后， 继续 奔波 于 
办 公 室 和 他 在 比 根山 住所 之 间 。 他 一 生 都 在 使 用 1927 年 生产 的 雷 明 顿 打 字 机 ， 也 正 是 用 该 打字 机 他 完成 
了 博士 论文 。 他 甚至 对 此 打字 机 做 了 改造 : 增加 了 一 些 特殊 符号 ， 去掉 了 第 二 句号 、 第 二 逗号 和 问号 。 
当 他 被 问 到 是 否 漏 掉 了 问号 时 ， 他 回答 说 :“ 你 看 ， 我 只 做 确定 的 事 .”《 新 黑客 词典 》(New Hacker$ 
Dictionary) 中 用 奎 因 的 姓名 命名 了 一 个 新 词 即 “ 奎 因 ”， 其 含义 是 能 复制 其 源 代 码 作为 完整 输出 的 一 个 程 
序 。 对 黑客 而 言 ， 用 特定 的 程序 语言 中 产生 最 短 的 奎 因 是 个 非常 流行 的 难题 。 
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一 素 隐 含 。 如 果 找 到 了 本 原 素 隐 含 ， 就 可 以 通过 除去 由 此 素 隐 含 覆 盖 的 小 项 的 行 化 简 此 表 。 第 
二 步 ， 去 掉 所 有 满足 如 下 条 件 的 素 隐 含 ， 此 素 隐 含 覆盖 一 个 小 项 集合 ， 此 小 项 集合 被 另 一 个 素 
隐 含 覆盖 (读者 应 该 证 明 ) 。 第 三 步 ， 从 表 中 去 掉 满 足 如 下 条 件 的 小 项 所 在 的 行 ， 覆 盖 此 小 项 的 
某 些 素 隐 含 也 覆盖 另 一 个 小 项 。 首 先 找 到 必须 被 包含 的 本 原 素 隐 含 ， 然 后 去 掉 宛 余 的 素 隐 含 ， 
最 后 找到 可 以 被 忽略 的 小 项 ， 和 迭代 此 过 程 直到 此 表 不 再 改变 为 止 。 这 里 使 用 回溯 过 程 寻找 最 优 
解 ， 为 覆盖 所 有 的 文字 积 逐 步 添加 素 隐 含 以 寻找 可 能 的 解 ， 在 每 一 步 都 与 已 经 找到 的 最 优 解 进 
行 比 较 。 

最 后 一 个 例子 说 明了 怎么 用 这 个 过 程 来 化 简 4 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 

例 10 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 积 之 和 展开 式 wryz 十 wzyz 十 wzy 3 十 Wryz 十 Wr yz 十 
WTyZTwWTI YZ, 

解 ”首先 将 小 项 表示 成 位 串 ， 然 后 根据 位 串 中 1 的 个 数 来 对 项 进行 分 组 ， 如 表 5 所 示 。 
表 6 给 出 了 所 有 由 这 些 积 的 布尔 和 得 到 的 布尔 积 。 





没有 被 用 来 形成 更 少 变 元 之 积 的 只 有 如 、wyz、wZzy 和 zyz。 表 7 表明 了 每 个 这 样 的 积 覆 
盖 的 小 项 。 为 覆盖 这 些小 项 ， 必 须 包 括 w 和 wy z， 因 为 它们 是 分 别 覆盖 zcyz 和 wzy z 的 唯一 
的 积 。 一 旦 将 这 两 个 积 包 括 进来 ， 我们 就 可 以 看 到 ， 剩 下 的 两 个 积 中 只 有 一 个 是 必要 的 。 因 
此 ,十 wyz 十 wzy 或 者 Wz 十 wyz 十 yz 都 可 以 看 做 是 最 后 答案 。 4 
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练习 
1. a) 画 出 二 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 表示 zy 的 方 格 中 放置 1 。 


b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 所 表示 的 小 项 是 什么 ? 

2. 寻找 下 列 每 个 卡 诺 图 所 表示 的 积 之 和 展开 式 。 

Sk dR b) 区 ec) 
Xx 


;3 
’ * .2 
: : [| 


3. 画 出 下 列 两 个 变 元 的 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 : 


a)ry b)zxy 二 Ey c)Zy 十 工 7 十 元 y 十 元 7 


4, 用 卡 诺 图 找 出 下 列 关于 变 元 zx 和 y 的 布尔 函数 的 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具 有 积 之 和 的 形式 。 


83) 元 y 十 元 7 b)zy 十 工 了 ce)zy 十 工 7 十 2 十 元 7 


5. 3a) 画 出 三 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 表示 过 z 的 方 格 里 放置 1 。 


b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 表示 的 小 项 是 什么 ? 


6. 对 于 下 列 电路 图 ， 用 卡 诺 图 画 出 具有 相同 输出 的 更 简单 的 电路 图 。 


XyzZ + xXyzZ b) x 
这 


4 







a)x 









XZ + XZ + TyZ + XYZ 


cx 一 >o= Rz[Cc+ 习 + (+)] 


(CC+ 司 +(7+ 司 





7. 画 出 下 列 三 变 元 积 之 和 展开 式 的 卡 诺 图 : 


a)rxyZ b) 元 yz 十 元 y 闷 c) 工 yZ 十 并 yy 元 十 元 y zi yz 


8. 构造 F(z，y，) 二 xz 十 yz 十 Zyz 的 卡 诺 图 。 使 用 此 卡 诺 图 找 出 F(z，>，z) 的 隐 含 、 素 隐 含 和 本 原 素 


隐 合 。 


9. 构造 (zx，y，z) 二 xz 十 Tyz 十 yz 的 卡 诺 图 。 使 用 此 卡 诺 图 找 出 F(z，y，z) 的 隐 舍 、 素 隐 舍 和 本 原 素 


隐 含 。 


. 画 一 个 3 立方 体 Q: ， 用 布尔 变 元 zx、> 和 z 组 成 的 小 项 标记 每 一 个 项 点， 这 些 项 与 顶点 表示 的 位 串 关 


联 。 对 这 些 变 元 中 的 每 一 个 文字 ， 指 出 表示 这 个 文字 且 是 Q 的 子 图 的 2 立方 体 Q. 。 


. 画 一 个 4 立方 体 Q,， 用 布尔 变 元 ww、z、> 和 z 组 成 的 小 项 标记 每 一 个 项 点， 这 些 项 与 顶点 表示 的 位 
串 关联 。 对 这 些 变 元 中 的 每 一 个 文字 ， 指 出 哪个 3 立方 体 Qi 表示 这 个 文字 且 是 Q, 的 子 图 。 指 出 哪 


个 2 立方 体 Q 表示 积 wz、zy 和 yz 且 是 Q4 的 子 图 。 
.用 卡 诺 图 找 出 下 列 关 于 变 元 zx、> 和 >z 的 函数 的 一 个 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具 有 积 之 和 的 形式 。 
83) 元 yz 十 元 yz b) zyz 十 工 y 乏 十 元 yz 十 元 y 志 
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13， 


14. 


15. 


16. 


17, 


18. 


19. 


* 20. 


* 21。 


22. 
23. 
24. 
25. 
* 26. 


27, 


Cc)XTyZ+ZrxyIZ+ryZ+iyz+ i yz d)Zzyz 十 工 这 十 Z7z 十 zz 十 地 ZTyZ 

a) 画 出 四 变 元 函数 的 卡 诺 图 ， 并 在 元 ry z 所 表示 的 方 格 里 填 人 1 。 

b) 与 上 述 方 格 相 邻 的 方 格 表示 的 小 项 是 什么 ? 

用 卡 诺 图 找 出 下 列 关 于 变 元 w、zx、y 和 z 的 函数 的 一 个 极 小 展开 式 ， 且 此 展开 式 具 有 积 之 和 的 形式 。 
a)wzryz+ wr yz wryT+wry T+wzyz 

b)wzxyz+wzr yztwzyzt ur yt+yry z+ ry 

Cwryzt wryzZ+wryzi wi ywryztur etyryzt+riiy 

dD wryzt wryz+wr yt wTyziwzyzi+uryzwiyztw ry z+wvi yz 


在 表示 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 找 出 对 应 于 下 列 积 的 方 格 。 


a) Zi ZX2 TX3 Th jb) 元 ; za zs C) Xz xh 

d)z, Th €) x3 f)zs 

在 六 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 表 示 zi 、 五 ze 、Zz1xz 元、zzsziz 和 xz zz 率 ; 分 别 需 要 多 少 
方 格 ? 


a) 六 变 元 函数 的 卡 诺 图 具有 多 少 个 方 格 ? 

b) 在 六 变 元 函数 的 卡 诺 图 中 ， 对 于 任意 给 定 的 一 个 方 格 ， 有 多 少 个 方 格 与 之 相 邻 ? 

证 明 : 在 五 变 元 布尔 函数 的 卡 诺 图 中 ， 两 个 小 项 恰 在 一 个 文字 处 不 同 当 且 仅 当 表 示 这 些小 项 的 方 格 
相 邻 ， 或 者 顶 行 和 底 行 的 方 格 相 邻 ， 第 1 列 和 第 8 列 的 方 格 相 邻 ， 第 1 列 和 第 4 列 ， 第 2 列 和 第 7 
列 , 第 3 列 和 第 6 列 ， 第 5 列 和 第 8 列 的 方 格 相 邻 。 

在 六 变 元 布尔 函数 的 4X16 卡 诺 图 中 ， 若 用 格雷 码 1111、1110、1010、1011、1001、1000、0000、 
0001、0011、0010、0110、0111、0101、0100、1100、1101 标记 列 ， 用 11、10、00、01 标记 行 ， 则 
哪些 行 和 列 应 当 相 邻 才 可 使 得 恰 在 一 个 文字 上 不 同 的 小 项 的 方 格 相 邻 ? 

用 卡 诺 图 找 出 下 列 函 数 的 极 小 展开 式 ， 使 得 此 展开 式 具 有 积 之 和 的 形式 ， 这 些 函 数 满足 其 输入 为 十 
进 制 数字 的 二 进 制 编码 ， 其 输出 为 1 当 且 仅 当 对 应 于 输入 的 数 为 

8a) 奇 数 b) 不 可 由 3 整除 c) 不 是 4、5 或 6 

假设 一 个 委员 会 中 有 5 个 成 员 ， 其 中 的 施 密 斯 和 琼斯 的 投票 总 与 马 库 斯 的 投票 相反 。 试 用 这 个 投票 
关系 设计 一 个 电路 ， 实 现 此 委员 会 的 多 数 表 决 器 。 

使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 例 3 中 的 积 之 和 展开 式 。 

使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 12 中 的 积 之 和 展开 式 。 

使 用 奈 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简 例 4 中 的 积 之 和 展开 式 。 

使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 化 简练 习 14 中 的 积 之 和 展开 式 。 

试 解释 怎么 用 卡 诺 图 方法 简化 3 个 变 元 的 和 之 积 展开 式 。[ 提 示 : 用 0 来 标记 展开 式 的 大 项 ， 然 后 构 
造 大 项 的 块 。] 

用 练习 26 的 方法 化 简 和 之 积 展开 式 (z 十 y 十 z)(z 十 y 十 z) (Zz 十 了 十 世 ) (Zz 十 了 十 z) (元 十 y 十 z) 。 





* 28. 在 圆 环 面 上 画 出 4 个 变 元 的 16 个 极 小 项 的 卡 诺 图 。 

29. 用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 电路 ， 使 得 当 输 入 的 十 进 制 数字 可 以 被 3 整除 时 输出 1， 否 则 输出 0。 
其 中 输入 的 十 进 制 数字 是 二 进 制 编码 的 十 进 制 展开 式 。 
对 于 练习 30 一 32， 在 所 给 的 卡 诺 图 中 ，Q& 表示 无 须 在 意 条 件 。 试 找 出 它们 的 极 小 积 之 和 展开 式 。 

30. 六 六 到 到 31. 吧 咬 歼灭 32. 并 吧 殉 交 

33. 证 明 ; 个 文字 的 积 对 应 于 n 立方 体 Q, 的 2 一 维 子 立方 体 ， 其 中 立方 体 的 顶点 对 应 于 标识 顶点 的 位 
串 表 示 的 小 项 ， 如 10. 2 节 例 8 的 描述 。 

关键 术语 和 结论 

术语 


布尔 变 元 (Boolean variable): 只 取 0 或 1 值 的 变 元 。 
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元 (z 的 补 ，complement of z) : 一 个 表达 式 ， 当 工 取 值 0 时 ， 它 取 值 1; 当 z 取 值 1 时 ， 它 取 
值 0。 

Z。，y( 或 zy)(z 与 y 的 布尔 积 或 合 取 ，Boolean product or conjunction of zx and y) : 一 个 表达 式 ， 
当 并 和 >y 都 取 值 1 时 ， 它 取 值 1; 否则 取 值 0。 

Z 十 y( 并 与 y 的 布尔 和 或 析 取 ，Boolean sum or disjunction of z and >) :一 个 表达 式 ， 当 或 y 
取 值 1 时 ,或 者 当 z 和 yy 都 取 值 1 时 , 它 取 值 1; 否则 取 值 0。 

布尔 表达 式 (Boolean expressions) : 如 下 递归 得 到 的 表达 式 : 0，1， 盖 ，…，xz 是 布尔 表达 式 ; 
且 如 果 EE 和 E, 是 布尔 表达 式 ， 则 瑟 、(E, 十 E,) 和 (EE,) 也 是 布尔 表达 式 。 

布尔 表达 式 的 对 偶 (dual of a Boolean expression) ; 通过 交换 十 号 和 ， 号 、0 和 1 得 到 的 表达 式 。 

元 元 布尔 函数 (Boolean function of degree za) : 从 B" 到 B 的 函数 ， 其 中 B={0，1})。 

布尔 代数 (Boolean algebra) : 具有 两 个 二 元 运算 V 和 人 、 元 素 0 和 1、 一 元 补 运算 -的 集合 ， 它 
满足 同一 律 、 补 律 、 结 合 律 、 交 换 律 和 分 配 律 。 

布尔 变 元 工 的 文字 (literal of the Boolean variable x): 或 者 为 Tz， 或 者 为 区 。 

Tl， ZXz，"…， Xn 的 小 项 (minterm of z，z，…，z): 布尔 积 ss 其 中 每 个 Ys 或 为 z， 
或 为 z;。 

积 之 和 展开 式 (或 析 取 范式 ，sum-of-products expansion or disjunctive normal form): 形 如 小 项 
之 析 取 的 布尔 函数 的 表示 。 

函数 完备 的 (functionally complete) : 布尔 运算 的 一 个 集合 称 为 是 函数 完备 的 ， 如 果 每 个 布尔 函 
数 都 能 由 这 些 布尔 运算 表示 。 

ZI|y( 或 XNAND y，zly orz NAND y): 一 个 表达 式 ， 当 xz 和 y 都 取 值 1 时 ， 它 取 值 0; 否则 
取 值 1。 

XYy( 或 TNOR y，zyy，orzNOR y): 一 个 表达 式 ， 当 工 或 y 取 值 1 时 , 或 x 和» 都 取 值 1 
时 ， 它 取 值 0; 否则 取 值 1。 

反 相 器 (inverter) : 一 种 装置 ， 它 以 布尔 变 元 的 值 作 为 输入 ， 产 生 输 入 的 补 。 

或 门 (OR gate) : 一 种 装置 ， 它 以 两 个 或 更 多 布尔 变 元 的 值 作 为 输入 ， 输 出 它们 的 布尔 和 。 

与 门 (AND gate) : 一 种 装置 ， 它 以 两 个 或 更 多 布尔 变 元 的 值 作为 输入 ， 输出 它们 的 布尔 积 。 

半 加 法 器 (half adder) ; 一 种 电路 ， 它 将 两 位 相 加 ， 产 生 一 个 和 位 与 一 个 进位 。 

全 加 法 器 (full adder) : 一 种 电路 ， 它 将 两 位 及 一 个 进位 相 加 ， 产 生 一 个 和 位 与 一 个 进位 。 

nn 个 变 元 的 卡 诺 图 (K-map for n variables) : 被 分 成 2” 多 个 方 格 的 矩形 ， 每 个 方 格 表示 这 些 变 元 
的 一 个 小 项 。 

布尔 函数 的 最 小 化 (minimization of a Boolean function) : 把 布尔 函数 表示 为 积 之 和 ， 其 中 包含 的 积 最 
少 ， 而 且 这 些 积 包含 的 文字 也 最 少 ， 是 此 函数 的 所 有 积 之 和 表示 中 包含 文字 最 少 的 。 

布尔 函数 的 隐 含 (implicant of a Boolean function): 满足 下 述 条 件 的 文字 积 : 如 果 文 字 积 为 1， 
那么 布尔 函数 的 值 为 1。 

布尔 函数 的 素 隐 含 (prime implicant of a Boolean function) : 布尔 函数 的 隐 含 文字 积 ， 而 且 删 除 
一 个 文字 之 后 得 到 文字 积 不 再 是 此 函数 的 隐 含 。 ， 

布尔 函数 的 本 原 素 隐 仿 (essential prime implicant of a Boolean function) : 布尔 函数 的 素 隐 含 ， 
而 且 必 须 包括 在 这 个 函数 的 最 小 化 中 。 ， 

无 需 在 意 的 条 件 (donyt care condition) : 电路 的 一 组 输入 值 ， 电 路 中 不 可 能 也 不 会 出 现 这 样 的 
输入 。 

结论 

布尔 代数 中 的 人 恒等式 ( 见 12. 1 节 的 表 5) 。 

对 于 布尔 表达 式 表 示 的 布尔 函数 间 的 任意 等 式 ， 如 将 等 式 的 两 边 取 对 偶 ， 则 等 式 依然 成 立 。 

每 个 布尔 函数 都 可 由 积 之 和 展开 式 表示 。 


集合 {十 ，} 和 {。，} 都 是 函数 完备 的 。 

集合 { + } 和 { | } 都 是 函数 完备 的 。 

使 用 卡 诺 图 来 极 小 化 布尔 表达 式 。 

使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 法 来 极 小 化 布尔 表达 式 。 


复习 题 
1. 给 出 n 元 布尔 函数 的 定义 。 
2. 有 和 多少 个 2 元 布尔 函数 ? 
3. 给 出 布尔 表达 式 集 合 的 递归 定义 。 
4. a) 什 么 是 布尔 表达 式 的 对 偶 ? 

b) 什 么 是 对 偶 原 理 ? 怎么 应 用 它 找到 关于 布尔 表达 式 的 新 的 恒等式 ? 
5. 试 解释 怎么 构造 一 个 布尔 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
6. a)“ 由 运算 符 构 成 的 集合 是 函数 完备 的 ”是 什么 含义 ? 

b) 集 合 { 十 ，。} 是 函数 完备 的 吗 ? 

ec) 有 没有 单 运算 符 构 成 的 集合 是 函数 完备 的 ? 
7. 试 解释 怎么 用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 电路 ， 它 用 两 个 开关 控制 一 玖 灯 。 
8. 用 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 一 个 半 加 法 器 。 
9. 是 否 有 这 样 一 种 逻辑 门 ， 用 它 可 以 构造 或 门 、 与 门 和 反 相 器 所 能 构造 的 所 有 电路 ? 
10. a) 解 释 怎么 用 卡 诺 图 来 化 简 3 个 布尔 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 

b) 用 卡 诺 图 化 简 积 之 和 展开 式 xyz 十 Tyz 十 TyZ 十 Tyz 十 区 YY 世 。 
11. a) 解 释 怎么 用 卡 诺 图 来 化 简 4 个 布尔 变 元 的 积 之 和 展开 式 。 

b) 用 卡 诺 图 化 简 积 之 和 展开 式 

WryzZ+ wryzZ+wr y+wryzt+wryzi+ wi yturyzt+Tyzt ryT 
12. a) 什 么 是 无 需 在 意 条 件 ? 

b) 试 解释 怎么 用 无 需 在 意 条 件 由 或 门 、 与 门 和 反 相 器 构造 这 样 一 个 电路 ， 当 十 进 制 数字 大 于 等 于 6 

时 输出 1， 当 这 个 数字 小 于 6 时 输出 0。 

13. a) 试 解释 怎么 用 奎 因 - 莫 克拉 斯 基 方法 来 化 简 积 之 和 展开 式 。 

b) 用 这 个 方法 化 简 zyz 十 7Z 十 元 y 乏 十 元 7 十 元 7 过 。 


补充 练习 

1. 对 于 布尔 变 元 z、y 和 zz 的 哪些 值 使 下 式 成 立 ? 
a) 工 十 y 十 z 一 工 yz b)z(y 十 z) 一 工 十 yz C)TyIZ=Zz+y 二 +z 

2. 设 工 和 y 属于 {0，1}。 如 果 存 在 {0，1} 中 的 值 z 使 得 下 式 之 一 成 立 ， 能 否 得 到 z 一 y 的 结论 ? 
3a) 工 zx 一 yz b)z 十 z 一 y 十 z cz 由 z 一 > 由 = 
dzyz 一 yy zx er|z=y|z 


布尔 函数 下 称 为 是 自 对 侦 的 当 且 仅 当 F(z1,，…,， zx) 一 F(Z,)。 
3. 下 列 函 数 哪些 是 自 对 偶 的 ? 
a)F(z, »)=x b)F(x, y=xzxy+zy 
F(z, y)=z++y d)FCz，y) 一 Zy 十 元 y 
4. 试 给 出 一 个 三 变 元 自 对 偶 布 尔 函 数 的 例子 。 
* S。 有 多 少 个 对 元 布尔 函数 是 自 对 偶 的 ? 


在 半 元 布尔 函数 构成 的 集合 上 ， 定 义 关 系 委 使 得 ，F 委 G 当 且 仅 当 车 下 (zx1，zxs，*…，Z,) 二 1 就 有 
(CR 
6. 对 于 下 列 函 数 对 ， 确 定 是 否 有 F<G 或 G<F。 
a)F(r, y)=Zx, GCC(Z，y) 一 并 十 y DF(lz, y)=z+y, G(rz, y)=zxy 


F(zr, y)=T, G(rz, y)=z+y 
7. 设 下 和 6G 是 nn 元 布尔 函数 ， 证明: 


布尔 代数 


a)F<F+G b)FG<F 
8. 设 政 、G 和 昌都 是 n 元 布尔 函数 。 证明 : F 二 GH 当 且 仅 当 F<H 且 G<H。 


* 9. 证 明 : 三 关系 是 n 元 布尔 函数 集合 上 的 一 个 偏 序 关 系 。 


* 10. 
* 卫 卫 。 


12. 
13. 
14. 


15. 


*16. 
*17., 


18. 


_ 


画 出 由 16 个 2 元 布尔 函数 (如 12. 1 节 表 3 所 示 ) 组 成 的 集合 在 偏 序 三 下 的 哈 斯 图 (Hasse diagram) 。 
对 于 下 列 每 个 等 式 ， 或 者 证 明 其 为 恒等式 ,或 者 找到 变 元 的 一 组 值 使 之 不 成 立 。 
Dzr|(y|z)=(z|y)|z 

bzy (yyz)=(rzy yy (ry2) 

zryCy|z)=(ry | (ryz) 

定义 布尔 运算 符 ©@: 1©1=1, 1©@0=0, 0@1=0, 0@0=1。 

证 明 zx@y 一 zy 十 闷 7。 

证 明 zx@Oy 一 (四 y)。 

证 明 下 列 各 等 式 成 立 。 

a)zOZz 一 1 b) z 名 区 一 0 czOy 一 >yOZz 
(zy)O©z 二 xO (yOz) 是 否 总 成 立 ? 

确定 集合 {@ } 是 不 是 函数 完备 的 。 

在 16 个 两 变 元 z 和 y 的 布尔 函数 中 ， 有 多 少 个 能 够 用 下 列 运 算 符 、 变 元 工 和 y 以 及 值 0 和 1 来 表示 ? 
a){-)》 b){。} c) {十} dt ,十 } 
异 或 门 (XOR gate) 的 记号 如 下 ， 它 从 > 和 > 产生 输出 z 由 >。 


De et 
确定 下 列 电路 a) 和 b) 的 输出 。 
[Ls, 


a 


. 如 果 除 了 或 门 、 与 门 和 反 相 器 之 外 ， 还 可 以 使 用 异 或 门 ， 说 明 怎么 用 比 12. 3 节 图 8 中 所 用 的 更 少 的 


门 来 构造 一 个 半 加 法 器 。 


. 试 设计 一 个 电路 来 确定 ， 在 一 个 四 人 委员 会 中 ， 是 否 有 三 人 或 更 多 的 人 就 某 事 投了 帝 成 票 ， 其 中 的 


每 个 人 用 一 个 开关 来 投票 。 
给 定 布尔 变 元 z;，z:，:…，z, 的 一 组 输入 值 ， 阅 值 门 产生 输出 >， 其 中 ?> 为 0 或 1。 每 个 阔 值 门 都 


有 一 个 阅 值 荆 以 及 一 组 权 ww! ，w: ，…，w,， 其 中 全 和 wi! ，w，…，vw 都 是 实数 。 阅 值 门 的 输出 y 是 1 
当 且 仅 当 zw zi 十 zz 十 … 十 zzs 志 T。 具 有 赣 值 T 和 权 rw ，rw ，…，zru 的 阔 值 门 如 下 图 所 示 。 阔 值 门 
对 于 神经 生理 学 和 人 工 智 能 的 建 模 都 非常 有 用 。 


21. 


XI 


Xn 


阔 值 门 表示 了 一 个 布尔 函数 。 试 找 出 由 下 面 阔 值 门 表示 的 布尔 函数 的 布尔 表达 式 。 


关 


水 


22. 


23. 
24. 
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3 
能 够 由 阔 值 门 表示 的 布尔 函数 称 为 益 值 函数 。 证 明 下 列 每 个 函数 都 是 阔 值 函数 。 
8a) 下 ( 工 ) 一 式 b)FCz，y) 一 Z 十 > F(zr, y)=zxy 
dF(r, y=z|y e)FCz，y) 一 zyy DF(rz, y, z)=Zz 二 yz 
g)F(w, Xz, y, z)=w 二 zy 十 z IRD)DF(w, zx, y, z)=wzrz+ zy 
证 明 : F(z，y) 二 zx 名 y 不 是 阔 值 函数 。 
证 明 : FE(Cw，z，y，z) 一 上 记 Z 十 yz 不 是 阔 值 函数 。 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 


© oA mW DD- 


10. 


. 给 定 两 个 布尔 变 元 z 和? 的 值 , 计算 zx 十 y>、zy、z 田 y、z|ly 和 zyy 的 值 。 

. 构造 一 个 表 ， 列 出 所 有 256 个 3 元 布尔 函数 的 值 。 

. 给 定 一 个 nn 元 布尔 函数 的 所 有 值 ， 其 中 是正 整数 ， 构 造 这 个 函数 的 积 之 和 展开 式 。 
. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 ， 和 ”表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 十 和 -表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 | 表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 只 用 运算 y 表示 这 个 函数 。 

. 给 定 一 个 3 元 布尔 函数 值 的 列表 ， 构 造 它 的 卡 诺 图 。 


. 给 定 一 个 4 元 布尔 函数 值 的 列表 ， 构 造 它 的 卡 诺 图 。 
给 定 一 个 布尔 函数 值 的 列表 ， 用 奎 因 - 英 可 拉 斯 基 方法 寻找 这 个 函数 的 极 小 积 之 和 表示 。 


11. 对 于 一 个 阐 值 门 和 个 布尔 变 元 的 值 作为 输入 ， 给 定 它 的 阔 值 和 一 组 权 ， 确 定 这 个 门 的 输出 。 


12. 


给 定 一 个 正 整 数 ， 构 造 一 个 n 元 随机 布尔 表达 式 ， 且 为 析 取 范式 。 


计算 和 探索 


用 


1 
2 
3. 
4 


一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 的 程序 做 下 列 的 练习 。 
. 计算 7、8、9、10 元 布尔 函数 的 个 数 。 
. 构造 3 元 布尔 函数 的 表 。 


构造 4 元 布尔 函数 的 表 。 

需 与 非 运算 符 的 最 大 数量 是 多 少 ? 

少 越 好 。 所 需 或 非 运算 符 的 最 大 数量 是 多 少 ? 
又 数 。 


又 数 。 


写作 课题 


用 本 教材 以 外 的 资料 按 下 列 要 求 写成 论文 。 
1. 描述 一 些 早期 设计 的 、 用 来 解 逻 辑 问 题 的 机 器 ， 如 印刷 示范 器 (Stanhope Demonstrator)、 杰 文 


(Jevons) 的 逻辑 机 以 及 马 昆 德 机 器 (Marquand Machine)。 


. 将 每 个 不 同 的 三 元 布尔 表达 式 表示 成 仅 含 与 非 运 算 符 的 析 取 范式 ， 所 使 用 的 与 非 运 算 符 越 少 越 好 。 所 
. 将 每 个 不 同 的 布尔 表达 式 表示 成 含有 4 个 变 元 和 仅 含 或 非 运算 符 的 析 取 范式 ， 所 使 用 的 或 非 运 算 符 越 
. 随机 生成 10 个 不 同 的 四 变 元 布尔 表达 式 ， 判断 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 简化 它们 所 需 的 平均 步 


. 随机 生成 10 个 不 同 的 五 变 元 布尔 表达 式 ， 判断 使 用 奎 因 - 莫 可 拉 斯 基 方 法 简化 它们 所 需 的 平均 步 
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. 解释 组 合 电路 与 顺序 电路 之 间 的 差别 ， 然 后 解释 怎么 用 触发 器 构造 顺序 电路 。 

定义 移 位 寄存 器 ， 且 讨论 怎么 使 用 移 位 寄存 器 。 说 明 怎 么 用 触发 器 和 逻辑 门 构 造 移 位 寄存 器 。 

` 说 明 怎 么 用 逻辑 门 构造 乘法 器 。 

- 找 出 逻辑 门 的 物理 构造 。 讨 论 在 构造 电路 时 ， 是 否 要 用 到 与 非 门 和 或 非 门 。 

- 解释 怎么 用 相关 性 记号 描述 复杂 的 开关 电路 。 

. 描述 怎么 用 乘法 器 构造 开关 电路 。 

， 以 用 阔 值 门 构造 半 加 法 器 和 全 加 法 器 为 例 ， 解 释 用 阔 值 门 构造 开关 电路 的 优点 。 

9. 描述 无 危险 开关 电路 的 概念 ， 并 给 出 一 些 设 计 这 种 电路 的 原则 。 

10, 解释 怎么 用 卡 诺 图 将 六 元 函数 极 小 化 。 

11. 讨论 用 于 极 小 化 布尔 函数 的 新 方法 (如 Espresso 方法 ) 的 思想。 解释 怎么 用 这 些 方法 来 解决 高 达 25 元 
的 布尔 函数 最 小 化 问题 。 

12. 描述 元 布尔 函数 的 函数 分 解 的 含义 。 讨 论 将 布尔 函数 分 解 为 元 数 更 少 的 布尔 函数 的 过 程 。 
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计算 模型 


计算 机 能 够 执行 许多 任务 。 提 出 一 个 任务 后 就 存在 两 个 问题 : 第 一 ， 它 能 否 由 计算 机 来 完 
成 ? 一 旦 知道 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 ， 就 会 问 第 二 个 问题 ， 怎 么 执行 这 个 任务 ? 计算 模型 就 
是 用 来 帮助 回答 这 两 个 问题 的 。 

下 面 将 讨论 三 种 类 型 的 计算 模型 : 文法 、 有 限 状态 机 和 图 灵机 。 文 法 是 用 来 产生 一 种 语言 
中 的 词 ， 并 且 确 定 一 个 词 是 否 属于 一 个 语言 。 文 法 产生 的 形式 语言 不 仅 可 以 作为 自然 语言 的 模 
型 ， 如 英语 ， 还 可 以 作为 程序 设计 语言 的 模型 ， 如 Pascal、Fortran、Prolog、C 和 Java。 特 别 
是 ， 文 法 在 编译 器 的 理论 和 构造 中 极为 重要 。 在 20 世纪 50 年 代 ， 美 国语 言 学 家 诺 姆 。 乔 姆 斯 
基 (Noam Chomsky) 首 先 使 用 了 下 面 将 要 讨论 的 文法 。 

在 建 模 中 ， 使 用 着 各 种 类 型 的 有 限 状 态 机 。 每 个 有 限 状 态 机 都 有 一 个 状态 集合 (包含 初始 
状态 ) 和 一 个 输入 字母 表 ， 还 有 一 个 转移 函数 ( 它 对 每 个 由 状态 和 输入 构成 的 对 ， 指 定 下 一 个 状 
态 ) 。 有 限 状态 机 的 状态 使 得 它 具 有 有 限 的 存储 能 力 。 有 些 有 限 状 态 机 对 每 个 转移 产生 一 个 输 
出 符号 。 这 类 机 器 可 以 用 做 许多 种 机 器 的 模型 ， 如 自动 售 货 机 、 延 迟 机 、 二 进 制 数 加 法 器 和 语 
言 识 别 器 。 我 们 还 将 讨论 没有 输出 但 具有 终结 状态 的 有 限 状 态 机 ， 这 样 的 机 器 广泛 用 于 语言 的 
识别 ， 它 们 所 识别 的 串 是 能 使 自动 机 从 初始 状态 运行 到 终结 状态 的 串 。 文 法 和 有 限 状 态 机 的 概 
念 具有 紧密 的 联系 ， 我 们 将 要 刻画 有 限 状态 机 所 能 识别 的 集合 的 特征 ， 并 且 证 明 这 些 集合 恰恰 
就 是 某 种 类 型 文法 所 产生 的 集合 。 

最 后 将 介绍 图 灵机 的 概念 。 我 们 将 说 明 怎 么 用 图 灵机 来 识别 集合 ， 还 要 说 明 怎 么 用 图 灵机 
来 计算 数论 函数 。 最 后 讨论 丘 奇 -图 灵 理 论 : 每 个 有 效 的 计算 都 可 由 图 灵机 来 完成 。 我 们 将 解 
释 如 何 使 用 图 灵机 研究 求解 某 类 问题 的 难度 ， 特 别 是 我 们 将 描述 如 何 使 用 图 灵机 将 问题 分 类 成 
理论 可 实现 的 和 不 可 实现 的 ， 以 及 可 解 的 和 不 可 解 的 。 


13. 1 语言 和 文法 


13. 1.1 引言 

英语 中 ， 单 词 能 以 各 种 方式 进行 组 合 ， 单 词 的 哪些 组 合 可 以 构成 有 效 的 句子 是 由 英语 的 语 
法 确定 的 。 例 如 : the frog writes neatly( 青 蛙 的 字 写 得 很 匀称 ) 是 一 个 有 效 的 句子 ， 因 为 它 是 由 
一 个 名 词 短语 the frog 接 一 个 动词 短语 writes neatly 构成 的 ， 其 中 名 词 短 语 the frog 是 由 冠 词 
the 和 名 词 frog 组 成 的 ， 动 词 短 语 writes neatly 是 由 动词 writes 和 副词 neatly 组 成 的 。 我 们 并 
不 在 意 这 是 一 个 毫 无 意义 的 句子 ， 因 为 我 们 只 关心 句子 的 语法 ， 或 者 说 形式 ， 而 不 在 意 它 的 语 
义 ， 或 者 说 含义 。 我 们 也 要 指出 ， 词 的 组 合 swims quickly mathematics 不 是 有 效 的 句子 ， 因 为 
它 不 符合 英语 的 语法 规则 。 

自然 语言 ( 即 口语 ) ， 如 英语 、 法 语 、 德 语 或 西班牙 语 ， 都 极为 复杂 。 事 实 上 ， 对 于 一 种 自 
然 语 言 ， 看 起 来 不 大 可 能 说 出 它 的 所 有 语法 规则 。 将 一 种 语言 自动 翻译 成 另 一 种 语言 的 研究 引 
出 了 形式 语言 的 概念 。 与 自然 语言 不 同 ， 形 式 语 言 是 由 一 组 意义 明确 的 语法 规则 定义 的 ， 语 法 
规则 不 仅 对 于 语言 学 和 自然 语言 的 研究 十 分 重要 ， 而 且 对 于 程序 设计 语言 的 研究 也 很 重要 。 

我 们 要 用 文法 描述 形式 语言 的 句子 。 在 程序 设计 语言 的 应 用 中 ， 经 常 出 现 两 类 问题 : 1) 怎 
么 能 够 确定 一 组 单词 是 否 组 合成 了 形式 语言 的 一 个 有 效 句 子 ? 2) 怎 么 才能 产生 形式 语言 的 一 个 
有 效 句 子 。 使 用 文法 可 以 帮助 求解 这 两 类 问题 。 在 给 出 文法 的 技术 定义 之 前 ， 先 描述 文法 的 一 
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个 例子 ， 这 个 例子 产生 英语 的 一 个 子 集 。 此 英语 子 集 是 用 下 列 规则 定义 的 ， 这 些 规 则 描述 怎么 
产生 有 效 的 句子 。 这 些 规则 是 : 

1) 句 子 是 由 一 个 名 词 短 语 后 接 一 个 动词 短语 形成 的 ; 

2) 名 词 短语 由 一 个 冠 词 接 一 个 形容 词 再 接 一 个 名 词组 成 ， 或 者 

3) 名 词 短语 由 一 个 冠 词 接 一 个 名 词组 成 ; 

4) 动 词 短语 由 一 个 动词 接 一 个 副词 组 成 ， 或 者 

5) 动 词 短语 由 一 个 动词 组 成 ; 

6) 冠 词 是 a， 或 者 

7) 冠 词 是 the; 

8) 形 容 词 是 large， 或 者 

9) 形 容 词 是 hungry; 

10) 名 词 是 rabbit， 或 者 

11) 名 词 是 mathematician; 

12) 动 词 是 eats， 或 者 

13) 动 词 是 hops; 

14) 副 词 是 quickly， 或 者 

15) 副 词 是 wildly。 

从 这 些 规 则 出 发 ， 使 用 一 系列 代替 直到 不 能 再 应 用 规则 ， 就 能 形成 一 个 有 效 的 句子 。 例 
沿 着 下 列 代替 序列 就 能 得 到 一 个 有 效 句 子 : 

句子 

名 词 短语 动词 短语 

冠 词 形容词 名 词 动词 短语 

冠 词 形容词 名 词 动词 副词 

the 形容 词 名 词 动词 副词 

the large 名 词 动词 副词 

the large rabbit 动词 副词 

the large rabbit hops 副词 

the large rabbit hops quickly 

容易 看 出 ， 其 他 的 有 效 句 子 是 : a hungry mathematician eats wildly，a large mathematician hops， 
the rabbit eats quickly 等 。 也 可 以 看 出 ，the quickly eats mathematican 不 是 有 效 句 子 。 


13. 1.2 短语 结构 文法 

在 给 出 文法 的 形式 定义 之 前 ， 先 引入 一 个 小 术语 。 

词汇 表 ( 或 字母 表 )V 是 由 称 为 符号 的 元 素 构 成 的 一 个 有 限 的 非 空 集合 。V 上 的 一 
个 词 (或 句子 ) 是 由 V 中 元 素 组 成 的 有 限 长 度 的 事 。 空 囊 ( 或 零 串 ) 是 不 包含 任何 符号 的 事 ， 记 为 
A4。V 上 所 有 词 的 集合 记 为 V" 。V 上 的 一 个 语言 是 V' 的 一 个 子 集 。 

注意 ， 空 串 是 不 包含 任何 符号 的 串 。 它 不 同 于 空 集 妇 。 因 此 {A} 是 仅 包含 一 个 串 的 集合 ， 
此 串 为 空 串 。 

可 以 用 多 种 方式 来 定义 语言 。 一 种 方式 是 列 出 语言 中 的 所 有 词 ; 还 有 一 种 方式 是 给 出 一 些 
标准 ， 使 得 在 这 个 语言 中 的 每 个 词 ， 都 必须 满足 这 些 标 准 。 本 节 将 描述 另 一 种 定义 语言 的 重要 
方式 : 使 用 文法 ， 如 使 用 本 节 引 言 中 给 出 的 规则 集合 。 为 了 产生 词 ， 文 法 提供 一 个 由 各 种 类 型 
符号 组 成 的 集合 和 一 个 由 规则 组 成 的 集合 。 更 确切 地 说 ,文法 有 一 个 词汇 表 V，V 是 一 个 由 符 
号 组 成 的 集合 ， 语 言 中 的 成 分 就 是 由 这 些 符号 导出 的 。 词 汇 表 中 的 某 些 元 素 不 能 由 其 他 符号 替 
换 ， 这 些 元 素 称 为 终结 符 ; 词汇 表 中 的 其 他 元 素 可 以 用 其 他 符号 替换 ， 它 们 称 为 非 终结 符 。 终 
结 符 和 非 终结 符 集合 通常 分 别 记 为 工 和 六。 在 本 节 引 言 所 给 的 例子 中 ,终结 符 集 是 {a，the， 


如 
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rabbit，mathematician ，hops，eats，quickly，wildly) ， 非 终结 符 集 是 { 句 子 ， 名 词 短 语 ， 动 词 
和 短语， 形容词 ， 冠 词 ， 名 词 ， 动 词 ， 副 词 } 。 词 汇 表 中 有 一 个 称 为 初始 符 的 特殊 元 素 ， 记 为 5， 
我 们 总 是 从 这 个 特殊 元 素 开 始 定义 其 他 符号 。 在 引言 的 例子 中 ， 初 始 符 是 句子 。 由 词汇 表 V 中 
元 素 构成 的 所 有 串 的 集合 记 为 V  ， 指 明 冯 中 的 串 能 被 什么 样 的 串 代 替 的 规则 称 为 文法 的 产生 
式 ， 指 明 z 可 以 替换 为 z, 的 产生 式 记 为 zu 一 zi 。 在 本 节 引 言 所 给 的 文法 中 ， 我 们 列举 了 所 有 
产生 式 。 使 用 刚才 定义 的 记号 ， 其 中 第 一 个 产生 式 为 句子 一 名 词 短 语 动词 短语 。 我 们 在 定义 2 
中 总 结 这 些 术 语 。 
晴 一 个 短语 结构 文法 G 二 (V，T，S，P) 由 下 列 四 部 分 组 成 : 词汇 表 V， 由 VV 的 所 
有 终结 符 组 成 的 六 的 子 集 工 , V 的 初始 符 S， 以 及 产生 式 集合 P。 集 合 V 一 丁 记 为 N，N 中 的 
元 素 称 为 非 终结 符 。P 中 的 每 个 产生 式 的 左边 必须 至 少 包 含 一 个 非 终 结 符 。 

例 1 设 G=(V，T，S$，P)， 其 中 V=(ae，0，A，B，S)，T={a， 外 ，S 是 初始 符 ，P= 
{S>ABa,，A 一 BB，B>abp，AB 一 b}。 则 G 是 一 个 短语 结构 文法 的 例子 。 4 

我 们 对 短语 结构 文法 的 产生 式 所 产生 的 词 感 兴趣 。 

设 G=(V，T，S，P) 是 一 个 短语 结构 文法 ，twh 二 lr( 即 1/、z， 和 的 连接 ) 和 也 一 
lr 是 V 上 的 串 。 若 一 z 是 G 的 一 个 产生 式 ， 则 称 由 wo 可 直接 派生 rw ， 记 为 zw 一 zu 。 如 果 
VV 上 的 串 wo， 加， ，Ww,(n 宇 0) 满 足 地 和 沪 t， 地 入 WwW，"…， Ww 1 沪 w,， 则 称 由 w。 可 派生 


w,， 记 为 wo 这 ww,。 由 wo 得 到 wu 的 序列 称 为 派生 。 

例 2 在 例 1 的 文法 中 ， 由 串 ABa 可 直接 派生 Aaba， 因 为 Bab 是 此 文法 中 的 一 个 产生 

式 。 由 串 ABa 可 派生 abababa， 因 为 接续 使 用 产生 式 B->ab5、A->BB、B->ab 和 下 ap， 可 得 
ABa=> Aaba—> BBaba=> Bababa—>abababa | 

设 G=(V，T，S，P) 是 短语 结构 文法 ， 由 G 生 成 的 语言 (或 G 的 语言 ) 是 初始 符 

S 能 够 派生 的 所 有 终结 符 串 构成 的 集合 ， 记 为 L(G)。 即 
L(G)={wET'* |SSOw) 

在 例 3 和 例 4 中， 我 们 寻找 短语 结构 文法 所 生成 的 语言 。 

例 3 设 G 是 一 个 文法 ， 其 词汇 表 为 V=={S，A，a, 5b}， 终结 符 集 T= 二 {a，b}， 初 始 符 为 
S， 产 生 式 为 P= 二 {SaA，S 一 bp，A 一 aa} 。 求 这 个 文法 产生 的 语言 L(G)。 

解 ” 使 用 产生 式 S>aA， 可 以 从 初始 符 S 派生 aA， 还 可 用 产生 式 S>b 派生 5。 使 用 产生 
式 A>aa， 可 以 从 ah 派生 aaa。 没 有 其 他 的 词 还 能 派生 ， 故 L(G) 二 {6b，aaa}。 

例 4 设 G 是 一 个 文法 ， 其 词汇 表 为 V={S，0，1}， 终 结 符 集 T= 二 {0，1}， 初始 符 为 5， 
产生 式 为 P= 二 {S11S5，S 一 0}。 求 这 个 文法 产生 的 语言 L(G)。 

解 ” 分 别 使 用 S~0 和 S 一 11S， 可 以 从 S 派 生出 0 和 11S。 从 11S 可 以 派生 出 110 和 
1111S。 从 1111S 可 以 派生 出 11110 和 111111S。 在 派生 过 程 的 每 一 步 ， 或 者 在 串 的 末尾 加 两 
个 1， 或 者 在 串 的 末尾 加 0 后 终止 派生 。 总 之 , 工 (G) = 王 {0，110，11110，111110，…}， 即 
E(G) 是 如 下 串 的 集合 ; 开始 是 偶数 个 1， 最 后 是 一 个 0。 这 个 结论 可 用 如 下 的 归纳 假设 证 明 : 
使 用 nn 次 产生 式 之 后 ， 所 生成 的 终结 符 串 只 能 是 这 样 的 串 : 先是 一 1 个 11 的 连接 ， 后 面 跟 一 
个 0( 留 作 练习 ) 。 4 

经 常 出 现 的 问题 是 要 构造 一 个 文法 来 生成 一 个 给 定 的 语言 。 例 5、 例 6 和 例 7 描述 这 类 问题 。 

例 5 给 出 生成 集合 {0"1" |n 二 0，1，2，…} 的 一 个 短语 结构 文法 。 a 

解 ” 此 集合 中 的 元 素 是 这 样 的 串 : 先是 一 串 0， 后 跟 含 同样 多 个 1 的 串 。 可 以 用 两 个 产生 
式 来 生成 所 有 这 些 串 (包括 空 串 ) ， 第 一 个 产生 式 对 语言 中 的 串 不 断 地 产生 更 长 的 串 ， 方 法 是 在 
串 前 面 加 一 个 0， 串 末尾 加 一 个 1; 第 二 个 产生 式 以 空 串 来 替代 S。 所 求 的 文法 是 C 一 (V，T， 
S，P)， 其 中 V 一 (0，1，S)， 终 结 符 集 T 一 (0，1}， 初 始 符 为 S$， 产生 式 为 

S—0S1 
SA 
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此 文法 能 够 生成 所 给 集合 的 证 明 作为 练习 留 给 读者 。 4 

例 5 讨论 的 是 如 下 串 的 集合 : 前 面 是 一 串 0， 后面 跟 一 串 1， 其 中 0 的 个 数 和 1 的 个 数 相 
同 。 例 6 还 是 讨论 这 样 的 串 ， 但 0 的 个 数 与 1 的 个 数 不 一 定 相 同 。 

例 6 给 出 生成 集合 {0"1"| 和 为 非 负 整数 } 的 一 个 短语 结构 文法 。 

解 ”下面 构 造 生成 这 个 集合 的 两 个 文法 G 和 G,;。 这 也 说 明 两 个 文法 可 能 生成 相同 的 
语言 。 

文法 C 的 字母 表 V={S，0，1)})， 终 结 符 集 T= 二 {0，1)}， 产 生 式 为 S00S、S 一 Sl 和 S 一 4。 
G, 能 生成 所 给 集合 ， 因 为 应 用 第 一 个 产生 式 m 次 就 在 串 的 前 面 增加 了 m 个 0， 应 用 第 二 个 产 
生 式 nn 次 就 在 串 的 后 增加 了 个 1。 详 细 证 明 留 给 读者 。 

文法 Cs 的 字母 表 V={S，A，0，1)， 终 结 符 集 T= 二 {0，1}， 产 生 式 为 Ss 一 0S、S 一 1A、 
Sl1]、A 一 1A、A 一 1 和 S 一 +。 该 文法 也 能 生成 所 给 集合 的 详细 证 明 留 作 练 习 。 4 

有 时 候 ， 一 些 很 容易 描述 的 集合 不 得 不 用 非常 复杂 的 文法 来 生成 ， 例 7 就 是 这 样 一 个 例子 。 

例 7 生成 集合 {0"1"2"|n 二 0，1，2，3，…} 的 一 个 文法 是 : G={V，T，S，P}, 其 中 V= 
{0，1，2，S，A，B，C)} ,终结 符 集 T={0，1，2}， 初始 符 为 S， 产 生 式 有 SC、C->~>0CAB、 
S>X4、BA 一 AB、0A->01、1A 一 1]1、1B->12、2B->22。 此 命题 的 正确 性 证 明 留 给 读者 作为 练 
习 ( 见 练习 12) 。 在 某 种 意义 下 ， 此 文法 是 生成 这 个 语言 的 最 简单 类 型 的 文法 ， 在 本 节 后 面部 
分 会 讲 清楚 。 | 


13. 1.3 短语 结构 文法 的 类 型 

短语 结构 文法 可 以 根据 其 产生 式 的 类 型 来 分 类 。 下 面 我 们 来 描述 诺 姆 。 乔 姆 斯 基 引 入 的 分 we 辣 
类 方法 。 在 13.4 节 将 会 看 到 ， 以 这 种 方法 定义 的 不 同 语言 类 型 与 不 同 的 计算 机 器 模型 识别 的 
语言 类 相对 应 。 

0 型 文法 对 其 产生 式 没有 限制 。1 型 文法 只 有 两 种 形式 的 产生 式 : 一 种 是 w, 一 ws 形式 的 
产生 式 ， 其 中 w= 二 LAr 和 ww, 二 lwr，A 是 一 个 非 终 结 符 ，! 和 是 0 个 或 多 个 终结 符 或 非 终结 
符 构成 的 串 ，z 是 终结 符 或 非 终 结 符 构 成 的 非 空 囊 。 它 还 可 以 有 产生 式 S-~)， 但 S 不 能 出 现 
在 任何 其 他 产生 式 的 右边 。2 型 文法 只 有 形 如 w, 一 w, 的 产生 式 ， 其 中 w 是 一 个 单个 的 非 终结 
符 的 符号 。3 型 文法 只 有 形 如 w 一 w 的 产生 式 ， 同 时 满足 wi 二 A 且 w, 二 aB 或 ws 一 a， 其 中 A 
和 B 是 非 终结 符 ， a 是 终结 符 ， 或 者 满足 wi 二 S，w; 王 4。 

2 型 文法 又 称 为 上 下 文 无 关 文法 ， 因 为 出 现在 一 个 产生 式 左 侧 的 非 终结 符 可 以 被 一 个 字符 
串 替换 ， 而 不 管 此 串 中 的 符号 是 什么 。2 型 文法 生成 的 语言 称 为 上 下 文 无 关 语 言 。 当 一 个 文法 
具有 形 如 mw 一 ~zuzr( 而 不 是 形 如 ww 一 ws) 的 产生 式 时 ， 这 样 的 文法 称 为 1 型 文法 或 上 下 文 有 
关 文 法 ， 因 为 只 有 当 ww 被 串 1 和 rv 包围 时 ， 才 能 替换 为 rw 。1 型 文法 生成 的 语言 称 为 上 下 文 
有 关 语 言 。3 型 文法 又 称 为 正则 文法 。 正 则 文法 生成 的 语言 称 为 是 正则 的 。13. 4 节 讨 论 正则 语 
言 和 有 限 状 态 机 之 间 的 关系 。 

在 已 经 定义 的 四 种 文法 中 ， 上 下 文 有 关 文 法 的 定义 最 复杂 。 有 了 时， 这 些 文法 可 以 用 一 种 不 
同 的 方式 来 定义 。 在 形 如 由 一 zw 的 产生 式 中 ， 如 果 w, 的 长 度 小 于 等 于 ww ， 称 这 个 产生 式 是 
非 缔约 的 。 根 据 所 定义 的 上 下 文 有 关 文 法 的 特征 ， 每 个 1 型 文法 的 产生 式 ， 除 了 产生 式 SA 
(如 果 它 存在 ) ， 都 是 非 缔 约 的 。 这 表明 在 上 下 文 有 关 语 言 的 派生 中 串 的 长 度 是 非 递 减 的 ， 除 非 
使 用 了 S-~1。 这 就 意味 着 空 串 属于 某 个 上 下 文 有 关 文 法 生成 的 语言 的 唯一 途径 就 是 产生 式 S 一 
4 是 文法 的 一 部 分 。 上 下 文 有 关 文 法 定义 的 另外 一 种 方式 就 是 确定 所 有 的 产生 式 都 是 非 缔 约 
的 。 具 有 这 种 性 质 的 文法 称 为 是 非 缔 约 的 或 者 单调 的 。 非 缔约 文法 与 上 下 文 有 关 文 法 是 不 同 
的 。 然 而 ， 这 两 类 文法 又 是 紧密 相关 的 。 除 了 非 缔 约 文法 不 能 生成 任何 包含 空 串 4 的 语言 外 ， 
它们 可 以 定义 相同 的 语言 集合 。 

例 8 由 例 6 可 知 ，{0"1"|m， n= 二 0，1，2，…} 是 正则 语言 ， 因 为 它 是 由 正则 文法 生成 zx 芝 司 
的 ， 即 由 例 6 的 文法 G: 生成 的 。 本 
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上 下 文 无 关 文 法 和 正则 文法 在 编程 语言 中 起 着 重要 的 作用 。 上 下 文 无 关 文 法 可 以 用 于 定义 
几乎 所 有 编程 语言 的 语法 ， 这 些 语 法 强 得 足以 定义 大 多 数 的 语言 。 而 且 ， 可 以 设计 出 有 效 的 算 
法 来 确定 是 否 可 以 以 及 如 何 生成 一 个 串 。 正 则 文法 则 用 于 搜索 特定 模式 的 文本 和 进行 词法 分 
析 ， 词 法 分 析 过 程 将 输入 流转 变 为 标记 流 以 供 语法 分 析 器 使 用 。 

例 9 由 例 5 可知，{0"1" | 一 0，1，2，…} 是 上 下 文 无 关 语 言 ， 因 为 这 个 文法 的 产生 式 为 


S 一 0Sl1 和 S 一 4。 在 13.4 节 中 我 们 将 证 明 它 不 是 正则 语言 。 4 
例 10 集合 {0"1"2"|2 一 0，1，2，3，…)} 是 上 下 文 有 关 语 言 ， 因 为 它 是 由 例 7 中 的 1 型 文 
法 生成 的 。 但 它 不 是 2 型 语言 (如 本 章 补 充 练习 中 的 练习 28 所 证 ) 。 本 
表 13-1 概括 了 用 来 对 短语 结构 文法 进行 分 类 的 术语 。 
表 1 文法 的 类 型 





对 产生 式 wi 一 w2 的 限制 
wi 二 A， 其 中 A 是 非 终 结 符 

















ww 三 lAr 和 ws 二 lwr， 其 中 AEN; 1/1,r， 
“ wE (NUT)* 有 目 w 关 A; 或 者 ,wi 二 S 和 ws 二 4， 
只 要 S 不 在 另 一 个 产生 式 的 右边 


wi 二 A 和 ws 二 aB 或 ww; 二 a 其 中 AEN,， 
BEN 和 aE€ET, 或 ww 二 S 有 征 ws= 二 4 









13. 1.4 派生 树 
对 上 下 文 无 关 文 法 生成 的 语言 ， 其 派生 可 以 用 有 序 根 树 表示 成 图 形 ， 这 样 的 树 称 为 派生 树 
或 语法 分 析 树 。 树 根 表 示 初 始 符 ， 树 的 内 部 结 点 表 句子 


示 在 派生 过 程 中 产生 的 非 终结 符 ， 树 的 叶 结 点 表示 
终结 符 。 如 果 在 派生 过 程 中 ， 用 到 了 产生 式 A 一 忆 ， 导 
其 中 忆 是 一 个 词 ， 则 表示 A 的 结 点 就 有 一 些 子 结 点 ， 了 
它们 表示 w 中 的 每 一 个 符号 ， 并且 从 左 到 右 排列 。 | 曙 和 

例 11 对 于 本 节 引 言 所 给 的 例子 ， 构 造 派生 the 守重。 形 逢 说 公司 动 骨 机 


hungry rabbit eats quickly 的 派生 树 。 | 








解 派生 树 如 图 1 所 示 。 4 the hungry rabbit eats quickly 
在 许多 应 用 中 ， 都 会 遇 到 这 样 的 问题 : 确定 一 
个 串 是 否 在 一 个 上 下 文 无 关 文 法 生成 的 语言 中 ， 例 图 1 派生 树 


如 编译 器 的 构造 。 例 12 指出 了 解决 这 样 问题 的 两 个 方法 。 
例 12 确定 词 cbab 是 否 在 文法 G= 二 {VV，T，S，P}) 生 成 的 语言 中 ， 其 中 , V={a, 6b, ‘， 
太 ，B,，C; S}s T 一 {4a,， 5，c¢}，S 为 初始 符 ， 产 生 式 为 
S—>AB 
A—Ca 
B— Ba 
B—>Cb 
也 -> 


艾 弗 拉 姆 ， 诺 姆 ， 乔 姆 斯 基 (Avram Noam Chomsky， 生 于 1928 年 ) 乔 姆 斯 基 出 
生 在 费城 。 他 的 父亲 是 一 位 希 伯 来 语 的 学 者 。 乔 姆 斯 基 在 宾夕法尼亚 大 学 获得 语言 学 
学 士 、 硕 士 和 博士 学 位 。1950 一 1951 年 ， 他 在 宾夕法尼亚 大 学 任教 。1955 年 受聘 于 
4 麻 省 理工 学 院 ， 开 始 执教 法 语 和 德语 。 乔 姆 斯 基 现 今 被 授予 麻 省 理工 学 院外 国语 和 语 
言 学 的 费 拉 雷 ， 华 德 教授 衔 。 他 因 在 语言 学 方面 的 杰出 贡献 (包括 对 语法 的 研究 ) 而 闻 
名 于 世 。 此 外 ， 乔 姆 斯 基 还 因 对 政治 的 直言 不 讳 而 知名 于 世 。 
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C—cb 
C0 
解 解决 这 个 问题 的 一 种 办 法 是 : 从 S 出 发 ， 用 一 系列 产生 式 试 着 派生 出 cbab。 因 为 只 有 
一 个 产生 式 的 左边 是 S， 所 以 必须 从 S=>AB 开始 。 下 一 步 ， 用 左边 是 A 的 唯一 产生 式 A 一 Ca 得 
到 S>AB=>CaB。 因 为 cbab 以 符号 cb 开始， 所 以 我 们 使 用 产生 式 C 一 cbp， 这 样 就 得 到 了 S> 
AB 二 >CaB 二 cbaB。 最 后 ， 使 用 产生 式 B->b 就 可 得 到 S 二 AB=>CaB 二 cbaB 二 cbab。 这 种 方法 称 
为 自 顶 向 下 的 语法 分 析 ， 因 为 它 从 初始 符号 开始 ， 一 个 接 一 个 地 用 产生 式 来 处 理 。 
解决 这 个 问题 的 另 一 个 办 法 称 为 自 底 向 上 的 语法 分 析 。 这 种 办 法 从 后 向 前 处 理 。 因 为 cbab 
是 需要 派生 的 串 ， 所 以 可 以 使 用 产生 式 Cc6， 从 而 得 到 Cap 一 cbap。 再 使 用 产生 式 A 一 Ca 得 
到 Ab 过 Cab 二 cbab。 由 产生 式 B->b 可 得 AB 一 Ab 一 Cabg=>cbap。 最 后 再 用 产生 式 S~>AB， 就 可 
得 到 cbab 的 一 个 完整 的 派生 SS 过 AB=>Ab=>Cab 过 cbab。 4 


13. 1.5 巴克 斯 -诺尔 范式 
有 时 候 还 用 另 一 个 方法 来 表示 2 型 文法 ， 这 就 是 巴克 斯 -诺尔 范式 (BNF) ， 这 个 方法 是 根据 
约翰 。 巴 克 斯 和 彼得 ， 诺尔 命名 的 。 约 坦 * 巴克 斯 是 它 的 发 明 人 ， 彼得， 诺尔 则 改进 了 它 ， 并 


uns 








约翰 ， 巴克 斯 (John Backus， 生 于 1924 年 ) 巴克 斯 出 生 在 费城 ， 在 特 拉 华 州 的 
威 明 顿 市 长 大 。 他 中 学 就 读 于 希 尔 中 学 ， 但 他 并 不 是 好 学 生 ， 也 不 爱 学 习 ， 所 以 每 年 
都 需要 参加 暑期 学 校 。 他 非常 喜欢 在 新 罕 布什 尔 度 过 哮 假 ， 因 为 在 这 里 参加 暑期 学 校 
的 同时 还 有 很 多 诸如 冲浪 类 的 课外 活动 ， 让 他 开心 不 已 。 他 央求 他 的 父亲 同意 他 在 弗 
吉 尼 亚 大 学 学 习 化 学 专业 ， 但 他 很 快 发 现 化 学 并 不 适合 自己 ， 于 是 1943 年 他 放弃 了 
学 业 选 择 了 参军 。 在 军队 ， 他 接受 了 医疗 训练 ， 并 在 军队 的 附属 医院 的 神经 外 科 病 房 
工作 了 一 段 时 间 。 极 具 讽刺 的 是 ， 没 过 多 和 久 ， 巴 克 斯 就 被 诊断 出 了 头盖骨 上 长 了 一 个 
肿瘤 ， 最 后 用 一 块 金属 板 将 其 治愈 。 他 在 军队 的 从 医 经 历 促使 他 去 医学 院 继续 深造 ， 但 9 个 月 之 后 他 再 
次 选择 了 放弃 ， 因 为 他 实在 无 法 忍受 大 量 的 需要 死记 硬 背 的 医学 知识 。 在 医学 院 退 学 之 后 ， 他 参加 了 一 
个 培训 无 线 电 技术 员 的 学 校 ， 因 为 他 想 制造 一 个 自己 的 高 保 真 度 接收 机 。 这 个 学 校 的 一 个 老师 看 到 了 书 
克 斯 的 潜力 ， 于 是 让 他 帮忙 完成 一 篇 需要 发 表 的 文章 中 的 一 些 数 学 运算 题 。 这 一 次 ， 巴克 斯 终于 发 现 了 
他 真正 的 兴趣 点 : 数学 及 其 应 用 。 于 是 他 申请 了 哥伦比亚 大 学 ， 并 最 终 获得 理学 学 士 和 数学 硕士 学 位 。 
1950 年 ， 巴 斯 克 加 入 IBM， 成 了 一 名 程序 设计 员 。 他 参与 了 IBM 早期 的 两 种 计算 机 的 设计 与 开发 。1954 
年 到 1958 年 ， 他 带领 IBM 的 一 个 小 组 开发 了 FORTRAN。1958 年 ， 他 成 为 IBM 沃 森 研 究 中 心 的 一 员 。 
他 同时 也 是 程序 设计 语言 ALGOL 设计 委员 会 的 一 员 。 正 是 在 该 语言 的 设计 过 程 中 ， 他 使 用 了 现今 叫做 
巴克 斯 -诺尔 范式 的 方法 来 描述 此 语言 的 句法 。 后来， 巴克 斯 从 事 集合 簇 的 数学 研究 和 函数 型 程序 设计 的 
研究 。1963 年 他 成 为 IBM 的 特别 会 员 ，1974 年 他 获 美国 国家 科学 奖 ， 并 在 3 年 后 荣获 美国 计算 机 协会 
颁发 的 具有 崇高 声誉 的 图 灵 奖 。 





彼得 .诺尔 (Peter Naur， 生 于 1928 年 ) 诺尔 生 于 哥本哈根 附近 的 腓 特 烈 斯 
贝 。 孩 提 时 代 ， 诺 尔 就 对 天 文学 很 感 兴趣 。 他 不 局 限于 观察 天 体 ， 还 计算 茜 星 和 人 小 行 
星 的 轨道 。 诺 尔 就 读 于 哥本哈根 大 学 ， 并 于 1949 年 获得 学 位 。1950 一 1951 年 ， 他 在 
剑桥 大 学 进修 ， 在 此 期 间 他 用 早期 的 计算 机 来 计算 艳星 和 行星 的 运动 。 回 到 丹麦 后 ， 
他 虽然 继续 从 事 天 文学 的 研究 ， 但 也 并 没 放弃 对 计算 机 的 喜爱 。1955 年 ， 他 作为 顾问 
参与 了 丹麦 第 一 台 计 算 机 的 研发 工作 。1959 年 ， 诺 尔 放弃 天 文学 转 而 进行 计算 的 研 
究 ， 并 将 其 作为 专职 工作 。 作 为 一 名 专职 计算 机 科学 家 ， 他 的 第 一 项 工作 就 是 是 参加 
程序 设计 语言 ALGOL 的 开发 。1960 一 1967 年 ， 他 继续 从 事 ALGOL 和 COBOL 编译 器 的 研究 。1969 年 ， 
他 成 为 哥本哈根 大 学 的 计算 机 科学 专业 的 教授 ， 专 攻 程 序 设计 方法 学 的 研究 。 他 的 研究 兴趣 包括 计算 机 
程序 的 设计 、 结 构 和 执行 。 诺 尔 可 谓 是 软件 构架 和 软件 工程 领域 的 先驱 。 他 并 不 认同 计算 机 编程 属于 数 
学 的 一 个 分 支 这 一 观点 ， 他 更 倾向 于 把 它 归 为 计算 机 科学 的 一 部 分 。 





us 加 


Ring [| 
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将 之 应 用 于 程序 设计 语言 ALGOL 的 规范 说 明 中 。 (奇怪 的 是 ， 在 大 约 2500 年 前 ， 与 巴克 斯 - 
诺尔 范式 非常 相似 的 一 个 记 法 用 来 表示 檐 语文 法 。) 巴 克 斯 -诺尔 范式 已 用 来 对 许多 程序 设计 语 
言 ( 包 括 Java) 的 语法 规则 进行 规范 说 明 。 在 2 型 文法 中 ， 产 生 式 的 左边 都 是 单个 非 终 结 符 。 在 
巴克 斯 -诺尔 范式 中 ， 将 左边 是 同一 个 非 终 结 符 的 所 有 产生 式 合 并 成 一 个 式 子 ， 而 不 是 将 这 些 
产生 式 都 列 出 来 。 我 们 还 用 符号 :一 代替 一 ， 将 非 终结 符 用 雪 之 括 起 来 ， 并 在 一 个 式 子 里 列 出 
所 有 这 些 产生 式 的 右边 ， 用 坚 线 将 这 些 产 生 式 分 开 。 例 如 ， 产 生 式 A 一 Aa、A 一 a、A 一 AB 可 
以 合并 成 (A)::=(Ayala|(A)(B)。 

例 13 给 出 了 如 何 用 巴克 斯 -诺尔 范式 来 描述 编程 语言 的 语法 。 本 例 来 自 于 巴克 斯 -诺尔 范 
式 在 ALGOL 60 中 的 使 用 。 

例 13 在 ALGOL60 中 ,标识 符 ( 如 同 变量 这 样 的 实体 的 名 字 ) 是 由 字母 数字 字符 (字母 和 
数字 ) 组 成 的 字符 串 组 成 ， 且 必须 以 字母 开头 。 我 们 可 以 用 巴克 斯 -诺尔 范式 描述 可 用 的 标识 符 
集合 。 

(标识 符 ): :一 (字母 ) | (标识 符 )( 字 母 ) | (标识 符 )( 数 字 》 

(字母 ):: 二 a|b|j…|y|z (省 略 号 表示 包括 全 部 26 个 字母 ) 

《数字 :: 王 0|1|1213|14|151617|1819 

例如 ， 我 们 可 以 如 下 生成 有 效 的 标识 符 x99a: 用 第 一 条 规则 将 (标识 符 ) 替 换 成 (标识 符 》 
《字母 ;， 用 第 二 条 规则 得 到 (标识 符 ;a， 两 次 使 用 第 一 条 规则 得 到 《标识 符 ;( 数 字 )〈 数 字 )a， 两 
次 使 用 第 三 条 规则 得 到 (标识 符 )99a， 再 用 第 一 条 规则 得 到 《字母 ?99a， 最 后 用 第 二 条 规则 得 到 
X99as 本 

例 14 本 节 引 言 描述 了 英语 的 一 个 子 集 ， 其 对 应 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 是 什么 ? 

解 ” 这 个 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 是 : 

《句子 ):: 一 (名 词 短 语 》( 动 词 短语 》 

《名 词 短语 ):: 一 ( 冠 词 (形容 词 ;( 名 词 ) |( 冠 词 ( 名 词 》 
(动词 短语 ): :一 (动词 (副词 | (动词 》 

〈 冠 词 ):: 一 a|the 

《形容 词 ): :一 large| hungry 


《名 词 ): :一 rabbit| mathematician 
《动词 ):: 二 eats | hops 
(副词 ):: 二 quickly | wildly 4 


例 15 给 出 带 符 号 十 进 制 整数 的 产生 式 的 巴克 斯 -诺尔 范式 ( 带 符号 整数 是 非 负 整数 前 面 
加 上 一 个 加 号 或 减 号 ) 。 
解 ” 一 个 产生 带 符号 整数 的 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 为 : 
( 带 符号 整数 );: 二 (符号 ) (整数 》 


(符号):: 二 十 | 一 
(整数 ):: 二 (数字 ) | (数字 (整数 》 
(数字 )::= 二 011|2|13|4|5|16|17|8|9 本 


具有 多 种 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 广泛 用 于 定义 编程 语言 (如 Java 和 LISP)、 数 据 库 语言 
(如 SQL) 和 标记 语言 (如 XML) 的 语法 。 一 些 常 用 的 描述 编程 语言 的 巴克 斯 -诺尔 范式 在 本 节 练 
习 34 的 导语 中 有 介绍 。 


练习 
练习 1 一 3 中 的 文法 是 : 初始 符 为 句子 ， 终 结 符 集 T= {the，sleepy，happy，tortoise，hare，passes， 
runs，quickly，slowly} ， 非 终结 符 集 N= 二 {名 词 短 语 ， 及 物 动 词 短 语 ， 不 及 物 动词 短语 ， 冠 词 ， 形 容 词 ， 
名 词 ， 动 词 ， 副 词 } ， 产 生 式 为 
句子 一 名 词 短 语 及 物 动词 短语 ”名词 短 语 
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句子 一 名 词 短语 不 及 物 动 词 短 语 
名 词 短 语 一 冠 词 ”形容词 ”名词 
名 词 短语 一 冠 词 ”名词 
及 物 动词 短语 一 及 物 动词 
不 及 物 动词 短语 一 不 及 物 动词 ”副词 
不 及 物 动 词 短 语 一 不 及 物 动词 
冠 词 一 the 
形容 词 一 sleepy 
形容 词 一 happy 
名 词 一 tortoise 
名 词 一 hare 
及 物 动词 一 passes 
不 及 物 动词 一 runs 
副词 一 quickly 
副词 一 Slowly 
1. 用 产生 式 集合 证 明 下 列 每 个 句子 都 是 有 效 句 子 : 
a)the happy hare runs b)the sleepy tortoise runs quickly 
€) the tortoise passes the hare d)the sleepy hare passes the happy tortoise 
2. 除了 练习 1 中 的 有 效 句 子 外 ， 再 给 出 五 个 有 效 句子 。 
3. 证 明 : the hare runs the sleepy tortoise 不 是 有 效 句 子 。 
4. 令 G=(V，T，S，P) 是 短语 结构 文法 ,并且 有 V={0, 1，A，S}, T= 二 {0，1}。 产 生 式 集合 包含 
S—>1S,S 一 00A，A>0A 以 及 A 一 0。 
a) 证 明 111000 属于 由 G 生成 的 语言 。 
b) 证 明 11001 不 属于 由 G 生成 的 语言 。 
©) 由 G 生 成 的 语言 是 什么 ? 
5. 令 G 二 (V，T，S，P) 是 短语 结构 文法 ,并 且 有 V 二 {0, 1，A，B，S},， T= 二 {0，1}。 产 生 式 集合 包含 
S—>0A，S 一 1]A， A 一 0B，B 一 1A 以 及 B 一 1。 
a) 证 明 10101 属于 由 G 生成 的 语言 。 
b) 证 明 10110 不 属于 由 G 生成 的 语言 。 
0) 由 G 生 成 的 语言 是 什么 ? 
*6. 设 V= 二 {S，A，B，a,， 6b}，T 二 {a，b}。 当 产生 式 集合 为 下 列 情形 之 一 时 ， 求 文法 {V，T，S，P} 生 成 
的 语言 。 
a)S—>AB, A—ab, B—bb, 
b)S—>AB, S—>aA, A—>a, B—ba, 
c)S—>AB, S—>AA, A—aB, A—>ab, B—06.。 
d)S—>AA, S—>B, A—>aaA, A—>aa, B—bB, B—0b., 
e)S—>AB, A—>aAb, BbBa, A—>A, BA。 
7. 用 例 5 所 给 的 文法 构造 01? 的 派生 。 
8. 证 明 : 例 5 所 给 的 文法 生成 集合 {0"1" |n= 二 0，1，2，…}。 
9. a) 用 例 6 中 的 文法 G 构造 0"1 的 派生 。 
b) 用 例 6 中 的 文法 Gs 构造 0"1 的 派生 。 
10. a) 证 明 : 例 6 中 的 文法 G1 生成 集合 {0"1” |m，z 一 0，1，2，…)} 。 
b) 证 明 : 例 6 中 的 文法 C; 生成 同一 个 集合 。 
11. 用 例 7 所 给 的 文法 构造 0:1 2? 的 派生 。 
* 12. 证 明 : 例 7 所 给 的 文法 生成 集合 {0"1"2" |z 一 0，1，2，…) 。 
13. 求 下 列 语言 的 短语 结构 文法 : 
a) 包 含 位 串 0、1、11 的 集合 。 
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14. 


交 填 入 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Bl 


22. 
23. 
24. 


”bb) 只 包含 1 的 位 串 的 集合 。 


中 以 0 开始 ， 以 1 结束 的 位 串 的 集合 。 

d) 由 0 后 面 跟 偶数 个 1 的 位 串 的 集合 。 

求 下 列 语 言 的 短语 结构 文法 。 

a) 包 含 位 串 10、01 和 101 的 集合 。 

b) 以 00 开始 ， 以 一 个 或 更 多 个 1 作为 结束 的 位 串 的 集合 。 
中 包含 偶数 个 1 最 后 跟 一 个 0 的 位 串 的 集合 。 

d) 既 不 含有 两 个 连续 的 0， 也 不 含有 两 个 连续 的 1， 这 样 的 二 进 制 串 构 成 的 集合 。 
求 下 列 语言 的 短语 结构 文法 : 

a) 包 含 偶数 个 0 但 没有 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

b) 由 1 后 面 跟 奇 数 个 0 的 所 有 位 串 的 集合 。 

c) 包 含 偶数 个 0 和 偶数 个 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

d) 包 含 10 个 以 上 0 但 没有 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

e) 所 包含 0 的 个 数 多 于 1 的 个 数 的 所 有 位 串 的 集合 。 

们 包含 相同 个 数 的 0 和 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

外 包含 不 同 个 数 的 0 和 1 的 所 有 位 串 的 集合 。 

构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 。 


a){1* | 二 0)} b) {10" |n 宕 0} ©){(11)" |n>0} 

构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 。 

a) {0" |n 庆 0} b) {1"0 |20} c){(000)" |n0} 

构造 生成 下 列 集合 的 短语 结构 文法 。 

a) {01” |?2 壹 0) b){0"12" |7 志 0)} c){0"1”0* |m 宕 0 且 n=0} 

设 V={S，A，B，,，a,， b}， T= 二 {a，6b}。 若 产生 式 集 P 为 下 列 集合 时 ， 问 文法 G 二 (V，T，S，P) 是 
否 为 0 型 但 不 是 1 型 文法 ? 是 否 为 1 型 但 不 是 2 型 文 甸子 

法 ? 或 者 是 否 为 2 型 但 不 是 3 型 文法 ? BD 
a)S—>aAB, A—>Bb, B->A。 

Sd A A 名 词 短语 动词 短语 
c)S->ABa，AB-~>a。 pr | Te pA SN 


e) S 一 0A，A4A 一 卫 ，B 一 <a。 


人 DS-~acA，aA-B，B-aA，A4-=5。 
gS>bA, A—>b, SA。 
h)S>AB, B>aAb, aAb>b,。 有 符号 整数 
i)S>aA, A—>bB, B—>b, BA。 2 AS 
jS~~A，A-=B，B 一 )。 


回 文 是 从 前 向 后 读 和 从 后 向 前 读 都 一 样 的 串 ， 也 就 是 ，。 数字 








申 由 ，uw 一 zw， 是 囊 ww 的 道 。 试 求 一 个 上 下 文 无 关 
的 文法 ， 使 得 其 生成 的 集合 是 字母 表 {0，1) 上 的 所 有 
回 文 。 

设 G, 和 Gs 是 两 个 上 下 文 无 关 的 文法 ， 它 们 生成 的 语 

言 分 别 为 L(G1) 和 工 (G:)。 试 证 : 对 于 下 列 每 个 集合 ， 4 Em 
都 有 一 个 上 下 文 无 关 文法 生成 下 列 集合 : 

a)L(G)UL(G:;,) b)L(G)L(G;) | | 





“oOLCGD) 8 数字 


求 用 右面 的 两 个 图 中 的 派生 树 构 造 的 串 。 | 
构造 练习 1 中 句子 的 派生 树 。 
设 G 是 一 个 文法 ， 其 中 V= (a, b, c, S}s T= (a, b， es 初始 符号 为 S， 产生 式 为 S 一 ab0S、 
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SbcS、S 一 bbS、S 一 a、S 王 cb。 构造 下 列 串 的 派生 树 。 
a)bcbba b) bbbcbba C€) bcabbbbbcb 
* 25. 对 于 下 列 每 个 串 ， 用 自 顶 向 下 的 语法 分 析 方 法 ， 确 定 其 是 否 属于 例 12 中 的 文法 生成 的 语言 。 
a)baba b)abab €) cbaba d) bbbcba 
* 26. 对 于 练习 25 中 的 串 ， 用 自 底 向 上 的 语法 分 析 方 法 ， 确 定 其 是 否 属于 例 12 中 的 文法 生成 的 语言 。 
27. 用 例 15 所 给 的 文法 构造 一 109 的 派生 树 。 
28. a) 如 果 一 个 文法 的 产生 式 由 下 列 巴 克 斯 -诺尔 范式 给 出 ， 那 么 这 些 产 生 式 是 什么 ? 


(表达 式 ):: = 二 (( 表 达 式 )) | 
(表达 式 ) 十 (表达 式 ) | 
(表达 式 ) * (表达 式 》 | 
〈 变 元 》 

( 变 元 ):: = 二 zx |y 


b) 求 此 文法 中 (zx y) 十 z 的 派生 树 。 

29. a) 构 造 一 个 短语 结构 文法 ,使 其 生成 如 下 所 有 带 符号 的 十 进 制 数 : 这 些 数 由 符号 (十 或 一 )、 非 负 整 
数 和 十 进 制 小 数 三 部 分 构成 ， 且 十 进 制 小 数 部 分 或 者 是 空 串 ， 或 者 是 小 数 点 后 面 跟 一 个 正 整数 ， 
其 中 ， 整 数 的 开始 部 分 允许 有 0。 

b) 给 出 这 个 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 。 
c) 构 造 此 文法 中 一 31.4 的 派生 树 。 
30. a) 构 造 一 个 短语 结构 文法 ， 使 其 生成 所 有 形 如 a/8 的 分 数 构 成 的 集合 ， 其 中 a 为 带 符号 的 十 进 制 数 ， 
0 是 正 整 数 。 
b) 给 出 这 个 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 。 
c) 构 造 此 文法 中 十 311/17 的 派生 树 。 
31. 对 于 包含 如 下 内 容 的 标识 符 ， 给 出 其 巴克 斯 -诺尔 范式 的 产生 式 规则 。 
a) 一 个 或 多 个 小 写字 母 。 
b) 至 少 3 个 但 至 多 6 个 小 写字 和 母 。 
c)1 一 6 个 大 写 或 小 写字 母 并 以 大 写字 母 开头 。 
dd) 一 个 小 写字 母 ， 后 跟 一 个 数字 或 下 划 线 ， 后跟 三 四 个 字母 数字 字符 (大 小 写字 和 母 和 数字 )。 
32. 给 出 如 下 人 名 的 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 规则 ， 人 名 包含 :“ 名 ”， 它 是 一 个 仅 有 首 字母 大 写 的 字母 
串 ;“ 中 间 名 ”“ 姓 ”， 它 可 以 是 任意 字母 串 。 
33. 给 出 生成 C 语言 中 所 有 标识 符 的 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 规则 。 在 C 语言 中 ， 标 识 符 以 一 个 字母 或 下 
划 线 开始 ， 后 跟 一 或 多 个 小 写字 母 、 大 写字 母 、 下 划 线 和 数字 。 

立 巴 克 斯 -诺尔 范式 的 一 些 扩 展 常用 于 定义 短语 结构 文法 。 在 其 中 的 一 种 扩展 中 ， 问 号 (?) 表 明 其 左边 的 

符号 或 括号 中 的 一 组 符号 可 以 出 现 零 次 或 一 次 ( 即 它 是 可 选 的 )， 星 号 (* ) 表 明 其 左边 的 符号 可 出 现 零 次 

或 多 次 ， 加 号 (十 ) 表 明 其 左边 的 符号 可 出 现 一 次 或 多 次 。 这 些 扩展 均 为 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 (EBNF) 

的 一 部 分 ， 符 号 ?、* 和 十 称 为 元 字符 。 在 EBNF 中 ， 用 于 表示 非 终结 符 的 括号 通常 不 显示 。 

34. 描述 由 下 列 EBNF 产生 式 集合 定义 的 串 的 集合 。 

a) string:: 二 LL 十 D?L 十 b)string:: =sign D+ | D+ 
L::=alble sign:: 二 十 | 一 
D::=0|1 D::=0|1|2|3|4|5|6|7|8|9 
C)string:: =L x* (D++)?L* 
L::=z|y 
D::=0|1 
35. 给 出 生成 下 述 十 进 制 数 的 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 的 产生 式 规则 ， 此 十 进 制 数 由 可 选 的 符号 、 非 负 整 
数 和 小 数 部 分 组 成 ， 小 数 部 分 或 者 为 空 串 ， 或 者 为 小 数 点 后 加 一 个 可 选 的 正 整数 ， 这 个 正 整数 前 可 
能 带 有 若干 个 零 。 
36. 如 果 三 明治 由 下 列 东西 组 成 : 底部 的 一 片面 包 ; 芥末 或 蛋黄 桨 ;生菜 (可 选 );， 一 片 西 红 柿 (可 选 ); 


us 
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一 片 或 多 片 火 鸡肉 、 鸡 肉 或 烤 牛 肉 ( 任 意 组 合 ); 一 些 奶 酷 (可 选 ); 顶部 的 一 片面 包 。 给 出 其 扩展 的 
巴克 斯 -诺尔 范式 的 产生 式 规 则 。 
37. 给 出 C 语言 中 标识 符 的 EBNF 产生 式 规则 ( 见 练习 33) 。 
38. 描述 如 何 将 文法 的 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 转 换 成 巴克 斯 -诺尔 范式 产生 式 。 
下 面 给 出 的 是 在 后 级 (或 道 波 兰 ) 记 法 中 描述 表达 式 语法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 。 
(expression):: = (term) | (term) (term) (addOperator) 
(addOperator):: = 十 | 一 
(term) :: = (factor) | (factor) (factor) (mulOperator) 
(mulOperator)::=* |/ 
(factor):: = (identifier) | (ezpression) 
(identifier)::=al|b| |z 
39. 对 下 列 字符 串 ， 判断 其 是 否 由 后 缀 记 法 的 文法 生成 。 如 果 是 ， 给 出 生成 步骤 。 
a)apcx 十 b)zy 十 十 Ce)Zy 一 之 兴 
d)wzyz— x*/ e)ade 一 关 
40. 用 巴克 斯 -诺尔 范式 描述 中 级 记 法 中 表达 式 的 语法 ， 其 中 运算 符 和 标识 符 与 练习 39 前 的 导言 中 后 组 
表达 式 的 BNF 相同 ， 但 对 用 作 因 子 的 表达 式 必 须 加 括号 。 
41. 对 下 列 字 符 串 ， 判 断 其 是 否 由 练习 40 中 的 中 缀 表达 式 文法 生成 。 若 是 ， 给 出 生成 步骤 。 
a) 工 十 y 十 之 ba/bt+c/d Cc)m ¥ (np) 
dd) 二 mn 二 +p—g e) (mn) * (p—g) 
42. 设 G 是 一 个 文法 ，R 是 一 个 关系 ， 有 序 对 (wo。，w ) ER 当 且 仅 当 wi 可 以 从 wo 在 G 中 直接 派生 出 
来 。 求 尺 的 自 反 传 递 闭 包 。 


13.2 带 输出 的 有 限 状态 机 


13.2.1 引言 

许多 种 机 器 ， 包 括 计算 机 的 某 些 部 件 ， 都 可 以 用 有 限 状态 机 作为 模型 。 经 常用 来 作为 模型 
的 有 限 状 态 机 也 有 多 种 形式 ， 但 所 有 这 些 形式 都 包括 一 个 有 限 的 状态 集合 (其 中 有 一 个 指定 的 
初始 状态 ) 、 一 个 输入 字母 表 和 一 个 转移 函数 (对 每 个 由 状态 和 输入 构成 的 对 指定 下 一 个 状态 ) 。 
有 限 状态 机 广泛 应 用 于 计算 机 科学 和 数据 网 络 中 。 例 如 ， 有 限 状态 机 是 许多 程序 的 基础 ， 如 拼 
写 检 查 、 语 法 检查 、 索 引 或 搜索 大 的 文本 、 语 音 识别 、 采 用 XML 和 HTML 等 标记 语言 转换 文 
本 ， 以 及 规范 计算 机 如 何 通信 的 网 络 协议 。 

本 节 将 研究 产生 输出 的 有 限 状 态 机 。 将 介绍 如 何 使 用 有 限 状态 机 为 机 器 建 模 ， 包括: 自动 
售 货 机 、 输 入 延迟 机 、 整 数 加 法 器 以 及 判断 位 串 是 否 包 含 指定 模式 的 机 器 。 

在 给 出 形式 化 定义 之 前 ， 先 说 明 怎 么 建立 自动 售 货 机 的 模型 。 自 动 售 货机 可 以 接受 5 分 、 
1 角 和 25 分 硬币 。 如 果 将 30 分 或 更 多 硬币 投 到 机 器 里 ， 则 机 器 立刻 退出 超过 30 分 的 部 分 。 如 
果 顾 客 投放 了 30 分 且 超 出 部 分 已 被 退还 ， 则 顾客 可 以 按 橙 色 按 钮 得 到 一 钒 橘子 汁 ， 或 者 按 红 
色 按 钮 得 到 一 饮 侠 果汁。 可 以 如 下 描述 这 个 机 器 是 怎么 工作 的 : 详细 描述 它 的 状态 ， 且 说 明 它 
在 接受 输入 后 怎么 改变 状态 ， 还 要 说 明 对 输入 和 当前 状态 的 各 种 组 合 所 产生 的 输出 。 

这 个 机 器 可 能 处 于 7 种 状态 s,(i=0，1，2，…，6)， 其 中 状态 s; 指 机 器 已 经 收集 了 5i1 分 。 
机 器 以 表示 收集 了 0 分 的 状态 w 开始 。 输 入 可 能 是 : 5 分、1 角 、25 分 、 橙 色 钮 (9) 或 红色 钮 
CR) 。 输 出 可 能 是 : 空 (n)、5 分 、1 角 、15 分 、20 分 、25 分 、 一 镀 橘 子 汁 或 一 钒 苹果 汁 。 

本 例子 将 说 明 此 机 器 的 模型 是 怎么 工作 的 。 假 设 一 个 学 生 先 投 入 了 1 角 ， 又 投入 了 25 分 ， 
得 到 了 5 分 的 找 赎 ， 然 后 按 橙色 按钮 就 得 到 一 饶 橘 子 汁 。 机 器 从 状态 w 开始 。 它 的 第 一 个 输入 
是 10 分 ， 这 就 将 机 器 的 状态 改变 为 ss， 但 没有 输出 。 第 二 个 输入 是 25 分 ， 这 将 状态 从 ss 改变 
为 %， 并 返回 5 分 作为 输出 。 下 一 个 输入 是 橙色 按钮 ， 它 将 状态 从 ss 改 回 到 % (因为 机 器 返回 
到 初始 状态 )， 并 送出 一 钠 橘 子 汁 作为 输出 。 


计算 模型 733 








可 以 将 机 器 的 所 有 这 些 状态 变化 和 输出 用 一 个 表 来 表示 。 为 此 ， 对 状态 和 输入 的 每 个 组 
合 ， 我 们 都 需要 指明 下 一 个 状态 和 产生 的 输出 。 表 1 对 每 对 状态 和 输入 都 指明 了 转移 和 输出 。 


表 1 自动 售 货 机 的 状态 表 








| 


上 和 





说 明 机 器 动作 的 另 一 个 方法 是 使 用 边 带 有 标号 的 有 向 图 ， 其 中 状态 表示 为 小 圈 ， 边 表示 转 
移 ， 并 用 输入 和 转移 产生 的 输出 对 边 进行 标号 。 自 动 售 货 机 的 有 向 图 如 图 1 所 示 。 





13.2.2 带 输 出 的 有 限 状态 机 

现在 给 出 带 输出 的 有 限 状 态 机 的 形式 化 定义 。 

有 限 状态 机 M 二 (S，I，O，f，g，56) 由 如 下 部 分 组 成 : 一 个 有 限 的 状态 集合 S; 
一 个 有 限 的 输入 字母 表 T; 一 个 有 限 的 输出 字母 表 O; 一 个 转移 函数 /，f 为 每 个 状态 和 输入 对 
指派 一 个 新 状态 ; 一 个 输出 函数 g，g 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 一 个 输出 ; 还 有 一 个 初始 状 
态 so。 

设 M=(S，I，O，f，g，5) 是 一 个 有 限 状态 机 。 可 以 用 状态 表 来 表示 状态 函数 f 和 输出 
函数 g 的 值 。 在 本 节 引 言 中 ， 我 们 已 经 构造 了 自动 售 货 机 的 状态 表 。 

例 1 表 2 中 的 状态 表 描 述 了 一 个 有 限 状态 机 ， 其 中 S={5， 5， 5s， 53}、I 二 (40,，1}、 
O=({0，1}。 转 移 函 数 f 的 值 在 前 两 列 给 出 ， 输 出 函数 g 的 值 在 后 两 列 给 出 。 司 

表示 有 限 状态 机 的 另 一 种 方法 是 状态 图 ， 这 是 一 个 边 带 有 标号 的 有 向 图 。 在 这 个 图 中 ， 状 
态 由 圈 表 示 ， 转 移 由 带 输 入 和 输出 对 标号 的 箭头 表示 。 

例 2 构造 状态 表 如 表 2 所 示 的 有 限 状态 机 的 状态 图 。 

解 ” 这 个 机 器 的 状态 图 如 图 2 所 示 。 4 
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图 2 表 2 所 示 的 有 限 状态 机 的 状态 图 


例 3 构造 如 图 3 中 状态 图 所 示 的 有 限 状 态 机 的 状态 表 。 
解 ”这 个 机 器 的 状态 表 如 表 3 所 示 。 4 





3 有限 状 态 机 


一 个 输入 串 使 初始 状态 经 历 一 系列 状态 ， 这 些 状 态 都 是 由 转移 函数 确定 的 。 当 我 们 (从 左 
向 右 ) 一 个 符号 一 个 符号 地 读 输 入 串 时 ， 每 个 输入 符号 都 使 机 器 从 一 个 状态 变 为 另 一 个 状态 。 
因为 每 个 转移 产生 一 个 输出 ， 所 以 一 个 输入 串 产 生 一 个 输出 串 。 

设 输入 串 为 z= 二 zi zo… zs。 读 这 个 输入 使 得 机 器 从 状态 so 变 为 状态 5s， 其 中 $5 == f(s。，zx)， 
然后 变 为 状态 52 3 其 中 s =f(s, Zz), 以 此 类 推 ， 对 于 3 二 1 2 =i Bs 最 
后 ， 以 状态 % = f(5_1!，z) 结 束 。 这 个 转移 序列 就 产生 了 输出 串 y 二 yy…Y%， 其 中 y= 
g(w%，Zx) 是 对 应 于 从 5 到 5 的 转移 的 输出 ，y, 二 g(s,，z,) 是 对 应 于 从 5 到 的 转移 的 输出 ， 等 
等 。 一 般 地 ， Y=g(sj1, Xi), j=15 2 wy ks 这 样 ， 我 们 可 以 将 输出 函数 g 的 定义 扩展 到 输 
和 人 串 ， 即 定义 g(z) 二 y， 其 中 y 是 对 应 于 输入 串 z 的 输出 。 在 许多 应 用 中 ， 这 个 记 法 都 很 有 用 。 

例 4 对 于 图 3 表示 的 有 限 状态 机 ， 求 其 对 输入 串 101011 生成 的 输出 串 。 

解 输出 是 001000。 状 态 和 输出 的 逐次 变化 如 表 4 所 示 。 q 


表 4 








我 们 现在 来 看 几 个 有 限 状态 机 的 有 用 例子 。 例 5、 例 6 和 例 7 表示 了 内 存 容量 受 限 的 有 限 
状态 机 的 状态 。 这 些 状态 用 来 记 住 机 器 读 取 的 符号 的 属性 。 然 而 ， 由 于 状态 数 有 限 ， 所 以 有 限 
状态 机 不 能 用 于 一 些 重要 的 目的 。 这 一 点 会 在 13.4 节 中 讲 到 。 

例 5 单位 延迟 机 是 许多 电子 装置 中 的 一 个 重要 部 件 ， 它 将 输入 串 延 迟 一 定 的 时 间 量 后 输 
出 。 怎 么 构造 一 个 有 限 状 态 机 使 其 将 输入 串 延 迟 一 个 单位 时 间 呢 ? 即 ， 对 于 输入 的 位 串 zz,… 
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Tks 怎么 才能 输出 位 串 Or 2 

解 可 以 如 下 构造 一 个 延迟 机 : 它 有 两 种 可 能 的 输入 ， 即 0 和 1; 它 还 必须 有 一 个 初始 状 
态 % 。 因 为 它 还 要 记 住 前 一 个 输入 是 0 还 是 1， 所 以 它 还 需要 另外 两 个 状态 ss 和 s,， 使 得 如 果 
前 一 个 输入 是 1， 则 机 器 处 于 状态 % ， 如 果 前 一 个 输入 是 0， 则 机 器 处 于 状态 ss: 。 从 so 出 发 的 
第 一 个 转移 产生 输出 0， 从 s 出 发 的 每 个 转移 都 产生 输出 1， 从 s, 出 发 的 每 个 转移 都 产生 输出 
0。 则 对 应 于 输入 串 zz zx 的 输出 是 这 样 的 一 个 串 : 从 0 开始 ， 后 面 跟 zi， 再 跟 rz ，…， 最 
后 以 zi- 结束 。 这 个 机 器 的 状态 图 如 4 所 示 。 本 

例 6 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 使 其 利用 整数 的 二 进 制 展开 式 将 两 个 整数 相 加 。 

解 ” 按 如 下 过 程 将 (zx,…zizo) 和 (Cy,…yiyo)s 相 加 (如 4.2 节 所 描述 ): 首先 ， 将 位 mm 和 
2% 相 加 ， 产 生 和 位 z 与 进位 c。， 且 此 进位 要 么 是 0， 要么 是 1; 然后 将 位 zx; 、xy, 连同 进位 6。 
一 起 相 加 ， 产 生 和 位 z 与 进位 c,; 将 这 个 过 程 一 直 进 行 下 去 ; 第 n 步 将 x,、y, 连同 前 一 个 进 
位 c,_; 一 起 相 加 ， 产 生 和 位 z, 与 进位 c,，c， 也 就 是 和 位 z,+i 。 

只 用 两 个 状态 就 能 构造 执行 这 个 加 法 的 有 限 状态 机 。 为 了 简单 起 见 ， 假 设 两 个 初始 位 z 
和 >， 都 是 0 否则， 必须 对 和 位 x+ 做 特殊 安排 )。 我 们 用 初始 状态 w 表示 前 一 个 进位 是 0( 或 
者 是 最 右边 位 的 加 法 )， 用 另 一 个 状态 % 表示 前 一 个 进位 是 1。 

因为 这 个 机 器 的 输入 是 一 对 二 进 制 数 ， 所 以 只 有 4 种 可 能 的 输入 。 这 4 种 可 能 的 输入 为 : 
00( 两 位 都 是 0)、01( 第 一 位 为 0, 第 二 位 为 1 )、10( 第 一 位 为 1， 第 二 位 为 0) 和 11( 两 位 都 是 
1) 。 转 移 和 输出 是 根据 下 面 两 个 因素 来 构造 的 : 一 个 是 输入 所 表示 的 两 位 的 和 ， 另 一 个 是 状态 
所 表示 的 进位 。 例 如 ， 当 机 器 处 于 状态 5 且 所 接受 的 输入 是 01 时 ， 则 下 一 个 状态 是 % 且 输 出 
是 0， 因 为 所 产生 的 和 是 0 十 1 十 1 一 (10), 。 此 机 器 的 状态 图 如 图 5 所 示 。 4 





10, 1 10,0 


图 4 单位 延迟 机 图 5 做 加 法 的 有 限 状 态 机 


例 7 在 某 种 编码 方法 中 ， 当 一 个 信息 中 出 现 了 3 个 连续 的 1 时 ， 信 息 接收 器 就 知道 已 经 
发 生 了 一 个 传送 错误 。 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 使 得 它 输出 1 当 且 仅 当 它 所 接收 的 最 后 3 位 都 
是 1。 

解 ” 这 个 机 器 需要 3 个 状态 。 初 始 状态 w 记 住 前 一 个 不 是 1 的 输入 值 (如 果 存 在 ) ;状态 5 
记 住 前 一 个 是 1， 但 再 前 一 个 输入 (如 果 存在 ) 不 是 1 的 输入 值 ; 状态 s, 记 住 前 两 个 都 是 1 的 输 
入 值 。 

输入 一 个 1 将 状态 s 变 为 % ， 因 为 机 器 现在 读 到 的 是 单个 的 1， 而 不 是 两 个 连续 的 1; 它 
将 5 变 为 ss， 因 为 它 现在 读 到 了 两 个 连续 的 1; 必 
它 还 将 5 变 为 本身 ， 当 它 已 经 至 少 读 到 了 人 
两 个 连续 的 1。 输入 一 个 0 将 每 个 状态 都 变 为 
% ， 因 为 这 打 断 了 任何 由 连续 1 构成 的 串 。 如 
果 现 在 机 器 所 读 的 是 1， 则 由 s, 到 s 自身 的 
转移 所 产生 的 输出 为 1， 因 为 此 状态 与 输入 
的 组 合 表明 机 器 已 经 读 到 了 3 个 连续 的 1。 


其 他 情形 的 输出 都 是 0。 此 机 器 的 状态 图 如 ”图 6 一 个 有 限 状 态 机 ， 它 输出 1 当 且 仅 当 所 读 
图 6 所 示 。 4 的 输入 串 以 111 结尾 





0,0 
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例 7 所 构造 的 有 限 状态 机 的 最 终 输 出 是 1， 当 且 仅 当 输入 串 以 111 作为 结束 。 因 此 ， 我 们 
说 有 限 状态 机 能 够 识别 以 111 作为 结束 的 串 。 这 就 引出 定义 2。 

ES 今 M=(S, I, 0, f，g，5o) 是 一 个 有 限 状 态 机 ， 并 且 LCI"， 那么 当 输 入 串 
XEL， 并 且 当 上 且 仅 当 作为 M 的 输入 ，M 的 最 后 一 个 输出 位 是 1 时， 我们 说 有 限 状 态 机 M 能 
够 识别 (或 接受 ) 工 。 

有 限 状态 机 的 类 型 “为 了 建立 计算 机 的 模型 ， 人 们 开发 了 许多 种 不 同 的 有 限 状 态 机 。 本 节 
给 出 了 一 类 有 限 状态 机 的 定义 ， 在 这 种 类 型 的 机 器 中 ， 输 出 与 状态 之 间 的 转移 相对 应 ， 这 种 类 
型 的 机 器 称 为 米兰 机 (Mealy machine)， 因 为 它 是 由 米兰 (G. H. Mealy) 在 1955 年 首先 研究 的 。 
还 有 另外 一 类 重要 的 带 输出 的 有 限 状 态 机 ， 其 输出 仅仅 由 状态 确定 ， 这 种 类 型 的 有 限 状 态 机 称 
为 摩尔 机 (Moore machine) ， 因 为 它 是 摩尔 (E. F. Moore) 在 1956 年 提出 的 。 本 节 结 尾 有 一 系列 
练习 讨论 摩尔 机 。 

例 7 说 明了 怎么 用 米兰 机 来 识别 语言 。 然 而 ， 我 们 通常 用 另 一 种 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 来 
识别 语言 。 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 也 称 为 有 限 状态 自动 机 ， 它 有 一 个 由 终结 状态 组 成 的 集合 ， 
它 识别 一 个 串 当 且 仅 当 该 串 能 够 将 初始 状态 变 为 一 个 终结 状态 。13. 3 节 将 讨论 这 种 类 型 的 有 
限 状 态 机 。 


练习 
1. 画 出 具有 下 列 状态 表 的 有 限 状 态 机 的 状态 图 。 





3. 对 于 具有 下 列 状 态 表 的 有 限 状 态 机 ， 确 定 输入 串 01110 所 产生 的 输出 : 

a) 练 习 1(a) b) 练 习 1(b) c) 练 习 1(c) 
4. 对 于 具有 下 列 状态 图 的 有 限 状 态 机 ， 确 定 输入 串 10001 所 产生 的 输出 : 

a) 练 习 2(a) b) 练 习 2(b) c) 练 习 2(c) 
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9 
10 
11 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17, 


18. 
19. 


态 集 S; 输入 字母 表 I; 输出 字母 表 O; 转移 函数 f， 它 将 每 个 由 
状态 和 输入 组 成 的 对 映射 为 下 一 个 状态 ; 输出 函数 g， 它 对 每 个 状 
态 指定 一 个 输出 ; 初始 状态 so 。 摩 尔 机 可 以 用 状态 表 来 表示 ， 也 可 
以 用 状态 图 来 表示 。 状 态 表 列 出 对 应 于 每 个 状态 和 输入 对 的 转移 ， 
以 及 对 每 个 状态 的 输出 。 状 态 图 画 出 状态 、 状 态 之 间 的 转移 以 及 状 
态 的 输出 。 在 状态 图 中 ， 转 移 用 标记 着 输入 的 箭头 表示 ， 输 出 写 在 
状态 的 旁边 。 

- 构造 具有 右 表 所 示 的 状态 表 的 摩尔 机 的 状态 图 。 

. 构造 具有 右 表 所 示 的 状态 图 的 摩尔 机 的 状态 表 。 对 每 个 输入 


20 
21 


22. 


. 在 例 2 所 给 的 有 限 状 态 机 中 ， 对 于 下 列 每 个 输入 串 ， 试 确定 其 输出 。 


a)0111 b)11011011 ec)01010101010 


- 在 例 3 所 给 的 有 限 状态 机 中 ， 对 于 下 列 每 个 输入 串 ， 试 确定 其 输出 。 


a)0000 b)101010 c)11011100010 


. 试 构造 一 个 有 限 状 态 机 作为 下 列 饮料 机 的 模型 : 饮料 机 接受 5 分 、1 角 和 25 分 的 硬币 ， 一 直到 它 接 受 


了 35 分 钱币 时 它 才 开始 找 回 零钱 ， 退 出 超过 35 分 的 所 有 钱币 。 然 后 顾客 就 可 以 按 某 些 按钮 ， 得 到 一 
简 可 乐 ， 或 一 瓶 软饮料 ， 或 一 瓶 姜 汁 啤酒 。 


. 试 构造 一 个 有 限 状态 机 作为 下 列 售 报 机 的 模型 : 它 有 一 个 门 ， 此 门 只 在 下 列 两 种 情形 下 才 可 打开 : 一 


是 放 人 了 3 个 1 角 硬 币 ( 和 任意 数量 的 其 他 硬币 ); 二 是 放 入 了 一 个 25 分 的 硬币 和 一 个 5 分 的 硬币 (和 
任意 数量 的 其 他 硬币 )。 一 旦 门 能 够 被 打开 ， 顾客 就 打开 门 ， 取 出 一 份 报纸 ， 再 关上 门 。 不管 塞 进去 
多 少 额 外 的 钱币 ， 机 器 都 不 找 回 零钱 。 下 一 个 顾客 重新 开始 时 也 不 能 使 用 上 一 位 多 余 的 钱 。 

构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 将 输入 延迟 两 位 ， 且 以 00 作为 输出 的 头 两 位 。 


. 构造 一 个 有 限 状态 机 ， 对 输入 串 每 隔 一 位 改变 一 次 值 ， 且 从 第 二 位 开始 。 但 保持 其 他 位 不 变 。 
. 构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 计算 机 的 登录 过 程 : 用 户 首先 输入 用 户 标识 码 ， 然 后 输入 口令 ; 用户 标 


识 码 和 口令 分 别 被 看 做 是 一 个 输入 ; 如 果 输 入 的 口令 不 对 ， 则 要 求 用 户 重新 输入 用 户 标识 码 。 
构造 一 个 有 限 状 态 机 来 模拟 组 合 锁 ， 此 锁 包 含 数 1 到 40， 只 有 在 输入 正确 的 组 合 时 它 才能 被 打开 ， 
正确 组 合 是 : 10 右 ，8 左 ，37 右 。 每 个 输入 都 是 “一 个 数 、 旋 转 方向 、 在 此 方向 旋转 锁 的 时 间 ” 构 成 
的 三 元 组 。 

构造 一 个 有 限 状态 机 来 模拟 下 列 道路 收费 机 : 放 入 25 分 钱币 之 后 此 机 器 将 打开 一 个 门 。 可 以 使 用 面 
额 为 5 分 、1 角 和 25 分 的 硬币 。 不 找 零钱 ， 多 于 25 分 的 超额 部 分 也 不 提供 下 一 位 驾驶 者 使 用 。 
构造 一 个 有 限 状态 机 模拟 自动 出 纳 机 (ATMD 的 密码 登录 过 程 : 用 户 输入 一 个 4 位 数 的 种， 一 次 输入 
一 个 数字 。 如 果 用 户 正确 输入 这 4 个 数字 的 口令 ，ATM 显示 欢迎 界面 。 当 用 户 输入 不 正确 时 ， 
ATM 提示 用 户 密 码 输入 错误 。 如 果 用 户 输入 错误 密码 3 次 ， 账 户 就 被 锁定 。 

构造 一 个 有 限 状态 机 来 模拟 有 一 定 限制 的 电话 交换 系统 ， 发 送 到 网 络 的 电话 号 码 要 求 是 以 0、911 和 
1 开头 ， 后 跟 以 212、800、866、877 和 888 开始 的 10 位 电话 号 码 。 所 有 其 他 数字 串 都 被 系统 锁定 ， 
并 且 用 户 会 听 到 一 个 报错 信息 。 

构造 一 个 有 限 状态 机 ， 当 读 取 的 输入 符号 所 代表 的 数 能 够 被 3 整除 时 ， 输 出 1; 否则 ， 输 出 0。 
构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 确 定 在 输入 串 中 当前 所 读 取 的 最 后 一 个 符号 是 否 为 1， 且 倒数 第 三 个 符号 是 否 
0 

构造 一 个 有 限 状态 机 ， 确 定 到 目前 为 止 所 读 取 的 输入 串 中 ， 其 结尾 是 否 有 至 少 5 个 连续 的 1。 

构造 一 个 有 限 状 态 机 ， 确 定 到 目前 为 止 所 读 取 的 输入 中 ， 其 最 后 的 8 个 字符 是 否 为 computer。 输 入 
可 能 是 任意 的 英文 字母 。 

摩尔 机 M 二 (S，I，O，f/，g，5%) 由 下 列 6 部 分 构成 有限 状 


串 ， 摩 尔 机 都 产生 一 个 输出 串 。 特 别 地 ， 对 应 于 输入 串 aaz … 
CA 的 输出 是 g(s)g(Cs)…sg(Cs)， 其 中 $= f(s1, Qi)， 1 一 1， 
2 "kk。 

对 于 下 列 每 个 输入 串 ， 求 练习 20 中 的 摩尔 机 所 生成 的 输出 串 。 
a)0101 b)11111 

c)11101110111 





un 
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23. 对 于 练习 22 中 的 每 个 输入 串 ， 求 练习 21 中 的 摩尔 机 所 生成 的 输出 串 。 

24. 构造 一 个 摩尔 机 ， 只 要 读 取 的 输入 符号 的 个 数 能 够 被 4 整除 时 ， 就 输出 1。 

25. 构造 一 个 摩尔 机 ， 使 其 能 够 判断 输入 串 是 包含 偶数 个 1 还 是 奇数 个 1。 如果 输入 串 中 有 偶数 个 1， 则 
输出 1; 如果 输入 串 中 有 奇数 个 1， 则 输出 0。 


13. 3 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 


13. 3.1“ 引 襄 

有 限 状态 机 的 最 重要 应 用 之 一 是 语言 识别 。 在 设计 和 构造 程序 设计 语言 的 编译 器 时 ， 这 个 
应 用 起 着 根本 性 的 作用 。 在 13. 2 节 中 ,我 们 说 明了 可 以 用 带 输 出 的 有 限 状态 机 来 识别 语言 ， 
方法 是 当 读 取 的 输入 串 在 语言 中 时 输出 1， 否 则 输出 0。 但是， 还 有 一 些 其 他 类 型 的 有 限 状 态 
机 ， 它 们 是 为 识别 语言 而 专门 设计 的 。 这 些 机 器 不 产生 输出 ， 但 有 终结 状态 。 一 个 串 能 被 它 识 
别 ， 当 且 仅 当 它 把 初始 状态 转变 为 终结 状态 之 一 。 


13. 3.2 串 的 集合 
在 讨论 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 之 前 ， 先 介绍 一 些 关 于 串 的 集合 的 重要 背景 材料 。 这 里 定义 
的 运算 将 广泛 用 于 有 限 状 态 机 识别 语言 的 讨论 中 。 
设 V 是 一 个 词汇 表 ，A、B 是 V' 的 子 集 。A 和 B 的 连接 是 所 有 形 如 xy 的 串 构成 
的 集合 ， 记 为 AB， 其 中 工 是 A 中 的 事 ，y 是 B 中 的 串 。 
例 1 设 A={0, 11}, B={1, 10, 110}。 求 AB 和 BA. 
解 集合 AB 包括 所 有 A 中 串 和 B 中 串 的 连接 ， 故 
AB={01; 0105 0110, 111, 1110; :11110} 
集合 BA 包括 所 有 B 中 串 和 A 中 串 的 连接 ， 故 
BA=(10，111，100，1011，1100，11011》 本 
注意 ， 如 例 1 所 示 ， 对 于 字母 表 V 和 V' 的 子 集 A 与 B，AB==BA 不 一 定 成 立 。 
由 两 个 串 集合 的 连接 的 定义 还 可 以 定义 A"(n 二 0，1，2，…)。 其 递归 定义 如 下 : 
A'"={4} 
A™!=A"A, n=0, 1, 2,* 
例 2 设 A=(1，00)。 当 ?= 一 0，1，2，3 时, 求 4"。 
解 ”我 们 知道 ，4"={( 人) ，4 三 AAA 一 人 A)A 王 (1，00)。 为 求 叉 ， 取 A 中 元 素 对 的 连接 。 
从 而 4A: 王 (11，100，001，0000}。 为 求 4:， 取 A: 和 A 中 的 元 素 进 行 连接 ， 由 此 得 到 A’ = 三 
{111, 1100, 1001, 10000，0011,，00100，00001，000000}。 | 
设 A 是 V' 的 一 个 子 集 。A 的 克 菜 因 闭 包 是 A 中 任意 多 个 串 的 连接 组 成 的 集合 ， 


记 为 A"， yA = 

例 3 求 集合 A={0)}，B=={0，1},， C= 二 {11) 的 克 莱 因 闭 包 。 

解 A 的 克 莱 因 闭 包 是 0 与 自己 的 任意 多 次 连接 , 故 A 二 {0"|n 一 0，1]，2，…)}。B 的 克 
莱 因 闭 包 是 任意 多 个 串 的 连接 ， 但 这 些 串 只 能 是 0 或 1， 因此 这 个 闭 包 是 字母 表 V 一 {0，1} 上 
的 所 有 串 ， 即 B" 二 V" 。 最 后 ，C 的 克 莱 因 闭 包 是 11 与 自己 的 任意 多 次 连接 ， 所 以 C` 是 由 偶 
数 个 1 组 成 的 串 的 集合 ， 即 C" 一 {12 | 一 0，1，2，…)} 。 4 


13. 3.3 ”有限 状态 自动 机 

现在 给 出 不 带 输出 的 有 限 状 态 机 的 定义 ， 这 样 的 机 器 也 叫做 有 限 状 态 自动 机 (finite-state 
automata) ， 这 也 是 在 本 节 中 将 使 用 的 术语 。( 注 意 : automata 的 单数 形式 是 automaton。) 这 些 
机 器 与 13. 2 节 中 研究 的 有 限 状 态 机 不 同 ， 它 们 不 产生 输出 ， 但 它们 有 一 个 终结 状态 集合 。 我 
们 将 看 到 ， 它 们 识别 将 初始 状态 变 为 终结 状态 的 字符 串 。 
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所 有 限 状 态 自动 机 M 二 (S，I，f/，s,， 玉 由 下 列 五 部 分 组 成 : 一 个 有 限 的 状态 集合 S; 
一 个 有 限 的 输入 字母 表 T; 一 个 转移 函数 f，f 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 下 一 个 状态 (因此 有 f: SX 
1 一 S); 一 个 初始 状态 或 起 始 状 态 so; 一 个 由 终结 状态 (或 可 接受 状态 ) 构 成 的 S 的 子 集 下 。 

有 限 状 态 自动 机 也 可 用 状态 表 或 状态 图 来 表示 。 在 状态 图 中 ， 终 结 状 态 用 双 圈 表示 。 

例 4 构造 有 限 状 态 自动 机 M 二 (S$，I，f，s。， 下 ) 的 状态 图 ， 其 中 S 一 (Wo，m 9 ，5)， 
TI 一 (0，1)，F 一 (%，s)， 转 移 函 数 f 如 表 1 所 示 。 

解 ”所 求 的 状态 图 如 图 1 所 示 。 注 意 , 输入 0 和 1 都 将 ss 变 为 sh， 所 以 从 5 到 5 的 边 上 
有 0 和 1。 4 











= ES 2 图 1 一 个 有 限 状态 自动 机 的 状态 图 


转移 函数 的 扩展 ”有限 状态 自动 机 M=(S，T，F，w，F) 的 转移 函数 可 以 进行 扩展 ， 使 
其 对 所 有 状态 与 串 的 对 都 有 值 ， 也 就 是 说 ， 丰 可 以 扩展 成 这 样 一 个 函数 f: SXI" 一 S。 设 z= 
zz 是 工 中 的 一 个 串 ， 则 状态 f(s, ，z) 是 这 样 得 到 的 : 从 状态 5 开始 ， 从 左 到 右 连续 地 
使 用 xz 中 的 每 个 符号 。 从 5 进入 状态 s, 二 f(s,，zi)， 然 后 进入 状态 s, 二 f(s;,， zs)， 以 此 类 推 ， 
直到 /sa ，z) 王 sx，z)。 形 式 上 ， 可 以 通过 如 下 公式 递归 地 为 确定 性 的 有 限 状 态 机 M= (5S,， 
I，f，s。， 耻 ) 定 义 其 扩展 状态 转移 函数 了 : 

1) 对 于 状态 集合 S 中 的 每 一 个 状态 *， 有 f(s，X)= 二 s; 并 且 

2) 对 于 所 有 的 sSES,，xE€EI"*,，aE€1I, 有 f(s， za) 二 f(f(s, x), a)。 

可 以 使 用 结构 化 归纳 和 递归 定义 来 证 明 扩展 转移 函数 的 这 个 性 质 。 例 如 ， 在 练习 15 中 要 
求证 明 对 于 状态 集合 S 中 的 每 一 个 状态 *，Zz 和 yy 是 大 中 的 串 ， 有 

fls, zy)=f(f(s, rz), y) 


13. 3.4 有限 状态 机 的 语言 识别 

现在 定义 一 些 术语 ， 这 些 术 语 将 用 于 研究 有 限 状 态 自 动机 对 某 些 串 的 集合 的 识别 。 

称 串 工 可 以 被 机 器 M 一 (S，T，F，% ，F) 识 别 或 接受 ， 如 果 工 将 初始 状态 变 为 一 
个 终结 状态 ， 即 f(s,，Z) 是 下 中 的 一 个 状态 。 机 器 M 识别 (或 接受 ) 的 语言 是 M 识别 的 所 有 惠 


人 





斯 蒂 芬 . 科 尔 。 克 莱 因 (Stephen Cole Kleene，1909 一 1994) ” 克 莱 因 生 于 美国 康涅狄格 
州 的 哈 特 福 德 。 他 的 母亲 艾 丽 丝 " 莉 娜 ， 科 尔 (Alice Lena Cole) 是 一 位 诗人 ， 他 的 父 
亲 古 斯 塔 夫 。 阿 道夫. 克 莱 因 (Gustav Adolph Kleene) 是 一 位 经 济 学 教授 。 克 芋 因 曾 
就 读 于 艾 摩 斯 特 学 院 ，1934 年 ， 他 在 普林斯顿 大 学 获 博 士 学 位 ， 导 师 是 著名 的 逻辑 学 
家 丘 奇 (Alonzo Church) 。1935 年 ， 克 莱 因 成 为 威斯康星 大 学 的 教员 ， 除 了 几 次 短暂 
的 离开 (包括 去 普林斯顿 高 等 研究 所 ) 外 ， 他 一 直 在 那里 任教 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 
他 成 为 美国 海军 预备 投 军官 学 校 的 航海 教师 ， 后 来 他 成 为 海军 研究 实验 室 的 主任 。 克 
莱 通 过 研究 可 计算 性 和 可 判定 性 问题 ， 对 递归 函数 论 做 出 了 重要 贡献 ， 并 且 证 明了 自动 机 理论 中 的 一 个 
中 心 结果 。 他 曾 担任 威斯康星 大 学 的 数学 研究 中 心 的 代理 主任 和 文理 学 院 的 院 长。 他 还 曾 学 习 过 博物 学 ， 
并 发 现 了 一 族 以 前 没 记载 过 的 蝴蝶 ， 因 此 这 族 蝴 蝶 便 以 他 的 名 字 命 名 。 他 还 是 一 位 狂热 的 徒步 旅行 和 登 
山 爱 好 者 。 此 外 ， 克 莱 因 还 很 擅长 讲 些 奇 闻 轶 事 ， 他 的 大 嗓门 在 几 间 办 公 室 之 外 都 能 听 到 。 





740 第 13 音 





的 集合 ， 记 为 L(JM)。 如 果 两 个 有 限 状 态 自动 机 识别 相同 的 语言 ， 则 称 它们 是 等 价 的 。 
在 例 5 中 将 求 几 个 有 限 状 态 自动 机 所 识别 的 语言 。 
例 5 求 图 2 表示 的 有 限 状态 自动 机 Mi 、M: 和 Ms: 所 识别 的 语言 。 


0,1 
开始 > 0 WU 
他 Cy 

MI 





0, 1 


M3 
图 2 一 些 有 限 状态 自动 机 


解 M, 只 有 一 个 终结 状态 % ， 而 将 % 变 为 自身 的 串 是 由 0 个、1 个 或 更 多 连续 1 组 成 的 
串 。 所 以 工 (M,)= 王 (1 2 一 0，1，2，…)}。 

AM 只 有 一 个 终结 状态 wy ， 而 将 so 变 为 ss 的 串 只 有 1 和 01， 所 以 工 CM:) 一 (1，01) 。 

M; 的 终结 状态 有 s。 和 ss， 将 so 变 为 自身 的 串 有 人 ，0，00，000，…， 即 由 零 个 以 上 (包括 
零 个 ) 连 续 的 0 构成 的 串 。 将 so 变 为 % 的 串 只 有 这 样 的 串 : 开头 是 零 个 以 上 (包括 零 个 ) 连 续 的 
0 构成 的 串 ， 接 着 是 10， 然 后 是 任意 的 串 。 故 工 (M:) 王 {0"，0"10z|z= 王 0，1，2，…， 工 是 任 
意 的 串 ) 。 | 

设计 有 限 状 态 自动 机 “我们 经常 可 以 构造 一 个 有 限 状 态 自动 机 ， 通 过 仔细 添加 状态 和 转 
移 ， 决 定 哪 些 状态 是 最 终 状 态 ， 使 得 这 个 有 限 状 态 自 动机 可 以 识别 给 定 串 。 当 根据 需要 ， 包 含 
一 些 能 够 记录 输入 串 的 某 些 性 质 的 状态 时 ， 就 提供 了 一 个 带 有 有 限 存储 的 有 限 状 态 自动 机 。 例 
6 和 例 7 这 两 个 例子 给 我 们 说 明了 一 些 技术 ， 可 以 通过 使 用 这 些 技术 来 构造 能 够 识别 特定 类 型 
串 的 有 限 状 态 自动 机 。 

例 6 构造 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 使 得 它 可 以 识别 如 下 这 些 语言 。 

(a) 以 两 个 0 作为 开始 的 位 串 的 集合 。 

(b) 包 含 两 个 连续 0 的 位 串 的 集合 。 

(c) 不 包含 两 个 连续 0 的 位 串 的 集合 。 

(d) 以 两 个 0 作为 结束 的 位 串 的 集合 。 

Ce) 至 少 包含 两 个 0 的 位 串 的 集合 。 
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解 (a) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 使 得 该 自动 机 能 够 识别 以 两 个 0 
作为 开头 的 位 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 % 外 ， 还 包含 一 个 非 终 结 状态 ss。 如 果 第 一 位 是 0， 则 
状态 从 5 变 成 5。 然后 ， 添 加 一 个 终结 状态 s,; 如 果 第 二 位 是 0， 则 从 5 变 成 ss 。 当 到 达 状 态 
5 时 ， 就 可 以 确定 输入 串 的 前 两 位 是 0， 因 此 无 论 后 续 串 的 内 容 是 什么 (如 果 有 )， 状 态 将 保持 
5 不 变 。 读 者 可 以 验证 ， 图 3a 所 示 的 有 限 状态 自动 机 可 以 识别 以 两 个 0 开始 的 位 串 的 集合 。 





d) e) 
图 3 识别 例 6 中 的 语言 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 


(b) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 使 得 该 自动 机 能 够 识别 包含 着 两 个 
连续 0 这 样 的 位 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 % 外， 还 包含 一 个 非 终 结 状态 s, 。 通 过 状态 % ， 将 会 
告知 我 们 最 后 的 输入 位 是 0， 而且， 不 论 该 位 的 前 一 位 是 1， 或 该 位 是 输入 串 的 第 一 位 。 还 包 
含 一 个 终结 状态 ss:， 当 0 后 的 输入 仍 是 0 时 ,将 从 * 跳 转 到 % 。 如 果 在 输入 串 中 有 0 后 紧 接 着 
的 是 1( 在 找到 连续 的 两 个 0 之 前 )， 那 么 将 跳 转 到 状态 % ， 并 且 重 新 开始 寻找 连续 的 0。 读者 
可 以 验证 图 3b 所 示 的 有 限 状 态 自 动机 可 以 识别 包含 两 个 连续 0 的 位 串 的 集合 。 

(c) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 该 自动 机 能 够 识别 不 包含 两 个 连续 
0 的 位 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 w 外 ， 该 状态 也 是 终结 状态 ， 还 包含 一 个 终结 状态 % 。 当 0 
是 第 一 个 输入 字符 时 ， 状 态 从 so 跳 转 到 % 。 当 输入 字符 是 1 时 ， 状 态 跳 转 或 者 停留 在 % 。 添 
加 一 个 状态 s;， 当 输入 字符 是 0 时 ， 状 态 从 % 跳 转 到 s, 。 当 状态 到 达 s, 时 ， 就 表示 已 经 遇 到 
了 两 个 连续 的 0。 一 旦 到 达 状 态 s;:， 就 在 此 停留 并 保持 不 变 。 这 个 状态 不 是 终结 状态 。 读 者 
可 以 自行 验证 图 3c 所 示 的 有 限 状 态 自 动机 能 够 识别 不 包含 两 个 连续 0 的 输入 串 的 集合 。[ 聪 
明 的 读者 将 会 注意 到 本 例 构 造 的 有 限 状 态 自 动机 与 (b) 部 分 构造 的 自动 机 之 间 的 关系 。 参 见 
练习 39。] 

(d) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 该 自动 机 能 够 识别 以 两 个 连续 0 作 
为 结束 的 位 串 的 集合 。 除 了 初始 状态 % 外 ， 还 包含 一 个 非 终结 状态 s; 。 如 果 第 一 位 是 0， 则 跳 
转 到 状态 s 。 还 包含 一 个 终结 状态 s;。 如 果 0 之 后 的 输入 字符 仍然 是 0， 状 态 将 从 s; 跳 转 到 s, 。 
如 果 在 0 之 后 的 输入 仍然 是 0， 则 保持 状态 s, 不 变 ， 原因 是 最 后 输入 的 两 个 字符 仍然 是 0。 如 
果 此 时 状态 是 s;， 当 输入 位 是 1 时 ， 将 跳 转 回 状 态 % ， 然 后 重新 开始 搜索 连续 0 的 出 现 。 如 果 
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此 时 状态 是 ss ， 当 下 一 个 输入 位 是 1 时 ， 也 将 跳 转 到 状态 % 。 读 者 可 以 自行 验证 图 3d 所 示 的 
有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 以 两 个 连续 0 作为 结束 的 输入 串 的 集合 。 

(e) 我 们 的 目标 是 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 该 自动 机 能 够 识 包含 两 个 0 的 位 串 

的 集合 。 除 了 初始 状态 s。 外 ， 还 包含 一 个 非 终结 状态 5 。 状 态 将 一 直 保 持 在 % ， 直 到 输入 0。 

当 输入 串 中 遇 到 第 一 个 0 时 ， 状 态 跳 转 到 s, 。 添 加 一 个 终结 状态 ss， 一 旦 在 输入 串 中 遇 到 第 二 

个 0， 将 从 状态 5 跳 转 到 s, 。 无 论 何 时 遇 到 输入 字符 为 1 时 ， 保 持原 状态 不 变 。 一 旦 到 达 状 态 

%， 将 保持 不 变 。 状 态 ss 和 状态 ” 分 别 用 来 告诉 我 们 已 经 在 输入 串 中 遇 到 1 个 或 2 个 0。 读 者 


可 以 自行 验证 图 3e 所 示 的 有 限 状态 自动 机 能 够 识别 包含 两 个 0 的 输入 串 。 4 
例 7 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 使 得 该 自动 机 能 够 识别 包含 奇数 个 1， 并 且 以 
至 少 两 个 连续 0 作 结束 的 位 串 的 集合 。 


解 我们 可 以 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 通 过 添加 状态 记录 输入 串 中 1 的 个 数 的 
奇偶 性 ， 以 及 是 否 在 输入 串 的 尾部 遇 到 0 个 、1 个 或 者 至 少 2 个 0， 使 得 该 自动 机 可 以 识别 某 
种 类 型 的 位 串 。 

可 以 通过 初始 状态 so 来 告诉 我 们 目前 输入 的 位 串 包 含 偶数 个 1， 并 且 不 以 0 作为 结束 ( 空 
串 或 者 以 1 作为 结束 ) 。 除 了 初始 状态 外 ， 还 包含 其 他 5 个 状态 。 当 输入 位 串 包 含 偶数 个 1 且 
以 1 个 0 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s,; 当 包 含 偶数 个 1 且 以 至 少 两 个 0 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 
到 s。; 当 包含 奇数 个 1 且 不 以 0 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s;; 当 包 含 奇数 个 1 且 以 1 个 0 作为 
结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s,; 当 包 含 奇 数 个 1 且 以 两 个 0 个 作为 结束 时 ， 状 态 跳 转 到 s; ， 同 时 s; 也 


是 一 个 终结 状态 。 
读者 可 以 自行 验证 图 4 所 示 的 有 限 状 态 自 动机 能 够 识别 包含 奇数 个 1 且 以 至 少 两 个 连续 0 
作为 结束 的 位 串 的 集合 。 4 





1 的 数目 偶数 偶数 偶数 奇数 奇数 奇数 
结束 时 0 的 数目 0 1 >2 0 1 >2 
图 4 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 该 自动 机 能 够 识别 包含 奇数 个 1 
且 以 至 少 两 个 0 结束 的 位 串 的 集合 


等 价 的 有 限 状 态 自 动机 ”在 定义 4 中 ， 我们 定义 当 两 个 有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 相同 的 语 
言 时 ， 它 们 是 等 价 的 。 例 8 给 出 了 两 个 等 价 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 的 例子 。 

例 8 证 明 图 5 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 Ms 和 MX 是 等 价 的 。 

解 ” 对 于 可 以 被 M, 识别 的 串 z，z 必须 从 状态 so。 跳 转 终结 状态 5 或 者 终结 状态 %。 唯 一 
能 从 状态 % 跳 转 到 s, 的 串 就 是 串 1。 能 从 状态 so 跳 转 到 s, 的 串 是 以 0 作为 开始 的 串 ， 该 串 首 
先 从 % 跳 转 到 sw， 后 跟 0 个 或 者 多 个 0， 保 持 状 态 s; 不 变 ， 然 后 跟 一 个 1， 状 态 从 ss 跳 转 到 
s% 。 除 了 以 上 这 些 串 外 ， 所 有 其 他 的 串 都 使 状态 从 % 跳 转 到 非 终 结 状态 ( 留 给 读者 详细 地 填补 
这 些 内 容 )。 因 此 我 们 可 以 得 出 结论 ， 自 动机 Ms 所 识别 的 语言 LCM ) 的 形式 是 0 个 或 多 个 0 后 

一 个 1 的 串 的 集合 。 
对 于 可 以 被 Mi 识别 的 串 z，z 必须 使 状态 能 从 s。 跳 转 到 终结 状态 % 。 因 此 ， 能 被 识别 的 
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C2 
始 
0) OP" 


MI 
5 Ms 和 Mi 是 等 价 有 限 状 态 自动 机 


串 工 的 形式 是 以 若干 个 0 作为 开始 ， 这 样 会 保持 状态 so 不 变 ， 后 接 1 个 1， 跳 转 到 终结 状态 5 。 
全 是 由 0 组 成 的 位 串 是 不 会 被 识别 的 ， 因 为 它 只 能 使 我 们 保持 状态 so 不 变 , 但 % 是 非 终结 状 
态 。1 后 紧 接 着 是 一 个 0 的 位 串 也 不 会 被 识别 ， 因 为 它 会 跳 转 到 一 个 非 终结 状态 3: 。 因 此 ， 结 
果 就 是 LCMi) 与 LCM) 相 同 。 可 以 得 出 结论 Mo 与 Mi 是 等 价 的 。 

注意 有 限 状 态 自动 机 M 只 有 3 个 状态 。 能 识别 出 0 个 或 多 个 0 后 紧 接 着 1 这 样 的 位 串 的 
自动 机 不 会 少 于 3 个 状态 (参见 练习 37) 。 4 

正如 例 8 所 说 明 的 ， 某 个 有 限 状态 自动 机 可 能 比 它 等 价 的 自动 机 具有 更 多 的 状态 。 实 际 上 ， 
构造 用 来 识别 某 种 语言 的 有 限 状 态 自动 机 的 算法 可 能 会 比 需 要 的 状态 多 。 不 必要 地 使 用 大 型 有 
限 状 态 自 动机 来 识别 语言 会 使 硬件 和 软件 应 用 效率 较 低 ， 并 且 代 价 较 高 。 当 有 限 状 态 自动 机 用 
于 编译 程序 时 ， 该 问题 随 之 而 来 ， 编 译 程序 用 于 将 源 程序 翻译 为 计算 机 能 够 识别 的 目标 程序 。 

练习 58 一 61 研究 了 一 个 过 程 ， 如 何 用 最 少 的 状态 构造 一 个 有 限 状 态 自动 机 使 之 等 价 于 一 
个 给 定 的 有 限 状态 自动 机 。 这 个 方法 称 为 自动 机 简化 。 在 练习 中 描述 的 这 个 过 程 ， 通 过 把 状态 
用 状态 的 等 价 类 来 替换， 减少 了 状态 的 数量 。 如 果 对 每 个 输入 串 都 能 使 两 个 状态 跳 转 到 终结 状 
态 ， 或 者 都 使 这 两 个 状态 跳 转 到 某 个 非 终结 状态 ， 那 么 则 称 这 两 个 状态 是 等 价 的 。 在 自动 机 简 
化 过 程 开始 前 ， 从 开始 状态 使 用 任何 输入 都 不 可 达 的 状态 首先 被 删除 ， 删 除 这 些 状 态 不 会 改变 
其 识别 的 语言 。 


13. 3.5 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 

到 目前 为 止 所 讨论 的 有 限 状态 自动 机 都 是 确定 性 的 ， 因 为 对 每 对 状态 和 输入 值 ， 转 移 函 数 
只 给 出 唯一 的 下 一 个 状态 。 还 有 一 种 重要 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 对 每 对 输入 值 和 状态 ， 有 多 个 
可 能 的 下 一 个 状态 ， 这样 的 机 器 称 为 非 确定 性 的 。 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 在 判断 哪些 语言 
可 以 由 有 限 状 态 自 动机 识别 中 非常 重要 。 

下 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 M 一 (S，I，f，s。， 下 ) 由 下 列 五 部 分 组 成 : 一 个 状态 
的 集合 S; 一 个 输入 字母 表 Ti 一 个 转移 函数 J/， 了 为 每 个 状态 和 输入 对 指派 一 个 状态 集合 ( 因 
此 有 ff: SXI>P(S)); 一 个 初始 状态 ss; 还 有 一 个 由 终结 状态 构成 的 S 的 子 集 下 。 

非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 也 可 用 状态 表 和 状态 图 来 表示 。 在 状态 表 中 ， 对 每 对 状态 和 输 
和 人 值 ， 列 出 所 有 可 能 的 下 一 个 状态 。 在 状态 图 中 ， 从 一 个 状态 到 每 个 可 能 的 下 一 个 状态 ， 都 画 





ums by 


744 第 13 章 








一 条 边 ， 这 条 边 的 标号 是 导致 这 个 转移 的 一 个 或 多 个 输入 。 
例 9 求 状态 表 如 表 2 所 示 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 的 状态 图 。 终 结 状态 为 和 ss 。 
解 这 个 自动 机 的 状态 图 如 图 6 所 示 。 4 
表 2 











图 6 状态 表 为 表 2 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 
例 10 求 状态 图 如 图 7 所 示 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 的 状态 表 。 


Ams 地 


圣 葛 丽 丝 . 穆 雷 . 霍 普 (Grace Brewster Murray Hopper，1906 一 1992) 1906 年 ， 葛 
，_ | 丽 丝 ' 和 霍 普 出 生 于 纽约 。 她 自 幼 就 对 事物 是 如 何 运行 的 有 着 浓厚 的 兴趣 。 在 她 7 岁 的 
时 候 ， 她 就 把 家 里 的 闹钟 拆 了 ， 以 探寻 它 运 作 的 机 制 。 她 对 数学 的 热爱 很 大 程度 上 是 
受到 了 她 母亲 的 影响 。 在 那个 女性 被 禁止 学 习 的 时 代 ， 她 的 母亲 获得 特 批 学 习 过 几何 
学 (但 不 是 代数 和 三 角 函 数 )。 霍 普 的 父亲 对 她 的 影响 也 很 大 。 她 的 父亲 是 一 个 成 功 的 
保险 经 纪 人 ， 殊 不 知 这 样 的 一 个 成 功 人 士 ， 曾 经 因为 循环 系统 出 了 问题 而 失去 了 双 
腿 。 他 鼓励 孩子 们 不 管 任何 事情 ， 只 要 她 们 用 心 去 做 ， 就 一 定 能 取得 成 功 。 他 也 一 直 
激励 霍 普 接受 更 高 的 教育 ， 而 不 仅仅 像 大 多 数 女性 那样 平淡 无 奇 地 度 过 一 生 。 霍 普 的 父母 尽 全 力 让 她 接 
受 最 好 的 教育 ， 于 是 她 在 纽约 上 了 私立 的 小 学 和 中 学 。1924 年 她 考 人 瓦 萨 学 院 学 习 数学 和 物理 ，1928 年 
她 大 学 毕业 。 接 着 ， 她 在 耶鲁 大 学 攻读 数学 专业 的 硕士 学 位 并 于 1930 年 毕业 。 同 年 ， 霍 普 嫁 给 了 在 纽约 
商学 院 任教 的 一 名 英语 老师 ， 但 婚姻 并 没有 持续 太 久 两 人 就 离婚 了 。1931 年 至 1943 年 ， 霍 普 在 瓦 萨 学 
院 担 任 数 学 系 教授 ，1934 年 她 获得 了 耶鲁 大 学 的 博士 学 位 。 

珍珠 港 事 件 后 ， 出 生 于 军人 世家 的 霍 普 杀 然 决 定 辞 去 她 的 教师 工作 而 加 入 了 美国 海军 。 为 了 顺利 人 
伍 ， 霍 普 需 要 一 个 特殊 的 许可 证 才能 让 她 彻底 脱离 数学 专业 教授 的 位 置 。1943 年 ， 她 宣 哲 加 入 海军 预备 
役 部 队 ， 并 在 海军 女子 学 校 接受 训练 。 之 后 ， 霍 普 被 分 配 到 了 哈佛 大 学 的 海军 军械 实验 室 工作 ， 主 要 为 
世界 第 一 台大 规模 自动 测序 的 数字 计算 机 编程 ， 这 人 台 计 算 机 用 来 帮助 海军 火炮 在 多 变 的 天 气 中 准确 地 瞄 
准 方位 。 人 们 认为 霍 普 是 “漏洞 ”(bug)( 多 指 硬件 出 故障 ) 这 个 词语 的 创造 者 ， 但 事实 上 ， 早 在 霍 普 去 哈佛 
大 学 之 前 ， 这 个 词 就 已 经 被 人 使 用 了 。 但 霍 普 和 她 的 编程 团队 发 现 了 计算 机 硬件 中 继 上 的 一 个 缺陷 ， 这 
也 是 致使 系统 停止 运行 的 原因 。 这 个 有 名 的 “缺陷 ”被 记载 到 了 实验 室 图 书 中 。 于 是 ， 在 20 世纪 50 年 代 ， 
霍 普 发 明 一 个 新 词 “ 调 试 "(debug) 表 示 去 除 程序 中 错误 。 

1946 年 ， 美 国 海军 告知 霍 普 年 纪 太 大 而 不 能 继续 服 现役 ， 于 是 她 选择 继续 留 在 哈佛 大 学 进行 民用 研 
究 。1949 年 ， 她 离开 哈佛 大 学 加 入 了 “ 埃 克 特 - 莫 克利 ”计算 机 公司 ， 帮 助 开发 第 一 台 商 用 计算 机 ， 即 通用 
自动 计算 机 (UNIVAC ) 。 霍 普 在 这 里 工作 了 很 长 时 间 ， 直 到 雷 明 顿 兰 德 公司 接手 该 公司 并 与 斯 派 里 公司 合 
并 后 ， 她 才 离开 了 这 个 公司 。 霍 普 一 直 非 常 看 好 计算 机 无 穷 的 潜能 ， 她 深 知 只 要 编程 和 应 用 上 做 得 好 ， 计 算 
机 终 将 被 广泛 使 用 。 特 别 是 编程 的 语言 ， 她 认为 可 以 用 英语 写 ， 而 不 一 定局 限于 计算 机 指令 。 为 了 实现 这 一 目 
标 ， 她 开发 了 第 一 台 编译 器 ， 并 在 1952 年 发 表 了 第 一 篇 关于 编译 器 研究 的 论文 。 霍 普 也 被 称 做 “面向 商业 的 通 
用 语言 (COBOL) 之 母 "， 她 的 员工 借助 他 们 早期 的 工作 基础 构建 了 面向 COBLO 的 基本 语言 设计 框架 。 

1966 年 ， 霍 普 正 式 从 海军 预备 役 部 队 退 休 。 然 而 ， 仅 仅 7 个 月 之 后 ， 海 军 部 队 重 新 召回 她 ， 令 其 协 
助 高 级 海军 计算 机 语言 的 标准 化 制定 工作 。1983 年 ， 霍 尔 被 总 统 亲 自 授予 海军 准将 军衔 ， 两 年 后 ， 提 升 
为 海军 少将 。 霍 普 退 休 的 时 候 已 经 80 岁 高 龄 了 ， 美 国 海军 为 其 在 宪法 号 帆船 护卫 舰 上 举行 了 退休 仪式 。 
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解 ” 这 个 自动 机 的 状态 表 如 表 3 所 示 。 











7 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 


非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 怎么 识别 串 z 一 ziz…zt 呢 ? 第 一 个 输入 符号 zi 将 初始 状态 
5o 变 为 状态 集合 % 。 下 一 个 输入 符号 .二 将 中 的 每 个 状态 都 变 为 一 个 状态 集合 。 设 ss 是 这 些 
集合 的 并 集 。 将 这 个 过 程 继续 下 去 ， 在 某 个 步骤 中 ， 对 上 一 个 步骤 产生 的 每 个 状态 和 当前 的 输 
入 符号 都 要 求 其 产生 的 所 有 状态 。 使 用 工 从 ss 所 能 得 到 的 状态 中 ， 如 果 有 一 个 终结 状态 ， 我 
们 就 识别 或 接受 串 zx。 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 所 识别 的 语言 是 这 个 自动 机 所 识别 的 所 有 串 
的 集合 。 

例 11 求 图 7 所 示 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 语言 。 

解 ”因为 % 是 终结 状态 ， 当 输入 是 0 时 ， 有 从 w% 到 自身 的 转移 ， 所 以 此 机 器 识别 所 有 零 
个 或 更 多 个 连续 的 0 组 成 的 串 。 因 为 s, 也 是 终结 状态 ， 所 以 对 于 任何 串 ， 若 以 此 串 作 为 输入 时 
从 % 所 能 达到 的 状态 集中 包含 ss ， 则 此 串 就 能 被 识别 。 这 样 的 串 只 有 : 零 个 或 更 多 个 连续 的 0 
和 后 面 跟 01 或 11 组 成 的 串 。 因 为 % 和 % 是 仅 有 的 终结 状态 ， 所 以 此 机 器 识别 的 语言 为 {0"， 
0*01，0"11 |n 宇 0}。 : S| 

一 个 重要 的 事实 是 ， 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 所 能 识别 的 语言 也 能 被 确定 性 的 有 限 状 态 
自动 机 所 识别 。 在 13.4 节 中 ， 我 们 将 利用 这 个 事实 确定 有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 哪些 语言 。 

如 果 语 言 L 可 以 由 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 JM。 所 识别 ， 则 工 也 可 以 由 一 个 确 
定性 的 有 限 状态 自动 机 Mi 来 识别 。 

证 ”我们 将 描述 怎样 从 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 Mo 构造 识别 工 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 
动机 Mi 。Mi 的 每 个 状态 都 由 Mo 的 状态 集 的 一 个 子 集 构成 ，Mi 的 初始 状态 是 {5,}， 即 Mi 的 
初始 状态 是 M, 的 初始 状态 构成 的 集合 。Mi 的 输入 集合 与 Mo 的 输入 集合 相同 。 

对 于 M, 的 一 个 给 定 状态 {5; 证 si ， 输入 串 工 将 这 个 状态 变 为 这 个 集合 中 元 素 的 
下 一 个 状态 构成 的 集合 的 并 ， 即 集合 f(s; ，Zz)，f(s,，ZX)，…，f(s;，ZX) 的 并 。M, 的 状态 是 
S 的 所 有 子 集 的 集合 ， 这 里 S 是 M。 的 状态 集 ， 从 % 开始 ， 以 此 方式 求 得 。( 如 果 此 非 确定 性 
的 机 器 有 ?7 个 状态 ， 则 确定 性 的 机 器 就 有 2" 个 状态 ， 因 为 所 有 子 集 都 可 以 作为 状态 ， 包 括 空 
集 ， 尽 管 实际 使 用 的 状态 却 很 少 .) 如 果 M 的 一 个 子 状 态 集 含 有 终结 状态 ， 则 它 就 是 Mi 的 终 

假设 一 个 输入 串 可 以 由 Mo 识别 ， 则 用 这 个 串 从 % 出 发 可 以 到 达 的 状态 中 有 一 个 终结 状态 
(读者 应 能 对 这 一 点 做 归纳 证 明 ) 。 这 意味 着 ， 在 M, 中 ， 这 个 串 能 将 {so} 引 导 至 这 样 一 个 状态 
集 ， 它 是 M 的 状态 集 的 一 个 子 集 且 包含 一 个 终结 状态 。 这 个 子 集 是 Ml 的 一 个 终结 状态 ， 所 
以 这 个 串 也 能 由 Mi 识别。 而且， 如果 一 个 输入 串 不 能 由 Mo 识别 ， 则 它 也 就 不 能 导致 Ms 中 的 
任何 终结 状态 。( 读 者 应 该 能 够 给 出 它 的 详细 证 明 。) 因 此 这 个 输入 串 也 不 可 能 由 {s% } 导 致 M 中 
的 一 个 终结 状态 。 4 

例 12 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 能 与 例 10 中 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 识别 
相同 的 语言 。 1 
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解 ” 所 求 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 如 图 8 所 示 ， 它 是 根据 例 10 中 的 非 确定 性 的 有 限 状 
态 自动 机 构造 的 。 此 确定 性 的 自动 机 的 状态 是 那个 非 确定 性 的 机 器 的 状态 集 的 子 集 。 对 于 一 个 
输入 符号 ， 一 个 子 集 的 下 一 个 状态 是 这 样 的 集合 : 它 由 这 个 子 集中 的 元 素 在 那个 非 确定 性 的 机 
器 中 的 所 有 下 一 个 状态 所 构成 。 例 如 ， 对 于 输入 0，{so} 转 为 {s。 ，ss。}， 因 为 在 那个 非 确 定性 的 
机 器 中 ，s。 有 到 它 自己 和 s; 的 转移 ; 集合 {s,。 ，s;} 对 输入 1 转 为 {s, ，s,}， 因 为 在 那个 非 确 定性 
的 机 器 中 ， 对 输入 1，s。 只 转 为 5 ，s, 只 转 为 %; 集合 (5 ，s,} 对 输入 0 转 为 {s;)}， 因 为 在 那个 
非 确 定性 的 机 器 中 ， 对 输入 0，s, 和 8% 都 只 转 为 ss 。 所 有 以 这 种 方法 得 到 的 子 集 都 包括 在 这 个 
确定 性 的 有 限 状态 机 器 中 。 注 意 ， 空 集 也 是 这 个 机 器 的 一 个 状态 ， 因 为 它 是 {s;} 对 输入 1 的 所 
有 下 一 个 状态 构成 的 子 集 。 初 始 状态 是 {s。}， 终 结 状态 是 那些 包含 5 或 s, 的 状态 的 集合 。 忆 





8 与 例 10 中 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 等 价 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 


练习 
1. 设 A={0，11}，B=={00，01)}， 求 下 列 集 合 。 
a)AB b) BA OA? d) Bi 


2. 设 人 是 串 的 一 个 集合 。 证 明 AZ 二 BA= 儿 。 
3. 求 所 有 串 的 集合 对 A 和 也 ,使 得 AB 王 {10，111，1010，1000，10111，101000) 。 
4. 证 明 下 列 等 式 成 立 。 


a) {4}" = {4} b) 对 任意 串 的 集合 A，(A* )* = 二 A* 
5. 对 于 下 列 集合 A， 描 述 集合 A" 的 元 素 。 
a) {10} b) {111} ce) {0, 01} d){1,，101} 


6. 设立 是 一 个 字母 表 ，A 和 B 是 V' 的 子 集 。 证 明 : |AB|<A||B|。 
7. 设 V 是 一 个 字母 表 ， A 和 B 是 V* 的 子 集 ， 且 ASB。 证 明 : A*”GB* o 
8. 设 V 是 一 个 字母 表 ，A 是 V' 的 子 集 。 证 明 或 反 证 下 列 命题 。 


a)ACA’ b) 如 果 A=A4:， 则 MEA QA{4}==A 
d)(A")'=A* eA A=A" f)|A’|=|A|” 
9. 确定 下 列 集合 是 否 包含 串 11101。 
a){0，1)}” Dl} {0 1 ec) {11}{0}" {01} 
d){11}" {01}° e){111)}" (01}°* {1} f){11, 0}{00,101} 
10. 确定 下 列 集合 是 否 包含 串 01001。 
a){(0，1)} b){0}* {10}{1}°* ©){010}* {0}" {1} 
d){010, 011}{00, 01}  e){00}{0}* {01} {01}* {O01}™ 
11. 确定 下 列 串 是 否 可 由 图 1 中 的 确定 性 的 有 限 自 动机 识别 。 
a)111 b)0011 c)1010111 d)011011011 
12. 确定 下 列 串 能 否 由 图 1 中 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 所 识别 。 
a)010 b)1101 c)1111110 d)010101010 


13. 对 于 下 列 每 个 集合 ， 确 定 其 中 的 每 个 串 是 否 都 能 由 图 1 中 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 所 识别 。 


15. 


23. 
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a){0}” b){0}{0}" c) {1}{0}" 
d) {01}" {0)” {1}" f2{1}{0, 1}” 


. 证 明 : 如 果 M 二 {S，I，f，so， 下 } 是 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 并 且 当 s€ES, 输入 串 zE1T* 时 ， 


有 (Cs，z) 一 3， 则 对 于 每 个 非 负 整数 上， 有 f(s，x”) 二 s。( 这 里 ，zx” 指 的 是 串 z 的 n 个 副本 的 连接 ， 
是 在 5. 3 节 练 习 37 中 递归 定义 的 。) 

给 定 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 机 M 二 (S$，I，f，s。，F)， 使 用 结构 归纳 和 扩展 转移 函数 f 的 递归 定义 
来 证 明 : 对 于 所 有 的 状态 sSES, 输入 申 zEI*，yE1I*， 有 fls,， zy)= 二 f(f(s， xz),，y)。 

在 练习 16 一 22 中 ， 求 所 给 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 语言 。 





构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 以 01 开始 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 


24. 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 以 10 结束 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 


25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
3 
32， 
33, 
34. 
35 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 


41. 


42. 
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构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 串 101 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 不 包含 3 个 连续 0 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 恰好 包含 3 个 0 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 至 少 包含 3 个 0 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 3 个 连续 1 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 以 0 或 11 开始 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 以 11 开始 和 结束 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 1 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 奇数 个 0 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 0， 奇数 个 1 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 0 后 接 奇 数 个 1 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 1， 奇数 个 0 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 1 个 或 多 个 1， 并 且 以 0 作 结 束 的 所 有 位 串 构成 的 集合 。 
构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 识别 包含 偶数 个 1， 偶数 个 0 的 所 有 位 串 构 成 的 集合 。 

如 何 改造 有 限 状 态 自动 机 M， 使 经 过 改变 的 自动 机 能 识别 集合 I* 一 LC(MD。 

使 用 练习 39 和 例 6 构造 的 有 限 状态 自动 机 来 求 能 识别 如 下 集合 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 。 
a) 不 以 两 个 0 作为 开始 的 位 串 构成 的 集合 。 

b) 不 以 两 个 0 作为 结束 的 位 串 构成 的 集合 。 

中 包含 至 多 一 个 0 的 位 串 构成 的 集合 (也 就 是 说 ， 不 包含 至 少 两 个 0) 。 

使 用 练习 39 叙述 的 方法 以 及 练习 25 构造 的 有 限 状态 自动 机 ， 求 能 识别 不 包含 串 101 的 位 串 构成 集合 
的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 。 

使 用 练习 39 叙述 的 方法 以 及 练习 29 构造 的 有 限 状 态 自动 机 ， 求 能 识别 不 包含 3 个 连续 1 的 所 有 位 串 
构成 集合 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 

在 练习 43 一 49 中 ， 求 所 给 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 所 识别 的 语言 。 
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49. 





50. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 与 练习 43 中 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
51. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 与 练习 44 中 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
52. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 它 能 与 练习 45 中 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
53. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 与 练习 46 中 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
54. 求 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 能 与 练习 47 中 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 识别 相同 的 语言 。 
55. 对 于 下 列 每 个 集合 ， 分 别 求 识 别 它 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 
a) {0} b){1, 00} ' {1 |n=2, 3, 4, '} 
56. 对 于 练习 55 中 的 每 种 语言 ， 分 别 求 识别 它 的 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 ， 并 且 ， 如 果 可 能 ,使 之 所 
具有 的 状态 比 你 在 练习 55 中 所 给 的 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 更 少 。 
* 57. 对 于 由 个 数 相同 的 0 和 1 组 成 的 串 构 成 的 集合 ， 证 明 没有 有 限 状态 自动 机 能 够 识别 它 。 
在 练习 58 一 62 中 ， 我 们 介绍 了 一 种 技术 ， 该 技术 能 使 用 最 少 可 能 状态 数 构造 一 个 与 给 定 的 确定 性 的 
有 限 状 态 自 动机 等 价 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 。 假 设 M 二 (S，I，f，s。，F) 是 一 个 有 限 状 态 自动 机 ， 
& 为 非 负 整 数 。 令 R 是 自动 机 M 的 状态 集合 S 上 的 关系 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 输入 串 z 满足 !(z) 生 & 时 
(CCz) 表 示 串 z 的 长 度 )， 且 当 f(s，z) 和 f(t:，z) 同 为 终结 状态 或 同 为 非 终结 状 态 时 ， 有 sRit。 而 且 , 令 
R, 是 自动 机 M 的 状态 集合 S 上 的 关系 ， 对 于 每 个 输入 串 xz， 无 论 其 长 度 为 多 少 ， 当 上 且 仅 当 f(s，z) 和 
f(t，Zz) 同 为 终结 状态 或 非 终结 状态 时 ， 有 sR,t。 
* 58. a) 证 明 : 对 于 每 个 非 负 整数 有 k，R 是 S 上 的 等 价 关 系 。 我 们 说 如 果 sRit， 则 状态 * 和 zt 是 等 价 的 。 
b) 证 明 : R. 是 S 上 的 等 价 关 系 。 我 们 说 如 果 sR.t， 则 状态 s 和 t 是 x 等 价 的 。 
c) 证 明 : 如 果 状 态 s 和 + 上 是 自动 机 M 的 两 个 & 等 价 状态 ， 其 中 是 正 整 数 ， 则 ; 和 也 是 (一 1) 等 
价 的 。 
gd 证 明 : 如 果 & 是 正 整数 ， 则 Rs 的 等 价 类 是 Ri 等 价 类 的 细 分 。 (集合 划 分 的 细 分 在 9. 5 节 练 习 49 
的 引言 中 定义 。) 
e) 证 明 : 对 于 每 个 非 负 整数 k， 如 果 s 和 z 是 & 等 价 的 ， 则 它们 是 * 等 价 的 。 
人 证 明 : 在 给 定 的 尺 , 等 价 类 中 ， 所 有 状态 都 是 终结 状态 或 都 不 是 终结 状态 。 
g) 证 明 : 如 果 s 和 t 是 R, 等 价 的 ， 则 对 于 所 有 的 aETI，f(s， a) 和 f(t:，a) 也 是 R, 等 价 的 。 
* 59. 证 明 : 存在 非 负 整数 n， 使 得 自动 机 M 的 n 等 价 类 集合 与 (n 十 1) 等 价 类 集合 是 相同 的 。 然 后 证 明 : 
对 于 该 整数 n， 自 动机 M 的 ”等 价 类 集合 与 * 等 价 类 集合 等 价 。 
确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 M 二 (S，I，f，so。，F) 的 商 自动 机 是 有 限 状 态 自动 机 (S,I，f，[so jr,， 
FF)， 其 中 状态 集合 5 是 S 的 * 等 价 类 ,对 及 的 所 有 状态 [sjr, 和 输入 符号 aE TI， 转移 函数 f 通过 
了 (Lsjr, ，a) 二 [f(s，a)jr, 来 定义 ,下 是 包含 自动 机 M 的 终结 状态 的 R. 等 价 类 的 集合 。 
< 60. a) 证 明 ， 状态 s 和 zt 是 0 等 价 的 ， 当 且 仅 当 s 和 t 要么 都 是 终结 状态 ， 要么 都 不 是 终结 状态 。 由 此 得 
出 自动 机 MM 的 每 个 终结 状态 ， 即 R, 等 价 类 ， 只 包含 自动 机 M 的 终结 状态 。 
b) 证 明 : 如 果 & 是 正 整数 ， 状 态 * 和 + 上 是 & 等 价 的 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 输入 字符 aE TI、f(s，a) 和 
f(t，a) 是 (k 一 1) 等 价 的 。 由 此 得 出 转移 函数 f 是 定义 良好 的 。 
©) 描 述 一 个 用 来 构造 有 限 自动 机 M 的 商 自动 机 的 过 程 。 
xx 61. 2) 证明: 如 果 M 是 一 个 有 限 状态 自动 机 ， 那 么 其 商 自动 机 能 与 M 识别 相同 的 语言 。 
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b) 证 明 : 如 果 M 是 一 个 有 限 状 态 自动 机 并 且 具 有 以 下 性 质 ， 对 于 自动 机 M 的 每 个 状态 *， 都 有 一 个 
串 zE IT" ， 使 得 f(s。，z) 二 s， 那 么 商 自 动机 的 状态 数 是 与 M 等 价 的 任何 一 个 有 限 状 态 自动 机 的 状 
态 数 的 最 小 值 。 

62. 回答 关于 下 图 所 示 的 有 限 状 态 自动 机 M 的 问题 。 





a) 当 & 一 0，1，2，3 时 , 求 M 的 & 等 价 类 ， 同 时 求 M 的 * 等 价 类 。 
b) 构 造 自动 机 M 的 商 自动 机 M。 


13.4 语言 的 识别 
13.4.1 引言 

我 们 已 经 知道 ， 有 限 状 态 自 动机 可 以 用 做 语言 识别 器 。 那 么 这 些 机 器 能 识别 什么 样 的 集合 
呢 ? 这 个 问题 虽然 看 起 来 极为 困难 ， 但 能 被 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 语言 有 一 个 简单 特征 。 这 
个 问题 由 美国 数学 家 斯 蒂 芬 。 克 莱 因 (Stephen Kleene) 于 1956 年 首先 解决 。 他 证 明了 一 个 集合 
能 够 被 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 当 且 仅 当 这 个 集合 是 以 任意 顺序 通过 对 空 集 、 空 串 和 单字 符 串 
的 连接 、 并 或 克 莱 因 闭 包 构造 出 来 。 以 这 种 方法 构造 出 来 的 集合 称 为 正则 集合 。 在 13. 1 节 中 
我 们 定义 了 正则 文法 。 从 名 称 上 可 以 想到 ， 有 限 状 态 自 动机 所 识别 的 正则 集合 与 正则 文法 之 间 
具有 某 种 联系 。 特 别 是 ， 一 个 集合 是 正则 的 当 且 仅 当 它 可 以 由 一 个 正则 文法 生成 。 

有 一 些 集合 不 能 由 任何 有 限 状 态 自 动机 识别 ， 我 们 将 给 出 这 样 一 个 集合 。 在 本 节 的 最 后 我 
们 将 简要 讨论 一 些 更 强大 的 计算 模型 ， 如 下 推 自动 机 和 图 灵机 。 正 则 集合 是 从 空 集 、 只 含 空 串 
的 集合 、 只 含 单字 符 的 集合 开始 ， 以 任意 顺序 通过 连接 、 并 和 克 莱 因 闭 包 运算 形成 的 集合 。 我 
们 将 看 到 ， 正 则 集合 是 有 限 状态 自动 机 识别 的 语言 。 为 了 定义 正则 集合 ， 首 先 要 定义 正则 表 
达 式 。 

FE 集合 TI 上 的 正则 表达 式 的 递归 定义 为 : 

符号 如 是 一 个 正则 表达 式 ; 

符号 人 是 一 个 正则 表达 式 ; 

若 zET 时 ， 则 符号 工 是 一 个 正则 表达 式 ; 

当 A、B 是 正则 表达 式 时 ， 符 号 (AB)、(AUB) 和 A“ 都 是 正则 表达 式 。 

每 个 正则 表达 式 都 表示 一 个 由 下 列 规则 定义 的 集合 : 

弛 表示 空 集 ， 即 没有 串 的 集合 ; 

4 表示 集合 {A} ， 即 空 串 组 成 的 集合 ; 

x 表示 集合 {zx}， 它 只 包含 单个 符号 zx 组 成 的 串 ; 

(4B) 表 示 4 和 B 代表 的 集合 的 连接 ; 

(AUB) 表 示 A 和 B 代表 的 集合 的 并 ; 

A 表示 4 代表 的 集合 的 克 莱 因 闭 包 。 

正则 表达 式 表示 的 集合 称 为 正则 集合 。 今 后 ， 正 则 集合 可 由 正则 表达 式 来 描述 ， 所 以 ， 当 
我 们 提 到 正则 集合 4 时 ， 指 的 是 此 正则 表达 式 4 表示 的 集合 。 注 意 ， 在 不 必要 时 ， 我 们 将 去 掉 
正则 表达 式 外 面 的 括号 。 


计算 模型 751 








例 1 说 明了 怎么 用 正则 表达 式 来 定义 正则 集合 。 

例 1 正则 表达 式 10"、(10)"、0U01、0(0U1)* 和 (0*1)" 所 规定 的 正则 集合 中 有 哪 
些 串 ? 

解 ” 这些 正 则 表达 式 所 表示 的 正则 集合 如 表 1 所 示 。 读 者 可 以 自行 验证 。 下 


表 1 









串 





串 



















10° 1 后面 跟 任意 多 个 0( 也 可 以 没有 0) 0(0UD* 以 0 开头 的 任意 串 
(10)， 10 的 任意 多 个 副本 (包括 空 串 ) (0"1D)， 0 结尾 的 任 


串 0 或 01 





正如 例 2 所 示 ， 找 到 一 个 表示 给 定 集合 的 正则 表达 式 是 非常 国手 的 。 

例 2 找到 表示 下 列 集合 的 正则 表达 式 。 

Ca) 长 度 为 偶数 的 位 串 构成 的 集合 。 

(b) 以 0 作为 结束 并 且 不 包含 11 的 位 串 构 成 的 集合 。 

(c) 包 含 奇数 个 0 的 位 串 构 成 的 集合 。 

解 〈a) 为 了 找到 长 度 为 偶数 的 位 串 构 成 的 集合 的 正则 表达 式 ， 我 们 可 以 利用 这 个 事实 ， 
该 串 是 由 空 串 或 者 长 度 为 2 的 位 串 连 接 构成 的 。 长 度 为 2 的 位 串 构成 的 集合 可 以 通过 正则 表达 
式 (00U01U10U11) 来 表示 。 因 此 ， 长 度 为 偶数 的 位 串 的 集合 可 以 通过 (00U01U10U11)* 来 
表示 。 

(b) 以 0 作为 结束 且 不 包含 11 的 位 串 可 以 由 一 个 或 者 多 个 形 如 0 或 者 10 这 样 的 位 串 连 
接 构 成 。( 注 意 ， 这 样 一 个 位 串 一 定 包 含 形 如 00 或 者 10 这 样 形式 的 位 串 ; 这 样 一 个 位 串 
也 不 能 以 单个 1 作为 结束 ， 因 为 我 们 知道 它 以 0 作为 结束 ) 。 由 此 得 出 结论 ， 不 包含 11 且 
以 0 作为 结束 的 位 串 构 成 的 集合 可 以 由 正则 表达 式 (0U10)” (0U10) 来 表达 。[ 注 意 ， 由 
正则 表达 式 (0U10) "表达 的 集合 包含 空 串 ， 而 不 属于 这 个 集合 ， 因 为 空 串 并 不 是 以 0 作为 
结束 的 。] 

(c) 包 含 奇数 个 0 的 位 串 至 少 包 含 一 个 0。 属 于 该 集合 的 位 串 的 形式 是 以 空 串 ， 或 者 多 个 1 
开始 后 跟 一 个 0， 然 后 ， 后 跟 空 串 或 者 多 个 1。 也 就 是 说 ， 每 一 个 这 样 的 位 串 都 是 具有 101 的 
形式 (其 中 j, & 为 非 负 整数 ) 。 由 于 这 样 的 位 串 包含 奇数 个 0， 所 以 最 初 部 分 之 后 的 其 余 位 可 以 
被 分 成 以 0 开始 ， 其 后 还 有 1 个 0 这 样 形式 的 段 。 每 个 段 的 形式 是 01*01'(p，g 是 非 负 整数 )。 
因此 ， 正 则 表达 式 1 01" (01 01" ) "可 以 表示 具有 奇数 个 0 的 位 串 构成 的 集合 。 国 


13. 4.2 ” 克 莱 因 定理 

1956 年 ， 克 莱 因 证 明了 正则 集合 就 是 有 限 状 态 自 动机 识别 的 集合 。 因 此 ， 这 个 重要 结论 
称 为 克 莱 因 定 理 。 

克 莱 因 定理 ”一 个 集合 是 正则 的 ， 当 且 仅 当 它 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 。 

克 莱 因 定理 是 自动 机 理论 的 中 心 定理 之 一 ， 我 们 只 证 明 必要 性 部 分 ， 即 证 明 每 个 正则 集合 
都 可 由 一 个 有 限 状 态 自 动机 识别 。 充 分 性 部 分 ， 有 限 状 态 自动 机 识别 的 集合 都 是 正则 的 ， 留 做 
练习 。 

证 ”正则 集合 是 通过 正则 表达 式 定义 的 ， 而 正则 表达 式 是 递归 定义 的 。 所 以 ， 如 果 我 们 能 
证 明 下 列 事情 ， 那 么 我 们 就 证 明了 每 个 正则 集合 都 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 。 

1) 证 明 多 可 由 一 个 有 限 状 态 自 动机 识别 。 

2) 证 明 {4}) 可 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 。 

3) 证 明 {a} 可 由 一 个 有 限 状 态 自动 机 识别 ， 其 中 a 是 I 中 的 符号 。 

4) 当 A 和 B 都 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 时 ， 证明 AB 也 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 。 
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5) 当 A 和 B 都 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 时 ,证 明 AUB 也 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 。 

6) 当 A 可 由 有 限 状态 自动 机 识别 时 ,证 明 A* 也 可 由 有 限 状 态 自 动机 识别 。 

下 面 分 别 讨论 每 个 任务 。 第 一 ， 证 明 名 可 以 由 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 来 识别 。 为 此 ， 
需要 构造 一 个 没有 终结 状态 的 自动 机 。 图 1a 就 是 这 样 的 一 个 自动 机 。 


“一 OO “一 人 “一 人 - 


a) b) C 
1 识别 某 些 基本 集合 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 


第 二 ,证明 {4} 也 可 由 有 限 状态 自动 机 来 识别 。 为 此 需要 构造 一 个 识别 空 囊 4 的 自动 机 ， 
并 且 除 了 4 之 外 ， 它 不 识别 任何 其 他 的 串 。 这 个 自动 机 可 以 这 样 来 构造 : 初始 状态 so 也 用 做 终 
结 状 态 ， 并 且 对 于 任何 其 他 的 串 ， 没 有 转移 能 将 % 变 为 终结 状态 。 图 1b 就 是 这 样 的 一 个 非 确 
定性 的 自动 机 。 

第 三 ， 证 明 {a} 也 可 由 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 。 为 此 构造 如 下 机 器 : 初始 状态 
是 %， 终 结 状态 是 % ， 对 于 输入 & 有 一 个 从 so 到 5 的 转移 ， 且 没有 其 他 的 转移 。 这 个 机 器 识别 
的 唯一 的 串 是 <。 这 个 机 器 如 图 lc 所 示 。 

第 四 ， 证 明 如 果 A 和 B 都 是 可 由 有 限 状 态 自动 机 识别 的 语言 ， 则 AB 和 AUB 也 可 由 有 限 
状态 自动 机 识别 。 设 A 是 由 Ms 二 (Ss， 1, fas SA， FA) 识 别 的 ， 也 是 由 Ma 一 (Sa， fs， Ry: 
Fs) 识 别 的 。 

先 来 构造 识别 A 与 B 的 连接 AB 的 有 限 状 态 自 动机 Mas 二 (Sas ，I，fas，sas，Fas)， 它 是 
由 识别 A 和 B 的 两 个 机 器 串联 而 成 的 ， 这 样 A 中 的 串 将 这 个 组 合 机 器 从 Ma 的 初始 状态 s。 变 
为 Ms 的 初始 状态 sa。B 中 的 串 应 该 将 这 个 组 合 机 器 从 ss 变 为 此 组 合 机 器 的 一 个 终结 状态 。 
因此 我 们 进行 如 下 构造 。 令 Sm 是 SA U Ss[ 注 意 我 们 假设 Sh。 和 Ss 不 相交 ]。 初 始 状 态 wa 就 是 
54; 终结 状态 集 Fas 或 者 是 Ms 的 终结 状态 集 ,， 或 者 当 且 仅 当 XE ANB 时 还 包括 se 。Mas 中 
的 转移 除了 包括 MA 和 Ms 中 的 全 部 转移 之 外 ， 还 有 一 些 新 的 转移 。 对 于 MA 中 每 个 导致 终结 
状态 的 转移 ， 在 Ms 中 增加 一 个 在 同一 个 输入 上 从 同一 个 状态 到 ss 的 转移 。 这 样 ，A 中 的 串 
就 将 Mas 从 548 变 为 ss， 然 后 B 中 的 串 将 ss 变 为 Ms 的 一 个 终结 状态 。 而 且 ， 对 于 每 个 从 sa 
出 发 的 转移 ， 还 在 Mu 中 增加 一 个 从 we 到 同一 个 状态 的 转移 。 图 2a 包括 了 这 个 构造 的 所 有 
说 明 。 

现在 构造 识别 AU 了 的 机 器 Maus 一 {Saus，T，Jnus，saus，Faus}。 这 个 自动 机 是 将 Ma 
和 Ms 并 行 组 合 起 来 的 ， 它 使 用 一 个 新 的 初始 状态 ， 此 初始 状态 具有 sa 和 sa 所 具有 的 转移 。 
令 Ssus 二 SaU SsUf{saus}， 其 中 ，s4us 是 Maus 的 新 初始 状态 。 当 AEAUB 时 ， 令 终结 状态 集 
Fauas 是 FAUFseUf(sauas}， 否则 为 Fa U Fs。 Maus 中 的 转移 包括 了 Ma 和 Ms 中 的 所 有 和 转移， 而 
且 对 输入 i 从 sa 到 状态 s 的 每 个 转移 ， 包 括 一 个 对 输入 i 从 saus 到 状态 s 的 转移 ;对 输入 i 从 ss 
到 状态 s 的 每 个 转移 ， 包 括 一 个 在 输入 i 从 saus 到 状态 s 的 转移 。 这 样 ， 在 这 个 新 机 器 中 ，A 
中 的 串 将 从 saus 导 致 一 个 终结 状态 ，B 中 的 串 也 将 从 saus 导 致 一 个 终结 状态 。 图 2b 说 明了 
Maus 的 构造 。 

最 后 ， 构造 识别 4” 的 机 器 Ma， 一 (Sa- 3 了 ， fa*» 5A', FF )s 其 中 A' 是 A 的 克 莱 因 闭 
包 。 令 Sa: 包含 SA 中 所 有 状态 和 一 个 附加 状态 sa* ， 它 是 这 个 新 机 器 的 初始 状态 。 终 结 状态 集 
F* 包含 了 Fs 中 所 有 状态 和 初始 状态 sa ， 因 为 必须 要 识别 *。 为 了 识别 A 中 任意 多 个 串 的 连 
接 ， 我 们 包括 M 中 的 所 有 转移 ， 以 及 与 从 sa 出 发 的 转移 相 匹 配 的 从 sa* 出 发 的 转移 、 与 从 sa 
出 发 的 转移 相 匹配 的 从 每 个 终结 状态 出 发 的 转移 。 有 了 这 个 转移 集 ， 对 于 由 A 中 的 一 些 串 连 
接 而 成 的 串 ， 当 A 中 的 第 一 个 串 读 完 时 ， 它 将 s。 变 为 一 个 终结 状态 ， 当 A 中 的 第 二 个 串 读 完 
时 ， 它 又 回 到 一 个 终结 状态 ， 等 等 。 图 2c 说 明了 我 们 刚才 的 构造 。 4 
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对 M4 中 最 终 状 态 的 转移 产生 到 ss 的 转移 





来 自 Ms 中 ss 的 转移 产生 来 自 s4p=s4 的 转移 


开始 状态 为 s45=s4, 当 s4 和 ss 为 最 终 状 态 时 它 是 最 终 状 态 最 终 状 态 包含 Ms 的 所 有 有 限 状 态 
a) 


开始 MauB 





最 终 状 态 为 M4 和 Ms 中 的 最 终 状态 





s4u8 是 新 状态 , 当 s4 或 ss 是 最 终 状 态 时 它 是 最 终 状 态 


b) 


来 自 s4 的 转移 产生 来 自 54: 的 转移 和 所 有 Mi 的 最 终 状 态 


[4 
“© (OO) 


54* 是 新 状态 , 它 是 最 终 状 态 最 终 状 态 包含 M4 中 的 所 有 最 终 状 态 
C 


图 2 构造 识别 连接 、 并 以 及 克 菜 因 闭 包 的 自动 机 


用 以 上 描述 的 过 程 ， 可 以 对 任意 正则 集合 构造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 下 面 用 例 
3 来 说 明 这 一 点 。 

例 3 构造 一 个 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 来 识别 正则 集合 1” U01。 

解 首先， 构造 一 个 机 器 来 识别 二 。 为 此 ， 先 构造 一 个 识别 1 的 机 器 ， 再 使 用 在 定理 1 
的 证 明 中 描述 的 构造 Ma* 的 方法 。 其 次 ,构造 识别 01 的 机 器 。 先 分 别 构造 识别 0 和 1 的 机 
器 ， 再 使 用 在 定理 1 的 证 明 中 描述 的 构造 Mas 的 方法 。 最 后 ， 用 在 定理 1 的 证 明 中 描述 的 构 
造 Maus 的 文法 ， 构 造 识别 1" U01 的 机 器 。 所 构造 的 有 限 状态 自动 机 如 图 3 所 示 。 上 述 各 个 
机 器 中 的 状态 被 标 以 不 同 的 下 标 ， 即 使 对 从 以 前 机 器 中 继承 下 来 的 状态 也 是 如 此 。 注 意 ， 这 
样 构造 的 机 器 并 不 是 识别 1”U 01 的 最 简单 的 机 器 。 图 3b 是 识别 同一 个 集合 但 简单 得 多 的 
机 器 。 4 
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机 器 识别 的 集合 
1 


01 


I*UO0l 


1*UOl 





图 3 识别 1" U01 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 


13. 4.3 正则 集合 和 正则 文法 

在 13. 1 节 中 介绍 了 短语 结构 文法 ， 还 定义 了 各 种 不 同类 型 的 文法 。 特 别 是 ， 定 义 了 正则 
文法 (或 3 型 文法 ) ， 这 是 一 个 形 如 G=(V，T，S，P) 的 文法 ， 文 法 的 每 个 产生 式 的 形式 是 
S->14，A>a 或 A 一 aB， 其 中 a 是 终结 符 ， A 和 B 是 非 终结 符 。 正 如 名 称 所 暗示 的 ， 正 则 文法 
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和 正则 集合 之 间 具 有 紧密 的 联系 。 

瑟 一 个 集合 可 以 由 正则 文法 生成 ， 当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 集合 。 

证 首先 证 明正 则 文法 生成 的 集合 是 正则 集合 。 设 G=(V，T，S，P) 是 一 个 正则 文法 ， 
其 生成 的 集合 是 L(G)。 为 了 证 明 L(G) 是 正则 的 ,我 们 构造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 
M 二 CS，I，f，so。，) 来 识别 L(G)。 对 G 的 每 个 非 终 结 符 A， 状 态 集 S 都 包含 一 个 相应 的 状 
态 s4。，S 还 包含 一 个 终结 状态 状态 ;:。 初 始 状态 s。 是 从 初始 符号 S 构造 的 。M 的 转移 是 根据 G 
的 产生 式 按 以 下 方式 构造 的 : 如 果 A 一 a 是 一 个 产生 式 ， 则 包括 一 个 对 输入 a 从 ss 到 ss 的 转 
移 ; 如 果 A 一 aB 是 一 个 产生 式 ， 则 包括 一 个 在 输入 a 上 从 sa 到 ss 的 转移。 终结 状态 集 包括 
sp， 如 果 SA 是 G 中 的 产生 式 ， 则 还 要 包括 s。。 不 难 证 明 ，M 识别 的 语言 与 文法 G 生成 的 语 


言 相等 ， 即 LCMD 二 L(G)。 这 只 要 确定 导致 终结 状态 的 词 即 可 。 详 细 证 明 留 做 练习 。 4 
在 给 出 反方 向 的 证 明之 前 ， 先 说 明 怎 么 构造 一 个 非 确定 性 的 机 器 ， 它 能 识别 由 一 个 正则 文 
法 产生 的 集合 。 


例 4 构造 一 个 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 使 之 识别 正则 文法 G=C(V，T，S，P) 生 成 
的 语言 ， 其 中 V=={0, 1，A，S}， T= 二 {0, 1)}, P 中 的 产生 式 为 S14，S 一 0，S 一 1，A 一 
0A，A-~>14A 和 A 一 1。 

解 图 4 是 识别 工 (C) 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 的 状态 图 。 这 个 自动 机 是 根据 上 面 证 
明 描 述 的 过 程 构造 的 。 在 这 个 自动 机 中 ，s% 是 对 应 S 的 状态 ， 是 对 应 A 的 状态 ，ss 是 终结 
状态 。 本 

现在 来 完成 定理 2 的 证 明 。 

证 ”现在 证 明 ， 如 果 一 个 集合 是 正则 的 ， 则 存在 一 个 生成 它 的 正则 文法 。 设 M 是 识别 这 
个 集合 的 一 个 有 限 状 态 机 且 具 有 性 质 : M 的 初始 状态 s。 对 任何 转移 都 不 是 下 一 个 状态 。( 可 以 
根据 练习 20 找到 这 样机 器 。) 文 法 G=(V，T，S，P) 的 定义 为 : G 的 符号 集 V 是 这 样 形成 的 ， 
对 S 的 每 个 状态 和 工 中 的 每 个 输入 符号 ， 指 派 V 中 一 个 符号 。G 的 终结 符 集 工 是 集合 TI。 初始 
符号 S 是 根据 初始 状态 s 构造 的 符号 。G 的 产生 式 集 P 是 根据 M 中 的 转移 构造 的 。 特 别 地 ， 
如 果 对 输入 a 状态 * 变 为 一 个 终结 状态 ， 则 P 中 就 包括 产生 式 A, 一 a， 其 中 A, 是 根据 状态 构 
造 的 非 终结 符 。 如 果 对 输入 a 状态 变 为 状态 上:， 则 P 中 就 包括 产生 式 A, 一 aA,。P 中 包括 产生 
式 S->14， 当 上 且 仅 当 EECM) 。 因 为 G 的 产生 式 对 应 于 M 的 转移 ， 且 导致 终结 符 的 产生 式 对 应 
于 导致 终结 状态 的 转移 ， 因 此 不 难 证 明 工 (G) = 二 LC(M)。 详 细 证 明 留 做 练习 。 4 

例 5 说明 怎么 根据 自动 机 来 构造 文法 ,使 得 该 文法 生成 的 语言 就 是 这 个 自动 机 识别 的 语言 。 

例 5 求 一 个 正则 文法 ， 使 之 生成 的 集合 是 图 5 表示 的 有 限 状 态 自动 机 所 识别 的 正则 集合 。 

解 ” 生 成 该 自动 机 所 识别 集合 的 文法 为 G 二 (V，T，S,， P), 其 中 V={S, A, B, 0, 1}， 
其 符号 S、A、B 分 别 对 应 于 状态 s。、s, 和 s,，T 二 {0，1)}，5S 是 初始 符号 ， 产 生 式 为 S>0A， 
S—>1B, S—>1, S>i, A—>0A, A—>1B, A—>1, B>0A, B>1B 和 Bl。 4 








图 4 识别 工 (G) 的 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 图 5 一 个 有 限 状 态 自动 机 


四 es 
TS 党 
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13. 4.4 一 个 不 能 由 有 限 状态 自动 机 识别 的 集合 

我 们 知道 ， 一 个 集合 能 够 由 有 限 状 态 自动 机 识别 当 且 仅 当 它 是 正则 的 。 现 在 通过 给 出 这 样 
一 个 集合 来 证 明 存在 不 是 正则 的 集合 。 证 明 这 个 集合 不 是 正则 的 技术 是 一 个 重要 方法 ， 可 以 用 
来 证 明 某 类 集合 不 是 正则 的 。 

例 6 集合 (0"1"|2 一 0，1，2，…} 是 由 所 有 先是 一 列 0， 后 跟 同样 个 数 的 1 的 串 构成 的 。 
证 明 这 个 集合 不 是 正则 的 。 

解 ” 假 如 这 个 集合 是 正则 的 ， 则 存在 一 个 有 限 状态 自动 机 M 二 (S，I，f，s,。， 耳 ) 识 别 它 。 
设 NN 是 这 个 机 器 中 状态 的 个 数 ， 即 N= 二 | S| 。 因 为 M 能 识别 所 有 这 样 构成 的 串 : 先是 一 列 0， 
后 跟 同样 个 数 的 1， 所 以 它 必 定 能 识别 01Y。 设 5，5,，s。，…，szn 是 如 下 得 到 的 状态 序列 : 
以 % 开始 ， 以 01” 中 的 符号 作为 输入 ， 且 满足 5s 二 fs， 0), ss=f(5, 0), ,sy 二 f(sy1， 
0) ，s+ 一 sw，1)，…，snN 一 Co，1)。 注 意 sw 是 一 个 终结 状态 。 

因为 只 有 N 个 状态 ， 所 以 根据 鲍 梨 原理 ， 在 s, ，…，sw 这 头 N 十 1 个 状态 中 ， 至 少 有 两 个 
是 相同 的 。 假 设 s;、s; 是 这 样 两 个 相同 的 状态 (0 二 i 二 j 三 N)， 则 这 表示 FGs，0') 一 5%， 其 中 
t 二 j 一 i。 由 此 可 知 , t 次 使 用 输入 0 后 ， 可 以 得 到 一 个 从 s; 回 到 它 自己 的 循环 ， 如 状态 图 6 
所 示 。 





0 0 
ra ) (os ) (ea)- 0) 
图 6 0N1N 所 产生 的 通路 


现在 考虑 输入 串 0*0'1" 二 0 1 。 此 串 的 前 半 部 分 比 后 半 部 分 多 了 上 个 连续 的 0。 因为 这 个 
串 不 具有 形式 0"1"( 因 为 其 中 0 的 个 数 比 1 的 个 数 多 )， 所 以 不 能 被 M 识别， 因此 fs ，0 ”1”) 
也 就 不 是 终结 状态 。 但 当 用 0"…1” 作为 输入 时 ， 得 到 的 结束 状态 与 以 前 一 样 ， 即 sw。 其 理由 是 
此 串 中 额外 的 上 个 0 只 是 领 着 我 们 沿 着 那个 循环 多 走 一 次 ， 并 将 s; 再 带 回 它 自 己 ( 如 图 6 所 示 )。 
然后 ， 此 串 的 剩余 部 分 所 导致 的 状态 与 以 前 完全 相同 。 这 个 矛盾 证 明了 {0"1" |z 一 1，2，…)} 不 
是 正则 的 。 4 


13. 4.5 一 些 更 强大 的 机 器 

很 多 计算 都 不 能 用 有 限 状 态 自动 机 来 完成 ， 这 类 机 器 的 局 限 性 是 它们 只 有 有 限 的 存储 ， 因 
而 限制 了 它们 识别 那些 不 是 正则 的 语言 ， 如 {0"1" |n 二 0，1，2，…)}。 因 为 一 个 集合 是 正则 的 ， 
当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 文法 生成 的 语言 ， 例 6 证 明了 没有 正则 文法 能 够 生成 集合 {0"1" | 一 0， 
1，2，…}。 但 是 ， 有 一 个 上 下 文 无 关 文 法 能 够 生成 这 个 集合 ， 此 文法 就 是 13. 1 节 例 5 所 给 出 
的 文法 。 

由 于 有 限 状 态 自 动机 的 局 限 性 ， 所 以 有 必要 使 用 其 他 更 加 强大 的 计算 模型 。 下 推 自 动机 就 
是 这 样 一 个 模型 。 下 推 自动 机 除了 包括 有 限 状 态 自 动机 的 所 有 部 件 外 ， 还 有 一 个 栈 ， 此 栈 能 够 
提供 无 限 的 存储 。 可 以 将 符号 放 在 栈 顶 ， 也 可 从 栈 顶 弹出 符号 。 下 推 自动 机 以 两 种 方式 识别 集 
合 。 甚 一， 如果 一 个 集合 是 所 有 这 样 的 串 构成 的 ， 当 它们 作为 输入 时 产生 空 栈 ， 则 此 集合 能 被 
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识别 。 其 二 ， 如 果 一 个 集合 是 所 有 这 样 的 串 构 成 的 ， 当 它们 作为 输入 时 导致 终结 状态 ， 则 此 集 
合 能 被 识别 。 可 以 证 明 ， 一 个 集合 能 被 下 推 自动 机 识别 当 且 仅 当 它 是 一 个 上 下 文 无 关 文法 生成 
的 语言 。 

但 是 ， 还 有 一 些 集合 不 能 表示 成 上 下 文 无 关 文 法 生成 的 语言 ， 如 集合 (0"1"2" |n 二 0，1， 
2，…}。 我 们 将 指出 为 什么 这 个 集合 不 能 被 下 推 自动 机 识别 ， 但 不 给 出 证 明 ， 因 为 还 没有 所 需 
的 方法 。( 但 本 章 的 补充 练习 28 给 出 了 一 个 证 明 方法 .) 可 以 使 用 栈 来 查看 一 个 串 是 否 以 一 列 0 
开始 ， 后 再 跟 相 同 个 数 的 1， 做 法 是 对 每 个 0( 只 要 读 到 多 个 0 时 ) 在 栈 上 放 一 个 符号 ， 对 每 个 1 
(只 要 读 到 的 0 后 面 多 个 1 时 ) 从 栈 中 弹出 一 个 这 样 符 号 。 但 这 个 过 程 一 旦 完成 ， 栈 就 空 了 ， 也 
就 无 法 判断 此 串 中 是 否 还 有 与 0 个 数 相同 的 一 列 2。 

还 有 一 种 比 下 推 自动 机 更 强大 的 机 器 ， 叫 做 线性 有 界 自动 机 ， 它 能 识别 如 {0"1"2" |? 一 0， 
1，2，…} 的 集合 。 特 别 地 ， 线 性 有 界 自动 机 能 够 识别 上 下 文 有 关 广 法。 但是， 这些 机 器 不 能 
识别 短语 结构 文法 生成 的 所 有 语言 。 为 避免 特殊 类 型 机 器 的 局 限 性 ， 我 们 使 用 一 种 称 为 图 灵机 
的 模型 ， 这 种 机 器 是 以 英国 数学 家 图 灵 的 名 字 命 名 的 。 图 灵机 除了 包括 有 限 状态 自动 机 的 所 有 
部 件 外 ， 还 有 一 个 带 ， 其 两 端 都 是 无 限 的 。 图 灵机 具有 在 带 上 读 和 写 的 能 力 ， 还 能 沿 着 带子 左 
右 移动 。 图 灵机 能 够 识别 短语 结构 文法 生成 的 所 有 语言 。 另 外 ， 它 还 能 用 来 为 在 计算 机 器 上 执 
行 的 所 有 计算 建 模 。 由 于 这 个 能 力 ， 图 灵机 在 理论 计算 机 科学 中 得 到 了 广泛 的 研究 。13. 5 节 
将 简要 介绍 图 灵机 。 


练习 
1. 用 文字 描述 下 列 每 个 正则 集合 中 的 串 。 
a)1 0 b)1°* 00° e111U001 
d) (1U00)" e) (00" 1)° f) (0U1) (0U1)" 00 
2. 用 文字 描述 下 列 每 个 正则 集合 中 的 串 。 
a)001° b) (01)" c)01U001 
d)0(11U0)" e) (101" )* D0 UD11 


uns 


艾 伦 . 莫 思 森 。， 图 灵 (Alan Mathison Turing，1912 一 1954) 图 灵 的 出 生 并 不 寻 
常 。 他 是 父亲 在 印度 民政 部 供职 时 孕 于 母 腹 ， 但 他 出 生 在 伦敦 。 他 在 孩提 时 代 就 对 化 
学 和 机 械 着 迷 ， 并 做 过 大 量化 学 实验 。 图 灵 曾 就 读 于 英国 的 谢 伯 恩 寄 宿 学 校 。1931 
年 ， 他 获得 了 剑桥 大 学 国王 学 院 的 奖学金 。 在 毕业 论文 中 ， 他 重新 发 现 了 统计 学 中 的 
一 个 著名 定理 一 一 中 心 极限 定理 。 在 完成 毕业 论文 后 ， 他 被 选 为 该 学 院 的 研究 员 。 
1935 年 ， 他 对 数理 逻辑 中 的 判定 问题 着 了 迷 。 这 是 由 伟大 的 德国 数学 家 希 尔 伯 特 提出 
的 一 个 问题 ， 即 是 否 有 一 个 能 用 于 判断 任何 命题 是 否 为 真 的 一 般 方法 。 图 灵 喜 欢 跑 步 
(后 来 ， 跑 步 成 为 他 的 一 项 业余 爱好 ， 并 参加 了 比赛 ) 。 一 天 ， 在 他 跑 完 步 休 息 的 时 候 ， 他 发 现 了 解决 判 
定 问题 的 关键 。 在 他 的 解决 方案 中 ， 他 发 明了 现今 称 为 图 灵机 的 东西 ， 并 用 它 作 为 计算 机 器 的 最 初 模型 。 
利用 这 个 机 器 ， 他 发 现 了 一 个 不 能 用 一 般 方法 判定 的 问题 ， 这 也 被 他 称 为 可 计算 数 的 问题 。 

从 1936 年 至 1938 年 ， 图 灵 在 普林斯顿 大 学 访问 ， 期 间 与 丘 奇 (Alonzo Church) 一 起 工作 。 丘 奇 也 解 
决 了 希 尔 伯 特 的 判定 问题 。1939 年 ， 图 灵 回 到 了 国王 学 院 。 但 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 他 加 入 了 英国 外 
交 部 ， 从 事 破 译 德国 密码 的 工作 。 他 对 机 械 的 德国 密码 机 Enigma 的 破解 为 赢得 这 场 战 争 发 挥 了 不 可 蔡 
代 的 作用 。 

第 二 次 世界 大 战 后 ， 图 灵 从 事 早 期 计算 机 的 研发 工作 。 他 对 机 器 的 思考 能 力 产生 了 浓厚 的 兴趣 。 他 
认为 如 果 一 台 计 算 机 在 对 问题 的 书面 答复 中 与 人 没有 区 别 ， 则 应 该 认为 它 是 具备 “思考 ”能 力 的 。 他 对 生 
物 学 也 很 感 兴趣 ， 他 曾经 写 过 关于 有 机 体形 式 的 形成 和 发 展 的 书 。1954 年 ， 图 灵 服 氰 化 物 自杀 ， 没 有 留 
下 遗言 做 明确 解释 。 也 许 ， 涉 及 同性 恋 关 系 的 法 律 困扰 以 及 法 院 强 迫 他 进行 荷尔蒙 治疗 以 减少 他 的 性 冲 
动 的 行为 ， 是 促使 他 自杀 的 原因 。 
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9. 


10. 


#11; 
12. 


13. 


14. 


. 判断 0101 是 否 属于 下 列 正则 集合 。 
a)01° 0” b)0(11)” (01) c)0(10) "1 
d)0" 10(0U1) e)(01)”(11) f)0" (10U11) 
g)0”(10)" 11 h)01C01U0)1°* 

. 判断 1011 是 否 属于 下 列 正则 集合 。 
a)10" 1 b)0* (10U11)” c)1(001) 1 
d1"01C0UD) e) (10)* (11)°* fD1(C00)” (11)° 
g) (10)* 1011 h) (1U00) (01U0)1° 

用 正则 表达 式 表 达 下 列 集合 。 


3a) 包 含 串 0、11、010 的 集合 。 

b)3 个 0 后 面 跟 两 个 或 两 个 以 上 0 形成 的 串 的 集合 。 
c) 串 的 长 度 为 奇数 的 集合 。 

d) 只 包含 一 个 1 的 串 的 集合 。 

e) 以 1 结束 ， 并 且 并 不 包含 000 形成 的 串 的 集合 。 


. 用 正则 表达 式 表 达 下 列 集合 。 


a) 集 合 中 所 有 串 的 长 度 是 0、1、2。 

b) 集 合 中 的 串 是 由 两 个 0， 后 跟 0 个 或 多 个 1， 并 且 以 0 作为 结束 的 串 构 成 。 
c) 集 合 中 的 串 每 遇 到 一 个 1， 后 跟 两 个 0。 

d) 集 合 中 的 串 以 00 作为 结束 ， 并 且 不 包含 11。 

e) 集 合 中 的 串 包含 偶 数 个 1 。 


. 用 正则 表达 式 表达 下 列 每 个 集合 。 


a) 一 个 或 更 多 的 0 后 面 跟 一 个 1 形成 的 串 的 集合 。 

b) 两 个 或 两 个 以 上 符号 后 面 跟 3 个 或 3 个 以 上 0 形成 的 串 的 集合 。 

c) 一 个 0 前 没有 1 或 一 个 1 前 没有 0 的 串 的 集合 。 

d) 集 合 包含 这 样 的 串 : 先是 个 数 与 2mod 3 相等 的 一 串 1， 后面 是 偶数 个 0。 


. 构造 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 来 识别 下 列 包含 在 1" 中 的 集合 (其 中 工 是 一 个 字母 表 ) 。 


Eg b) {4} c){a}， 其 中 a€ET 

构造 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 来 识别 练习 8 中 的 每 个 集合 。 

求 识别 下 列 集合 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 。 

a) {A4, 0} b){0,11} ec){0，11，000} 

证 明 : 若 A 是 一 个 正则 集合 ， 则 A 中 串 的 道 串 构成 的 集合 A 也 是 正则 的 。 

用 克 莱 因 定理 的 证 明 中 描述 的 构造 方法 ， 求 识别 下 列 集合 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 。 

a)01°* b) (OU 1)1° c)00(1* U10) 

用 克 莱 因 定理 的 证 明 中 描述 的 构造 方法 ， 求 识别 下 列 集合 的 非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 。 

a)0"1° b) (0U11)* c)01* U00'1 

构造 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 用 它 识别 正则 文法 G= 二 (V，T，S，P) 生 成 的 语言 ， 其 中 V=={0， 
1，S，4A，B}，T=(0，1)，S 是 初始 符号 ， 产 生 式 集合 为 

a)S—>0A, S—>1B, A—>0, B—0 

b)S—>1A, S—>0, S—>4, A—>0B, B—>1B, B—]1 

¢)S—>1B, S—>0, A—>1A, A—>0B, A—]1, A—0, B—1 

在 练习 15 一 17 中 ， 构造 正则 文法 G=(V，T，S，P)， 使 之 生成 的 语言 是 所 给 的 有 限 状 态 机 识别 的 


= 
语言 。 





16. 


18. 


19. 


20. 


2 


* 22. 


* 23. 
* 24. 
* 25. 


xx 26. 


计算 模型 759 











在 定理 2 的 证 明 中 ， 从 正则 文法 构造 了 一 个 有 限 状态 自动 机 。 证 明 : 此 自动 机 识别 这 个 文法 生成 的 
集合 。 

在 定理 2 的 证 明 中 ， 从 一 个 有 限 状 态 自动 机 构造 了 一 个 正则 文法 。 证明: 此 文法 生成 这 个 自动 机 识 
别 的 集合 。 

证 明 : 每 个 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 等 价 于 另 一 个 这 样 的 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 它 的 初始 
状态 永 不 会 被 再 次 访问 。 

设 M=(S，I，f，so，F) 是 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 证 明 :， M 识别 的 语言 工 (M) 是 无 限 的 当 
且 仅 当 存在 一 个 能 被 M 识 别 的 词 z 满足 (zx) 宇 |S|。 

用 来 证 明 某 个 集合 不 是 正则 的 一 个 重要 技术 是 泵 引 理 。 泵 引 理 表 述 为 : 如 果 M=(S, I, f/f， so，F) 
是 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ，z 是 M 识别 的 语言 志 CM) 中 的 一 个 串 ，z(Cz) 三 |S| ， 则 存在 大 中 
的 串 w、v 和 w， 使 得 z==www，i(uw) 过 |S| ,Ll(w) 宇 1， 且 wviwEL(MD (i=0，1，2，…)。 证 明 泵 
引 理 。[ 提 示 : 使 用 例 5 中 的 思想 。] 

使 用 练习 22 中 的 泵 引 理 证 明 : 集合 {0”1" |n 二 0，1，2,，…} 不 是 正则 的 。 

使 用 练习 22 中 的 泵 引 理 证 明 : 集合 {1”|n= 二 0，1，2，…} 不 是 正则 的 。 

使 用 练习 22 中 的 泵 引 理 证 明 : {0，1} 上 所 有 回 文 构成 的 集合 不 是 正则 的 。[ 提 示 : 考察 形 如 0N10* 
的 串 。] 

证 明 : 被 有 限 状 态 自动 机 识别 的 集合 是 正则 的 。( 这 是 克 莱 因 定理 的 充分 性 部 分 。) 

假设 工 是 1* 的 子 集 ， 其 中 工 表示 非 空 符号 集合 。 如 果 zE TI" ， 则 令 L/z= (ze 大 |zzEL)。 如 果 


工 /z 天 L/y， 则 说 对 于 zE 九 和 yE 居 ， 工 和 ?关于 工 是 可 区 分 的 。 对 于 串 z， 如果 zzEL, 但 yz 和 人工 ， 
或 者 zzKL, 但 yzEL， 则 称 串 xz 关于 工 用 来 区 分 z 和 y。 当 工 /z= 工 />y， 我 们 说 工 和 y 关于 工 是 不 可 区 
分 的 。 

27. 令 工 表示 所 有 以 01 作为 结束 的 位 串 构 成 的 集合 。 证 明 11 和 10 关于 工 是 可 区 分 的 ，1 和 11 关于 工 是 


28. 


头 29。 


* 30. 


* 31, 


不 可 区 分 的 。 

假设 M=(S，I，f，s。， 也 ) 是 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 。 证 明 : 如 果 工 和 >y 是 集合 中 的 两 个 关于 
L(MD) 可 区 分 的 串 ， 那么 f(so，Zz) 关 f(s0，y)。 

假设 工 是 1" 的 子 集 ， 并 且 对 于 某 个 正 整 数 n， 在 集合 I" 中 及 个 串 使 它们 关于 工 互相 可 区 分 。 证 
明 : 每 个 能 识别 工 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 至 少 具有 个 状态 。 

令 工 , 表示 位 串 集合 ， 该 集合 中 的 串 至 少 具 有 交 位 ， 并 且 每 个 串 从 最 后 数 的 第 ”位 是 0。 使 用 练习 29 
的 思想 来 证 明 能 识别 局, 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 至 少 具有 2” 个 状态 。 

使 用 练习 29 的 思想 来 证 明 由 回 文 串 构 成 的 集合 是 非 正则 的 。 


13.5 图 灵机 
13.5.1 引言 


本 章 前 面部 分 研究 的 有 限 状 态 自 动机 不 能 作为 计算 的 通用 模型 ， 因 为 它们 有 其 自身 的 局 限 


性 。 例 如 ， 有 限 状 态 自动 机 虽然 能 识别 正则 集合 ， 但 不 能 识别 许多 很 容易 描述 的 集合 ， 如 
(0"1" |n 宇 0}， 计 算 机 使 用 存储 才能 识别 这 些 集 合 。 可 以 用 有 限 状 态 自 动机 来 计算 一 些 相 对 简 
单 的 函数 (如 两 个 数 的 和 )， 但 不 能 用 它们 来 计算 计算 机 所 计算 的 函数 (如 两 个 数 的 积 )。 为 了 克 


rs 
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服 这 些 不 足 ， 我 们 使 用 一 种 更 强大 的 机 器 ， 称 为 图 灵机 ， 它 是 以 著名 数学 家 和 计算 机 科学 家 图 
灵 (Alan Turing) 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 20 世纪 30 年 代 发 明了 这 种 机 器 。 

图 灵机 主要 由 一 个 控制 器 和 一 个 带 组 成 ， 控 制 器 在 任何 时 候 都 处 于 有 限 多 个 不 同 状态 中 的 
某 个 状态 ， 带 被 分 成 许多 方 格 ， 且 两 端 都 是 无 限 的 。 当 图 灵机 的 控制 器 洛 着 带 来 回 移动 时 ， 它 
能 够 在 带 上 读 和 写 ， 并 根据 所 读 的 带 符号 改变 状态 。 图 灵机 比 有 限 状 态 自 动机 更 强大 ， 因 为 它 有 
存储 能 力 ， 而 有 限 状 态 自动 机 却 没 有 。 我 们 将 说 明 怎 么 用 图 灵机 来 识别 集合 ， 包 括 识 别 有 限 状态 自 
动机 不 能 识别 的 集合 ， 还 将 说 明 怎么 用 图 灵机 来 计算 函数 。 图 灵机 是 计算 的 最 通用 模型 ， 本 质 上 ， 
它 能 做 计算 机 能 做 的 任何 事情 。 注 意图 灵机 比 带 有 有 限 存 储 能 力 的 真实 计算 机 更 强大 。 


13.5.2 图 灵机 的 定义 

下 面 给 出 图 灵机 的 形式 化 定义 。 之 后 将 根据 它 的 控制 头 的 动作 来 解释 这 个 形式 化 定义 ， 控 
制 头 的 动作 包括 读 或 写 带 上 的 符号 以 及 沿 着 带 左右 移动 。 

图 灵机 TJ 二 (S$，I，f，5o) 由 下 列 各 部 分 组 成 : 有 限 状 态 集 S， 包 含 空白 符 B 的 字 
母 表 JI， 从 SXT 到 SXIX{R, LL} 的 部 分 函数 f/， 及 初始 状态 5s。。 

在 2.3 节 中 ， 部 分 函数 只 对 定义 域 中 的 某 些 元 素 有 定义 。 这 意味 着 上 述 部 分 函数 f 对 于 某 
些 ( 状 态 ， 符 号 ) 对 没有 定义 。 但 对 于 有 定义 的 对 ， 只 有 唯一 一 个 三 元 组 (状态 ， 符 号 ， 方 向 ) 与 
之 对 应 。 称 与 图 灵机 中 定义 的 部 分 函数 相对 应 的 5 元 组 是 该 机 器 的 转移 规则 。 

为 了 用 机 器 的 观点 来 解释 这 个 定义 ， 考 察 控制 器 和 带 ， 如 图 1 所 示 ， 带 被 分 成 小 方 格 ， 且 
两 端 都 是 无 限 的 ， 在 任何 时 刻 其 上 都 只 有 有 限 多 个 非 空 白 符 。 图 灵机 运行 的 每 一 步 动作 依赖 于 
部 分 函数 对 当前 状态 和 带 符号 的 值 。 





带 在 两 个 方向 都 是 无 限 的 
任何 时 刻 仅 有 有 限 多 个 非 空白 小 方 格 


图 1 图 灵机 的 表示 


在 每 一 步 ， 控 制 器 读 当前 带 符号 zx。 如 果 控 制 器 处 于 状态 *， 且 部 分 函数 了 在 (*，z) 处 由 
fls, XZ) 二 (s'，x'，d) 定 义 ， 则 控制 器 

1) 进 入 状态 * 。 

2) 在 当前 方 格 中 擦 掉 z， 并 写 上 符号 zx'。 

3) 如 果 d= 二 RR， 向 右 移 动 一 个 方 格 ; 如 果 d 一 工 ， 向 左 移动 一 个 方 格 。 

我 们 将 这 一 步 写 成 五 元 组 (s，z，s ，z' ，d) 。 如 果 部 分 函数 f 在 (s，z) 处 没有 定义 ， 则 图 
灵机 全 就 停机 。 

定义 一 个 图 灵机 的 常用 方法 是 指明 形 如 (s，z，s ，xz'，d) 的 五 元 组 构成 的 一 个 集合 。 当 使 
用 这 个 定义 时 ， 就 隐 式 定义 了 状态 集 和 输入 字母 表 。 

在 运行 开始 的 时 候 ， 总 假设 图 灵机 处 于 初始 状态 % ， 且 处 于 带 上 最 左边 的 非 空白 符 上 。 如 
果 带 上 都 是 空白 符 ， 则 控制 头 可 以 处 于 任何 方 格 上 。 控 制 头 所 在 的 最 左边 的 非 空 白 符 位 置 称 为 
该 机 器 的 初始 位 置 。 

例 1 说 明了 图 灵机 是 怎么 运行 的 。 

例 1 下 列 7 个 五 元 组 定义 一 个 图 灵机 T: (so，0, 5s， 0, R), (ss, 1, 5，1, R)，, 
人 
5s，0，R)。 当 荆 在 图 2a 所 示 的 带 上 运行 时 ， 最 后 的 带子 是 什么 ? 
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图 2 图 灵机 了 在 图 1 所 示 带 上 运行 的 步 又 


解 ” 在 开始 运行 时 ， 了 处 于 状态 %， 且 在 带 上 最 左边 的 非 空 白 符 上 。 第 一 步 ， 根 据 五 元 组 
(s0, 0, so， 0, R), 读 最 左边 的 非 空 白 方 格 中 的 0， 保 持 状 态 so， 在 此 方 格 中 写 0， 向 右 移 动 
一 个 方 格 。 第 二 步 ， 根 据 五 元 组 (s。 ，1，s ，1，R) ， 读 当前 方 格 中 的 1， 进入 状态 5 ， 在 这 方 
格 中 写 1， 向 右 移动 一 个 方 格 。 第 三 步 ， 根 据 五 元 组 (s,，0，s。，0，R)， 读 当前 方 格 中 的 0， 
进入 状态 s。 ， 在 该 方 格 中 写 0， 向 右 移 动 一 个 方 格 。 第 四 步 ， 根 据 五 元 组 (5s，, 1, 5,， 1, R)， 
读 当 前 方 格 中 的 1， 进入 状态 % ， 在 该 方 格 中 写 1， 向 右 移动 一 个 方 格 。 第 五 步 ， 根 据 五 元 组 
(51，1，ss，0， 工 )， 读 当前 方 格 中 的 1， 进入 状态 s;， 在 该 方 格 中 写 0， 向 左 移动 一 个 方 格 。 
第 六 步 ， 根 据 五 元 组 (s,，1，ss，0，R)， 读 当前 方 格 中 的 1， 进入 状态 s;， 在 该 方 格 中 写 0， 
向 右 移动 一 个 方 格 。 最 后 ， 机 器 在 第 七 步 停 机 ， 因 为 在 这 个 机 器 的 描述 中 ， 没 有 五 元 组 是 以 
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《sa，0) 开 头 的 。 所 有 这 些 步骤 如 图 2 所 示 。 
注意 ， 工 将 带 上 第 一 对 连续 的 1 变 为 0 后 停机 。 司 


13.5.3 用 图 灵机 识别 集合 

可 以 用 图 灵机 来 识别 集合 。 为 此 ， 如 下 定义 终结 状态 的 概念 。 图 灵机 工 的 终结 状态 是 这 样 
的 状态 : 在 描述 工 的 五 元 组 中 ， 此 状态 不 是 任何 五 元 组 的 第 一 个 状态 (例如 ， 例 1 中 的 状态 s,)。 

现在 定义 图 灵机 识别 一 个 串 的 含义 是 什么 。 给 定 一 个 串 ， 我 们 在 连续 的 方 格 中 写 此 串 中 连 
续 的 符号 。 

EE 罗 设 V 是 字母 表 了 的 一 个 子 集 。 图 灵机 T= 二 (S，I，/，s,) 识 别 V' 中 的 串 工 当 且 仅 
当 若 将 xz 写 在 带 上 ， 丁 从 初始 位 置 开始 运行 ， 则 全 能 在 一 个 终结 状态 停机 。 称 丁 能 识别 V' 的 
子 集 A， 如 果 工 能 被 丁 识别 当 且 仅 当 xz 属于 A。 

注意 ,为 了 识别 V" 的 子 集 A， 我们 可 以 使 用 不 在 V 中 的 符号 。 也 就 是 说 ,输入 字母 表 I 
也 许 包 含 不 是 V 中 的 符号 。 这 些 额 外 的 符号 常用 来 当做 标记 ( 见 例 3)。 

什么 情况 下 图 灵机 TT 不 识别 V' 中 的 串 工 呢 ? 答案 是 ， 当 zz 的 符号 放 在 T 的 带 上 的 连续 方 
格 中 ， 工 从 初始 位 置 开 始 运行 时 ， 若 工 不 停机 ， 或 者 虽然 停机 ， 但 不 在 终结 状态 停机 ， 则 工 
不 识别 x。( 读 者 应 该 明白 ， 这 是 定义 图 灵机 如 何 识别 集合 的 许多 方法 中 的 一 种 。) 

例 2 说 明了 这 个 概念 。 

例 2 求 一 个 图 灵机 ， 使 之 能 识别 第 二 位 是 1 的 位 串 构 成 的 集合 ， 即 正则 集合 (0U D1C0UD"。 

解 ” 我 们 想 要 如 下 的 图 灵机 ， 它 从 最 左边 的 非 空白 带 方 格 开 始 运 行 ， 然 后 向 右 移 动 ， 同 时 
判断 第 二 个 符号 是 否 为 1。 若 第 二 个 符号 是 1， 则 机 器 应 该 进入 终结 状态 ;如 果 第 二 个 不 是 1， 
则 机 器 不 能 停机 ， 或 者 在 一 个 非 终结 状态 下 停机 。 

为 了 构造 这 样 的 图 灵机 ， 应 该 包括 五 元 组 (s,，0，s,，0，R) 和 (s。，1，s,，1，R) 来 读 第 
一 个 符号 ， 并 进入 状态 s; 。 下 一 步 ， 添 加 五 元 组 (s1，0，s5。，0，R) 和 (s:，1，ss，1，R) 来 读 
第 二 个 符号 ， 当 这 个 符号 是 0 时， 进入 状态 s,; 当 这 个 符号 是 1 时 ， 进 入 状态 % 。 我 们 不 希望 
使 第 二 位 是 0 的 串 也 被 识别 ， 所 以 ” 不 可 能 是 终结 状态 。 我 们 希望 s; 是 终结 状态 。 所 以 我 们 
要 加 入 五 元 组 (s, ，0，s, ，0，R) 。 因 为 我 们 不 想 识别 空 串 和 只 有 一 位 的 串 ， 所 以 还 加 入 五 元 组 
Cm Be Ss Qo RIMES By gs Qs .Rs 

由 上 述 7 个 五 元 组 组 成 的 图 灵机 工 在 终结 状态 s; 终止 当 且 仅 当 此 位 串 至 少 有 2 位 ， 并 且 
第 二 位 是 1。 如 果 此 位 串 少 于 两 位 ， 或 者 其 第 二 位 不 是 1， 则 机 器 将 在 非 终 结 状态 si 终止 。 4 

给 定 一 个 正则 集合 ， 可 以 构造 一 个 总 是 向 右 移动 的 图 灵机 来 识别 它 ( 如 例 2) 。 为 了 构造 这 
样 的 图 灵机 ， 先 构造 一 个 识别 此 集合 的 有 限 状 态 自动 机 ， 然 后 再 用 此 有 限 状 态 自动 机 的 转移 函 
数 构造 一 个 图 灵机 ， 使 之 总 向 右 移动 。 

下 面 说 明 怎 么 构造 图 灵机 来 识别 非 正 则 集合 。 

例 3 求 识别 集合 {0"1" |n 宇 1} 的 图 灵机 。 

解 ”为 了 构造 这 样 图 灵机 ， 使 用 辅助 带 符号 M 作为 标记 。 令 V={0, 1}, I 二 (0, 1，M)。 
我 们 希望 只 识别 V' 中 的 串 。 我 们 还 有 一 个 终结 状态 xs 。 图 灵机 依次 用 M 替换 串 中 最 左边 的 0， 
并 用 M 替换 串 中 最 右边 的 1， 这 样 在 带 上 左右 移动 。 它 能 在 一 个 终结 状态 终止 当 且 仅 当 这 个 串 
的 构成 是 一 列 0 后 跟 一 列 相 同 个 数 的 1。 

虽然 这 很 容易 描述 ， 图 灵机 也 很 容易 执行 ， 但 我 们 想 要 使 用 的 图 灵机 本 身 却 有 点 复杂 。 标 
记 M 是 用 来 跟踪 已 经 检查 过 的 最 左边 和 最 右边 的 符号 。 所 用 的 五 元 组 是 : (so,，0, 5，M,， 
Ry, (Ceres Os mi Or RY Ty Li ly RD Cn WM Sy WD Bh BD Ts 
Ci Lis My Ts CRs Ls Sr dy Ls bie QO Bn Vr Es Cie My Ss M, Rs Css G 
5 0 工 )，(54， M56，M，R)，(s;s，M，ss，M，R)。 例如 ， 当 机器 从 开始 一 直 运 行 到 停机 
时 ， 串 000111 将 依次 变 成 M00111、M0O011M、MM011M、 MM0O1MM、 MMM1MM.、 
MMMMMM。 注 意 ， 仅 显示 了 变化 的 部 分 ， 大 多 数 步 又 位 串 没 有 变化 。 
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解释 这 个 图 灵机 的 动作 和 它 为 什么 能 识别 集合 {0"1" |n 宇 1} 将 留 给 读者 作为 练习 (本 节 练 
习 区 法 本 

可 以 证 明 ， 一 个 集合 能 被 图 灵机 识别 当 且 仅 当 它 是 0 型 文法 生成 的 集合 ， 即 短语 结构 文法 
生成 的 集合 。 这 里 略 去 它 的 证 明 。 


13. 5. 4 用 图 灵机 计算 函数 

图 灵机 可 以 看 做 是 能 求 部 分 函数 的 值 的 计算 机 。 为 了 理解 这 一 点 ， 假 设 给 定 输入 串 工时 图 
灵机 工 能 够 停机 ， 且 停机 时 ， 串 y 在 它 的 带 上 。 因 此 可 以 定义 TCz) = 一 >y。 工 的 定义 域 是 使 工 能 
停机 的 串 构成 的 集合 。 对 于 输入 z， 若 工 不 停机 ， 则 T(Cz) 没 有 定义 。 将 图 灵机 看 成 计算 串 的 函 
数值 的 机 器 是 有 用 的 ， 但 怎么 用 图 灵机 来 计算 定义 在 整数 、 整 数 对 或 整数 三 元 组 等 上 的 函数 呢 ? 

为 了 将 图 灵机 看 做 是 计算 & 元 非 负 整 数 集合 到 非 负 整数 集合 的 函数 (这 样 的 函数 称 为 数论 
函数 ) 的 计算 机 ， 需 要 找到 在 带 上 表示 整数 的 & 元 组 的 方法 。 为 此 ， 我 们 使 用 整数 的 一 元 表示 ， 
即将 非 负 整 数 n 表示 成 有 n 十 1 个 1 的 串 。 例 如 ，0 表示 成 串 1、5 表示 成 囊 111111。 为 了 表示 
元 组 Cn ，ns，,…，n)， 我 们 先 写 为 十 1 个 1， 后 面 跟 一 个 星 号 ， 再 跟 nz 十 1 个 1， 再 跟 一 个 
星 号 ， 等 等 ， 以 及 十 1 个 1 结尾 例如， 四 元 组 (2，0，1，3) 可 以 表示 成 串 111 x 1 x 
Fl TIL1, 

现在 能 将 图 灵机 看 成 计算 一 系列 数论 函数 TT，…，T，…。 也 数 TY 是 根据 在 元 
整数 组 上 的 动作 定义 的 。& 元 整数 组 被 表示 成 用 星 号 隔 开 的 一 些 一 元 表示 。 

例 4 构造 一 个 图 灵机 ， 它 将 两 个 非 负 整数 相 加 。 

解 ”需要 构造 图 灵机 来 计算 函数 f(n,，n) 二 nn 十 n;。 将 对 Cn,，n) 表 示 成 这 样 的 串 : 先是 
十 1 个 1， 后 面 跟 一 个 星 号 ， 再 跟 十 1 个 1。 机 器 工 应 以 这 个 串 作 为 输入 ， 并 在 带 上 产生 
加 十 ns 十 1 个 1 作为 输出 。 实 现 这 个 任务 的 一 个 方法 是 ， 机 器 从 输入 串 最 左边 的 1 开始 运行 ， 
执行 去 掉 这 个 1 的 步骤 。 帮 nm 二 0， 则 停机 ， 此 时 ， 星 号 之 前 已 没有 1 了 。 在 剩 下 的 1 中， 用 
最 左边 的 1 替换 星 号 ， 然 后 停机 。 下 列 五 元 组 能 做 到 这 一 点 : (so， 1, 5s， B, R), (5s, *， 
Sy Bs Rr (Bs Ys Br Ry Cos Ly» Sa J Ry has RT .ms ds RY 本 

不 幸 的 是 ， 即 使 是 相对 简单 的 函数 ， 构 造 图 灵机 来 计算 它 也 是 极为 费力 的 。 例如， 在 许多 
书 中 都 有 计算 两 个 非 负 整 数 乘积 的 图 灵机 ， 此 图 灵机 有 31 个 五 元 组 和 11 个 状态 。 如 果 构 造 计 
算 相 对 简单 的 函数 的 图 灵机 都 是 挑战 性 的 ， 那 么 我 们 对 构造 更 加 复杂 函数 的 图 灵机 还 有 什么 指 
望 呢 ? 简化 这 个 问题 的 一 个 方法 是 使 用 多 带 图 灵机 ( 它 同 时 使 用 不 止 一 个 带子 )， 并 给 出 构造 复 
合 函数 的 多 带 图 灵机 的 方法 。 可 以 证 明 : 对 任何 多 带 图 灵机 ， 存 在 一 个 单 带 图 灵机 ， 使 得 它们 
能 做 完全 相同 的 事情 。 


13. 5.5 不 同类 型 的 图 灵机 

图 灵机 的 定义 有 许多 变种 。 可 用 很 多 方法 来 扩展 图 灵机 的 能 力 。 例 如 ， 可 以 允许 图 灵机 在 
一 步 中 左 移 、 右 移 或 根本 不 动 ; 允许 图 灵机 操作 多 个 带子 ， ?zz 个 带 的 图 灵机 可 以 用 (2 十 32) 元 
组 来 描述 ; 允许 带 是 二 维 的 ， 即 在 每 一 步 可 以 上 下 左右 移动 ， 而 不 像 在 一 维 带 上 那样 只 向 左 或 
向 右 移动 ; 还 可 以 允许 有 多 个 带头 ， 它 们 能 同时 读 不 同 的 方 格 。 而 且 ， 可 以 允许 图 灵机 是 非 确 
定性 的 ， 即 允许 (状态 ， 带 符号 ) 对 作为 第 一 个 元 素 出 现在 多 于 五 元 组 的 图 灵机 中 。 也 可 以 用 多 
种 方法 来 削减 图 灵机 的 能 力 。 例 如 ， 可 以 限制 带 只 在 一 个 方向 是 无 限 的 ;或 者 可 以 限制 带 字母 
表 只 有 两 个 符号 。 图 灵机 的 所 有 这 些 变种 都 已 被 详细 地 研究 过 。 

重要 的 是 ， 不 管 使 用 哪个 变种 的 图 灵机 ， 或 者 使 用 变种 图 灵机 的 哪个 组 合 ， 都 决 不 会 增加 
或 减少 机 器 的 能 力 。 这 些 变种 的 任何 一 个 能 做 的 事 ， 本 节 定 义 的 图 灵机 都 能 做 到 ， 反 之 亦 然 。 
这 些 变种 之 所 以 还 有 用 ， 是 因为 有 些 时 候 ， 在 做 某 些 特殊 任务 时 ， 使 用 它们 比 只 使 用 定义 1 定 
义 的 图 灵机 容易 很 多 。 它 们 永远 不 会 扩展 机 器 的 能 力 。 有 时 候 ， 多 种 类 型 的 图 灵机 是 非常 有 用 
的 。 例 如 ， 证 明 对 于 每 个 非 确定 性 的 图 灵机 ， 都 有 一 个 确定 性 的 图 灵机 ， 二 者 能 识别 相同 的 语 
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言 。 我 们 就 可 以 用 具有 3 个 带 的 确定 性 的 图 灵机 来 证 明 。( 关 于 图 灵机 的 变种 以 及 它们 之 间 等 
价 性 表示 的 细节 内 容 ， 可 参考 LHoMoU101].。) 

除了 引入 图 灵机 的 概念 外 ， 图 灵 还 证 明了 ， 当 给 定 目标 图 灵机 的 编码 和 输入 后 ， 可 以 构造 
一 个 能 模仿 该 图 灵机 计算 的 单 图 灵机 。 这 样 的 图 灵机 称 为 通用 图 灵机 。 (如 果 想 了 解 更 多 关于 
通用 图 灵机 的 内 容 ， 可 参考 关于 计算 理论 的 书籍 ， 如 [Si06] 。) 


13.5.6 丘 奇 -图 灵 论 题 

图 灵机 还 是 相对 简单 的 。 它 只 能 有 有 限 多 个 状态 ， 每 一 次 它们 只 能 在 一 维 带 上 读 或 写 一 个 
符号 。 但 结果 表明 ， 图 灵机 是 极其 强大 的 。 我 们 已 经 看 到 ， 可 以 构造 图 灵机 来 执行 数 的 加 法 和 
乘法 。 对 于 能 够 用 一 个 算法 计算 的 特殊 函数 ， 虽 然 很 难 实际 构造 图 灵机 来 计算 它们 ， 但 这 样 的 
图 灵机 总 是 能 够 找到 的 。 这 也 正 是 图 灵 发 现 这 种 机 器 的 最 初 目的 。 而 且 ， 可 以 用 大 量 的 证 据 来 
说 明 丘 奇 - 图 灵 论 题 ， 该 论题 为 对 于 任何 可 用 有 效 算法 来 求解 的 问题 ， 都 存在 解 该 问题 的 图 灵 
机 。 但 它 还 是 称 为 是 论题 ， 而 不 是 定理 ， 因 为 有 效 算 法 可 解 的 概念 是 非 形 式 化 的 且 是 不 严格 
的 。 相 反 ， 图 灵机 定义 的 可 解 性 概念 是 形式 化 的 且 是 严格 的 。 当 然 ， 对 于 任何 问题 ， 只 要 它 能 
够 用 带 有 用 某 种 语言 写成 的 程序 的 计算 机 来 解 ， 即 使 使 用 了 无 限 多 的 存储 空间 ， 都 应 该 认为 是 
有 效 可 解 的 。( 注 意 : 不 同 于 现实 世界 中 的 计算 机 只 有 有 限 的 存储 空间 ， 图 灵机 具有 无 限 的 存 
储 空间 。) 

人 们 发 明了 许多 形式 理论 来 刻画 有 效 可 计算 性 概念 ， 其 中 有 图 灵 的 理论 、 丘 奇 的 4 演算 以 
及 克 莱 因 和 波斯 特 (Post) 提 出 的 理论 。 这 些 理论 表面 上 看 起 来 十 分 不 同 ， 但 令 人 惊奇 的 是 ， 它 
们 都 是 等 价 的 ， 因 为 可 以 证 明 它 们 定义 了 完全 相同 的 函数 类 。 由 此 可 以 看 出 ， 图 灵 的 思想 虽然 
是 在 现代 计算 机 发 明之 前 形成 的 ， 但 确实 描述 了 计算 机 最 根本 的 能 力 。 有 兴趣 的 读者 如 果 想 讨 
论 这 些 不 同 的 理论 以 及 它们 的 等 价 性 ， 可 以 查阅 计算 理论 方面 的 书 箱 ， 例 如 [HoMoU101] 和 
[Si96]。 

本 节 的 剩余 部 分 将 简单 地 研究 丘 奇 -图 灵 论 题 的 一 些 结 果 ， 并 且 描 述 图 灵机 在 算法 复杂 度 
方面 的 重要 作用 。 我 们 的 目标 是 介绍 理论 计算 科学 中 的 重要 思想 ， 引 导 有 兴趣 的 同学 深入 学 
习 。 我 们 将 很 快 地 介绍 许多 领域 ， 而 不 会 详细 地 讲解 细节 内 容 。 我 们 的 讨论 与 本 书 前 面部 分 关 
于 计算 理论 的 章节 有 着 紧密 的 联系 。 


13. 5.7 计算 复杂 度 、 可 计算 性 和 可 判定 性 

贯穿 全 书 ， 我 们 已 经 讨论 了 很 多 问题 的 计算 复杂 度 。 我 们 用 解决 这 些 问 题 的 最 有 效 算 法 的 
操作 次 数 来 描述 这 些 问题 的 复杂 度 。 算 法 使 用 的 基本 操作 之 间 差 异 很 大 。 我 们 已 经 用 位 操作 、 
整数 的 比较 、 算 术 运 算 等 作为 标准 ， 度 量 了 不 同 问题 的 复杂 度 。 在 3. 3 节 中 ， 我 们 用 计算 复杂 
度 把 问题 进行 了 分 类 。 然 而 ， 用 于 度量 计算 复杂 度 的 操作 类 型 之 间 千 差 万 别 ， 所 以 这 个 定义 是 
不 准确 的 。 图 灵机 提供 了 一 种 方法 ， 能 够 使 计算 复杂 度 的 概念 更 为 准确 。 若 丘 奇 -图 灵 论 题 为 
真 ， 就 可 以 得 到 如 果 某 问题 可 以 用 一 个 有 效 的 算法 来 解决 ,那么 一 定 有 一 个 图 灵机 来 解决 这 个 
问题 。 当 图 灵机 用 来 解决 这 个 问题 时 ， 把 问题 的 输入 编码 成 符号 串 写 在 图 灵机 的 带 上 。 如 何 为 
输入 编码 ， 取 决 于 输入 的 定义 域 。 例 如 ， 把 正 整数 编码 成 串 1。 我 们 还 可 以 采用 别 的 方法 来 表 
达 整 数 对 、 负 整数 等 。 同 样 ， 对 于 图 算法 ， 我 们 需要 采用 一 种 方法 把 图 编码 成 符号 串 。 可 以 用 
多 种 方法 来 解决 这 个 问题 ， 比 如 可 以 基于 邻接 表 或 邻接 矩阵 (把 如 何 构造 邻接 表 或 邻接 矩阵 的 
细节 省 略 了 ) 。 然 而 ， 由 于 图 灵机 经 常 可 以 把 一 种 编码 方式 改 为 另 一 种 编码 ， 所 以 只 要 对 输入 
的 编码 方式 比较 有 效 ， 采 用 何 种 方法 都 无 关 紧 要 。 现 在 ， 我 们 就 采用 这 种 模型 把 3. 3 节 介 绍 的 
有 关 计 算 复 杂 度 的 一 些 概念 准确 化 。 

使 用 图 灵机 最 容易 研究 的 一 类 问题 就 是 那些 可 以 用 “是 ?或 者 “不 是 ?来 回答 的 问题 。 

判定 问题 是 指 判断 某 个 特定 类 型 的 命题 是 否 为 真 。 判 定 问 题 也 称 为 “是 或 不 是 ” 
问题 。 
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对 于 一 个 判定 问题 我们 想 知道 是 否 存 在 一 个 算法 ， 能 判断 某 个 特定 类 型 的 命题 是 否 为 
真 。 例 如 ， 判 断 某 个 特定 整数 是否 是 素数 的 某 类 命题 。 由 于 关于 问题 “n 是 否 是 素数 ”的 答案 
可 能 是 “是 ”或 “ 否 ”， 因 此 该 问题 是 一 个 判定 问题 。 对 于 这 个 判定 问题 ,我们 可 能 想 知道 是 否 有 
算法 能 够 判定 关于 该 问题 的 描述 正确 与 否 ， 也 就 是 说 ,对 于 一 个 整数 nxn， 判断 是 否 为 素数 。 
答案 就 是 有 一 个 判断 某 个 数 是 否 为 素数 的 算法 。 特 别 地 ， 在 3.5 节 中 我 们 讨论 了 这 样 一 个 算 
法 ， 也 就 是 对 于 一 个 正 整 数 zw， 通 过 检查 该 数 是 和 否 能 被 不 超过 其 平方 根 的 素数 整除 来 判断 该 数 
是 否 是 素数 。( 还 有 很 多 其 他 的 方法 来 判定 一 个 正 整数 是 否 为 素数 。) 对 于 使 判定 问题 答案 为 正 
确 的 输入 是 所 有 可 能 输入 的 一 个 子 集 。 也 就 是 说 ， 它 是 输入 字符 串 集合 的 子 集 。 换 名 话说， 解 
决 * 是 不 是 问题 "与 识别 某 个 语言 是 相同 的 ， 该 语言 包含 了 所 有 位 串 ， 这 些 位 串 代 表 着 使 该 问题 
的 答案 为 “是 ”的 输入 值 。 因 此 ， 解 决 “ 是 不 是 ”问题 与 识别 某 个 由 使 答案 为 “是 ”的 某 些 输入 值 组 
成 的 语言 是 相同 的 。 

可 判定 性 当 有 一 个 有 效 的 算法 能 够 判断 判定 问题 的 某 个 解 是 否 正确 时 ， 我 们 说 这 个 问题 
是 可 解 的 或 者 说 是 可 判定 的 。 例 如 ,“ 判 定 一 个 正 整 数 是 否 是 素数 "这样 一 个 问题 就 是 一 个 可 解 
的 问题 。 然 而 ， 如 果 不 存在 一 个 算法 来 解决 某 个 问题 ， 那 么 就 称 该 问题 是 不 可 解 的 或 者 说 不 可 
判定 的 。 为 了 证 明 某 个 问题 是 可 解 的 ， 只 需要 构造 一 个 算法 来 判定 某 类 特定 的 描述 是 否 正 确 。 
另 一 方面 ， 为 了 证 明 某 个 问题 是 不 可 解 的 ， 需 要 证 明 不 存在 这 样 一 个 判定 算法 就 可 以 了 (事实 
上 ， 我 们 试图 找到 这 样 的 算法 ， 但 失败 了 ， 不 能 证 明 该 问题 是 不 可 解 的 ) 。 

如 果 只 研究 判定 问题 ， 看 上 去 好 像 我 们 只 研究 自己 感 兴趣 的 一 小 部 分 问题 。 然 而 ， 大 多 数 
问题 都 可 以 改写 为 判定 问题 。 把 本 书 研 究 的 问题 改写 为 判定 问题 是 非常 复杂 的 ， 详 细 过 程 我 们 
不 在 这 里 讨论 了 。 感 兴趣 的 读者 可 以 查询 计算 理论 的 参考 书目 ， 例 如 [Wo87]， 该 书 详细 解释 
了 如 何 把 旅行 商 问题 (在 10. 6 节 讨 论 ) 改 写 为 判定 问题 。( 要 把 旅行 商 问题 改写 为 判定 问题 ， 我 
们 首先 要 讨论 这 样 一 个 判定 问题 ， 是 否 存 在 一 条 权 值 不 超过 的 哈密 尔 顿 回路 ， 其 中 & 是正 整 
数 。 经 过 努力 ， 对 于 不 同 & 值 ， 采 用 该 问题 的 解 找到 哈密 尔 顿 回路 的 最 小 可 能 值 是 完全 有 可 
能 的 。) 

在 3.1 节 中 ， 我 们 介绍 了 停机 问题 ， 并 且 证 明 它 是 不 可 解 的 。 由 于 该 过 程 的 概念 定义 不 是 
很 准确 ， 所 以 3.1 节 的 讨论 有 些 非 正 式 。 停 机 问题 的 准确 定义 可 以 借助 图 灵机 来 完成 。 

ES 停机 问题 是 一 种 判定 问题 ， 对 于 给 定 的 输入 串 z， 图 灵机 本 最 后 是 否 能 停机 。 

有 了 停机 问题 的 定义 以 后 ， 我 们 有 了 定理 1。 

三 到 角 停机 问题 是 不 可 解 的 判定 问题 。 也 就 是 说 ， 当 给 定 图 灵机 本 的 编码 以 及 输入 串 
ZX， 没有 图 灵机 能 够 判断 图 灵机 TT 从 写 在 带 上 的 x 开始， 最 终 是 否 停机 。 

这 里 我 们 仍然 应 用 3. 1 节 定 理 1 给 出 的 非 形式 化 定义 的 停机 问题 的 证 明 。 

其 他 不 可 解 问题 还 包括 : 

(GD 判定 两 个 上 下 文 无 关 文法 是 否 能 产生 相同 的 串 集合 。 

(iD 对 于 给 定 的 一 些 绝热 瓦 ， 人 允许 重 复 使 用 ， 但 不 能 相互 重 玲 ， 是 否 能 覆盖 整个 平面 ， 

(Cii) 希 尔 伯 特 的 第 10 个 问题 : 对 于 任意 多 个 未 知 数 的 整 系数 不 定 方程 ， 要 求 给 出 一 个 可 
行 的 方法 ， 使 得 借助 于 它 ， 通 过 有 限 次 运算 ， 可 以 判定 该 方程 有 无 整数 解 。( 这 个 问题 是 1900 
年 希 尔 伯 特 提出 的 著名 的 23 个 问题 序列 中 的 第 10 个 。 他 预见 到 ， 解 决 这 些 问 题 所 做 的 工作 对 
于 推动 20 世纪 数学 进程 的 发 展会 起 到 重要 作用 。 俄 国 数学 家 马 蒂 亚 塞 维 奇 在 1970 年 证 明了 和 希 
尔 伯 特 第 10 个 问题 的 不 可 解 性 。) 

可 计算 性 ”如 果 一 个 函数 可 以 被 图 灵机 计算 ,那么 就 称 其 是 可 计算 的 ， 否则 是 不 可 计算 
的 。 使 用 一 个 可 数 的 参数 来 证 明 存 在 不 可 计算 的 数论 问题 是 相对 比较 简单 容易 的 ( 见 2.5 节 练 
习 39) 。 然 而 ， 实 际 产生 这 样 一 个 函数 并 不 容易 。 作 为 本 节 练 习 31 引言 中 定义 的 忙碌 海 狸 函数 
就 是 一 个 不 可 计算 函数 的 例子 。 一 种 证 明 该 函数 不 可 计算 的 方法 就 是 证 明 它 比 任意 一 个 可 计算 
函数 增长 得 快 ( 见 练习 32) 。 
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需要 注意 的 是 ， 每 一 个 判定 问题 都 可 以 重 构成 一 个 函数 计算 的 问题 ， 也 就 是 ， 当 问题 的 解 
是 “是 ” 则 函数 值 为 1， 否 则 为 0。 一 个 判定 问题 是 可 解 的 ， 当 和 且 仅 当 采 用 这 种 方法 构造 的 函数 
是 可 计算 的 。 

P 类 和 NP 类 在 3.3 节 我 们 非 形式 化 地 定义 了 P 类 和 NP 类 问题 。 现 在 我 们 可 以 使 用 确 
定性 的 和 非 确 定性 的 图 灵机 的 概念 来 精确 地 定义 其 概念 。 

我 们 首先 详细 说 明确 定性 的 和 非 确定 性 的 图 灵机 之 间 的 区 别 。 本 节 研 究 的 图 灵机 都 是 确定 
性 的 。 在 确定 性 的 图 灵机 T= 二 (S，I，f，s,) 中 ， 转移 规则 是 由 从 SXT 到 SX1IX{R, 工 } 的 部 
分 转移 函数 来 定义 的 。 因 此 ， 图 灵机 的 转移 规则 表示 为 五 元 组 (s，x，s ，z'，c) ， 没 有 两 个 转 
移 规则 以 相同 的 数 对 (s，z) 开 始 。 其 中 :是 当前 状态 ,zx 是 当前 带 上 的 符号 ，s' 是 下 一 个 状态 ， 
Zz' 是 在 带 上 代替 zx 的 符号 ，d 是 图 灵机 在 带 上 运行 的 方向 。 

在 非 确 定性 的 图 灵机 中 ， 人 允许 的 步骤 是 由 一 个 包含 五 元 组 的 关系 而 不 是 部 分 转移 函数 来 定 
义 。 去 掉 了 没有 两 个 转移 规则 以 相同 的 数 对 (*，z) 开 始 的 限制 。 也 就 是 说 ， 有 不 止 一 条 转移 规 
则 以 同一 个 (状态 ， 带 符号 ) 开 始 。 因 此 ， 在 非 确定 性 的 图 灵机 中 ， 对 于 某 些 正在 读 取 的 当前 状 
态 和 带 符号 对 ， 存 在 转移 的 选择 。 在 非 确 定性 的 图 灵机 的 每 步 操作 中 ， 机 器 根据 当前 状态 和 带 
符号 对 的 值 ， 从 多 个 转移 规则 中 选择 一 个 。 选 择 哪 一 步 可 以 看 做 是 “ 猜 ”。 与 确定 性 的 图 灵机 一 
样 ， 如 果 没 有 以 当前 状态 和 带 符号 定义 的 转移 规则 ， 则 非 确 定性 的 图 灵机 停机 。 给 定 一 个 非 确 
定性 的 图 灵机 工 ， 我 们 说 串 z 可 以 被 图 灵机 T 识别， 当 且 仅 当 机 器 从 写 在 带 上 的 z 的 初始 位 置 
开始 时 ， 存 在 以 终结 状态 结束 的 转移 序列 。 如 果 工 可 被 了 识别 ， 当 且 仅 当 zEA， 则 称 图 灵机 
了 工 可 以 识别 集合 A。 如 果 非 确定 性 的 图 灵机 工 能 够 识别 所 有 使 得 判定 问题 解 为 正确 的 输入 值 构 
成 的 集合 ， 则 称 判 定 问题 可 被 工 解 。 

到 再 如 果 一 个 判定 问题 能 由 确定 性 的 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 求解 ， 则 该 问题 属于 P 
类 问题 ， 即 多 项 式 时 间 问 题 。 也 就 说 ， 如 果 一 个 确定 性 的 图 灵机 丁 和 一 个 多 项 式 P， 对 于 该 
问题 的 任何 长 度 为 nn 的 囊 ， 丁 都 能 在 P(n) 步 内 停机 ， 我 们 说 该 问题 属于 P 类 。 如 果 一 个 判定 
问题 能 由 非 确定 性 的 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 求解 ， 则 该 问题 属于 NP 类 问题 ， 即 非 确定 性 的 
多 项 式 时 间 问 题 。 也 就 是 说 ， 对 于 任 一 判定 问题 ， 如 果 存 在 一 个 非 确定 性 的 图 灵机 工 和 一 个 
多 项 式 P， 对 于 该 问题 的 任何 长 度 为 nn 的 实例 ，T 丁 都 能 在 PC(n) 步 内 停机 ， 则 称 该 问题 是 NP 
类 问题 。 

P 类 问题 称 为 易 处 理 的 问题 ， 而 不 属于 P 类 问题 称 为 不 易 处 理 的 问题 。 对 于 某 个 P 类 问 
题 ， 一 定 存 在 一 个 确定 的 图 灵机 人 能够 在 多 项 式 时 间 内 ， 判 定 由 判定 命题 所 陈述 的 该 类 中 的 一 个 
特定 命题 是 否 正 确 。 例 如 ， 判 定 某 个 数 在 长 度 为 n 的 序列 中 是 否 存 在 ， 有 一 个 易 处 理 问题 (对 
于 该 问题 的 证 明 ， 这 里 不 做 详细 解释 。 当 采用 图 灵机 时 ， 本 书 曾 描述 的 用 于 算法 分 析 的 基本 思 
想 可 用 于 此 ) 。 对 于 一 个 NP 类 问题 ， 当 给 出 关于 该 问题 的 某 个 正确 陈述 时 ， 存 在 一 个 能 在 多 
项 式 时 间 内 判定 其 对 错 的 非 确定 性 的 图 灵机 ， 对 每 一 个 当前 的 状态 和 带 上 的 符号 ， 该 图 灵机 在 
每 一 步 都 能 在 允许 的 步骤 内 做 出 正确 的 猜测 。 非 确定 性 的 图 灵机 能 够 很 容易 地 确定 图 中 的 一 条 
简单 回路 穿 过 每 个 顶点 一 次 而 且 仅 一 次 ， 因 此 判定 某 个 图 是 否 存在 哈密 尔 顿 回路 这 个 问题 是 
NP 类 问题 。 这 需要 在 依次 增加 边 以 形成 回路 时 ， 做 出 一 系列 的 正确 的 猜测 。 由 于 每 个 确定 性 


us 加 


丘 奇 (Alonzo Church，1903 一 1995) ” 丘 奇 出 生 于 华盛顿 特区 ， 曾 在 哥 廷 根 跟随 希 
尔 伯 特 学 习 ， 后 来 又 转学 到 阿姆斯特丹 。 从 1927 年 到 1967 年 ， 他 在 普林斯顿 大 学 执 
教 ，1967 年 他 调 到 加 州 大 学 洛杉矶 分 校 。 丘 奇 是 符号 逻辑 学 会 的 创始 人 之 一 。 他 对 可 
计算 性 理论 做 出 了 实质 性 的 贡献 ， 其 中 包括 对 判定 问题 的 解答 、 和 演算 的 发 明 ， 以 及 
对 现今 称 为 丘 奇 -图 灵 论 题 的 陈述 。 克 莱 因 和 图 灵 都 是 丘 奇 的 学 生 。 他 在 度 过 了 90 岁 
生日 后 依旧 在 发 表 文章 。 
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的 图 灵机 也 可 以 看 做 是 (状态 ， 带 符号 ) 对 只 在 转移 规则 中 出 现 一 次 的 非 确定 性 的 图 灵机 ， 所 以 
PENP, 

在 计算 机 科学 中 ， 目 前 所 知 的 最 困惑 的 一 个 问题 就 是 ， 是 否 有 NPSP， 也 就 是 说 ， 是 否 
P 一 NP。 正 如 3. 3 节 提 到 的 ， 有 一 类 重要 的 问题 ， 即 NP 完全 问题 ， 一 个 问题 是 NP 完全 的 ， 
如 果 它 属于 NP 类 ， 并 且 如 果 能 证 明 当 它 属 于 了 类 时 ， 所 有 NP 类 的 问题 都 属于 PP 类， 那么 该 
问题 是 NP 完全 的 。 也 就 是 说 ， 一 个 问题 是 NP 完全 的 ， 如 果 存 在 一 个 能 够 在 多 项 式 时 间 内 求 
解 该 问题 的 算法 ， 意 味 着 对 于 每 个 NP 类 问题 ， 都 存在 一 个 能 够 在 多 项 式 时 间 内 求解 该 问题 的 
算法 。 本 书 中 ， 我 们 已 经 讨论 了 几 个 不 同 的 NP 完全 问题 ， 例 如 判定 一 个 简单 图 是 否 存在 哈密 
尔 顿 回路 以 及 判定 一 个 半 元 命题 是 否 是 重 言 式 。 


练习 

1, 设 工 是 下 列 五 元 组 定义 的 图 灵机 :。 (50，0, 5,1, R), (s6, ls si, 0,; R), (ss B; 5&, 0, R), 
C51» Os Sas ls Ts Cs ls Ws 0s R) 和 (si1， By Ss O05 Ls 对 于 下 列 的 初始 带 ， 判断 了 停机 时 的 
最 终 带 。 假 设 工 从 初始 位 置 开 始 执行 。 
a) 


b) :…|iBIB | tT] 1 | 吾 [了 B| B | .…- 


ce) …[B[BI1[1[B[o[118B8[… 


2 

2. 设 T 是 下 列 五 元 组 定义 的 图 灵机 ; 《56 0; 二 ， 0， R); (so ls 5 0; L), (so, B, 51; 1», R), 
(ss Os Ss Ts Rs Cory Ts Ss ls RY, tsis B, sy, 0 RIMICSGs BB, Wi 0 Rs WH 于 下 列 前 所 始 
带 ， 判 断 工 停机 时 的 最 终 带 。 假 设 工 从 初始 位 置 开始 执行 。 


a) ET 
b) 
9 CT TT 
d) 


3. 对 于 由 泊 元 组 C55 0 jy 0; RY 《so 1s ms 0 RY, Cs B, sas B, R), Csis Dy 9 RY, 
(s1，1，s50o，1，R) 和 (s1，B，s; ，B，R) 描 述 的 图 灵机 ， 当 给 定 
a)11 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

b) 任 意 一 个 位 串 作 为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

4 对 于 于 元 角 (spr 0 17 RY aor lr Wr ly RY Cr By ns Br Ds (sts Ly 553 13 RR 描述 的 
图 灵机 ， 当 给 定 
a)101 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

b) 一 个 任意 的 位 串 作 为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

和 对 于 无 元 给 so 17 页， 0 RYy (G5, Ls sis ls RY Csis OF sar 0 R)S Csas O05 Sy Ls E)s (ss 
Ts ee. Ly RY Cun Ly Bea Yr Bo Wn Ds Ry Os Dy Um L980 Ty- a dy i ds 下) 描 
述 的 图 灵机 ， 当 给 定 
a)11 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

b) 全 部 由 1 构成 的 位 串 形成 的 集合 作为 输入 时 ， 它 能 做 什么 ? 

6. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 了 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 位 串 ， 在 带 的 最 末端 增加 一 个 1， 而 其 余 符 号 
保持 不 变 。 

7. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 它 将 带 上 第 一 个 0 替换 为 1， 而 其 余 符 号 保持 不 变 。 

8. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 位 串 ， 它 将 带 上 所 有 0 替换 为 1， 而 所 有 的 1 
保持 不 变 。 

9. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 位 串 ， 它 将 带 上 除 最 左边 的 1 以 外 的 所 有 1 
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替换 为 0， 而 其 余 符 号 保持 不 变 。 
10. 构造 一 个 带 符号 为 0、1 和 B 的 图 灵机 ， 对 于 给 定 的 输入 位 串 ， 它 将 带 上 首先 出 现 的 两 个 连续 的 1 替 
换 为 0， 而 其 余 符号 保持 不 变 。 
11. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 识别 的 集合 是 所 有 以 0 结尾 的 位 串 组 成 的 集合 。 
12. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 识别 的 集合 是 所 有 至 少 包含 两 个 1 的 位 串 组 成 的 集合 。 
13. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 识别 的 集合 是 所 有 包含 偶数 个 1 的 位 串 组 成 的 集合 。 
14. 对 于 例 3 中 的 图 灵机 ， 若 从 下 列 每 个 串 开 始 运行 ， 写 出 其 每 一 步 的 带 内 容 。 
a)0011 b)00011 ec)101100 d)000111 
15. 例 3 中 的 图 灵机 识别 一 个 串 当 且 仅 当 此 串 具 有 形式 0"1" (其 中 是 一 个 正 整 数 )， 试 说 明 原 因 。 
* 16. 构造 识别 集合 {0”1" |n 宇 0} 的 图 灵机 。 
* 17. 构造 识别 集合 {0"1"2" |n 宇 0} 的 图 灵机 。 
18. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 计算 函数 f(n)= 二 =n 十 2， 其 中 是 非 负 整数 。 
19. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 计算 下 列 函 数 : 当 n 宇 3 时 ，f(n) 二 n 一 3; 当 n 二 0, 1， 2 时 ，f(m) 二 0, 其 中 尼 
是 非 负 整 数 。 
20. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 计算 函数 Faz) 一 ”mod 3。 
21. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 计算 下 列 函 数 : 当 n 宇 5 时 ，f(n) 二 3; 当 n 二 0，1，2，3 或 4 时 ，f(n)= 二 0。 
22. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 计算 下 列 函 数 : fl(n) 二 2n， 其 中 是 非 负 整数 。 
23. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 计算 下 列 函 数 : f(n) 二 3n， 其 中 是 非 负 整数 。 
24. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 计 算 下 列 函 数 : 对 于 所 有 非 负 整数 对 ml 和 nz， fm, m2) =nz 十 2。 
* 25. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 计算 下 列 函 数 : 对 于 所 有 非 负 整 数 nn 和 nz， flm, n:) 二 min{n， ns}。 
26. 构造 一 个 图 灵机 ， 它 计算 下 列 函 数 : 对 于 所 有 非 负 整数 nl 和 nz， fm, 1) = 十 nz 十 1。 
假设 厂 和 T 是 图 灵机 ， 分 别 具 有 不 相交 的 状态 集 S 和 S; ， 转 移 函 数 分 别 为 和 f;。 我 们 可 以 采 
用 如 下 的 方式 来 定义 图 灵机 TT,。， 即 T， 和 Ts 的 合成 。T Ti 的 状态 集 是 SUS 。TT 以 Ti 的 起 始 状 
态 开始 。 首 先 ， 使 用 函数 有 i 执行 T, 的 转移 ， 但 不 包括 使 得 T 停机 的 那 一 步 。 然 后 ， 对 使 得 T, 停机 的 
所 有 移动 ， 除 移动 到 T; 的 开始 状态 外 ， 都 执行 相同 的 Ti 转移 。 从 这 点 来 看 ，TT 的 移动 与 Ti 的 移动 
相同 。 
27. 通过 求 练习 18 和 练习 22 构造 的 图 灵机 的 合成 ， 构 造 一 个 图 灵机 计算 函数 f(n) 二 2n 十 2。 
28. 通过 求 练习 18 和 练习 23 构造 的 图 灵机 的 合成 ， 构 造 一 个 图 灵机 计算 函数 f(7) 二 3(n 十 2) 二 3n 十 6。 
29. 下 列 哪些 问题 是 判定 问题 ? 
a) 比 nn 小 的 最 小 素数 是 多 少 ? 
b) 图 G 是 否 是 二 分 图 ? 
c) 给 定 串 的 集合 ， 是 否 有 有 限 状态 自动 机 能 识别 该 集合 ? 
qd) 给 定 一 个 棋盘 和 某 种 类 型 的 多 格 骨 有 牌 (参见 1. 8 节 ) ， 棋 盘 是 否 可 用 这 种 类 型 的 骨牌 平 铺 ? 
30. 下 列 哪些 问题 是 判定 问题 ? 
a) 正 整数 序列 ca: ，a ，…a 是 否 是 递增 序列 ? 
b) 简 单 图 G 的 顶点 是 否 可 用 3 种 颜色 着 色 ， 使 得 没有 相 邻 的 顶点 着 色相 同 。 
中 图 G 中 度数 最 大 的 顶点 是 什么 ? 
d) 给 定 两 个 有 限 状态 机 ， 它 们 是 否 能 识别 相同 的 语言 ? 
国 设 BC(n) 是 具有 nn 个 状态 且 字 母 表 为 {1，B} 的 图 灵机 从 空白 带 开始 运行 后 在 带 上 所 能 打印 的 1 的 最 大 
个 数 。 根 据 给 定 的 值 n 确定 B (n) 这 个 问题 称 为 忙碌 海 狸 问题 (busy beaver problem)， 该 问题 由 拉 多 
(Tibor Rado) 于 1962 年 首先 研究 。 现 在 已 经 知道 ，B(2)= 二 4，B(3)= 二 6，B(4) 二 13。 但 当 n 宇 5 时 ，B(n) 
等 于 什么 还 不 知道 。B(z) 增 长 得 很 快 ， 目 前 所 知 B(5) 宇 4098，B(6) 宇 3. 5 X10 。 
x 31. 通过 寻找 下 面 的 图 灵机 来 证 明 B(2) 至 少 是 4: 该 图 灵机 有 两 个 状态 ， 字母 表 是 {1，B}， 在 停机 时 ， 
带 上 有 4 个 连续 的 1。 
xx 32. 证 明 : 函数 B(n) 不 能 用 任何 图 灵机 来 计算 。[ 提 示 : 假设 有 一 个 图 灵机 用 二 进 制 计算 B(n)。 构 造 一 
个 图 灵机 TT， 从 空 带 开始 ， 写 下 n 的 二 进 制 表 示 ， 计 算 B(n) 并 表示 成 二 进 制 ， 然 后 将 BC(n) 从 二 进 制 
表示 转换 为 一 元 表示 。 证 明 当 充分 大 时 ,， 荆 的 状态 数 可 以 小 于 B(n)， 导 致 矛盾 ,] 
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关键 术语 和 结论 

术语 

字母 表 或 词汇 表 (alphabet or vocabulary) : 用 来 构造 串 的 元 素 组 成 的 集合 。 

语言 (language) : 字母 表 上 所 有 串 构成 的 集合 的 一 个 子 集 。 

短语 结构 文法 ((V，T，S，P) ，phrase-structure grammar) : 语言 的 一 种 描述 ， 包 括 字 母 表 V、 
终结 符 集 工 、 初 始 符号 S 和 产生 式 集 P。 

产生 式 Ww>wi(the production w>w): 只 要 语言 的 某 个 串 中 出 现 了 w， 就 可 将 此 串 中 的 多 替 
换 为 Wl1o 

ty 这 Ws( 由 wi 派生 vw,，ww, is directly derivable from vw): w, 是 从 wi 按 如 下 方式 得 到 的 : 用 产 
生 式 将 ww 中 的 某 个 串 蔡 换 为 另 一 个 串 。 

他 ts (由 mu 派生，rusis derivable from wi): w, 是 从 wi 按 如 下 方式 得 到 的 : 用 一 系列 产 
生 式 将 某 些 串 蔡 换 为 另 一 些 串 。 

0 型 文法 (type 0 grammar) : 任意 短语 结构 文法 。 

1 型 文法 (type 1 grammar) : 是 一 种 短语 结构 文法 ， 但 其 产生 式 都 具有 形式 ww 一 w; ， 其 中 w= 
lAr 和 ws, 二 lwr， 其 中 AEN; 1，r，mwE(CNUT) 上 有 目 w 关 人 或 由 = 一 S 和 =1， 但 S 不 能 
出 现在 任何 其 他 产生 式 的 右边 。 

2 型 (或 上 下 文 无 关 ) 文 法 (type 2，or context-free grammar): 是 一 种 短语 结构 文法 ， 但 其 产生 
式 都 具有 形式 A 一 w, ， 其 中 A 是 一 个 非 终 结 符 。 

3 型 (或 正则 ) 文 法 (type 3，or regular grammar) : 是 一 种 短语 结构 文法 ， 其 产生 式 的 形式 是 
A>aB，A>a 或 SX?， 其 中 A、B 是 非 终结 符 ，S 是 初始 符 ，a 是 一 个 终结 符 。 

派生 (或 语法 分 析 ) 树 (derivation(or parse)tree) : 一 个 带 根 的 有 序 树 ， 其 根 表 示 2 型 文法 的 初始 
符 ， 内 部 顶点 表示 非 终 结 符 ， 叶 表示 终结 符 ， 顶 点 的 儿子 是 产生 式 右 边 按 从 左 到 右 顺序 排 
列 的 符号 ， 父 亲 表 示 的 符号 都 在 左边 。 

巴克 斯 -诺尔 范式 (Backus-Naur form) : 上 下 文 无 关 文 法 的 一 种 描述 ， 在 这 种 描述 中 ， 将 左边 非 
终结 符 相 同 的 所 有 产生 式 合并 成 一 个 式 子 ， 式 子 的 右边 是 这 些 产生 式 不 同 的 右边 ， 并 用 坚 
线 符 将 其 分 开 ， 用 尖 括 号 将 非 终 结 符 括 起 来 ， 符 号 一 被 换 成 :: 一 。 

有 限 状 态 机 器 (S，I，O，f，g，5o) 或 米兰 机 (finite-state machine(S, JI, O, f, g,， 50)ora 
Mealy machine) : 一 个 六 元 组 ， 包 括 状态 集 S、 输 入 字母 表 I、 输 出 字母 表 O、 转 移 函 数 了 
(对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 下 一 个 状态 )、 输 出 函数 g( 对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 一 个 
输出 ) 和 一 个 初始 符 w 。 

AB(A 和 B 的 连接 ，concatenation of A and B): 由 A 中 的 串 和 B 中 的 串 连 接 而 成 的 串 构成 
的 集合 。 

A* (A 的 克 菜 因 闭 包 ，Kleene closure of A): 由 A 中 任意 多 个 串 连 接 而 成 的 串 构 成 的 集合 。 

确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 (S,， IJ，f，s。， 玉 ，deterministic finite-state automaton) : 一 个 五 元 
组 ， 包括 状 态 集 S、 输 入 字母 表 I、 转 移 函 数 f( 对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 下 一 个 状态 )、 
初始 符 s。 和 终结 状态 集 下 。 

非 确 定性 的 有 限 状 态 自动 机 (S, I,，f,，s。， FF， nondeterministic finite-state automaton): 一 个 
五 元 组 ， 包 括 状态 集 S、 输 入 字母 表 I、 转 移 函 数 f( 对 每 个 状态 与 输入 对 ， 指 派 下 一 个 可 
能 状态 的 集合 )、 初 始 符 s。 和 终结 状态 集 和 上 。 

自动 机 识别 的 语言 (language recognized by an automaton) ， 将 自动 机 从 初始 状态 带 到 终结 状态 
的 输入 串 构成 的 集合 。 

正则 表达 式 (regular expression) : 如 下 递归 定义 的 表达 式 ， 名 、X 和 输入 字母 表 中 的 每 个 符号 工 
都 是 正则 表达 式 ; 当 A 和 B 是 正则 表达 式 时 ，(AB)、(AUB) 和 A* 都 是 正则 表达 式 。 
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正则 集合 (regular set) : 正则 表达 式 定 义 的 集合 。 

图 灵机 (T 二 S，IJ，f，s。，Turing machine): 由 下 列 各 部 分 组 成 的 四 元 组 : 有 限 状 态 集 S、 包 
含 空 白 符 B 的 字母 表 I、 从 SXIT 到 SXIX({R, 工 } 的 一 个 部 分 函数 、 初 始 状 态 5,。 

非 确 定性 的 图 灵机 (nondeterministic Turing machine) : 对 于 每 个 (状态 ， 带 符号 ) 对 可 能 包含 不 
止 一 条 转换 规则 的 图 灵机 。 

判定 问题 (decision problem): 是 指 这 样 一 类 问题 ， 判 断 某 个 特定 类 型 的 命题 中 的 命题 是 否 
为 真 。 

可 解 问题 (solvable problem): 该 问题 的 性 质 是 具有 一 个 有 效 的 算法 能 够 求解 该 问题 的 所 有 
实例 。 

不 可 解 问题 Cunsolvable problem) : 该 问题 的 性 质 是 不 存在 一 个 有 效 的 算法 能 够 求解 该 问题 的 所 
有 实例 。 

可 计算 函数 (computable function) : 函数 值 可 以 通过 图 灵机 来 计算 的 函数 。 

不 可 计算 函数 (uncomputable function) : 函数 值 不 可 以 通过 图 灵机 来 计算 的 函数 。 

PP 类， 多 项 式 时 间 问 题 类 (P，the class of polynomial-time problems) : 该 类 问题 能 由 确定 性 的 图 
灵机 在 输入 大 小 的 多 项 式 时 间 内 求解 。 

NP 类 ， 非 确定 性 多 项 式 时 间 问 题 类 (NP，the class of nondeterministic polynomial-time problems) : 
一 个 问题 能 由 非 确定 性 的 图 灵机 在 输入 大 小 的 多 项 式 时 间 内 求解 ， 则 该 问题 属于 NP 类 
问题 。 

NP 完全 (NP-complete) : 该 类 问题 是 NP 类 问题 的 子 集 ， 并 且 该 类 问题 具有 这 样 的 性 质 ， 如 果 
其 中 之 一 属于 P 类 ， 则 NP 类 中 的 所 有 问题 也 都 属于 了 类 。 


结论 

对 每 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 存 在 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 它 们 识别 相同 的 
集合 。 

克 菜 因 定 理 (Kleeneys theorem) : 一 个 集合 是 正则 的 当 且 仅 当 它 可 由 一 个 有 限 状 态 自 动机 来 
识别 。 

一 个 集合 是 正则 的 当 且 仅 当 它 可 由 一 个 正则 文法 生成 。 

停机 问题 是 不 可 解 的 。 


复习 题 
1. a) 定 义 短 语 结构 文法 。 
b) “一 个 串 可 以 由 短语 结构 文法 从 串 这 派生 出 来 ”的 含义 是 什么 ? 
2. a) 什 么 是 短语 结构 文法 生成 的 语言 ? 
b) 设 短语 结构 文法 G 如 下 : 词汇 表 为 {S，0，1}， 终结 符 集 为 T= 二 {0，1}， 初始 符号 为 S， 产 生 式 为 
S 一 000S 和 S 一 1。G 生成 的 语言 是 什么 ? 
ec) 给 出 生成 集合 {01" |n= 二 0，1，2，…} 的 短语 结构 文法 。 


3. 3) 定义 一 个 1 型 文法 。 b) 给 出 一 个 是 文法 但 不 是 1 型 文法 的 例子 。 
中 定义 2 型 文法 。 d) 给 出 一 个 是 1 型 文法 但 不 是 2 型 文法 的 例子 。 
e) 定 义 一 个 3 型 文法 。 人 给 出 一 个 是 2 型 文法 但 不 是 3 型 文法 的 例子 。 
4. 3) 定义 一 个 正则 文法 。 b) 定 义 一 个 正则 语言 。 


ec) 证 明 : 集合 {0o"1l" |m、n 二 0，1，2，…} 是 一 个 正则 语言 。 
5. a) 什 么 是 巴克 斯 -诺尔 范式 ? 
b) 选 择 英语 的 一 个 子 集 ， 给 出 其 巴克 斯 -诺尔 范式 。 
6. a) 什 么 是 有 限 状态 机 ? 
b) 说 明 怎么 用 有 限 状 态 机 建立 下 列 自动 售 货 机 的 模型 : 它 只 接受 25 分 硬币 ， 在 放 入 75 分 之 后 ， 它 发 
售 一 简 软 饮料 。 
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7. 求 能 被 如 下 的 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 识别 的 串 的 集合 。 


< 
(9) 0 ()- (®) rr" Oo 


8. 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 能 识别 以 1 开始， 并 且 以 1 结束 的 串 形成 的 集合 。 
9. a) 什 么 是 一 个 串 集合 的 克 莱 因 闭 包 ? b) 求 集合 {11，0}) 的 克 莱 因 闭 包 。 
10. a) 定 义 一 个 有 限 状 态 自 动机 。 
b) “一 个 串 由 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 ?的 含义 是 什么 ? 
. 11. a) 定 义 一 个 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 。 
b) 试 证 : 对 于 每 个 非 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 ， 存 在 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 ， 它 们 识别 相同 的 语言 。 
12. a) 定 义 一 个 集合 TI 上 的 正则 表达 式 集 。 b) 解 释 怎么 用 正则 表达 式 表示 正则 集合 。 
13. 叙述 克 莱 因 定理 。 
14. 试 证 : 一 个 集合 可 由 正则 文法 生成 当 且 仅 当 它 是 一 个 正则 集合 。 
15. 给 出 一 个 不 能 由 有 限 状态 自动 机 识别 的 集合 的 例子 ， 并 证 明 没 有 有 限 状 态 自动 机 能 够 识别 它 。 
16. 定义 一 个 图 灵机 。 
17. 描述 如 何 用 图 灵机 来 识别 集合 。 
18. 描述 如 何 用 图 灵机 计算 数论 函数 。 
19. 什么 是 不 可 解 的 判定 问题 ? 给 出 一 个 例子 。 


补充 练习 
* 1. 求 识别 下 列 每 个 语言 的 一 个 短语 结构 文法 。 
a) 形 如 0”1”* 的 位 捉 的 集合 ， 其 中 是 一 个 非 负 整 数 。 
b) 位 串 的 集合 ， 其 中 0 的 个 数 是 1 的 个 数 的 两 倍 。 
c) 形 如 w? 的 位 串 的 集合 ， 其 中 记 是 位 串 。 . 
* 2. 求 产生 集合 {0”|n 宇 0} 的 一 个 短语 结构 文法 。 
在 练习 3 和 4 中 ，G=(V，T，S，P) 是 一 个 上 下 文 无 关 文 法 , 其 中 V={(,), S, A,，B}, T={(,)}， 
S 是 初始 符号 ， 产 生 式 有 S 一 A, A 一 AB, A 一 B, B 一 (A),B 一 ()，S 一 A。 
3. 构造 下 列 串 的 派生 树 。 
a)(()) b)()(()) ©) (C(O)O)) 
* 4. 证 明 : L(G) 就 是 第 5 章 补充 练习 63 的 导语 中 定义 的 括号 的 合式 串 集合 。 
称 一 个 上 下 文 无 关 文 法 是 二 义 的 ， 如 果 L(G) 中 有 一 个 词 有 两 个 派生 ， 且 将 这 两 个 派生 看 做 带 根 的 有 
序 树 时 ， 产 生 两 个 不 同 的 派生 树 。 
5. 设 文法 G=(V，T，S，P), 其 中 V={0，S},， T=={0}，S 是 初始 符号 ， 产 生 式 有 S 一 0S，S 一 S0 和 
S-~0。 构 造 0: 的 两 个 不 同 派生 树 ， 从 而 证 明 G 是 二 义 的 。 
6. 设 文法 G=(V，T，S，P) 为 : V={0，S},，T=(0)，S 是 初始 符号 ， 产 生 式 有 S 一 0S 和 S 一 0。 证 明 
G 是 非 二 义 的。 
7. 设 A 和 B 是 V" 的 两 个 有 限 子 集 ， 其 中 V 是 一 个 字母 表 。 问 |AB|== | BA | 肯定 成 立 吗 ? 
8. 设 V 是 一 个 字母 表 ，A、B 和 C 是 的 子 集 。 证 明 或 反 证 下 列 各 式 。 
a)A(BUC)=ABUAC b)A(BNOCO=ABNAC 
ce) (AB)C= A(BC) dAUB)’ =A* UB* 
9. 设 V 是 一 个 字母 表 ，A 和 B 是 V' 的 子 集 。 从 A* SB "能 和 否 推出 AS 了 B? 
10. 正则 表达 式 (2* )(0U (12" ))" 表示 的 串 集 合 是 什么 ( 串 的 符号 在 集合 {0，1，2} 中 )? 
如 下 递归 定义 集合 I 上 正则 表达 式 的 星 高 度 h(E): 
h(2Z)=0; 
若 xEI， 则 h(x) 二 0; 
车 E 和 Es 是 正则 表达 式 , 则 h(E UE))==h((EiE2)) 二 max(h(E), h(E,)); 
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11. 


#12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


#17, 


* 18. 


19. 


20. 
21. 


若 卫 是 正则 表达 式 ， 则 h(E* ) 二 h(E) 十 1。 
求 下 列 正则 表达 式 的 星 高 度 : 
a)0*1 b)0*1° ©) (0* 01)° d) ((0° 1)* )* 
e) (010° (1° 01° )* ((01)* (10)* )* f) (CO )1)* 0)* )1)* 
对 下 列 每 个 正则 表达 式 ， 求 一 个 表示 相同 语言 但 具有 最 小 星 高 度 的 正则 表达 式 。 
a)(0"1-*) b) (0(01° 0)* ) 0° U COD U1 ): 
构造 一 个 带 输出 的 有 限 状 态 机 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 输入 位 串 中 含有 4 个 或 4 个 以 上 的 1， 则 它 输出 
1。 然 后 再 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 来 识别 这 个 集合 。 
构造 一 个 带 输出 的 有 限 状 态 机 器 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 输入 位 串 中 含有 4 个 或 4 个 以 上 连续 的 1， 则 
它 输 出 1。 然 后 再 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 来 识别 这 个 集合 。 
构造 一 个 带 输出 的 有 限 状态 机 器 ， 若 到 目前 为 止 读 到 的 输入 位 串 以 4 个 或 4 个 以 上 连续 的 1 结尾， 则 
它 输出 1。 然 后 再 构造 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 来 识别 这 个 集合 。 
在 有 限 状态 机 中 ， 称 状态 * 是 从 状态 s 可 达 的 ， 如 果 存 在 输入 串 z 使 得 7(s*，z)=* 。 称 状态 * 是 瞬 
变 的 ， 若 没有 非 空 输入 串 z 使 得 f(s*，z) 王 *。 称 状态 * 是 一 个 沉积 点 ， 若 对 于 任意 输入 串 都 有 
(5，7z) 一 5S。 对 下 列 状 态 图 所 示 的 有 限 状 态 机 ， 回 答 问 题 a) 一 d) 。 
a) 哪 些 状态 是 从 so 可 达 的 ? 
b) 哪 些 状态 是 从 ss 可 达 的 ? 
©) 哪 些 状态 是 瞬 变 的 ? 
d) 哪 些 状态 是 沉积 点 ? 





设 集合 S$、I 和 0O 都 是 有 限 集合 , 且 |S|=n、|I|=k、|0|=m。 
a) 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 有 限 状态 机 (米兰 机 )M 二 (S，I，O，f，g，s5o) (其 中 初始 状态 so 可 以 任意 
选择 )? 
b) 可 以 构造 多 少 个 不 同 的 摩尔 机 M 二 (S，I，O，f，g，so) (其 中 初始 状态 so 可 以 任意 选择 )? 
设 集合 S 和 了 是 有 限 集合 , 且 |S| =n，|T| 二。 在 下 列 情形 下 ， 存 在 多 少 个 不 同 的 有 限 状态 自动 机 
(S,，I，f，so，F) (其 中 初始 状态 so。 以 及 由 S 的 终结 状态 构成 的 子 集 下 可 以 任意 选择 )? 
a) 如 果 机 器 是 确定 性 的 。 
b) 如 果 机 器 是 非 确定 性 的 。( 注 意 : 这 包括 确定 性 的 自动 机 。) 
对 于 具有 如 下 状态 图 的 非 确 定性 的 自动 机 ， 构 造 一 个 与 之 等 价 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 。 
0 





练习 19 中 的 自动 机 识别 的 语言 是 什么 ? 
构造 有 限 状 态 自动 机 识别 下 列 集合 。 
a)0" (10) b) CO1U111)* 10° (0U1) © (C001U (1D*)" 
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* 22. 


# 23, 
* 24. 
# 25. 


* 26. 
i ZI。 
* 28. 


* 29, 
* 30. 


求 表 示 由 0 和 1 组 成 的 下 列 串 集合 的 正则 表达 式 。 

a) 偶 数 个 1 与 奇数 个 0 交替 出 现 。 

b) 包 含 至 少 2 个 连续 的 0 或 3 个 连续 的 1。 

c) 不 包含 3 个 连续 的 0 或 2 个 连续 的 1。 

证 明 : 车 A 是 一 个 正则 集合 ， 则 A 也 是 。 

证 明 : 车 A 和 B 都 是 正则 集合 ， 则 A 站 也 也 是 。 

求 识别 由 0 和 1 组 成 的 下 列 串 集合 的 有 限 状态 自动 机 。 

a) 以 不 超过 3 个 连续 的 0 开始 ， 且 至 少 包含 2 个 连续 的 1 。 

b) 包 含 偶数 个 符号 ， 且 不 含 101 。 

c) 有 3 个 由 2 个 或 2 个 以 上 的 1 组 成 的 块 ， 且 有 至 少 2 个 0。 

用 13.4 节 的 练习 22 所 给 的 泵 引 理 证 明 : {0” | EN)} 不 是 正则 的 。 

用 13.4 节 的 练习 22 所 给 的 泵 引 理 证 明 : {1? |p 是 素数 } 不 是 正则 的 。 

对 于 上 下 文 无 关 语 言 ， 有 与 正则 集合 的 泵 引 理 类 似 的 结果 。 设 L(G) 是 上 下 文 无 关 语 言 G 识别 的 语 
言 。 此 结果 是 存在 常量 N， 如 果 z 是 L(G) 中 的 一 个 词 ， 且 1(z) 宇 N， 则 zz 可 以 写成 wvwzy， 其 中 
lwwz) 过 N，l(vz) 宇 1， 且 uviwziy 属于 L(G) (i 二 0，1，2，3，…)。 用 这 个 结果 证 明 ， 不 存在 上 下 
文 无 关 文 法 L(G) 满 足 {0"1"2" |n 二 0， 于 

构造 一 个 能 计算 函数 fm ，m2 ) 一 max(Cma ，7m2 ) 的 图 灵机 。 

构造 一 个 图 灵机 ， 它 能 计算 如 下 函数 : 当 坟 三 nn 时 ，f(m， nn)= 二 一 m; 当 w 过 mn 时 ，fl(m, nz)==0。 


计算 机 课题 
按 给 定 的 输入 和 输出 写 程序 。 
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12. 

#13. 


. 给 定 短语 结构 文法 的 产生 式 ， 根 据 乔 姆 斯 基 分 类 方法 ， 判 断 此 文法 所 在 的 类 。 

. 给 定 短语 结构 文法 的 产生 式 ， 求 使 用 20 条 或 更 少 的 产生 式 规 则 生成 的 所 有 串 。 

. 给 定 2 型 文法 的 巴克 斯 -诺尔 范式 ， 求 使 用 20 条 或 更 少 的 规则 生成 的 所 有 串 。 

: 给 定 一 个 上 下 文 无 关 文法 的 产生 式 和 一 个 串 ， 如 果 这 个 串 在 此 文法 生成 的 语言 中 ， 产 生 这 个 串 的 派生 树 。 

. 给 定 一 个 摩尔 机 的 状态 表 和 一 个 输入 串 ， 产 生 此 机 器 生成 的 输出 串 。 

. 给 定 一 个 米兰 机 的 状态 表 和 一 个 输入 串 ， 产 生 此 机 器 生成 的 输出 串 。 

. 给 定 一 个 确定 性 的 有 限 状 态 自动 机 的 状态 表 和 一 个 串 ， 判断 这 个 串 能 否 由 此 自动 机 识别 。 

. 给 定 一 个 非 确 定性 的 有 限 状态 自动 机 的 状态 表 和 一 个 串 ， 判断 这 个 串 能 否 由 此 自动 机 识别 。 

. 给 定 一 个 非 确 定性 的 有 限 状 态 自 动机 的 状态 表 ， 构 造 一 个 识别 相同 语言 的 确定 性 的 有 限 状态 自动 机 的 


状态 表 。 

给 定 一 个 正则 表达 式 ， 构 造 一 个 非 确定 性 的 有 限 状 态 自 动机 ， 识 别 这 个 表达 式 表示 的 集合 。 
给 定 一 个 正则 文法 ， 构 造 一 个 有 限 状态 自动 机 识别 这 个 文法 生成 的 语言 。 

给 定 一 个 有 限 状态 自动 机 ， 构 造 一 个 正则 文法 生成 这 个 自动 机 所 识别 的 语言 。 

给 定 一 个 图 灵机 ， 求 一 个 给 定 的 输入 串 所 产生 的 输出 串 。 


计算 和 探索 
用 一 个 计算 程序 或 你 自己 编写 出 的 程序 做 下 面 的 练习 。 


写 


. 通过 检查 所 有 具有 两 个 状态 且 字 母 表 为 {1，B} 的 图 灵机 ， 求 解 两 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 。 
. 通过 检查 所 有 具有 3 个 状态 且 字 母 表 为 {1，B} 的 图 灵机 ， 求 解 3 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 。 
. 通过 检查 所 有 具有 4 个 状态 且 字 母 表 为 {1，B} 的 图 灵机 ， 求 具有 4 个 状态 的 忙碌 海 狸 机 器 。 
. 尽力 解 5 个 状态 的 忙碌 海 狸 问题 ， 进 展 越 多 越 好 。 

. 尽力 解 6 个 状态 的 忙碌 海 狸 问 题 ， 进 展 越 多 越 好 。 


作 课 题 


用 本 教材 以 外 的 资料 ， 按 下 列 要 求 写成 论文 。 


1 


描述 怎么 用 利 登 梅 耶 系统 (Lidenmeyer system) 建 立 某 种 类 型 植物 的 生长 模型 。 利 登 梅 耶 系统 用 带 产生 


双生 内 
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式 的 文法 来 建立 植物 生长 的 各 种 不 同方 式 的 模型 。 


- 对 于 各 种 程序 设计 语言 ， 如 Java、LISP、ADA 和 数据 库 语言 SQL， 给 出 描述 其 语法 的 巴克 斯 -诺尔 范 


式 (或 扩展 的 巴克 斯 -诺尔 范式 ) 规 则 。 


. 解释 在 拼写 检查 程序 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状态 机 。 

. 解释 在 网 络 协议 研究 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状态 机 。 

. 解释 在 语音 识别 程序 中 ， 怎 么 使 用 有 限 状态 机 。 

. 比较 摩尔 机 和 米兰 机 在 设计 硬件 系统 和 计算 机 软件 中 的 应 用 。 

. 解释 概念 有限 状态 自动 机 极 小 化 ”。 给 出 一 个 程序 来 实现 这 个 极 小 化 。 

,给 出 细胞 自动 机 的 定义 ， 以 “生命 的 游戏 ”(Game of Life) 为 例 ， 解 释 它们 的 应 用 。 

. 定义 下 推 自 动机 ， 解 释 怎 么 用 下 推 自动 机 来 识别 集合 。 下 推 自动 机 能 识别 哪些 集合 ? 给 出 验证 你 的 答 


案 正 确 性 的 证 明 概 要 。 


. 定义 线性 有 界 自动 机 ， 解 释 怎么 用 线性 有 界 自动 机 来 识别 集合 。 线 性 有 界 自动 机 能 识别 哪些 集合 ? 


给 出 验证 你 的 答案 正确 性 的 证 明 概 要 。 


. 查找 图 灵 对 现 称 为 图 灵机 的 机 器 的 原始 定义 。 定 义 这 样机 器 的 动机 是 什么 ? 

. 描述 “通用 图 灵机 ”(Universal Turing Machine) 的 概念 。 解 释 怎么 构造 这 样 的 机 器 。 

. 解释 能 够 用 非 确 定性 的 图 灵机 而 不 能 用 确定 性 的 图 灵机 的 应 用 种 类 。 

. 证 明 : 一 个 图 灵机 能 够 模拟 一 个 非 确 定性 的 图 灵机 的 任何 动作 。 

. 证 明 : 一 个 集合 能 被 图 灵机 识别 当 且 仅 当 它 能 由 短语 结构 文法 生成 。 

. 描述 演算 的 基本 概念 。 解 释 怎 么 用 它 来 研究 函数 的 可 计算 性 。 

. 试 证 : 一 个 具有 nn 个 带 的 图 灵机 能 做 的 任何 事情 ， 本 章 所 定义 的 图 灵机 也 都 能 做 。 

. 试 证 : 一 个 在 两 个 方向 都 有 无 限 带 的 图 灵机 能 做 的 任何 事情 ， 只 在 一 个 方向 有 无 限 带 的 图 灵机 也 都 


能 做 。 
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本 书 中 ， 我 们 假设 了 一 组 实数 集合 和 正 整 数 集合 的 显 式 公 理 。 在 这 个 附录 中 ， 我们 将 列 出 
这 些 公理 并 解释 如 何 从 这 些 公理 导出 一 些 在 正文 中 不 加 证 明 就 引用 的 基本 事实 。 


A. 1 实数 公理 

标准 的 实数 公理 包括 域 ( 或 代数 ) 公 理 ， 用 于 规定 基本 算数 运算 的 法 则 和 序 公理 ， 用 于 规定 
实数 顺序 性 质 的 公理 。 

域 公 理 ”首先 介绍 域 公 理 。 通 常 ， 我 们 将 两 个 实数 xz 与 y 的 和 以 及 积分 别 记 做 工 十 y 和 
Z。y。 (注意 z 与 y 的 积 通 常 记 做 zy 而 省 略 表示 乘法 的 点 。 在 本 附录 中 ， 我 们 不 用 这 种 简化 符 
号 ， 但 是 在 正文 中 会 用 到 。) 另 外 ， 通 常 约 定 ， 先 做 乘法 后 做 加 法 ， 除 非 使 用 了 括号 。 尽 管 这 些 
陈述 也 是 公理 ， 但 通常 称 为 是 定律 或 法 则 。 这 些 公理 的 前 两 条 告诉 我 们 当 把 两 个 实数 相 加 或 相 
乘 时 ， 结 果 还 是 一 个 实数 。 这 就 是 封闭 律 。 

。 加 法 封闭 律 ” 对 于 所 有 实数 x 和 y，z 十 y 是 实数 。 

。 乘法 封闭 律 ” 对 于 所 有 实数 和 y，zx*y 是 实数 。 

接 下 来 两 个 公理 告诉 我 们 当 把 三 个 实数 相 加 或 相 乘 时 ， 无 论 什 么 运算 顺序 都 能 得 到 同样 的 
结果 。 这 就 是 结合 律 。 

。 加 法 结合 律 ” 对 于 所 有 实数 zx、y 和 z，(z 十 y) 十 zx 一 Z 十 (十 z) 。 

。 乘法 结合 律 ”对 于 所 有 实数 x、y 和 xz,， (zx*y)* z=zX*，(y*z)。 

另外 两 个 代数 公理 告诉 我 们 ， 对 两 个 数 做 加 法 或 乘法 时 顺序 并 不 重要 。 这 就 是 交换 律 。 

。 加 法 交换 律 ”对 于 所 有 实数 工 和 y，Zz 十 y 二 y 十 工 。 

。 乘法 交换 律 ” 对 于 所 有 实数 和 y,， xz，y 王 y* 工 。 

接 下 来 两 个 公理 告诉 我 们 0 和 1 分 别 是 实数 集 的 加 法 单位 元 和 乘法 单位 元 。 即 ， 当 我 们 对 
一 个 实数 加 0 或 者 乘 1 时 不 会 改变 这 个 实数 。 这 就 是 单位 元 律 。 

。 加 法 单位 元 律 ” 对 于 每 个 实数 zx，z 十 0 王 0 十 z 一 工 。 

。 乘法 单位 元 律 ” 对 于 每 个 实数 zx，Z。1 一 1。z 一 Z。 

虽然 这 看 起 来 很 明显 ， 但 我 们 还 是 需要 下 面 的 公理 。 

。 单位 元 公理 ”加 法 单位 元 0 和 乘法 单位 元 1 是 不 一 样 的 ， 即 0 关 1。 

还 有 两 个 公理 告诉 我 们 ， 对 于 每 个 实数 ， 都 存在 一 个 实数 加 上 该 实数 后 得 到 0; 而 对 于 每 
个 非 零 实数 ， 都 存在 一 个 实数 乘 上 该 实数 后 得 到 1。 这 就 使 逆 律 。 

。 加 法 的 逆 律 ”对 于 每 个 实数 zx， 存在 一 个 实数 一 z( 称 为 z 的 加 法 逆 ) 使 得 zx 十 (一 zx) 二 


(—%) 十 w=0。 
。 乘法 的 逆 律 ”对 于 每 个 非 零 实数 z， 存 在 一 个 实数 1/z( 称 为 z 的 乘法 逆 ) 使 得 工 。 
(1/7z)=(1/z) * z=1。 


实数 的 最 后 一 个 代数 公理 是 分 配 律 ， 它 告诉 我 们 乘法 对 加 法 可 分 配 。 即 ， 先 把 一 对 实数 相 
加 再 乘 以 第 三 个 实数 ， 或 者 先 将 两 个 实数 中 的 每 一 个 与 第 三 个 实数 相 乘 再 把 两 个 乘积 相 加 ， 我 
们 将 得 到 同样 的 结果 。 

。 分 配 律 ”对 于 所 有 实数 zx、y 和 zx， 有 Zz。，(?y 十 切 王 Z。，y 十 z。z 和 (Z 十 力 。z 一 工 。，z 十 y。x。 

序 公理 ” 接 下 来 ,我 们 叙述 实数 的 序 公 理 ， 它 规定 了 实数 集 上 的 “大 于 ”( 记 做 二 ) 的 性 质 。 
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当 工 大 于 yy 时 ， 我们 写成 x 二 y( 和 yx); 当 zxy 或 + 二 y 时 ， 我们 写成 zx 宇 y( 和 yy 三 x)。 第 
一 个 公理 告诉 我 们 ， 给 定 两 个 实数 ， 恰 好 有 三 种 可 能 性 之 一 发 生 : 两 个 数 相 等 ; 第 一 个 数 大 于 
第 二 个 数 ; 第 二 个 数 大 于 第 一 个 数 。 这 就 是 三 分 律 。 

。 三 分 律 ” 对 于 所 有 实数 工 和 >，z=y、z>>y、y>> 工 中 恰好 有 一 个 为 真 。 

接 下 来 的 公理 称 为 传递 律 ， 它 告诉 我 们 ， 如 果 第 一 个 数 大 于 第 二 个 数 而 第 二 个 数 又 大 于 第 
三 个 数 ， 则 第 一 个 数 大 于 第 三 个 数 。 

。 传递 律 ”对 于 所 有 实数 z、y 和 >z， 如 果 让 z>>y 和 yz*， 则 zx 二 z。 

我 们 还 有 两 个 相 容 律 ， 它 告诉 我 们 当 在 一 个 大 于 关系 的 两 边 加 上 一 个 数 时 ， 大 于 关系 依然 
成 立 ; 当 在 一 个 大 于 关系 两 边 乘 上 一 个 正 整 数 ( 即 满足 zx>0 的 实数 z) 时 ， 大 于 关系 依然 成 立 。 

。 加 法 相 容 律 ” 对 于 所 有 实数 z+、y 和 zz， 如 果 zx 二 y， 则 z 十 = 盖 y 十 z。 

。 乘法 相 容 律 ” 对 于 所 有 实数 zx、y 和 >z， 如 果 z>y 和 z>0， 则 z， zy，z 

我 们 留 给 读者 (参见 练习 15) 来 证 明 对 于 所 有 实数 zx、> 和 >z， 如 果 Zz>y> 和 >z<0， 则 工 。 
z<y。zx。 即 在 一 个 不 等 式 两 边 乘 以 一 个 负 实 数 改变 不 等 式 的 方向 。 

实数 集 的 最 后 一 个 公理 是 完备 性 。 在 叙述 该 公里 前 ， 还 需要 一 些 定义 。 首 先 ， 给 定 实数 的 
一 个 非 空子 集 A， 我 们 说 实数 5 是 A 的 一 个 上 界 ， 如 果 对 于 A 中 的 每 个 实数 a 有 4b 宇 a。 一 个 实 
数 ;是 A 的 最 小 上 界 ， 如 果 ;是 A 的 一 个 上 界 且 只 要 t 是 A 的 一 个 上 界 时 就 有 s 二 zi。 

。 完备 性 ”实数 的 每 个 有 上 界 的 非 空 子 集 均 有 一 个 最 小 上 界 。 


A.2 利用 公理 证 明基 本 事实 

我 们 所 列 的 公理 可 以 用 来 证 明 许多 之 前 常常 引用 而 又 没有 显 式 证 明 的 性 质 。 这 里 给 出 一 些 
能 用 公理 证 明 的 结论 的 例子 ， 而 将 更 多 性 质 的 证 明 留 作 练习 。 虽 然 我 们 要 证 明 的 结论 看 似 相 当 
明显 ， 但 仅 用 我 们 给 出 的 公理 证 明 还 是 富有 挑战 性 的 。 

实数 的 加 法 单位 元 0 是 唯一 的 。 

证 ”为 了 证 明 实 数 的 加 法 单位 元 0 是 唯一 的 ， 假 设 0 也 是 一 个 实数 的 加 法 单位 元 。 这 意味 
着 当 z 是 实数 时 有 0' 十 z 一 z 十 0 一 z。 由 加 法 单位 元 律 可 得 0 十 0' 二 0'。 因 为 0 是 加 法 单位 元 ， 所 
以 我 们 知道 0 十 0' 王 0。 从 而 可 得 0 二 0'， 因 为 两 者 均等 于 0 十 0 。 这 就 证 明了 0 是 实数 唯一 的 加 法 单 
位 元 。 4 

实数 工 的 加 法 谤 是 唯一 的 。 
证 令 工 为 实数 。 假 设 y 和 z 均 为 zx 的 加 法 逆 。 则 ， 





二 0 由 加 法 单位 元 律 
一 (z 十 Z) 十 y 因为 z 是 xz 的 加 法 逆 
一 z 十 (Zr 十 y) 由 加 法 的 结合 律 
一 z 十 0 因为 y 是 xz 的 加 法 道 
一 z 由 加 法 单位 元 律 。 
从 而 可 得 > 一 >。 4 


定理 1 和 2 告诉 我 们 加 法 单位 元 和 加 法 逆 是 唯一 的 。 定 理 3 和 4 告诉 我 们 乘法 单位 元 和 非 
等 实 玫 的 汪 砍 浊 也 是 礁 一 的 。 证 明 留 作 练习 。 
攻 莉 实数 的 乘法 单位 元 1 是 唯一 的 。 

非 零 实数 工 的 乘法 逆 是 唯一 的 。 

对 于 每 个 实数 ，xz， 0 一 0。 

证 假设 是 实数 。 由 加 法 逆 律 ， 存 在 一 个 实数 y 是 z。0 的 加 法 逆 ， 所 以 有 x， 0 十 ?一 
0。 由 加 法 单位 元 律 ，0 十 0 二 0。 利 用 分 配 律 ， 可 知 z，0 二 zx，(0 十 0) 二 zx，0 十 Tz，0。 从 而 可 得 

0 二 xz，0 十 y= 二 (TT，0 十 I，0) 十 y 
接 下 来 ， 注 意 由 加 法 结合 律 以 及 因为 x， 0 十 y 二 0， 可 得 
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(xz* 0+z* 0)+y=rz* 0+(rz* 0+y)=7rz* O00 
后 ， 由 加 法 单位 元 律 ， 可 知 zx。0 十 0 于 z。0。 因 此 ，Zz，0 王 0。 4 

对 于 所 有 实数 工 和 y， 如 果 工 " y 一 0， 则 z 一 0 或 y 一 0。 

证 假设 x 和 yy 是 实数 且 x，y 二 0。 如 果 z 取 0， 则 由 乘法 逆 律 ，xz 有 一 乘法 逆 1/z 使 得 
ZT，。(1/Zz) 二 (1/x)*。x==1。 因 为 zx。 y= 二 0， 所 以 由 定理 5 可 得 (1/x)。，(x*y)==(1/x)，0= 
利用 乘法 结合 律 ， 有 ((1/z)。z)。y 王 0。 这 意味 着 1。y 王 0。 由 乘法 单位 元 律 ， 可 知 1。y 一 y， 
所 以 > 一 0。 因 此 ， 或 者 z=0 或 者 y 一 0。 4 

实数 集 的 乘法 单位 元 1 大 于 加 法 单位 元 0。 

证 “由 三 分 律 可 知 ，0 王 1，0>1， 或 者 1 之 0。 由 单位 元 公理 可 知 ，0 天 1。 

所 以 ,假设 0>1。 我 们 证 明 这 个 假设 会 导致 矛盾。 由 加 法 闭 律 ，1 有 加 法 逆 一 1 满足 1 十 


(一 1) 二 0; 加 法 相 容 性 告诉 我 们 ，0 十 (一 1) 之 1 十 (一 1)=0; 加 法 单位 元 律 告诉 我 们 ,0 十 (一 1) = 
一 1。 因 此 ， 一 1>0， 而 由 乘法 相 容 性 可 得 ，( 一 1) 。( 一 IJ) 盖 ( 一 1)。0。 由 定理 5， 最 后 一 个 不 等 
式 的 右边 是 0。 由 分 配 律 可 得 ，( 一 1)。( 一 1) 十 (一 1)。1=( 一 1) 。( 一 1 十 1) 王 (一 1)。0 王 0。 所 
以 ， 最 后 这 个 不 等 式 的 左边 ，( 一 1D)。( 一 1) ， 是 一 1 唯一 的 加 法 道 ， 所 以 该 不 等 式 的 左边 等 于 1 。 
因此 最 后 这 个 不 等 式 变 成 了 1 二 0, 与 三 分 律 矛 盾 ， 因 为 我 们 已 经 假设 了 0 二 1。 

因为 我 们 知道 0 关 1 而 0 二 1 也 是 不 可 能 的 ， 所 以 由 三 分 律 可 得 结论 1 二 0。 4 


接 下 来 的 定理 告诉 我 们 ， 对 于 每 个 实数 都 存在 一 个 整数 (这 里 的 整数 是 指 0、 任 意 多 个 1 的 
和 ， 以 及 这 些 和 的 加 法 逆 ) 大 于 该 实数 。 这 个 结论 归功 于 希腊 数学 家 阿 基 米 德 。 这 个 结论 可 以 
在 欧 几 里 得 的 《Elements) 第 5 卷 中 找到 。 

阿 基 米 德 性 质 ”对 于 每 个 实数 工 存 在 一 个 整数 n， 使 得 n 工 。 

证 假设 是 一 个 实数 ， 使 得 对 每 个 整数 nn 都 有 nn 三 z<。 则 z 是 整数 集合 的 一 个 上 界 。 由 
完备 性 可 得 ， 整 数 集合 有 一 个 最 小 上 界 M。 因 为 M 一 1<M 而 M 是 整数 集合 的 最 小 上 界 ， 所 以 
M 一 1 不 是 整数 集合 的 上 界 。 这 意味 着 存在 一 个 整数 满足 2 二 M 一 1。 这 蕴含 着 ?十 1 二 M， 与 
M 是 整数 集合 的 上 界 矛 盾 。 4 


A.3 正 整数 集合 的 公理 

现在 要 列 的 公理 规定 正 整数 集合 作为 整数 集合 的 子 集 必须 满足 4 个 关键 的 性 质 。 在 本 书 
中 ， 我 们 假定 这 些 公理 为 真 。 

。 公理 1 数 1 是正 整数 。 

。 公理 2 ”如 果 刀 是 正 整 数 ， 则 nn 十 1， 即 的 后 继 ， 也 是 正 整 数 。 


Lg | 


a 阿 基 米 德 (Archimedes， 公 元 前 287 年 一 公元 前 212 年 ) 阿 基 米 德 是 古代 最 伟大 
的 科学 家 和 数学 家 之 一 。 他 出 生 在 叙 拉 古 ， 一 个 位 于 西西 里 岛 的 希腊 城邦 国家 。 他 父 
亲 Phidias 是 一 位 天 文学 家 。 阿 基 米 德 在 埃及 的 亚历山大 接受 的 教育 。 完 成 学 业 后 重 
返 叙 拉 古 ， 六 很 少 有 人 知道 他 的 个 人 生活 ， 我 们 甚至 不 知道 他 是 否 
结婚 生子 。 公 元 前 212 年 ， 罗 马 人 人 和 人 侵 氢 拉 古 时 阿 基 米 德 被 罗马 士兵 杀害 。 
<0 阿 基 米 德 在 几何 学 上 做 出 了 许多 重要 发 现 。 他 在 二 千 多 年 前 所 描述 的 曲线 下 面积 
ET 的 计算 方法 被 重新 发 明 后 成 为 积分 学 的 一 部 分 。 阿 基 米 德 还 发 明了 一 种 方法 来 表示 采 
| . 用 常规 希腊 方法 表达 不 了 的 大 整数 。 他 发 现 了 计算 球体 以 及 其 他 固体 物 的 体积 的 方 
法 ， 他 计算 了 的 近似 值 。 阿 基 米 德 是 一 位 杰出 的 工程 师 和 发 明 家 。 他 的 抽水 机 器 ， 现 在 称 为 是 阿 基 米 
德 螺旋 抽水 机 ， 至 今 还 在 应 用 。 或 许 他 最 著名 的 发 现 是 浮力 原理 ， 它 告诉 我 们 浸 人 液体 中 的 物体 会 变 轻 ， 
变 轻 的 量 正 好 等 于 它 所 排 开 的 液体 的 重量 。 有 些 历史 故事 告诉 我 们 阿 基 米 德 是 最 早 的 裸奔 者 ， 当 他 有 了 
这 个 发 现时 ， 赤 裸 着 身体 在 叙 拉 古 的 街道 上 奔跑 并 高 喊 “ 尤 里 卡 ”( 意 思 是 “我 发 现 了 ”)。 第 二 次 布 匿 战争 
时 期 ， 他 还 巧妙 地 利用 机 器 阻挡 了 围攻 叙 拉 古 的 罗马 大 军 好 几 年 。 
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。 公理 3 每 个 大 于 1 的 正 整数 是 一 个 正 整 数 的 后 继 。 

。 公理 4 良 序 性 正 整 数 集合 的 每 个 非 空子 集 都 有 一 个 最 小 元 。 

5.1 节 和 5.2 节 已 经 证 明了 和 良 序 原理 等 价 于 数学 归纳 法 原理 。 

。 数学 归纳 法 原理 ”如果 S 是 正 整 数 集合 使 得 1€ S 且 对 于 所 有 正 整 数 n， 如 果 nES， 则 

n 十 1€ES， 则 S 就 是 正 整 数 集合 。 

大 多 数 数学 家 认为 实数 系统 是 已 经 存在 的 ， 且 实数 是 满足 这 个 附录 里 列 出 的 公理 。 可 是 ， 
19 世纪 的 数学 家 开发 了 一 些 技术 ， 从 最 基本 的 数 的 集合 出 发 来 构造 实数 集合 。( 实 数 构造 过 程 
有 时 候 在 数学 本 科 生 的 高 级 课程 中 学 习 。 例 如 ， 可 以 在 LMo91] 中 找到 一 种 处 理 方式 .) 过 程 的 
第 一 步 是 利用 公理 1 一 3、 和 良 序 性 或 数学 归纳 法 公理 来 构造 正 整数 集合 。 然 后 ， 再 定义 正 整数 
的 加 法 和 乘法 。 一 旦 有 了 定义 ， 可 以 利用 整数 序 偶 的 等 价 类 来 构造 整数 集合 ， 其 中 (ae， 一 
(c，d) 当 和 且 仅 当 a 十 4 二 6 十 c。 整 数 的 加 法 和 乘法 可 以 利用 这 些 序 偶 来 定义 (参见 练习 21) 。 等 
价 关系 和 等 价 类 在 第 9 章 中 讨论 了 。) 接 下 来 ， 再 利用 整数 序 偶 的 等 价 类 来 构造 有 理 数 集合 ， 这 
里 序 偶 中 第 二 个 整数 不 能 为 零 ， 其 中 (ae，b) 盖 (c，d 四 当 且 仅 当 a .da=2。c。 有 理 数 的 加 法 和 乘 
法 可 以 利用 这 些 序 偶 来 定义 (参见 练习 22) 。 利 用 无 限 序 列 ， 可 以 从 有 理 数 集合 来 构造 实数 集 
合 。 有 兴趣 的 读者 会 发 现 值 得 阅读 这 样 构造 步骤 的 更 多 细节 。 


练习 
在 你 解答 这 些 练习 时 ， 给 出 的 证 明 中 只 能 用 到 这 个 附录 中 的 公理 和 定理 。 

. 证 明定 理 3， 它 叙述 实数 的 乘法 单位 元 是 唯一 的 。 

. 证 明定 理 4， 它 叙述 对 于 每 个 非 零 实数 z，z 的 乘法 逆 是 唯一 的 。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 和 >y， 有 (一 z)。y 一 工 。( 一 J) 一 一 (z。，Jy)。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 zx 和 >， 有 一 (z 十 y) 一 (一 Z) 十 (一 y) 。 

. 证 明 对 于 所 有 实数 zx 和 yy， 有 (一 z)。( 一 y) 一 工 。y。 

, 证 明 对 于 所 有 实数 zx、y 和 xz， 如 果 z 十 z 一 > 十 zx， 则 zx 一 y。 

. 证 明 对 于 每 个 实数 zx， 有 一 (一 Z) 一 工 。 

用 z 一 > 一 z 十 (一 y) 来 定义 实数 zx 和 > 的 差 z 一 y， 其 中 一 y 是 y 的 加 法 逆 ; 并 用 xz/y 二 Tz， (1/y) 来 定 
义 商 zx/y， 其 中 > 天 0，1/y 是 y 的 乘法 逆 。 
8. 证 明 对 于 所 有 实数 zx 和 yy，z 一 y 当 且 仅 当 工 一 y 一 0。 
9. 证 明 对 于 所 有 实数 zx 和 y， 有 一 z 一 y 一 一 (z 十 y)。 
10. 证 明 对 于 所 有 非 零 实数 zx 和 yy，L/(Cz/y) 一 y/z， 其 中 1/(z/y) 是 z/y 的 乘法 逆 。 
11. 证 明 对 于 所 有 实数 ww、x、y 和 zx， 如 果 z 天 0 且 z 关 0， 则 (w/z) 十 (y/2)= 二 (w* zx 二 Zz， YD/(z* z)。 
12. 证 明 对 于 每 个 正 实数 z+，1/z 也 是 一 个 正 实数 。 
13. 证 明 对 于 所 有 正 实数 z 和 y，z，*，y 也 是 一 个 正 实数 。 
14. 证 明 对 于 所 有 实数 x 和 >， 如 果 z>0 且 y<0,， 则 xz*y<0。 
15. 证 明 对 于 所 有 实数 zx、> 和 z， 如 果 z>>y 且 z<0， 则 z。，z<y，>z。 
16. 证 明 对 于 每 个 实数 z，z 冯 0 当 且 仅 当 zx? 0。 
17. 证 明 对 于 所 有 实数 zw、z、y 和 zx， 如 果 w<z 且 y<*， 则 ww 十 y 过 Xz 十 z。 
18. 证 明 对 于 所 有 正 实 数 zx 和 >， 如 果 <<>， 则 1/z>1/>。 
19. 证 明 对 于 每 个 正 实数 xz， 存在 一 个 正 整 数 n 使 得 n* zx 二 1。 

x* 20. 证 明 每 两 个 不 同 的 实数 之 间 存 在 一 个 有 理 数 ( 即 具 有 z/y 形式 的 数 ， 其 中 xz 和 y 是 整数 且 y 隆 0)。 
练习 21 和 22 涉及 本 书 第 9 章 中 讨论 的 等 价 关 系 的 概念 。 

x 21. 定义 正 整 数 序 偶 集合 上 的 关系 一 如 下 : (w，Zx) 一 (y，z) 当 且 仅 当 w 十 z= 二 x 十 y。 证明 运 算 [(w， 
z)]J-+[Cy;, 2 =[Cw+ty, z+z)J 和 [Cw, zx) * [Cy, z)J~ =[Cw* y+zr* zx, xT* yw 
z)]- 是 良 定义 的 ， 即 它们 不 依赖 于 计算 所 选取 的 等 价 类 的 代表 元 。 

* 22. 定义 整数 序 偶 ( 第 二 个 元 素 非 零 ) 上 的 关系 盖 如 下 : (ww，z) 盖 (>，z) 当 且 仅 当 凤 。，z 一 二 。》y。 证 明 运 
算 [(mww，z)]~ 十 [(y，z)]~ 一 [(ww，z 十 z。y，Zz。z)]~ 和 [Co，z)]~。 [Cy, z)]~=[C(w* y, rz* 
z)]~ 是 良 定 义 的 ， 即 它们 不 依赖 于 计算 所 选取 的 等 价 类 的 代表 元 。 
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指数 与 对 数 函 数 





在 这 个 附录 中 我 们 将 回顾 指数 函数 和 对 数 函 数 的 一 些 基 本 性 质 。 这 些 性 质 全 书 都 会 用 到 。 
需要 进一步 了 解 这 些 方 面 的 学 生 可 以 参考 初等 数学 或 微 积 分 的 书籍 ， 例 如 在 推荐 读物 中 提 到 的 
那些 书籍 。 


B. 1 指数 函数 


令 nn 是正 整数 ,，b 是 一 个 固定 的 正 实数 。 函 数 f, (nn) 二 "定义 为 
f=6"=b* 0b b 

这 里 等 式 右边 是 n 个 5 相 乘 。 

我 们 可 以 用 微 积分 中 的 技术 对 于 所 有 实数 工 来 定义 函数 f,(zx) 二 上 。 函 数 f(x) 二 57 称 为 
是 以 b 为 底 的 指数 函数 。 这 里 我 们 不 讨论 当 工 不 是 整数 时 如 何 计算 以 2 为 底 的 指数 函数 的 值 。 

指数 函数 所 满足 的 两 个 重要 性 质 由 定理 1 给 出 。 其 证 明和 相关 性 质 可 以 在 微 积分 教材 中 
找到 。 

邻 5 是 一 个 正 实数 ， 工 和 yy 是 实数 。 则 

Db? 二 bb，”， 且 

2) (5)’=b?. 

某 些 指数 函数 的 函数 图 如 图 1 所 示 。 


.4 
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0 1 2 
图 1 以 1/2、2 和 5 为 底 的 指数 函数 图 


B.2 对 数 函 数 
假设 8 是 一 个 实数 ，b1。 则 指数 函数 8” 是 严格 递增 的 (在 微 积 分 中 已 证 的 事实 )。 这 是 一 
个 从 实数 集 到 非 负 实数 集 的 一 个 一 一 对 应 。 因 此 ， 这 个 函数 具有 逆 函 数 log, xz， 称 为 以 5 为 底 
的 对 数 函 数 。 换 言 之 ， 如 果 是 一 个 大 于 1 的 实数 而 zx 是 一 个 正 实数 ， 则 
bm 一 六 


这 个 函数 在 z 点 的 值 称 为 是 以 2 为 底 x 的 对 数 。 
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由 定义 可 得 
log, 0 一 工 
定理 2 给 出 了 对 数 函 数 的 一 些 重要 性 质 。 
定理 令 5 是 大 于 1 的 实数 。 则 
1) logs (xXy) 二 logs xX 十 logs y， 当 工 和 yy 是 正 实数 时 ， 且 
2) logs (Xx’”) 二 y log,X， 当 工 是 正 实数 而 y 是 实数 时 。 


证 因为 log, (zy) 是 满足 56%%(zy) = zy 的 唯一 实数 ， 所 以 为 证 明 第 1 部 分 只 要 证 明 





pw 二 zy 即 可 。 由 定理 1 的 第 1 部分， 有 


DemrHogiy 一 pogo blomy 


= XY 


为 证 明 第 2 部 分 ， 只 要 证 明 is 二 x? 即 可 。 由 定理 1 的 第 2 部分， 有 


PS = (bem )” 
= 4 
下 面 的 定理 将 两 个 不 同 底 的 对 数 联系 起 来 。 
RE 今 4 和 4b 是 大 于 1 的 实数 ,， 令 工 是 正 实数 。 则 
log, z= log, zx/log,a 
证 为 了 证 明 这 个 结果 ， 只 需要 证 明 


Dogaz= * logsa =z 





即 可 。 由 定理 1 的 第 2 部 分 ， 有 六 


Doga= logsa (bse ) iogar 
Et Cloga 


一 ZX。 2 
y=logx 


得 证 。 4 


以 本 书 通 篇 将 用 记号 log z 来 记 log, = 


因为 本 书 中 对 数 最 常用 的 底 是 5 二 2， 所 , 


函数 f(x) 二 log z 的 图 如 图 2 所 示 。 根 据 


定理 3， 当 底数 5 不 是 2 时 ， 可 以 得 到 一 个 函 二 
数 (1/log 5b)log z， 即 函数 log zx 的 常量 倍数 。 1 2 3 4 5 


练习 


1. 


2. 


2 f(x) 二 log z 的 图 


将 下 列 数量 表达 为 2 的 寡 次 。 

a)2 。22 b)(22)3 c)262 
计算 下 列 各 值 。 

a)log, 1024 b)logz 1/4 €)log: 8 


. 假设 log, z= 二 y， 其 中 z 是 一 个 正 实数 。 计 算 下 列 各 值 。 


a)log。 工 b)logs 工 C)logis 工 


. 邻 a、b 和 c 是 正 实数 。 证 明 am 一 cowe 。 
. 对 于 所 有 实数 zx， 画 出 f(x) 二 的 函数 图 ， 如 果 5 取 值 为 


a)3 b)1/3 c)1 


. 对 于 正 实数 =， 画 出 f(z) 二 logsz 的 函数 图 ， 如 果 5 取 值 为 


a)4 b)100 c)1000 
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伪 代 码 





本 书 中 的 算法 采用 自然 语言 和 伪 代 码 描 述 。 伪 代码 是 介 于 过 程 步 又 的 自然 语言 描述 和 用 实 
际 编程 语言 描述 过 程 的 规范 之 间 的 一 种 中 间 体 。 采 用 伪 代 码 的 优势 包括 书写 和 理解 的 简单 性 以 
及 容易 从 伪 代 码 生 成 实际 (各 类 编程 语言 的 ) 计 算 机 代码 。 这 里 描述 我 们 使 用 的 伪 代 码 中 特定 类 
型 的 语句 或 高 级 指令 。 伪 代码 中 每 条 语句 可 以 翻译 成 某 种 特定 编程 语言 的 一 条 或 多 条 语句 ， 这 
些 语 句 有 的 可 以 翻译 成 一 条 或 多 条 (很 可 能 是 很 多 ) 计 算 机 的 低级 指令 。 

该 附录 描述 本 书 使 用 的 伪 代 码 的 格式 和 语法 。 伪 代码 的 设计 目标 是 其 基本 结构 类 似 于 常用 
编程 语言 中 的 结构 ， 如 目前 教学 中 最 常用 的 C 十 十 和 Java。 然 而 ,我 们 用 的 伪 代 码 会 比 正式 编 
程 语言 更 宽松 些 ， 因 为 我 们 将 允许 使 用 自然 语言 的 步骤 描述 。 

该 附录 并 不 是 为 了 做 形式 化 研究 。 相 反 ， 只 是 为 学 生 在 学 习 本 书 中 给 出 的 算法 描述 以 及 当 
他 们 要 用 伪 代 码 来 完成 练习 时 作为 一 种 参考 指南 。 


C. 1 过 程 语句 
算法 的 伪 代 码 以 一 个 过 程 语句 开始 ， 给 出 算法 的 名 称 、 列 出 输入 变量 、 描 述 每 个 输入 变量 
的 类 型 。 例 如 ， 语 句 





procedure maximum( 工 : 整数 列表 ) 


就 是 算法 的 伪 代 码 描述 的 第 一 条 语句 ， 该 算法 起 名 为 maximum， 它 找 出 整数 列表 工 中 的 最 大 值 。 


C.2 赋值 和 其 他 类 型 的 语句 

赋值 语句 用 来 将 值 赋 给 变量 。 在 赋值 语句 中 左边 是 变量 名 而 右边 是 一 个 可 能 涉及 常量 、 已 
经 被 赋值 的 变量 或 过 程 中 定义 的 函数 的 表达 式 。 右 边 可 以 包含 任何 普通 的 算术 运算 。 可 是 ， 在 
本 书 的 伪 代 码 中 ， 它 可 以 包含 任何 良 定义 的 运算 ， 即 使 这 个 运算 只 有 在 实际 编程 语言 中 用 许多 
条 语句 才能 实现 。 

符号 :一 用 于 表示 赋值 。 这 样 ， 赋 值 语句 具有 下 列 形式 ， 


变量 :一 表达 式 





将 a 的 值 赋 给 变量 max。 像 下 面 这 样 的 语句 


Zz: 一 列表 工 中 的 最 大 整数 


也 是 可 以 使 用 的 。 它 将 工 设置 成 列表 工 中 的 最 大 整数 。 要 将 这 条 语句 翻译 成 实际 编程 语言 时 可 
能 需要 用 到 多 条 语句 。 另 外 ， 指 令 
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可 以 用 来 交换 a 和 4。 我 们 也 可 以 用 若干 条 语句 来 表达 这 一 条 语句 (参见 练习 2), 但 是 为 了 简 
单 ， 我 们 经 常 首 选 采用 这 种 简化 的 伪 代 码 形式 。 


C.3 注释 
在 本 书 的 伪 代 码 中 ， 花 括号 内 的 语句 不 会 被 执行 。 这 样 的 语句 用 做 注释 或 提醒 以 便 解释 过 
程 是 如 何 工 作 的 。 例 如 ， 语 句 


{z 是 工 中 的 最 大 元 素 } 


可 以 用 来 提醒 读者 在 过 程 执行 到 这 一 点 时 变量 x 等 于 列表 工 中 的 最 大 元 素 。 


C.4 条 件 结构 
我 们 会 用 到 的 条 件 结构 的 最 简单 形式 是 


证 条 件 then 语句 














告诉 我 们 如 果 条 件 为 真 ， 一 组 语句 中 的 语句 是 按 顺序 执行 的 。 

例如 ，3. 1 节 的 算法 1， 找 出 整数 集合 中 的 最 大 元 ， 我 们 使 用 条 件 语句 来 检查 对 于 每 个 变 
量 是 否 max 二 a;。 如 果 是 ， 则 将 a; 的 值 赋 给 max。 

通常 ， 我 们 需要 使 用 更 为 一 般 的 结构 。 当 我 们 希望 在 指定 条 件 为 真 时 做 一 件 事 ， 而 为 假 时 
做 另 一 件 事 时 就 要 用 到 这 样 的 结构 。 我 们 使 用 结构 


证 条 件 then 语句 1 
else 语句 2 


注意 语句 1 和 语句 2 中 的 一 条 或 两 条 可 以 替换 为 一 组 语句 。 
有 时 ， 我 们 需要 用 更 为 通用 的 条 件 语句 形式 。 条 件 结构 的 通用 形式 是 


这 条 件 1 then 语句 1 
else 证 条 件 2 then 语句 2 
else 证 条 件 3 then 语句 3 


else 证 条 件 n then 语句 
else 语句 ”十 1 
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当 使 用 这 个 结构 时 ， 如 果 条 件 1 为 真 ， 则 执行 语句 1， 然 后 程序 退出 该 结构 。 另 外 ， 如 果 
条 件 1 为 假 ， 程 序 检查 条 件 2， 如 果 为 真 ， 则 执行 语句 2， 等 等 。 这 样 ， 如 果 前 面 x 一 1 个 条 件 
没有 一 个 成 立 ， 但 是 条 件 半 成 立 ， 则 执行 语句 2。 最 后 ， 如 果 条 件 1、 条 件 2、…、 条 件 半 中 没 
有 一 个 为 真 ， 则 执行 语句 n 十 1。 注 意 z 十 1 条 语句 中 的 任何 一 个 均 可 以 替换 成 一 组 语句 。 


C.5 循环 结构 
本 书 中 的 伪 代 码 有 两 种 类 型 的 循环 结构 。 第 一 个 是 “for” 结 构 ， 它 具有 下 列 形式 


for 变量 :一 初 值 to 终 值 
语句 


或 


for 变量 :一 初 值 to 终 值 
一 组 语句 


其 中 初 值 和 终 值 是 整数 。 这 里 ， 循 环 开 始 时 ， 如 果 初 值 小 于 等 于 终 值 ， 就 将 初 值 赋 给 变量 ， 然 
后 用 变量 的 这 个 值 执行 这 个 结构 后 面 的 语句 。 然 后 变量 加 1， 用 变量 的 这 个 新 值 执行 语句 或 一 
组 语句 。 重 复 这 一 过 程 直 到 变量 等 于 终 值 为 止 。 在 用 等 于 终 值 的 变量 执行 指令 后 ， 算 法 进入 下 
一 个 语句 。 当 初 值 大 于 终 值 时 ， 循 环 中 的 语句 不 会 被 执行 。 

我 们 可 以 用 “for” 循 环 结构 来 找 出 正 整 数 1 到 的 总 和 ， 伪 代码 如 下 。 














sum :一 0 
for z :一 1 to 7 


sum :一 sum 十; 





另外 ， 本 书 还 会 用 到 更 为 通用 的 “for” 语 句 ， 形 式 如 下 : 


for 所 有 具有 某 种 性 质 的 元 素 


这 意味 着 接 下 来 的 语句 或 一 组 语句 会 针对 具有 某 种 性 质 的 元 素 被 连续 执行 。 
我 们 将 使 用 的 第 二 类 循环 结构 是 while" 结构 。 具 有 下 列 形式 : 





while 条 件 
语句 


或 
while 条 件 

一 组 语句 

当 使 用 这 种 结构 时 ， 检 查 给 定 的 条 件 ， 如 果 为 真 ， 则 执行 后 面 的 语句 ， 这 可 能 会 影响 作为 
条 件 的 一 部 分 变量 的 值 。 当 这 些 指令 执行 后 ， 如 果 条 件 依然 为 真 ， 再 次 执行 这 些 指令 。 重 复 这 
一 过 程 直到 条 件 变 成 假 为 止 。 作 为 一 个 例子 ， 我 们 可 以 用 下 列 一 组 包含 “while” 结 构 的 伪 代 码 
找 出 整数 1 到 nn 的 总 和 。 


sum :一 0 
while n>0 


sum :一 Sum 十 7 





n:=7n—1 
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注意 任何 “for” 结 构 都 可 以 转换 成 一 个 “while” 结 构 ( 参 见 练习 3)。 可 是 ,通常 理解 “for” 结 
构 更 容易 些 。 所 以 ， 当 有 可 能 时 ， 我们 优先 使 用 “for” 结 构 而 不 是 相应 的 “while” 结 构 。 


Cc.6 藤 套 循环 


循环 或 条 件 语句 中 经 常会 用 到 其 他 循环 或 条 件 语 句 。 本 书 所 用 的 伪 代 码 中 ， 我 们 采用 连续 
的 缩 进来 表示 嵌 套 的 循环 ， 这 就 是 循环 中 的 循环 ， 以 及 哪个 语句 组 对 应 哪个 循环 。 


C.7 过 程 中 使 用 过 程 


我 们 可 以 在 一 个 过 程 中 使 用 田 一 个 过 程 ( 或 者 在 递归 程序 中 使 用 自身 )， 只 需 简 单 地 写 出 另 
一 过 程 的 名 称 ， 加 上 过 程 的 输入 。 例 如 ， 


max( 工 ) 


用 输入 列表 工 来 执行 max 过 程 。 当 那个 过 程 的 所 有 步骤 执行 完毕 后 ， 继 续 执行 本 过 程 中 的 下 
一 条 语句 。 


C.8 返回 语句 
我 们 用 一 个 return 语句 来 说 明 一 个 过 程 在 什么 地 方 产生 输出 。return 语句 具有 下 列 形式 


产生 z 当前 值 作为 输出 。 输 出 工 可 以 涉及 一 个 或 多 个 函数 的 值 ， 包 括 正 在 计算 中 的 同一 个 函 
数 ， 但 位 于 更 小 处 的 值 。 例 如 ， 语 句 


用 来 以 ”一 1 为 输入 调用 该 算法 。 这 意味 着 用 等 于 n 一 1 的 输入 再 次 运行 该 算法 。 


练习 
1. 下 列 两 个 赋值 语句 构成 的 语句 组 有 什么 区 别 ? 
Q& :=b 


0 :一 < 





和 
b:=c 
a :=b 
2. 给 出 一 个 过 程 ， 利 用 赋值 语句 来 交换 变量 x 和 y 的 值 。 为 此 ， 最 少 需要 多 少 个 赋值 语句 ? 
3. 证 明 下 列 形式 的 循环 
for i :一 初 值 to 终 值 
语句 
可 以 写成 “while” 结 构 。 
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可 供 更 深入 学 习 本 书 相 关 主 题 的 资源 有 印刷 品 和 相关 网 站 。 印 刷 品 就 在 本 节 描 述 。 阅 读 材 
料 按 章 节 列 出 并 按 特定 主题 介绍 。 特 别 值 得 一 提 的 还 有 一 些 通用 的 参考 文献 。 罗 森 (Rosen) 扎 
写 的 《离散 和 组 合 数 学 手册 》(Hand book of Discrete and Combinatorial Mathematics)[Ro00] 是 一 
本 综合 性 的 参考 书 ， 你 会 发 现 这 是 一 本 特别 有 用 的 书 。 关 于 离散 数学 应 用 的 更 多 详情 可 以 在 
Michaels 和 Rosen 的 LMiRo91] 中 找到 ， 这 个 在 本 书 的 配套 网 站 上 也 有 在 线 版 。 关 于 计算 机 科 
学 的 许多 主题 ， 也 包括 本 书 讨论 的 主题 的 更 深入 论述 可 参考 Gruska 的 [Gr97]。 本 书 中 提 到 的 
许多 数学 家 和 计算 机 科学 家 的 传记 信息 可 以 在 GillispieLGi70] 和 MacTutor 网 站 (http://www- 
history. mcs. st-and. ac. uk/) 上 找到 。 

要 寻找 相关 的 网 站 ， 可 以 参考 本 书 配套 网 站 上 网 络 资源 指南 中 给 出 的 链接 。 配 套 网 站 的 地 
址 是 www. mhhe. com/rosen。 

第 1 章 

一 个 有 趣 的 学 习 逻 辑 的 方法 是 阅读 LewisCarroll 的 书 LCa78]。 人 逻辑 的 一 般 性 参考 文献 包括 
M, Huth 和 M. Ryan 的 [LHuRy04]、Mendelson 的 [Me09]、Stoll 的 LSt74] 以 及 Suppes 的 
[Su87]j。 关 于 离散 数学 中 逻辑 的 综述 性 文献 可 参见 Gries 和 Schneider 的 [GrSc93]。 系 统 规范 说 
明 的 讨论 可 参见 Ince 的 [LIn93]。Smullyan 的 骑士 和 无 赖 迷 题 在 LSm78] 中 有 介绍 。 他 撰写 了 许 
多 有 趣 的 关于 逻辑 迷 题 的 书 ， 包 括 LSm92]j 和 [Sm98]。Prolog 语言 在 Nilsson 和 Maluszynski 的 
LNiMa95] 以 及 Clocksin 和 Mellish 的 LCIMe94] 中 有 深入 的 讨论 。 证 明 的 基本 方法 可 参见 
Cupillari 的 [Cu05 ]、IMorash 的 [Mo91]、Solow 的 [So09]、Velleman 的 [Ve06] 和 Wolf 的 
[Wo98]。 构 造 证 明 的 科学 方法 和 技巧 在 Pelya 的 三 本 书 [Po62]、[Po71] 和 [Po90] 中 有 非常 有 
意思 的 讨论 。 涉 及 使 用 多 米 诺 和 多 联 多 米 诺 骨 牌 来 拼接 棋盘 问题 的 讨论 可 参见 Golomb 的 
[Go94] 和 Martin 的 [Ma91 ]。 

第 2 章 

Lin 和 Lin 的 LLiLi81j 是 一 本 易 读 的 关于 集合 及 其 应 用 的 教科 书 。 集合 论 的 公理 化 发 展 可 
以 参见 Halmos 的 [Ha60]、Monk 的 [Mo69] 和 Stoll 的 LSt74]。Brualdi 的 LBr09]， 以 及 
Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77] 包 含 了 多 重 集 的 介绍 。 模 糊 集 及 其 在 专家 系统 和 人 
工 智能 方面 的 应 用 在 Negoita 的 LNe85] 和 Zimmerman 的 [Zi91] 中 有 论述 。 微 积分 方面 的 书籍 ， 
如 Apostol 的 [Ap67]、Spivak 的 [Sp94]， 以 及 Thomas 和 Finney[ ThFi96 ]， 包 含 对 函数 的 讨 
论 。 关 于 整数 序列 的 最 好 的 书 是 Sloan 和 Plouffe 的 LSIPl95]。 关 于 证 明 的 书籍 ， 如 [Ve06]， 通 
常会 有 某 种 程度 的 可 数 性 论述 。Stanat 和 McAllister 的 LStMc77] 有 一 完整 章节 论述 可 数 性 。 
Aigner、Ziegler 和 Hoffman 的 LAiZiHo09] 的 第 17 章 给 出 了 关于 基数 和 连续 统 假 设 的 非常 好 的 
讨论 。 关 于 计算 机 科学 所 需 数学 基础 的 讨论 可 参见 Arbib、Kfoury 和 Moll 的 [LArKfMo80]、 
Bobrow 和 Arbib 的 [BoAr74]、Beckman 的 [Be80]， 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 [TrMa75 ]。 
矩阵 及 其 运算 在 所 有 线性 代数 书籍 中 都 有 论述 ， 如 Curtis 的 [Cu84] 和 Strang 的 [St09] 。 

第 3 章 

Knuth 的 LKn77] 和 Wirth 的 [Wi84] 是 关于 算法 主题 最 易 理 解 的 人 门 文章 。 算 法 入 门 的 最 
佳 书籍 有 Cormen、Leierson、Rivest 和 Stein 的 [CoLeRiSt09 ] 以 及 Kleinberg 和 Tardos 的 
LKITa05]。 关 于 函数 大 O 估计 的 更 广泛 的 资料 可 参见 Knuth 的 [Kn97a]。 关 于 算法 及 其 复杂 度 
的 一 般 性 参考 文献 包括 Aho、Hopcroft 和 Ullman 的 LAhHoUl74]，Baase 和 VanGelder 的 
[BaGe99]，Cormen、Leierson、Rivest 和 Stein 的 [CoLeRiSt09]，Gonnet 的 [Go84]，Goodman 和 
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Hedetniemi 的 [GoHe77]，Harel 的 [Ha87]，Horowitz 和 Sahni 的 [HoSa82]，Kreher 和 Stinson 
的 LKrSt98]，Knuth 撰写 的 关于 计算 机 程序 设计 技巧 的 著名 的 系列 从 书 [Kn97a] 、[Kn97bj 和 
[Kn98 ]，Kronsj6 的 [Kr87]，Levitin 的 [Le06]，Manber 的 [Ma89]，Pohl 和 Shaw 的 
LPoSh81]，Purdom 和 Brown 的 [PuBr85]，Rawlins 的 [Ra92]，Sedgewick 的 [Se03]，Wilf 的 
[Wi02]， 以 及 Wirth 的 LWi76]。 排 序 和 搜索 算法 及 其 复杂 度 的 深入 研究 可 参见 Knuth 的 
[Kn98]。 

第 4 章 

关于 数论 的 参考 文献 包括 Hardy 和 Wright 的 LHaWrWiHe08]，LeVeque 的 [Le77]，Rosen 
LRo10]， 以 及 Stark 的 [St78]。 更 多 有 关 数 论 的 历史 可 参见 Ore[Or88]。 计 算 机 算术 的 算法 讨 
论 在 Knuth 的 [LKn97bj] 以 及 Pohl 和 Shaw 的 [LPoSh81] 中 有 讨论 。 更 多 关于 寻找 素数 和 因子 分 解 
算法 的 信息 可 参见 Crandall 和 Pomerance 的 [CrPo10]。 数 论 在 密码 学 中 的 应 用 可 参见 Denning 
的 [De82]，Menezes、vanOorschot 和 Vanstone 的 [MeOoVa97]，Rosen 的 [Rol10]，Seberry 和 
Pieprzyk 的 [SePi89]，Sinkov 的 [Si66]， 以 及 Stinson 的 [St05]。Rivest、Shamir 和 Adleman 在 
[RiShAd78] 中 描述 了 RSA 公共 密 钥 系统 。 有 关 Cocks 的 发 现 可 参见 [Si99]， 这 也 提供 了 关于 
密码 学 历史 的 一 个 有 趣 的 故事 。 

第 5 章 

数学 归纳 法 的 入 门 介绍 可 参见 [Gul10] 和 Sominskii 的 [So61]。 全 面 介 绍 数学 归纳 法 和 递归 
定义 的 书籍 包括 Liu 的 [Li85]，Sahni 的 [Sa85]，Stanat 和 McAllister 的 [StMc77]， 以 及 
Tremblay 和 Manohar 的 [TrMa75]。 计 算 几 何在 [DeOrll] 和 [Or00] 中 有 论述 。1928 年 ， 由 
W. Ackermann 引入 的 Ackermann 函数 出 现在 递归 孙 数 论 中 (例如 ， 参 见 Beckman 的 [Be80] 和 
McNaughton 的 LMc82]) 以 及 某 些 集合 论 算 法 的 复杂 度 分 析 中 (参见 Tarjan 的 LTa83]) 。 递 归 论 
的 研究 可 参见 Roberts 的 LRo86]，Rohl 的 [Ro84]， 以 及 Wand 的 [Wa80]。 程 序 正 确 性 以 及 用 
来 证 明 程 序 正确 的 推理 机 的 有 关 讨 论 可 参考 Alagic 和 Arbib[AlAr78]，Anderson 的 [An79]， 
Backhouse 的 [Ba86]，Sahni 的 [Sa85]， 以 及 Stanat 和 McAllister 的 [StMc77] 。 

第 6 章 

计数 技术 及 其 应 用 的 一 般 性 参考 文献 包括 Allenby 和 Slomson 的 [AISI10]，Anderson 的 
[An89]，Berman 和 Fryer 的 [BeFr72]，Bogart 的 [Bo00]，Bona 的 [Bo07]，Bose 和 Manvel 的 
[BoMa86]，Brualdi 的 [Br09]，Cohen 的 [Co78]，Grimaldi 的 [Gr03]，Gross 的 [Gr07]，Liu 的 
[Li68]，P6lya、Tarjan 和 Woods 的 [PoTaWo83 ]，Riordan 的 [Ri58]，Roberts 和 Tesman 的 
[RoTe03]，Tucker 的 [Tu06]， 以 及 Williamson 的 [Wi85]。 Vilenkin 的 LVi71] 包 含 了 一 组 组 合 
问题 及 解答 。 一 组 更 难 一 些 的 组 合 问题 可 参见 Lovasz 的 [Lo79]。 关 于 IP 地 址 和 数据 报 的 相关 
信息 可 参 Comer 的 [Co05]。 锣 巢 原 理 的 应 用 可 参见 Brualdi 的 [Br09]，Liu 的 [Li85]， 以 及 
Roberts 和 Tesman 的 LReTe03]。 一 组 广泛 的 组 合 恒等式 可 以 在 Riordan 的 [Ri68] 以 及 Benjamin 
和 Quinn 的 [BeQu03] 中 找到 。 组 合算 法 ， 包 括 生 成 排列 和 组 合 的 算法 ， 在 Even 的 [LEv73]， 
Lehmer 的 [Le64]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77] 中 有 描述 。 

第 7 章 

离散 概率 论 的 一 些 有 用 的 参考 文献 包括 Feller 的 [Fe68]，Nabin 的 LNa00]， 以 及 Ross 的 
[Ro09a]。Ross 的 [Ro02] 侧 重 于 概率 论 在 计算 机 科学 中 的 应 用 ， 给 出 了 许多 平均 情形 复杂 度 分 
析 的 例子 ， 并 涵盖 了 随机 方法 。Aho 和 Ullman 的 LAhUl95] 有 对 概率 论 在 计算 机 科学 中 的 重要 
的 多 方面 论述 ， 其 中 包括 概率 论 的 编程 应 用 。 随 机 方法 的 讨论 占据 了 Aigner、Ziegler 和 
Hoffman 的 LAiZiHo09j] 中 一 章 的 篇 幅 ， 该 书 是 一 部 专著 ， 致 力 于 聪敏 、 有 启发 和 漂亮 的 证 明 ， 
也 就 是 Paul Erd6s 所 描述 的 来 自 4 天 书 》(CThe Book) 的 证 明 。 随 机 方法 更 广泛 的 论述 可 参见 
Alon 和 Spencer 的 [AISp00]。Bayes 定理 在 LPaPi01] 中 有 论述 。 更 多 有 关 垃 圾 邮件 过 滤 的 资料 
可 以 在 LZd05] 中 找到 。 
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第 8 章 

利用 递 推 关 系 建立 不 同 的 模型 可 参见 Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03] 以 及 Tucker 的 
[Tu06]。 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 和 相关 的 非 齐 次 递 推 关 系 的 完整 讨论 可 参见 Brualdi 的 
[Br09]，Liu 的 [Li68]， 以 及 Mattson 的 LMa93]。 分 而 治之 算法 及 其 复杂 度 分 析 在 Roberts 和 
Tesman 的 [RoTe03] 以 及 Stanat 和 McAllister 的 LStMc77] 中 有 论述 。 整 数 和 和 抢 阵 的 快速 乘法 的 
描述 可 以 在 Aho、Hopcroft 和 Uliman 的 LAhHoU174] 以 及 Knuth 的 LKn97b] 中 找到 。 关 于 生成 
函数 的 一 个 非常 好 的 介绍 可 参见 Pblya、Tarjan 和 Woods 的 [PoTaWo83]。 生 成 函数 的 深入 研 
究 可 参考 Brualdi 的 [Br09]，Cohen 的 [Co78]，Graham、Knuth 和 Patashnik 的 LGrKnPa94]， 
Grimaldi 的 [Gr03]， 以 及 Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03]。 更 多 容 斥 原理 的 应 用 可 参见 Liu 的 
[Li85] 和 [Li68]，Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03]， 以 及 Ryser 的 [Ry63]。 
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关系 (包括 等 价 关 系 和 偏 序 关 系 ) 的 一 般 性 参考 文献 有 Bobrow 和 Arbib 的 LBoAr74]， 
Grimaldi 的 [Gr03]，Sanhi 的 [Sa85]， 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 [TrMa75 ]。Date 的 [Da82] 
以 及 Aho 和 Ullman 的 LAhU195] 给 出 了 关于 数据 库 关系 模型 的 讨论 。Roy 和 Warshall 撰写 的 寻 
找 传递 闭 包 的 原始 论文 可 分 别 在 LRo59] 和 [Wa62] 中 找到 。 有 向 图 的 研究 可 参见 Chartrand、 
Lesniak 和 Zhang 的 [ChLeZh05 ]，Gross 和 Yellen 的 [GrYe05 ]，Robinson 和 Foulds 的 
[RoFo80]，Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03]， 以 及 Tucker 的 [Tu06]。 格 在 信息 流 中 的 应 用 在 
Denning 的 [De82] 中 有 讨论 。 
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图 论 的 一 般 性 参考 文献 包括 Agnarsson 和 Greenlaw 的 [AgGr06]、Aldous、Wilson 和 Best 
的 [AlWiBe00 ]， Behzad 和 “Chartrand 的 [BeCh71 ]， Chartrand、Lesniak 和 Zhang 的 
[ChLeZh05]，Chartrand 和 Zhang 的 [ChZh04]，Bondy 和 Maurty 的 [BoMul0]，Chartrand 和 
Oellermann 的 [ChOe93]，Graver 和 Watkins 的 [GrWa77]，Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03]， 
Tucker 的 [Tu06]，West 的 [We00]，Wilson 的 [Wi85]， 以 及 Wilson 和 Watkins 的 LWiWa90]。 
图 论 的 大 量 应 用 可 参见 Chartrand 的 [Ch77]，Deo 的 [De74]，Foulds 的 LFo92]，Roberts 和 
Tesman 的 [RoTe03]，Roberts 的 [Ro76]，Wilson 和 Beineke 的 [WiBe79]， 以 及 McHugh 的 
[Mc90]。 利 用 图 论 研究 社交 网 络 及 其 他 类 型 网 络 的 深入 讨论 可 参见 Easley 和 Kleinberg 的 
[EaKl10] 以 及 Newman 的 [Nel10]。 涉 及 大 图 (包括 Web 图 ) 的 应 用 可 参见 Hayes 的 [Ha00a] 和 
[Ha00b]。 图 论 算 法 的 综述 性 描述 可 参见 Gibbons 的 [Gi85] 以 及 Kocay 和 Kreher 的 [KoKr04]。 
图 论 算法 的 其 他 文献 包括 Buckley 和 Harary 的 [BuHa90]，Chartrand 和 Oellermann 的 
[ChOe93]，Chachra、Ghare 和 Moore 的 [ChGhMo79]，Even 的 LEv73] 和 [LEv79]，Hmu 的 
[Hu82]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77]。 欧 拉 关 于 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 的 原始 
论文 的 翻译 版 可 在 Euler 的 [Eu53] 中 找到 。Dijkstra 算法 的 研究 可 参见 Gibbons 的 [Gi85]，Liu 
的 [Li85]， 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77]。Dijkstra 原始 论文 可 在 [Di59] 中 找 
到 。Kuratowski 定理 的 证 明 可 在 Harary 的 [Ha69] 和 Liu 的 [Li68] 中 找到 。 图 的 交叉 数 和 厚度 
的 研究 可 参见 Chartrand、Lesniak 和 Zhang 的 [ChLeZh05]。 图 着 色 和 四 色 定 理 的 文献 可 参考 
Barnette 的 [Ba83] 以 及 Saaty 和 Kainen 的 [SaKa86]。 四 色 定 理 最 初 的 攻克 在 Appel 和 Haken 的 
[ApHa76] 中 有 记录 。 图 着 色 的 应 用 在 Roberts 和 Tesman[LRoTe03] 中 有 描述 。 图 论 的 历史 可 参 
考 Biggs、Lloyd 和 Wilson 的 [BiLIWi86]。 并 行 处 理 的 互联 网 络 在 Akl 的 [Ak89] 以 及 Siegel 和 
Hsu 的 [SiHs88] 中 有 讨论 。 
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树 的 研究 可 参见 Deo 的 [De74]，Grimaldi 的 [Gr03]，Knuth 的 LKn97a]，Roberts 和 
Tesman 的 [RoTe03]， 以 及 Tucker 的 [Tu06]。 树 在 计算 机 科学 中 的 应 用 在 Gotlieb 和 Gotlieb 
的 [GoGo78]，Horowitz 和 Sahni 的 [HoSa82]， 以 及 Knuth 的 LKn97a，98] 中 均 有 描述 。 
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Roberts 和 Tesman 的 [RoTe03] 讨 论 了 树 在 许多 不 同 领 域 中 的 应 用 。 前 级 码 和 哈 夫 曼 编 码 可 参 
见 Hamming 的 [Ha80]。 回 溯 是 一 种 古老 的 技术 ，Lucas 在 1891 年 撰写 的 书 LLu91]j 中 就 有 用 它 
来 求解 maze 谜 题 。 如 何 利 用 回溯 技术 求解 问题 的 广泛 讨论 可 参见 Reingold、Nievergelt 和 Deo 
的 LReNiDe77]。Gibbons 的 [Gi85] 以 及 Reingold、Nievergelt 和 Deo 的 [ReNiDe77] 包 含 生 成 树 
和 最 小 生成 树 的 构造 算法 的 讨论 。 寻 找 最 小 生成 树 算法 的 背景 及 历史 可 参见 Graham 和 Hell 的 
[LGrHe85]。Prim 和 Kruskal 分 别 在 [Pr57] 和 [Kr56] 中 描述 了 他 们 寻找 最 小 生成 树 的 算法 。 
Sollin 的 算法 是 一 个 非常 适合 并 行 处 理 的 算法 例子 ， 虽 然 Sollin 从 未 发 表 过 算法 ,但 他 的 算法 
在 Even 的 LEv73] 以 及 Goodman 和 Hedetniemi 的 [GoHe77] 中 均 有 描述 。 

第 12 章 

布尔 代数 的 研究 可 参见 Hohn 的 [LHo66]，Kohavi 的 LKo86]， 以 及 Tremblay 和 Manohar 的 
[TrMa75]。 布 尔 代数 在 逻辑 电路 和 开关 电路 中 的 应 用 在 Hayes 的 LHa93]，Hohn 的 [Ho66]， 
Katz 和 Borriello 的 [KaBo04]， 以 及 Kohavi 的 [Ko86] 中 均 有 描述 。 用 图 来 研究 积 之 和 表达 式 的 
极 小 化 的 原始 论文 是 Karnaugh 的 LKa53] 以 及 Veitch 的 LVe52]。Quine-McCluskey 方法 的 介绍 
可 参见 McCluskey 的 [Mc56] 以 及 Quine 的 [Qu52] 和 [Qu55]。 阅 值 函 数 的 讨论 参见 Kohavi 的 
[Ko86]。 
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形式 语法 、 自 动机 理论 和 计算 理论 的 一 般 性 参考 文献 包括 Davis、Sigal 和 Weyuker 的 
[DaSiWe94]，Denning、Dennis 和 Qualitz 的 [DeDeQu81 ]，Hopcroft、Motwani 和 Ullman 的 
[ HoMoUlo6 ]， Hopkin 和 Moss 的 [HoMo76 ]，Lewis 和 Papadimitriou 的 [LePa97 ]， 
McNaughton 的 [Mc82]， 以 及 Sipser 的 [Si06]。 米 勒 机 和 摩尔 机 最 早 由 Mealy[Me55] 以 及 
Moore[ Mo56] 引 和 人。Kleene 定理 的 原始 证 明 可 以 在 LK156] 中 找到 。 功 能 强大 的 计算 模型 ， 包 括 
下 推 自动 机 和 图 灵机 ， 在 Brookshear 的 [Br89]，Hennie 的 [LHe77]，Hopcroft 和 Ullman 的 
[HoUl79]，Hopkin 和 Moss 的 [HoMo76]，Martin 的 [Ma03]，Sipser 的 LSi06]， 以 及 Wood 的 
[Wo87] 中 均 有 讨论 。Barwise 和 Etchemendy 的 LBaEt93] 是 很 好 的 图 灵机 人 门 的 书 。 关 于 图 灵 
机 及 相关 机 器 的 历史 和 应 用 有 趣 的 文章 可 在 Herken 的 LHe88] 中 找到 。 人 忙碌 海 狸 机 最 早 由 Rado 
在 [Ra62] 中 提出 ， 有 关 信 息 可 参见 Dewdney 的 [De84] 和 [De93]，Herken 的 LHe88] 中 Brady 的 
论文 ， 以 及 Wood 的 [Wo87] 。 

附录 

关于 实数 和 整数 公理 的 讨论 可 参见 Morash 的 [Mo91]。 指 数 和 对 数 函 数 的 详细 处 理 可 参考 
微 积 分 书籍 ， 如 Apostol 的 [Ap67]，Spivak 的 [Sp94]， 以 及 Thomas 和 Finney 的 LThFi96]。 
Pohl 和 Shaw 的 [PoSh81] 使 用 了 具有 附录 C 中 所 描述 的 同样 特性 的 伪 代 码 形式 。 大 多 数 关 于 算 
法 的 书籍 ， 如 Cormen、Leierson、Rivest 和 Stein 的 [CoLeRiSt09] 以 及 Kleinberg 和 Tardos 的 
[KITa05] ， 都 会 使 用 一 种 与 本 书 伪 代码 类 似 的 伪 代 码 版 本 。 
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